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VOKVVOßT. 


Ipjs  ist  in  den  leisten  Lebensjahren  Jacob  Steiner's  einer 
seiner  Lieblingswtfnscliü  geweseu,  die  beiden  Hauptvorlesuugen, 
welche  er  regelmässig  an  der  Berliner  Universität  hielt^  heraus- 
zugeben. Leider  war  aber  die  Gesundheit  des  grossen  Geometers 
in  diesen  Zeiten  derart  erschfittert,  dass  er  selbst  nicht  daran 
denken  konnte,  die  mit  grosser  Mühe  verbundene  Arbeit  auf  sich 
scu  nehmen  y  und  so  blieb  es  dem  Verfasser  dieses  Buches  vor- 
behalten, bei  Uebemahme  der  hinterlassenenBchriftenBteiner's, 
die  Herausgabe  der  Vorlesungen  in  erster  Linie  zu  besorgen. 

Es  bot  sich  von  selbst  dar,  dass  der  Anfang  mit  der 
Vorlesung:  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  und  einiger 
andern  Gurren,  synthetisch  und  elementar  entwickelt"  ge- 
macht wurde,  denn  fOr  diese  ergaben  sich  in  einem  etwa 
80  Seiten  haltenden  Manuscripte,  betitelt:  Populäre  Kegel- 
schnitte'' hinreichende  Anhaltspunkte.  Zudem  stellte  Herr  Pro- 
fessor Dr.  Si  dl  er  in  Bern  mit  der  verdankenswerthesten  Bereit- 
vdlligkeit  dem  Verfasser  ein  ausgezeichnet  geführtes  CoUegien- 
heft  der  Vorlesung  zur  Verfügung,  so  dass  es  nicht  sdbwer 
hielt,  den  Steiner'schen  Vortrag  bis  ins  Einzelne  zu  verfolgen. 

Immerhin  schliesst  sich  nur  der  zweite  [der  umfassendste] 
Abschnitt  des  vorliegenden  Buches,  welcher  Ellipse,  Hyperbel 
und  Parabel  gesondert  untersucht,  in  Inhalt  und  Anordnung 
dem  Steiner'schen  Manuscripte  an,  während  der  erste  und 
der  dritte  Abschnitt,  die  Hauptsätze  der  Kreistheorie,  die 
Lehre  vom  geometrischen  Orte  und  eine  gemeinsame  Behand- 
lung der  Kegelschnitte  enthaltend,  nach  einigen  von  Steiner 
in  seinen  Manuscripten  angedeuteten,  aber  nicht  ausgeführten 
Ideen  bearbeitet  wurden.  Auch  in  diesen  Abschnitten  sind  die 
meisten  Besnltate  aus  der  erwähnten  Quelle  geschöpft,  nur 
glaubt  der  Herausgeber  ausdrücklich  für  die  Anordnung  der- 
selben, sowie  für  allfällige  Unrichtigkeiten  hier  die  Vexant- 
worÜidikeit  übernehmen  zu  müssen. — Da  in  dem  ganzen  Buche 
nur  elementare  S&txß  behandelt  werden,  so  war  die  Einführung 
historischer  Notizen  sowie  aller  Quellennachweis  unnöthig. 


VI 


VÜKWOKT. 


Alle  auf  Curven  höherer  Grade  bezfiglichen  Sätze  des 
Steiner'ifcheu  Manuscriptet»  sind  in  diese  Bearheitiuig  uicht 
aufgeiiommeu  worden,  weil  sie  sieh  meisteutheils  auf  Unter- 
suchung prujeetivischer  Gebilde  stützen.  Ein  Afwchuitt,  der 
in  der  ersten  Ausarbeitung  über'tlie  elementaren  projectivischen 
Beziehungen  dem  Huehe  angefügt  war,  ist  nach jgenauer  Ueber> 
legung  in  der  ^chlussrudactiun  gestrichen  worden. 

Man  wird  olme  Zweifel  an  mancher  Stelle  des  Buches 
fflhlen.  d»isn  dassellK'  jüihl  in  vluvm  Guss<'  eiiUbiiKleii  i^t: 
•*ä  Jiinir«*  xiir  KidMr)tiildigiiiig  »figt'fiihrt  .^fiii .  dass  dmii  VcHVts- 
.mt  itmiieiitli«'h  in  d«*ii  zw**i  Wtzi^jit  .lsilin*ii  «liiivh  .•««>lb.<t5tliiuli«;v 
H'ir(.H«*M.<<«'huft1i4-h**  .\i'l»eitiMi  und  dmvli  v'ut*-  ••t't  «Inirkciitk*  («fbr- 
thMtigk«*it  iH'stv  A rl.«(.*itsy.**ii  cut'/.i>gi;ii  wurde.  4«»  «iiii«;«  im* 
mir  »b  iiiiii  y.u  di<:li  »l«*r  l-t'^rnirlreituiig  itjid  Ati?(fnlinifig 
t*r:[$t4*fi  Kiitwurfvs  wi«bii(;ii  ktiufite.  Vicllcirbt  crkeiint  i-iii«* 
«vuhlwrollendc  Kritik  üuch  iui ,  t\n^ä  die  uugleichi*  Itcburidlutt«; 
einzelner  Partieen  ihren  Grund  darin  hat,  duss  der  Verfasser 
diejenigen  äätze,  welciie  von  grosserer  Bedeutung  sind  imd 
mehrfach  zur  Anwendung  kommen,  uingliclist  ausl'Uhrlich 
erörterte;  wahn^ud  die  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen  so 
kurz  als  irgend  thunlich  angedeutet  sind.  Im  Uebrigen  sei  das 
Buch  dem  mathematischen  i'ublikum  zur  geneigten  Beurthei- 
lung  empfohlen. 

Der  Bearlieiter  dieser  Vorlesung  Steiner's  hatte  die  Absicht, 
auch  die  Vorlesung:  „Ueber  die  neuern  Methoden  der  syn- 
thetisdien  (jrcometrie''  herauszugeben,  aUi  sich  glttcklicher- 
wettfe  Herr  Professor  Dr.  Schrot  er  zur  Uedactiou  derselben 
bereit  erklärte,  so  dass  nun  die  beiden  Vorlcsmigeu  gleich- 
zeitig erscheinen  können;  die  Beziehungen  zwischen  denselben 
sind  leicht  aufzufinden  mid  brauchen  hier  nicht  naher  erörtert 
zu  werden. 

Zum  Schlüsse  sei  dem  Herrn  Maschineningenieur  F.  Hai  1  e  r 
in  Ölten  der  freundschaftlichste  Dank  ausgesjii-ochen  fOr  die 
ausgezeichnete  Sorgfalt,  mit  welcher  er  die  Originale  zu  den 
in  den  Text  geilruckten  Holzschnitten  ausführte  iwd  für  die 
vielfache  Mühe,  welche  er  auf  die  Correctur  des  ganzen  Buches 
verwendet  hat. 

C.  F.  G. 
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Erstes  Kapitel. 
Der  Kreig. 

S  1.  Bio  Fotens. 

Zieht  man  durch  einen  Punltt  P  innerhalb  des  Kreises  M 
zwei  beliebige  Sehnen  AB  und  A' B\  whi  PA  ,PB=i  PA' .  PB\ 
Die  Dreiecke  PAA*  und  PBB'  sind  ihnlich,  denn  es  Ist 


Fig.  1. 


^  APA'  —  BPB'  ^  PAA'  =  PB'B  als  Periphcric- 

winkel  über  demselben  Bogen  A' B,   Man  hat  also 

PA*  iPB^PAiPB' 
und  scUiesslicb      PA.PB^  PA' .  PB\ 

Legt  man  durch  P  eine  Sehne  senkrecht  lu  dem  Durchmesser 
PM,  so  wird  dieselbe  in  P  halbht,  so  dass  man  hat 

PA"  ^PB  '  ^9,  also: 
PA.PB=z  PA' .  PB'  =  PA".  PB"  = 
Stviner,  Il«nical«rllMori«  d«r  K«f«beluiitt«t  X 


2 


Entos  Kapitet. 


Wir  nennen  s  die  halbe  kleinste  Selinc  durch  P,  denn  jede 
durch  P  gelegte  Sehne  ist  grosser  aU  A"B'\  Man  findet  z.  B.  für 
AB  die  Entfernung  Mm  vom  Mittelpunkte  M  kleiner  ab  die  Ent- 
fernung der  Sehne  A"B*'  fon  demselben  Punkte,  denn  in  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  MmP  Ist  die  Kathete  Mm  kleiner  ab 
die  Hypotenuse  MP,  Je  weiter  aber  eine  Sehne  vom  Krcis- 
nüttelponkte  entfernt  ist,  desto  kleiner  bt  sie,  also  ist  A"B" 
die  kielDste  der  durch  P  getogenen  Sehnen. 

liegt  der  Punkt  P  ausserhalb  des  Krebes,  so  hat  man  immer 
noch  für  zwei  beliebige  Sekanten  PAB  und  PA'B'  die  Gleichung 
PA.PB^  PA* .  PB\ 

Man  ziehe  AB'  und  A'B^  dann  bt  A  ÄPB'  <x>  A'PB, 
da  beide  den  Winkel  bei P  gemein  haben  und  femer  \sX'^A^A' 

Fig.  s. 

 ^ 


als  Periphcriewinkel  über  deniselbcMi  Rogen  BB'.  Es  folgl  daraus 

PA  :  PB'=PA'  :  PB 
oder  PA  .  PB^  PA'  .  PB\' 

Dreht  man  die  Sekante  A' B'  so,  da<^<;  sie  sich  immer  mehr  der 
Tangente  t  nähert,  so  rücken  auch  A'  und  B'  zusammen,  bis 
sie,  im  Grenzralie,  wo  die  Sekante  zur  Taugente  wird,  aufein- 
anderfaUen.   Es  bt  also: 

PA.PB=:PA\PB'=^i^ 

Sowohl  wenn  der  Punkt  P  innerhalb  des  Kreises  ilf,  ab 
auch  wenn  er  ausserhalb  des  Krebes  liegt,  beisst  das  Product 
PA .  PB  die  Potenz  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  den  Kreb  ilf. 
Um  aber  die  beiden  genannten  Fülle  yon  einander  zu  unter- 
scheiden, sagt  man:  Wenn  P  Innerhalb  des  Kreises  M  liegt,  so 
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gehen  die  Strecken  FÄ  nnd  PB  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen, man  Icann  also,  wenn  die  eine  positiv  gezftlilt  wird,  die 
andere  negativ  nelunen;  ihr  Prodoct  ist  ebenfalls  negativ,  d.  h.  die 
Potens  eines  Punlttes  in  Bezug  auf  einen  Kreis,  der  ihn  umschliesst, 
ist  negativ.  liegt  aber  P  ausserlialb  des  Kreises,  dann  gehen  die 
StredLen  PA  und  PB  in  gleicher  Richtung  und  beide  werden 
entweder  positiv  oder  negativ  gezilüt;  das  Product  ist  dann  jeden- 
falls positiv ,  d.  h.  die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen 
Kreis,  der  ihn  ausscbüesst,  ist  positiv.  Dass  IHr  einen  Punkt,  der 
auf  dem  Kreise  selbst  liegt,  die  Potenz  ss  0  ist,  bedarf  keiner 
weitem  Auseinandersetzung.  Durch  die  getrolfene  Bestimmung 
der  Zeichenverschiedenheit  bt  man  In  den  Stand  gesetzt,  die 
L&nge  der  Tangente  zu  bestimmen,  welche  von  einem  gegebenen 
Punkte  aus  an  einen  vorgelegten  Kreis  gezogen  werden  kann, 
insofern  man  die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis 
kennt;  es  ist  nftmllch  diese  LAnge  gleich  der  Quadratwurzel  aus 
der  Potenz.  Die  Quadratwurzel  kann  aber  nur  dann  ausgezogen 
werden,  wenn  die  Potenz  positiv  oder  Null  ist,  d.  h.  man  kann 
an  einen  Kreis  nur  von  solchen  Punkten  aus  Tangenten  ziehen, 
welche  ausserhalb  desselben  oder  auf  demselben  liegen. 

Ein  Punkt  P  ist  im  Allgemeinen  noch  nicht  bestimmt,  wenn 
man  seine  Potenz  in  Beiug'  auf  einen  Krds  U  kennt;  er  kann 
noch  auf  efaiem  mit  diesem  conzentriscben  Kretee  liegen  und  zwar 
verhilt  es  sich  damit  wie  folgt: 

1)  Ist  die  Potenz  negativ  und  zunächst  ihr  Werth  s  —  r\ 
so  lällt  der  Punkt  P  mit  M  zusammen.  Ist  sie  s  —  t^  so  liegt 
P,  wie  man  aus  Flg.  1  ableitet,  auf  einem  Kreise,  dessen  Radius 
Q  sss  Yr*  —  f '  ist,  so  dass  also  die  negative  Potenz  ihrem  ab- 
soluten Werthe  nach  nie  grösser  als     sein  darf. 

2)  Wenn  die  Potenz  s  0  ist,  so  liegt  P  auf  dem  Krebe  M 
selbst  und  ist 

3)  die  Potenz  positiv  i',  so  liegt  P  auf  einem  Kreise, 
dessen  Radius  ^  s=3  ^r*  -|-  ist.  Ffir  die  positive  Potenz  gibt 
es  keine  Grinzen,  dieselbe  kann  unendlich  werden,  was  f&r  jeden 
unendlich  entfernten  Punkt  geschieht. 

Die  bis  jetzt  gefundenen  Resultate  geben  eine  Auflösung  der 
Aafgalw: 

Einen  Kreis  zu  finden,  der  durch  zwei  Punkte  A  und  B 
geht  und  eine  Gerade  G  berührt. 

!♦ 


Entes  Kapitel. 


Fig.  8. 


Zunächst  werde  der  Fall  ausgeschlossen,  wo  G  (he  \'erhiii- 
dungsgerade  von  A  und  7?  ist  [der  gesuchte  Kreis  wäre  dann  die 
(ierade  G  selbst,  welche  ollenhar  als  Kreis  von  unendlich  grossem 
Hadius  aiifgefasst  werden  kanuj;  CS  sind  dann  für  G  drei  ver- 
schiedene Falle  möglich: 

1)  G  geht  durch  einen  der  INinkle  A  und  B.  /..  W.  durch  A. 

2)  A  und  B  liegen  auf  verschiedenen  Seilen  voa  G. 

3)  A  und  B  liegen  auf  dcrselhen  Seite  von  G. 

1)  erledigt  sich  sehr  leicht;  man  findet  den  Mittelpunkt  des 
gesuchten  Kreises,  indem  man  von  A  (?in  Perpendikel  auf  (l  zieht 
und  den  Durrliscbnittspunkt  cU-sselhen  mit  demjenigen  I'eipen- 
dikel  bestimmt,  weiches  in  der  Mitte  toq  ä  und  B  wxi  AB 
errichtet  werden  kann. 

Für  2)  und  3)  verföbrt  man  wie  Tolgt: 

G  schneide  die  Gerade  AB  in 
einem  Punkte  P,  dann  ist  die 
l^otenz  von  P  für  je(h'n  beliebigen 
der  durch  A  ^uiid  B  möglichen 
Kreise  =spA  ,  PB  und  zwar 
dieselbe  negativ  oder  positiv  zu 
nehmen,  je  nachdem  2)  oder  3) 
eintritt.  Nach  den  frühern  Be- 
trachtungen ist  aber  die  Länge 
der  Tangente«  welche  von  P  aus 
an  einen  dieser  Kreise  gelegt 

werden  kann:  I  =  ypJ  .  PB,  wie 
nur  bei  3)  einen  wirklieben  Werth 
ergibt,  der  auch  sofort  oonstmirt 
werden  kann.  Man  scblege  nSm- 
licb»  wenn  die  Punkte  in  der 
Reihenfolge  PJB  liegen.  Über  PB 
einen  Halbkreis»  errichte  in  A  auf  PB  ehi  Perpendikel,  welches 
denselben  In  C  treffen  mflge,  so  Ist  PC  die  gesuchte  Tangente. 
Schiigt  man  nun  mit  PC  als  Radius  um  P  einen  Kreis,  so 
schneidet  dieser  auf  C  zwei  Punkte  aus,  von  denen  jeder  Be- 
rflhnmgspunkt  eines  Kreises  ist,  welcher  den  gestellten  Bedingungen 
genfigt,  und  unsere  Aufgabe  ist  darauf  zurfickgeffihrt,  einen  Kreis 
zu  construiren,  welcher  durch  drei  gegebene  Punkte  gebt. 
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$  2.  Botouliiiie  und  Potenq^unkt. 

Kill  Kreis  bestfanml  für  alle  Punkte  in  der  Ebene  die  in 
ßi'zug  aur  ihn  genommene  Potenz.  Nimmt  man  nun  einen  zweiten 
Kreis  hinzu,  so  kann  man  fragen,  ob  es  Punkte  gebe,  welche 
für  die  beiden  Kreise  dieselbe  Potenz  haben.  Zur  Beantwortung 
setzen  wir  zunächst  voraus  [was  übrigens  von  keinem  ^indiiss 
auf  den  Beweis  ist] ,  dass  die  beiden  Kreise  ausser  einander  liegen. 

Sei  nun  P  irgend  einer  der  Punkte  gleicher  Potenz,  so  Ist 
für  ihn,  wenn  r,  und  r,  die  Radien  der  beiden  Kreise  bedeiilen, 
*/  der  Ah-slaiid  iliror  Millclpunkle  i)/,  und  M.,  ist,  un«l  wenn  ferner 
die  Kiidernungcn  des  Punktes  /'  von  den  Mittelpunkten  mit  s^  und  s.^ 
bezeichnet  werden,  die  Potenz  nach 

wie  der  §  1  ergibt,  und  die  Potenz  nach  if, 

abo  da  sein  soll: 

—  Tj'  =     —  ''2*  oder  fj*  ~~  s^^ss  r,*  —  r,* 

Fig.  4. 


Umgekehrt,  gilt  für  die  Abstände  .v,  und  eines  Punktes  P 
fon  den  beiden  Punkten  Af,  und  die  Gi.:  —  =  —  r,^ 
80  bat  derselbe  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Krr  ise  dieselbe  Potenz. 

Sei  Q  der  Fusspunkt  des  vonP  auf  M^M^  geiaUien  Perpen- 
dikels, so  ist 

W + JfjÖ*. + QMf,  also  - #,*= ÄiÖ«— Jf,Ö«. 
Fttr  Irgend  einen  Punkt  P'  des  Perpendikels  ist  aber,  wenn  seine 
Abstlnde  von  itf,  und      mit  /j  und     beielcbnet  werden: 

und  s'j*  —  »2  =  ^^^1     ~  0^2^  =      —  '•2'» 


6  Erstes  K«pitol. 

(1.  i).  das  vou  P  auf  if|  Af,  g^^^^^e  Perpeodikel  ist  die  Linie  gleicher 
Poteozeii. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Punkt  Q  zu  bestimmen,  wozu 

die  Gleichungen  dienen: 

+  Qliti  =    und  -»I —  QM^  =»  V  — 

f.7   ^2 

woraus  durch  Divisiua  folgt:  M^Q  —  QM^^^— — ^ — ~»  so  dass 

üiau  hat:  2  Jlfj ()  =  rf  +  -  ^— ^  «nd  2QM^^d  '    ^  * 

wodurch  P  vollständig  gegeben  ist. 

•  Wir  gellen  jetz^t  noch  darauf  ein,  die  iluziehiing  anzugeben, 
in  welcher  die  Potenzlinie  zweier  Kreise,  oder  die  Linien  ihrer 
gleichen  Tangenten  [was  olleniiar  gleichbedeutend  ist]  zu  der 
gegenseitigen  Lage  der  beiden  Kreise  steht  Schneiden  sieb  zwei 
kreise,  so  fällt  die  Potenzlinie  mit  ihrer  gcmeiiischaniichen  Sehne 
zusammen,  denn  für  jeden  Schnittpunkt  der  beiden  Kreise  ist 
die  Potenz  nach  dem  einen  sowohl  als  nach  dem  andern  der- 
selben gleich  >u1l.  Ber&bren  sich  die  Kreise,  so  ist  die  ge- 
meinsciiaflliche  Tangente  zugleich  Potenzlinie.  Liegen  die  Kreise 
ausser  einander,  so  gebt  die  Potenziinie  zwischen  ihnen  durch, 
ohne  einen  von  beiden  zu  schneiden,  und  wenn  endlich  einer 
von  den  Kreisen  den  andern  ebischliessl,  so  liegt  die  Potenzlinie 
ausserhalb  derselben  und  zwar  auf  der  Centrallinie  mit  dem 
Mittelpunkt  des  eingeschlossenen  Kreises  auf  derselben  Seite  vom 
Mittelpunkte  des  einschliessenden  Kreises.  Da  för  consentrfsche 
Kreise  d  =  0  ist,  also  M^Q  und  QM,^  unendlich  werden,  so  Uegt 
in  diesem  Falle  die  Potenzlinie  ganz  in  unendlicher  Entfernung. 

Drei  Kreise  M^M^M.^  bestimmen  zu  je  zweien  genommen 
drei  Potenzlinien,  welche  wir  so  bezeichnen  wollen,  dass  M^M^ 
und  P^,  M^M^  und  P,*  -^3  zusammengehören;  die 

drei  Geraden  P^^PiP^  schneiden  sich  dann  in  einem  Punkte,  dem 
Potenzpnnkte  der  drei  lU-else.  In  der  That,  sei  P  der  Durch- 
schnitt von  P|  und  P^»  so  ist.  för  P  die  Potenz  nach  üf,  gleich 
derjenigen  nach  üf,  nnd  ebenso  die  Potenz  nach  gl^ch  der- 
jenigen nach  ilf| ,  dso  auch  die  Potenz  nach  Jf,  gleich  derjenigen 
nach  üf,;  d.  h.  P  liegt  wirklich  auf  der  Potenzlinie  P^  der  Kreise 
üfi  und  M^' 

Zieht  man  von  P  aus  [insofern  diess  mdgUch  Ist]  je  zwei 
Tangenten  an  jeden  der  Kreise,  so  sind  dieselben  alle  gleichlang 
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und  ihre  BeröbnmgspuQkte  liegen  auf  einem  Kreise,  der  alle  drei 
gegebenen  rechtwinklig  sehneidet,  wesshalb  er  Ihr  Orthogonal* 
kreis  helsst 

Die  bewiesene  Eigenschaft,  dass  die  drei  Potenslinien  dreier 
Kreise  sich  in  dnem  Punkte  schneiden,  dient  dasu,  die  Potens- 
Unie  zweier  sich  nicht  schneidender  Kreise  jif|  und  j|f,  su  finden. 
Man  construire  ehien  Kreis  Jlf,,  welcher  sowohl  Jfj  als  JV,  schneidet, 
dann  sind  die  gemeinschafUichen  Sehnen  von  und  ilf|  und 
von  ifj  und  Jf,  zwei  von  den  drei  Potenilinien  der  drei  Kreise 
M^M^M^,  die  dritte  gesuchte  geht  ateo  durch  ihren  Schnittpunkt; 
sie  steht  zudem  senkrecht  auf  der  Gentrallinle  M^M^,  wodurch  sie 
vollständig  bestimmt  ist 

Eine  zweite  Anwendung  des  Satzes  gibt  die  Gonstrudbn  des 
Kreises,  welcher  durch  zwei  Punkte  A  und  B  geht  und  einen 
gegebenen  lüreis  K  beröhrt  Sei  der  gesuchte  Kreis,  so  lege 
man  durch  A  und  B  einen  beliebigen  Kreis  K^,  welcher  K  in 
zwei  Punkten  C  und  D  schneidet.  Die  ILrelse  KK^  if,  haben  aber 


drei  PotenzUnien,  die  sich  In  einem  Punkte  P  schneiden.  Die 
Polenzlinie  von  K  und  Ki  Ist  CD,  diejenige  von  Ki  und  if,  natflr- 
lich  AB,  und  die  dritte  von  K  und  geht  nothwendigerwelse 
durch  den  Scbnlttfiunkt  P  von  AB  und  CB.  Da  aber  IT  und  IT, 
sich  berflhren,  so  ist  ihre  Potenzlhiie  die  gemeinsehaftllche 
Tangente,  also  jedenfalls  Tangente  an  JT.  Man  lege  dessbalh  von 


Fig.  5. 
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P  aus  die  beiden  Tangenten  an  IT,  so  besUroml  jeder  der  beiden 
BerOhrungspimlLte  mit  Ä  und  B  einen  Kreis,  welclier  die  {ge- 
stellte Aufgabe  iflet 

Wenn  A  und  B  Iieide  gieiclueitig  ausserhalb  oder  innerbalb 
K  liegen,  so  liegt  P  ausserhalb  K  und  man  kann  die  beiden 
nöthigen  Tangenten  sofort  ziehen.  Liegt  einer  der  IHinkte  auf 
K,  so  fällt  P  mit  ihm  zusammen,  und  es  ist  also  nur  noch  eine 
Tangente  an  K  niöglicb,  und  wenn  einer  der  Punkte  A  und  B 
ausserhalb,  der  andere  innerhalb  K  liegt,  so  liegt  P  innerhalb 
K  und  es  sind  dann  keine  Tangenten  mehr  möglich.  Die  Auf- 
gal>e:  einen  Kreis  zu  ßnden,  welcher  durch  zwei  l'iinkle  gehl  und 
einen  gegebenen  Kreis  berührt,  lässt  also  zwei,  eine  odir  gar 
keine  Lösung  zu,  je  nachdem  einer  von  den  drei  bezeichneten 
Fällen  eintritt. 

§  '6.  Aelmlichkeitspunkte. 

Wir  nehmen  z^vei  Kreise,  und  mit  den  resp.  Radien 
r|  und  r,  in  der  Ebene  an,  und  zwar  so,  dass  sie  vorderliand 

ausser  einander  liegen.  Zieht  man  nun 
in  denselben  zwei  parallele  und  gleich- 
gerichtete Radien  MiB^  und  M^B^  so 
geht  die  Gerade  B^  B^  durch  einen  Punkt 
A  auf  der  Verlftngerung  der  Geraden 
M^M^,  welcher  für  jede  beliebige  Lage 
der  parallelen  und  gleichgerichteten  Ra- 
dien derselbe  bleibt. 
Es  Ist  nftmlich,  da 

A  M^B^Ats»  M.iB^Ä'. 
A  :  ilf  2  A  =  r|  : 
aus  welcher  Gl.,  da  3/j  A  —  M^A—M^  M.^ 
ist,  M^Ä  und  3/^,.^  citideutig  berechnel 
werdeu  könm  ii,  und  zwar  in  der  Art, 
dass  nur  die  Grössen  Tj,  r.^,  M^M^, 
aber  nicht  die  Hi»  htung  der  Hadien  auf- 
treten. Der  Punkt  ./  hcisst  der  äussere 
V  eh  n I  ir  hk ei  ls|i u  n  k  t  (Irr  Kreise 
und  iV.,  und  er  ist  in  dem  ani^riKuunxMU'U  Falle  zugleich  der  Dnrrli- 
schnitlspuiikt  der  beiden  äussern  genieinschaftiichen  Tangenten 
der  beiden  Kreise,  wie  leicht  einzusehen  isL 
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Zieht  maii  jelsl  in  den  Keeisen  Jf|  und  JIT,  iwd  parallele 
alter  ungleichgerichlete  Radien  iV|C|  und  M2C2,  so  schneidet 
C^C^  die  Gerade  M^M^  in  einem  Punitte  /»^welcher  für  jede  be- 
liebige Lage  der  parallelen  und  ungleicbgerichteten  Radien  der- 
selbe bleibt,  da  aus  den  Gleichungen 

M^J:  M^J—r^  :  r,  und  i»f,/  +  JM2  =  V. 
die  Slürkr  .1/, J  und  M^J  un/xrtndeuUg  liorcohiicl  weidi'ii  köiiiirii. 
Der  l*ui)kl  /  lieissl  der  iiiiiiM'o  Aelniliclikritspuiikl  der 
Kreise  ,1/,  und  M.,  und  er  ist  der  hin  LliseliniKspunkl  iln'er  beiden 
innern  genieinscliaflliclien  Tangi  iilni.  Ks  isl  klai",  dass  die  l'iiiikl<' 
A  und  J  unaljli;ui;4iy  sind  von  der  >Iöj,di(  likcif ,  ;m  die  Kreise 
.)/,  und  3/.,  <,'enieiiis(  liiirilielnj  Tangenten  zu  ziehen,  und  dass  sie 
jedesmal  vorhanden  sind  und  construirt  werden  können,  sobald 
die  beiden  Kreise  nicht  eonzeuLrisch  sind. 

Zieht  man  dnr(  h  den  äussern  Aehnliehkeilspunkl  A  einen 
beliebigen  gera<liinigt  ii  v*^!rald  und  von  .1/,  und  :>/.,  aus  zu  ei 
beHebige  parallele  (ieraden,  welche  (;  in  «,  und  schneiden 
niügen,  so  ist  wegen  der  Adintichkeil  der  Dreiecke  M^a^A  und 

oder  da  r,  :     =  M^A^  :  M2Ä2 

auch  Jf|«i :  M^«^  ^^i'  ^2 

Wenn  umgeliehrt  diese  Relation  fOr  die  Abschnitte  Jlf,  «j  und 
JfjCTj  gdt,  welche  zwei  von      und  ilfj  ausgehende  parallele  Ge- 


Fig.  7. 


raden  mit  einem  Strahle  Q  bilden,  der  die  Gerade  M.^  auf  ihrer 
Vertiingerung  schneidet,  so  geht  G  durch  den  iussem  Aehnlich- 
keltspuakt  Ä  der  beiden  Kreise.  Sei  in  der  That  .i'  der  Dnrch- 


to 
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sclinilt  von  (J  mit  M^M^,  so  isl  wegen  dei'  AehoUcbkeit  der 
Dreiecke  M^a^Ä'  und  M-^ct^A': 

Jlfi«,  :  ir,«,  ^  M^A'  i  M^Ä\  aber^nadi  Vorauraetzimg 

itfi«!  :  M2tt2  »     :  r,,  also  auch 

Afiwi' :  M^A'  s=  r. :  r«:  ferner  hat  man  noch 


Die  beiden  letzten  Gl.  bestimmen  nach  FrQherm  voUkomroen 
eindeutig  den  Aehnlichkeitspunkt  A,  d.  h.  A  und  A'  fallen  zu- 
sammen, und  die  Gerade  G  geht  durch  den  äussern  Aehnlich- 
keiibpuiikt  der  Kreise  iVj  und 

Würde  G  die  Gerade  Jf,  auf  der  Strecke  M2  treffen, 
so  könnte  man  in  durchaus,  gleicher  Weise  zeigen,  dass  unter 
Voraussetzung  der  Relation  M^a^ :  Mj^y  =  -  ^2  Strahl  G 
durch  den  Innern  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  ilfi  und  M.^  geht. 

Drei  Kreise  M^M^M.^  mit  den  resp.  Radien  r^r^r^,  geben 
zu  je  zweien  aufgefasst,  sechs  Aehnlicfakeltspunkten  den  Ursprung. 
Nämlich  die  Kreise  Üf,  und  M.^  bestimmen  den  äussern  Aehn- 
lichkeitspunkt A^  und  den  Innern  Aehnlicbkeilspunkl    ,  die  Kreise 


lind  ;V,  beslinimen  und  /j  schliesslic-li  beslimmen 
noch  3fi  und  die  Punkte  A-^  und  Es  gilt  inin  folgender 
Salz:  Die  drei  nusscrn  ^Uiinlicbkeitspunlde  liegen  auf  einer  Ge- 
raden, und  ei)enso  liegt  jeder  äussere  A('hnli(  likci(spunkt  mit  den 
beiden  ihm  nicht  zugehörigen  Innern  Aehnlichkeitspunkten  auf 


Fig.  8. 
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(filier  Geraden.  Man  hat  alsd  vier  Systeme  von  drei  Punltlen« 
die  je  auf  einer  Geraden  liegen,  nänilicli  Ä^A^A-^t  ^j/j/s»  J^A^J.^ 
und  J^J^Ay 

Der  Deweis  wird  für  alle  Fälle  analog'  gefiUirt;  wir  geben 
ihn  hier  nur  für  das  System  der  drei  äussern  Aehulicbkeitspuukle 

A^  Aj  A<y 

Man  ziehe  die  Gerade  und   durch   die  Millelpunkle 

J/,  .1/.,  .V5  drei  beliebige  pnralh'le  Gerade,  welche  den  Strahl 
A^A.j  in  «, .  «2  und  ccj  U  cllt  11  mögen.  \h\  ./,./..  durch  den 
äussern  Aebniichkeilspunkt  J,  der  Kreise  gelil,  so  ist: 

M^tt^  :  V.,c(3  =     :      ebenso  hat  man: 

üfi«!  :  M^a^  =  rj  :  r., ,  also  auch 

Jtfi«! :  ilf2tt2  =  !  ''2  h.: 
gehl  nach  dem  vorhin  bewieseaen  Satze  eutweder  durch 
den  äussern  oder  durch  den  Innern  AehnlichlLeiUpunki  der  Kreise 
Af,  und  AT,.  Da  aber  die  Hittelpunlcte  der  Kreise  MiU^M^  auf 
einer  und  derselben  Seite  der  Geraden  A^A^  liegen,  so  sind 
ÜTi«]  und  if,«,  gleich  gerichtet»  mAAyA^  geht  durch  den  Aehn- 
liclüieilapunl(t  A^,  d.  h.  die  drei  äussern  Aehnlichlteitspunlde  dreier 
Kreise  liegen  auf  einer  Geraden.  Wie  dieser  Sats  und  die  drei 
ihm  enispreclienden  auf  die  Durchschnittspunkte  der  gemein- 
schalUichen  äussern  und  Innern  Tangenten  dreier  Kreise  Qber- 
tragen  werden  ItAnnen,  braucht  nicht  näher  ausgeführt  zu  werden. 

%  4.  Der  Faaoal'aohe  Sats. 
Werden  sechs  Punltte,  die  auf  ehiem  Kreise  M  liegen,  in 

Fig.  9. 


fl 


irgemf  einer  Ueihonlulj^e  nnl  «len  Zahlen  1  2  3  4  f)  (i  hc/cic  hnt  i, 
und  mau  verbindet  nun  successive  1  mit  2,  2  mit  3,  ^  mit  4, 
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4  mit  5,  5  mit  6  und  6  mit  1,  so  entsteht  ein  dem  Kreise  ein? 
geschriebenes  Sechsccit.  [In  unsrer  Figur  haben  wir  absichtlich, 
um  die  Allgemeinheit  der  Betrachtung  beizubehalten,  die  Punitte 
so  gewählt,  dass  sie  nicht  ein  gewöhnliches  convezes,  sondern 
ein  Qberschlagenes  Kreissechseck  bilden.] 

In  diesem  Sechseck  nennen  wir  je  die  Ecken  1  and  4, 
2  und  5.  3  und  6  gegenüberliegende  Ecken  und  Je  die  Seiten 
12  und  45,  23  und  56,  34  und  61  gcgcoGl>erliegende  Seiten. 
Es  gilt  nun  der  von  Pascal  herrflhrende  Satz:  In  einem  Kreis- 
sechseck schneiden  sich  die  drei  Paare  gpgenGberliegender  Seiten 
in  drei  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 

Es  sei  P  der  Durchschnitt  von  12  und  45,  Q  der  Durch- 
schnitt von  23  und  56,  M  der  Durchschnitt  von  34  und  61,  dann 
wird  der  Satz  l^ewiesen,  wenn  man  zeigt,  dass  I\  R  aurgcfasst 
werden  kOnnen  als  das  System  von  drei  Süssem  Aehnllchkeits- 
punkten  oder  das  System  von  einem  äussern  und  den  zwei  ihm 
nicht  zugehörigen  Innern  Aehntichkeitspunkten  dreier  Kreise.  Zu 
diesem  Zwecke  lege  man  in  je  zwei  gcgcnöberliegenden  Ecken 
die  Tangenten  an  den  Kreis  ilf  und  construire  von  ihrem  Schnitt- 
punkte aus  als  Bfittelpunkt  ehien  Kreis,  der  die  Ecken  enthält, 
so  erhält  man  drei  Kreise,  nämlich  för  1  und  4  den  Kreis  Mi, 
f&r  2  und  5  den  Kreis  ilf,  und  för  3  und  6  den  Kreis  jV^.  In 
Bezug  nun  auf  diese 'Kreise  i^/iii/^^/,,  von  denen  jeder  Jf  recht- 
winklig schneidet,  sind  A  ein  System  von  Aehnlidikeitspunkten 
auf  einer  Geraden. 

Legi  man  in  4  die  Tangente  an  und  in  5  die  Tangente 
an  Jlf,,  so  schneiden  sich  diese  beiden  Tangenten  in  dem  Bfittei- 

Pig.  10. 


pnnktc  M  des  Kreises  Es  ist  also  M  45  ein  gleiclisrlienkliges 
Dreieck ^nid      M\h  =  MbA  und  aucli      j»/j45  =  M^b-i,  da  um 
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(lii'sc  Wiiikri  zu  erlialU'ii  niüii  einfach  uur  zu  jedem  der  .Vorigca 
einen  Rcclitcii  zu  addirca  hat. 

Es  i>t  U'vtm-  A  M  j^Pi  ein  glciclisciiciikligcs,  wenn  den 
zwvileu  IluiclKschniltspuukt  von  45  mit  dein  Kreise  M.^  bezeirlinc!. 
also  -V.  M.,5p.,  =  J/^PjÖ,  woraus  folgt  M2P2l'=  M/A  =  ^V,45 
d.h.  J/j4  und  .V,/>2  sind  parallele  Radien,  und  da  sie  zndcn) 
gleicligericlilct  sind ,  so  gellt  45  durch  den  äussern  Aelinliclikcils> 
punkt  der  Kreise  J/,  und  M.,.  Durchaus  in  gleidier  Weise  \vird 
gezeigt,  dass  12  chenfalis  durch  den  äussern  Aetnilii  lik<  itspuukt 
von  iV,  if/j  geht,  also  ist  dieser  mit  P  identisch.  I^s  IkmIcu  I  krlnn* 
weitern  Ausführung  mehr,  dass  o  der  Innere  Arhnliihkcitspunkt 
der  Kreise  31.,  und  und  II  der  innere  Aehnlichkeitspunkl  der 
Kreise  und  isL  Unter  Deaehlung  aller  angegebenen  He- 
weiselemente  kann  man  nun  den  Pascal'schen  Salz  als  für  jedes 
Kreiasechseck  bewiesen  annehmen. 

§  5.   Harmonische  Punkte  und  Strahlen. 

Vier  Punkte  AA'BB'  auf  einer  Geraden,  welche  der 
ProporUon:  jb  :  BA*  =  AB' :  A'B' 

genögen,  und  welche  so'  liegen,  dass  nicht  zwei  gleiche  Buch- 
stahen  auf  einander  folgen,  heissen  harmonische  Punkte,  und 
iwar  nennt  man  je  A  und  A\  B  und  B*  zugeordnet.  Führt 
nan  die  fiütta  m  der  Punkte  A  und  ^'  ein,  so  Terwandelt  sich 
unsere  Grundrelation  in  folgende: 

Am  +  m  /?  :  mA' —  mli  =  Am  +  m  Ii'  :  m  B'  —  mA', 

und  indem  man  durcli  Mulliplication  der  äussern  und  iniiern 
(Nieder  die  Proportipn  ZU  einer  Gleichung  macht,  findet  man  nach 
gehöriger  lleducüon 

mJ^=imA'*=^mB  ,mB' 

IHese  Formel  gewfthrt  einen  leichten  Einblick  in  die  mdg- 
Heben  gegenseitigen  Lagen  von  vier  harmonischen  Punkten;  sie 
zeigt  ferner  an,  dass  zu  drei  Punkten,  Ton  denen  zwei  als  zu- 
geordnete bestlouDt  stod,  nur  ein  vierter  harmonischer  Punkt 
möglich  ist,  und  scbliesslich  ergibt  sie  eine  einfache  Construction 
dieses  vierten  Punktes. 

Es  seien  in  der  That  A  und  A'  als  zugeordnete  Punkte 
gegeben  und  B  liege  zunächst  auf  der  Strecke  AA'  selbst,  dann 
bestimmt  sich  B'  wie  folgt: 
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Man  schlage  über  AA'  einen  Halbkreis,  welcher  von  dem 
Perpendikel  in     aur        ia  J  gelroflen  werde.   Die  Tangente 

Fig.  11. 


in  7'  an  «len  llali)kreis  schnuidcl  den  gesuchten  Punkt  B'  aur  AA' 
aus.    Zum  Ücweise  dient: 

AmTB'  '^j  TBM  also 
:  }n7=  m7:  m//'  nnd  da 
mTs=.mds=  mA\  so  hat  man 
mA^  s  mB  .  mB\ 

Läge  B  auf  der  Verlängerung  von  AA',  so  wSre  die  Con- 
atruction  ebenso  leicht.  Man  würde  nänilicii  von  B  aus  die 
Tangente  an  den  Halbkreis  über  AA'  legen  und  dann  wäre  der 
Fusspunkt  des  von  ihrem  Berfihningspunklc  auf  AA'  geflUten 
Perpendikels  der  gesuchte  vierte  barmpnische  Punkt  B'. 

Von  bemerkenswerthen  speciellcn  FflUen  sei  znnäclisl  her* 
vorgehoben,  dass  wenn  B  in  die  Milte  m  von  AA'  VAll,  dann 
B'  ins  Unendliche  zu  liegen  kommt,  und  umgekehrt,  ist  B'  irgend 
ein  unendlicher  enlTemter  Punkt  der  Geraden  AA\  so  fiUlt  B 
mit  m  zusammen.  Um  nun  den  Salz  nicht  umstoasen  zu  müssen, 
dass  drei  Punkte  bei  bestimmter  Zuordnung  nur  ehien  vierten 
harmonischen  bestimmen,  bedient  man  sich  des  Ausdruckes: 
Aur  einer  Geraden  gibt  es,  vom  Gesichtspunkte  der  harmonischen 
Eigenschaften  aus  aufgefasst,  nur  einen  unendlich  entfernten  Puukl. 
Sollten  also  A  und  A'  zugeordnet  sein,  so  besUmmt  der  unendlich 
entfernte  Punkt  mit  m,  A  und  A'  ein  System  harmonischer  Punkte. 

Wenn  ferner  B  mit  A'  zusaromenföUt,  so  thut  diess  auch 
B',  d.  h.  wenn  von  vier  harmnohfcben  Punkten  zwei  sich  ver- 
einigen ,  so  Hillt  allemal  auch  ein  dritter  mit  ihnen  zusammen. 

Vier  Strahlen,  welche  von  einem  Punkte  0  aus  durch  vier 
harmonische  Punkte  gezogen  werden,  hassen  vier  harmonische 
Strahlen.  Sie  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  von  jeder  be- 
liebigen Transversalen  in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten 
werden. 


Harmoaiache  Funkte  tind  Straklen.  $  6.  15 

MtüJAi  BB^  ?ier  barmonische  Punkte,  0(AA^BB^)  vier 
bariDooische  Strahlen»  so  ziehe  man  durch  B  eine  Parallde  zu 
0^,,  welche  OA\xk  a  und  0^,  in  a|  trelTen  m^e.  Es  ist  nun 
AB  :  AB^  £s  «r^  :  OB^  und  ^^^i :  a,^ :  Oi^,.  Nach 


Fig.  1«. 


der  Fondamentalrelation  für  harmonische  Punkte  sind  aber  die 
linken  Seiten  dieser  beiden  Proportionen  gleich,  also  auch  die 
rechten,  woraus  folgt:  uB=ia^B,  d.  h.  die  Transversale  aBa^^ 
wird- von  den  vier  harmonischen  Strahlen  in  vier  harmonischen 
Punkten  geschnitten. 

Ziehe  ich  nun  durch  B  irgend  eine  andere  Transversale 
ai?a,6i,  SO  ist 

aBiahx^uBiOB^  und«r|^:aj&,=-tt,i?:0^, :da  attera^saj^, 
SO  Ist  nach  gehöriger  Anordnung  aB  i  a^Bsssab^  :  a^b^,  woraus 
folgt:  jede  durch  B  gehende  Transversale  gibt  vier  harmonische 
Punkte  auf  den  .vier  harmonischen  Strahlen.  Ist  aber  der  Satz 
fikr  eine  durch  B  gehende  Transversale  bewiesen,  so  gilt  er  auch 
für  jede  zu  dieser  Transversalen  parallel  gezogenen  Geraden, 
d.  h.:  vier  harmonische  Sirahlen  werden  von  jeder  beliebigen 
Transversalen  in  vier  harmonischen  Punkted  geschnitten. 

Will  man  nun  zu  drei  Strahlen,  von  denen  zwei  als  zuge- 
ordnet bestimmt  sind»  den  vierten  harmonischen  Strahl  construiren, 
so  ziehe  man  irgend  eine  Transversale  und  suche  zu  ihren  drei 
Schnittpunkten  mit  den  drei  gegebenen  Strahlen  mit  derselben 
Zuordnung  den  vierten  harmonischen  Punkt;  durch  älesen  geht 
dann  der  vierte  harmonische  StrahL 

Als  interessante  spezielle  Fälle  von  vier  harmonischen  Strahlen 
ergeben  sich  von  selbst:  1)  Die  uniicgi  enzt  gedachten  Schenkel 
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ftiiics  Winkels  und  seine  Halbirun'jslinien,  die  hekannllicli  senkrcchl 
auf  einander  sielien.  Man  brauelit  in  der  Thal  ,  um  dicss  einzu- 
sehen, nur  eine  Tr.insversnic  zu  ziehen,  welche  einem  der  winkel- 
halbirenden  Strahlen  jiaraiiel  ist.  2)  Vier  Parallelslrahlen  durch 
vier  harmonische  Punkte.  (Ein  System  {tarallcler  (leraden  kann 
aufgefasst  werden,  als  oh  sie  einen  unendlich  entfernten  Punkt 
geniein  hätten.)  ;))  Drei  aquidistante  Geraden  mit  einer  hcliehigen 
unendlich  entfernten  Geraden.  Da  nun  «hei  harmonische  Strahlen 
hei  hestimuitei-  Zuordnung  nur  einen  vierten  ergehen,  so  schliesst 
man  die  Berechtigung  der  Ausdrucksweise:  In  einer  Khene  gibt 
es,  vom  (Gesichtspunkte  der  harnionischen  Kigenschaften  aus  auf- 
gefasst, nur  eine  unendlich  entfernte  Gerade,  d.  h.  nur  eine 
(•erade,  welciie  ihrer  gauzeu  Ausüelinuiig  nacli  in  uneadlicher 
Enlfernung  liegt. 

Die  Con.sUuctionen ,  welche  wir  lur  harniouische  Punkte  und 
Strahlen  ausgcfiiiirt  haben,  bedurften  dii  ekt  oder  indirekt  [halbircn, 
parallele  und  senkrechte  Gerade  ziehen]  des  Zirkels.  Es  gibt 
nun  eine  Methode,  zu  drei  Punkten  [resj».  Strahlen]  bt'i  be- 
stimmter Zuordnung  den  vierten  linear  zu  consljniiren ,  und  zwar 
beruht  »lieselbe  auf  einer  Eigensehalt  des  vollständigen  VierseiLs, 

Wir  neinien  vollständiges  Vierseit  eine  Figur  in  der  Ebene, 
weh'Jie  aus  vier  Geraden  besteht,  die  man  si<h  nrdn'gränzt  vor- 
stellt, und  von  denen  keine  drei  durch  denselben  Punkt  gehen. 


Das  vollständige  Vierseit  hat  Yier  Seiten,  sechs  Ecken  [Durcli- 
schnittspunkle  der  Seiten  zu  zweien]  und  drei  Diagonalen  [Ver- 
bindungsgeraden der  gegenüberliegenden  Ecken].  Auf  jeder  der 
•  Diagonalen  liegen  jetzt  vier  Punkte:  zwei  E<ken,  in  denen  sich 
je  zwei  Seiten  schneiden,  und  zwei  Diagonalpunkte»  in  denen  die 


Fig.  18. 


B 
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gewihlte  Diagonale  von  den  beiden  andern  '  getroffen  wird. 
Diese  ?ler  Punkte  sind  liarmonisciie  und  awar  die  Eckpunkte 
lugeordnete  und  die  Diagonalpunkte  lugeordnete.  Seien  Aß, 
A'B\  Alt,  BA'  die  Seiten  eines  vollsttndigen  Vierseils,  C  der 
Durchschnitt  von  AB  und  A'B\  C  der  Durchsclinilt  Ton  AB' 
und  BA\  ferner  irerde  die  Diagonale  CC'  von  AA'  in  D  und 
fon  BB'  in  B'  getroffen  und  schlieasHch  sei  der  Durchschnitt 
der  Dhigonalen  AA'D  und  BB'D,  dann  weisen  wir  nach,  dasa 
AD^A'B  und  BD^'B'D'  harmonische  Punkte  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  bestimme  man  lu  den  Strahlen  AC,  A'C\  (fC 
den  vierten  harmonisclien ,  dem  letzten  zugeordneten  Strahl  dy 
ebenso  zu  AC\  A'C,  CC'  den  vierten  harmonischen  Strahl  d\ 
der  ebenfalls  CC  zugeordnet  sei.  Beide  Strahlensysteme  treffen 
die  Gerade  DA' D" A  in  vier  harmonischen  Punkten,  und  da  zu 
BA' A  bei  bestimmter  Zuordnung  nur  ein  vierter  harmonischer 
Punkt  exislirt,  so  schneiden  sich  6  und  6'  auf  dieser  Geraden 
in  dem  gesuchten  Punkt  Man  zieht  denselben  Schluss  in  Bezug 
aur  BD"B'D'  d.h.  6  und  6'  schneiden  sich  im  gemeinsamen 
Punkte  von  AD'*A*B  und  BD^B'B'  und  diese  Punktensysteme 
sind  wirklich  harmonisch.  Zum  Schlüsse  sei  bemerkt,  dass  der 
Beweis  nur  fikr  eine  Diagonale  gerührt  zu  werden  braucht,  da 
er  sich  dann  ffir  die  beiden  andern  von  seihst  versteht 

Man  kann  jetzt  veriniltclst  des  hewiescnen  Salzes  zu  drei 
Piiiikleri  bei  bestimmter  Zuordnung'  den  vierten  htiriiionisrlieii 
Slralil  milU'lsl  <les  tineals  allein  linden.  Sei  z.  |{.  in  dem  System 
{AA^liB^  der  Punkt  7?,  gesnrhl,  so  verfahre  man  wie  f(»lgt: 
Man  wälile  auf  zwei  willküriich  dnnh  A  gelegten  <ieraden 
Au' u  und  -/f3/j'  zwei  Punkte  a  und  /J,  deren  Verbindungsgerade 
af{  durch  B  gelit,  ziehe  sofort  «,  A^^  weicl»e  auf  den  zuerst 
gelegten  tieraden  die  Punkte  ergeben,  so  schneidet  die 

Gerade  a'^'  auf  ABA^  den  Punkt  aus. 

Um  zu  gegebenen  Strahbin  OA,  0 ,  /)  B  den  vierten  har- 
monischen OB  zugeordneten  Strahl  0B^  zu  linden,  wähle  man 
auf  OB  einen  Punkt  h.  Zielie  durch  diesen  Punkt  Strahlen  ahß, 
a'bß\  welche  OA  und  0A^  resp.  in  er  und  er',  ß  und  ß'  treffen, 
suche  nun  den  Sclinittpunkt  Bi  der  Geraden  aßj  und  a'ß  und 
ziehe         so  ist  diess  der  gesuchte  Strahl. 

Beide  Constructlonen  hedQrfen  keines  Beweises. 
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8  6.  Pol  und  Polare.  • 

I.pgt  man  in  der  Ebene  eines  Kreises  durch  einen  be- 
liebigen Funkt  eine  Sehne,  welche  «len  kreis  in  den  Punkten 
y  und  r  schneiden  möge  und  bestimmt  zu  pyr  den  vierten  har- 
moiiisrhen.  p  zugeordneten  Punkt  so  nennt  man  ;/  und 
ein  harmonisches  Punktenpaar  in  liezug  auf  den  Kreis.  Es  gilt 
nun  der  Satz:  bestimmt  mau  zu  p  alle  <liejenif;eii  Punkte  p,, 
welche  mit  ihm  «'in  harmonisches  Punktenpa.M'  bilden,  so  liegen 
dieselben  auf  einer  geraden  Linie,  welche  die  Polare  des  Punktes 
p  heisst.  Der  Heweis  beruht  wesentlich  auf  dem  Satze:  Hilden 
von  vier  harmonischen  Strahlen  zwei  zuget»rdnelc  einen  rechten 
Winkel,  so  balbiren  sie  die  Winkel  der  beiden  andern  Strahlen 
und  umgekehrt:  halbirt  einer  von  vier  harmonischen  Sirahlenden 
Winkel  zweier  zugeordneter  Strahlen,  so  bildet  er  mit  seinem 
zugeordneten  einen  rechten  Winkel. 

Wir  nehmen  p  zunächst  ausserhalb  des  Kreises  an.  Wenn 
man  nun  den  durcli  p  gehenden  Durchmesser  qr  zieht,  so  wird 

Fig.  U. 
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auf  ihm  ein  p  zugeordneter  Punkt  .v  liegen,  durch  welchen  dir 
Polare  geben  muss.  Ha  zudem  tlie  ganze  Figur  zu  <iiesem  Durch- 
messer synunelris(  Ii  ist ,  so  steht  die  l*olare-  auf  ihm  senkrecht. 
Der  Beweis  unseres  Satzes  wird  also  gefühct,  wenn  man  für 
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einen  beliebigen  Punkt  p'  zeigt,  daas  er  anf  dem  Perpendiicel 
auf  qr  in  t  liegt.  Sei  jetxt  q*r'  eine  durch  j»  gelegene  Secauti», 
welche  den  Pnnkt  p'  ergibt»  dann  iind  r'  {rsqp)  vier  harmonlaclie 
Strahlen  •  da  sie  von  einem  Punkte  am  dnrch  vier  barmoniaeiie 
Punkte  gelogen  sind.  Zwei  von  ih«en»  r'r  und  r'q  stehen 
senkrecht  auf  einander»  folglich  halbirt  r'q  den  Winkel  der  Strahlen 
r'$  und  r'p.  Wenn  man  mit  r"  den  iweiten  Dnrclischnitt  von 
ir'  mit  dem  Kreise  M  beseichnet,  so  mfissen  demsufolge  die 
Bogen  r'V  und  qq'  einander  gleich  sän,  also  auch  die  Winkel 
r^tq  und  qsq\  Aber  die  Punkte  pqp'r  sind  bannonische,  dess- 
haib  sind  s  {pq'pr)  vier  harmonische  Stialilen.  Der  Winkel 
zweier  entsprechender  derselben  [tr'  resp.  seine  Verlingemng 
und  «9']  wn-d  durch  den  dritten  («p)  halbirt,  folglich  steht  der 
vierte  (spO  anf  diesem  senkrecht,  d.  h.  p'  liegt  wirklich  auf 
dem  in  s  auf  rq  errichteten  Perpendikel.  Der  Beweis  gilt  eltenso 
für  einen  Punkt  p^  welcher  innerhalb  des  Kreises  liegt. 

Wihrend  die  gefundene  Gerade»  die  mit  P  bezeichnet  werden 
möge»  wie  bereits  bemerkt»  die  Polare  des  Punktes  p  genannt 
wird»  lieisst  umgekehrt  p  der  Pol  der  Geraden  P.  —  lieber  den 
Zusammenhang  von  Pol  und  Polare  ihiden  nun  eine  Reihe  von 
Sätzen  statt»  von  denen  wir  die  nachfolgenden  herausbeben. 

Liegt  der-Pol  innerhalb  des  Kreises,  so  schneidet  die  Polare  ' 
den  Kreis  nicht 

Liegt  der  Pol  ausserhalb  des  Kreises»  so  schneidet  die  Pohre 
den  Kreis  in  zwei  Punkten»  welche  die  BerQhningspunkte  der 
vom  Pole  aus  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  sind.  In  diesem 
Falle  ist  also  die  Polare  zugleich  die  Berflhrungssehne  der  Tan- 
genten. [Da  es  nun  auf  der  Polaren  Punkte  gibt»  deren  Vbr- 
Undungsgerade  mit  dem  Pole  nicht  mehr  zwei  Punkte  auf  dem 
Kreise  ausschneidet»  so  bilden  diese  Punkte  mit  dem  Pole  nicht 
mehr  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  harmonische  Punkten- 
paare  in  Bezug  auf  den  Kreis.  Man  nennt  desshalb  in  allge- 
meinerer  Auffassung  harmonische  Punktenpaare  des  Kreises  solche» 
welche  die  Eigenschaft  haben»  dass  die  Polare  des  einen  durch 
den  andern,  geht] 

der  Pol  auf  dem  Kreise  selbst»  so  Ist  die  Polare 
zugleich  die  Tangente  im  Pole  an  den  Kreis. 

Diese  Sitze  lassen  sich  sofort  umkehren. 

Zu  jedem  Punkte  eihitlrt  «ine  und  nur  eine  Polare,  und 
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umgekehrt:  zu  jeder  Polaren  ein  und  nur  dn  Pol,  den  man 
conslruirl,  indem  man  den  znr  l'olaren  senkreehlen  Durehmesser 
zieht,  und  zu  seinen  l)eiden  Dun  lischniüspunkten  mit  dem  Kreise 
und  seinem  lUncIischniltspunkle  mit  der  Polaren  »len  vierten 
liarmonisfhen  I'unkl,  der  dem  letztern  zugeordnet  ist,  bestimmt; 
.  dieser  ist  der  gesuchte  Pol.  Der  Pol  eines  Durchmessers  ist  ein 
unendlich  endernler  Punkt,  die  Polare  des  Mittelpunkts  eine 
unendlich  eiil lernte  Gerade.  Da  aher  zn  einem  l*imkte  nur  eine 
Polare  gehört  untl  umgekehrt,  so  wird  man  auf  die  hereits  Irüher 
gemachte  llemerkung  geffdirt,  dass  in  der  Ebene  in  Anseinmi,' 
harmonischer  Ligenschalteu  nur  eine  unendlich  enlTernte  Gerade 
aDgenommcn  werden  darf. 

Bewegt  sich  der  l'ol  auf  einer  (ieradcn  G,  so  dreht  sich 
die  Polare  nni  einen  Punkt  r/,  welcher  der  Pol  der  (ieraden  G 
ist.  Wenn  sich  die;  Polare  um  einen  Punkt  g  dreht ,  so  durcb- 
läufl  der  Pol  e'um  Gerade  G,  welche  die  P<dare  des  Punktes  g 
ist.  Liegen  also  z.  l\.  drei  Punkte  auf  einer  Geraden,  so  laufen 
ihre  Polaren  diu'ch  einen  Punkt. 

Die  in  ji>  f)  gegebene  Kigenschall  des  vollständigen  Vierseils 
ffdirt  zu  folgcmicr  Gonsiruction  der  Polaren  eines  Punktes  p  in 
Bezug  auf  einen  tircis  M. 


Fig.  16. 
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Seien  paß,  pa'ß'  zwei  von  p  ausgehende  Secanlen  im 
Kreise,  so  ziehe  man  die  Geraden  aa'  und  ßß',  aß'  und  a'ß. 
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wdcbe  sich  io  p*  und  p"  schneiden.  Wenn  nun  die  Gerade  p'p" 
die  Geraden  aj9  und  a'/}'.  resp.  in  q  und  r  trilll,  so  kanu  man 
vn\  ßß\  ttß\  als  Seilen  eines  vollsUndigen  Vierseils  auf- 
fassen, dessen  Diagonalen  «ß,  n'ß*,  und  p'p**  sind,  poqß  und 
pa'rß'  sind  also  harmonische  Punkte,  und  p'p*'  isl  die  Polar« 
des  Punktes  p. 

Wie  man  sieht,  isl  diese  Conslnicüon  linear,  nnii  aus  ihr 
folgt  nun,  da  jn  die  Polare  zugleich  IJerührungsschne  ist,  die 
lineare  Constrnetion  der  heiden  Tangenlct«,  welche  von  einem 
i\mkte  aus  an  einen  Kreis  gclejit  werden  können. 

Vermittelst  der  Tiieorie  von  Toi  und  Poliire  köfinen  uir  aus 
dem  Tascal  schen  Salze  einen  S  ilz  lici  leiten,  der  von  llrianrhon 
über  das  dem  Kreise  uiugescbriebeue  Sechseck  aurgeslelil  wordeu  ist. 


Sechs  Tangenten,  welche  wir  in  irgend  einer  Reihenfolge 
mil  1  2  3  4  5  6  beieichnen,  hebsen  ein  dem  Kreise  umschriebenes 
Sechseck.  Die  successiven  Schnittpunkte  von  1  2,  2  3,  3  4,  4  5, 
5  6,  6  1  nennen  wir  die  Ecken  desselben,  und  zwar  werden 
1  2  und  4  6,  2  3  und  5  6,  3  4  und  6  1  als  gegenüberliegende 
Ecken  definlrt.  Nach  Brianchon  schneiden  sich  nun  die  Verbin- 
dungsgeraden  je  zweier  gegenöberliegender  Ecken  [die  flaupl» 
diagonalen  des  Sechsecks]  in  einem  und  demselben  Punkte. 


Fig.  16. 
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Zum  Beweise  sucbe  ich  iu  der  angegebenen  Figur  zu  jedem 
Pookt«  seine  Polare  und  zu  jeder  Geraden  ihren  Pol.  Jede  der 
seclis  Tangenten  wird  zu  Uirem  Berühningspunlite,  also  das  um- 
schriebene Sechsecli  zu  einem  eingeschriebenen.  Die  l^ken  des 
ersten-  werden  zu  Seiteu  des  zweiten  und  die  Hauptdiagonalen 
des  ersten  zu  den  Durchsdiniltspuiiklen  der  gegenüberliegenden 
Seiten  des  zweiten.  Diese  Punkle  liegen  aber  nach  dem  Satze 
von  Pascai  auf  einer  Geraden,  also  schneiden  sich  ihre  Polaren, 
die  Hauptdiagonalen  des  unscbrlebenen  Seclisecks  in  einem 
Punkte,  wodurch  der  Satz  von  Brianchon  liewiesen  ist. 
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Der  geometrische  Ort. 


S  7.  Definition  und  Beispiele. 

£8  kann  verkommen,  dass  in  einer  AuTgabe  ein  gesuctiter 
Punkt  niciit  voHsUndig  bestimmt  ist,  sondern  dass  unendlich 
viele  Punkte  den  gestellten  Bedingungen  geuQgen,  wihrend  dennoch 
diese  Bedingungen  nicht  f&r  j^en  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
erfüllt  sind.  Ifan  nemit  dann  die  Zusammenrassung  aller  Punkte, 
welche  die  Aufgabe  lAsen,  den  geometrischen  Ort  des  gesuchten 
Punktes. 

Das  einfachste  Beispiel  bietet  der  Kreis;  er  Ist  der  geome- 
trische Ort  aHer  derjenigen  Punkte,  welche  gleichweit  von  einem 
festen  Punkte,  dem  Mittelpunkte,  abstehen.  Hier  ist  wesentlich 
lu  beachten,  dass  jeder  Punkt,  welcher  die  gegebene  Entfernung 
von  dem  festen  Punkte  hat,  auf  dem  Kreise  liegt,  und  dass  um- 
gekehrt jeder  Punkt,  welcher  auf  dem  Kreise  liegt,  in  der  ge- 
gebenen  Entfernung  vom  Mittelpunkte  sich  befindet.  Ferner: 
wenn  irgend  ein  Punkt  der  gestellten  Bedingung  nicht  genügt, 
so  liegt  er  nicht  auf  dem  Kreise,  umgekehrt:  liegt  er  nicht  auf 
dem  Kreise,  so  genflgt  er  der  gestellten  Bedingung  nicht.  End- 
lich findet  man  noch,  dass  für  jeden  Punkt  ausserhalb  des  Kreises 
die  Entfernung  vom  Mittelpunkte  grösser  ist,  als  ffir  einen  Punkt 
des  Kreise^  und  dass  fflr  jeden  Punkt  innerhalb  des  Kreises  die 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  kleiner  ist,  als  ffir  einen  Punkt  des 
Kreises.  Durch  Umkehrung  folgert  man  hieraus,  dass  jeder 
Punkt,  dessen  Entfernung  vom  Mittelpunkte  grösser  ist,  als  die 
Entfernung  eines  Punktes  auf  dem  Kreise  von  diesem  Punkte, 
ausserhalb  des  Kreises  liegen  muss,  und  dass  jeder  Punkt,  dessen 
Entfernung  vom  Mittelpunkte  kleiner  ist,  als  die  Entfernung  ehies 
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Kreispunktes  voo  deiuseibcii*  sich  uothwendi^  innerhalb  des 
Kreises  Iteliinlt  l. 

Sind  zwei  lesle  l'uiikli^  J  \uh\  B  gegeben,  und  fs  soll  oin 
driller  Punkt  C  di'iarl  lieslinnnl  werden,  dass  zwisclien  JT  —^  »• 
und  BC  =  y  slels  eine  hesliininle  Helalion  gilt,  so  wird  man  lur 
einen  geometrischen  (Jrl  linden,  der  durcli  die  gej4iiist'ilif;e 
Lage  von  A  uiid  B  und  durch  die  Gleichung  zwischen  x  und  y 
gegeben  ist. 

1)  Soll  .r  =  y  sein,  so  erhält  man 
für  den  Puniit  C  eine  Gerade,  welche 
in  der  Milte  M  von  AB  auf  AB  senk- 
recht steht,  liier  nulssen  die  vorhin 
heim  Kreise  gemachten  Erörterungen 
wiederholt  werden.  Man  findet  dann 
unter  Anderni:  Liegt  ein  Punkt  D  mit 
B  auf  derselben  Seite  der  Ortsgeraden 
CM,  so  ist  für  ihn  AI)  >  BD  und 
umgekehrt:  ist  AI)  >  BD,  so  liegt  B 
mit  B  aul  «lerselben  Seite  von  CM, 
Zum  Reweise  ziehe  man  BE,  wo  E 
der  Durchschnitt  von  AB  mit  CM  ist. 
Nun  hat  man  AB  =  ÄE  ED  = 
BE  4-  EB,  Da  aber  in  jedem  Dreieck  die  Summe  zweier  Sei- 
len grösser  ist  als  die  dritte,  so  haben  «rir  aus  dem  Dreieck 
BBE :  BE  +  EB  >  BB,  also  JB  >  BB. 


Fig.  18. 


2)  Fflr  X*  +  |f*csa'  erlOUt 
man  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
die  Mitte  M  von  AB  und  dessen 

Radius  r  =         ~^  ^'  ist,  wenn 

2  c  die  Cnli'ernung  von  A  und  B 
bedeutet   Man  hat  nAraUch: 
««  =  p»  +  (c  +  ri»; 
=     +  (c  —  gy,  also 

woraus     +  q'^  =  r'^=. 


2 


folgt.  Ks  ist  also  r  coustant  und  der  gesuchte  (h  t  der  genannte 
KreUi.  Für  jeden  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  iei  x"^     y  '^  >  a\ 
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fOr  jeden  Punkt  innerhalb  des  Kreises  ist  <C  a^i  der 

Iiieinste  Werth,  den  +  Oberhaupt  erlangen  kann,  ist 
SS  2e\  Es  versteht  sich  übrigens  von  selbst,  dass  die  Summe 
der  beiden  Quadrate  auf  jedem  Kreise  constant  ist,  der  M  luro 
Mittelpunkte  hat. 

3)  Wenn  o;'  —  s=  ist,  so  resultirt  als  Ort  des  Punk- 
tes C  eine  Gerade,  die  senkrecht  zu  steht,  in  einem  Punkte 
Q,  für  welchen  man  hat:  AQ^  —  BO^*:=a^,   In  der  That  ut 


Aus  der  Summe  und  Ditferenz 
der  beiden  Grössen  A  Q  und  B  Q 
kann  man  die  Lage  des  Punktes 

O  bestimmen.  [Es  mag  nodi  daraul  liiri^-cwiisen  werden,  dass 
dieses  Kesullal  bei  der  Üestimniung  der  l'olenzlinie  zweier  Ivreise 
benulzl  wurde.] 

4)  Die  beiden  zulclzl  hebandelten  Orte  sind  spezielle  Ffdie 
des  durch  die  Gl.  a  x'^ ß  y'- s=      beslimmlen.    Mau  ündel 


y»ÄÄ«  +  Äp»  also 
X»  —      =  AO^ —  BQ^  =  fl«. 


Fig.  19. 


man : 


üessbalb 


Fig.  90. 


A 


ttar  Ihn  einen  Kreis»  dessen  iMIttelpunkt  D  so  bestimmt  Ist,  dass 
AJO  :  BJO  sstßi«.  Man  hat  nun,  im  Falle,  dass  ß  und  tt  gleiches 
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Vorzeichen  besitzen  [wenn  man  von  den  beiden  l*uokteii,  weiche 
die  Gl  fär  D  ergibt,  den  auf  der  Strecke  AB  gelegenen  wJIhlt]: 

=  r«  +  AD*  +  2r  ,  AD  cos  D 
y«  =  r»  +  BD*  —  2r,BDco$D 
a'  =  «      +  /J  y'  =  (a  +  /J)  r»  +  «  .  AD*  +  ß  .  BD* 
+  2r  eos  D  ,  {a  .  AD  ^  ß  .  BD), 

Laut  Annahme  Ober  den  Punkt  D  ist  aber  tt .  AD  =  ß  ,  BD,  so 

dass  r  =s  -     ----  -  -r^-^-  — ,  also  constantisl,  u.  h.  der 

Ort  von  €  ist  ein  Kreis. 

Ist  a  positiv  und  ß  negativ,  so  ninss  man  den  auf  der  Ver- 
längerung der  Strecke  AB  gel^enen  Punkt  D  wftUen;  im  Falle 
ßs^  —  a  ßllt  er  ins  Unendliche  und  der  sugehdrige  Kreis  wird 
Sur  Geraden,  was  den  Ort  in  3)  ergibt 

5)  Es  soll  schliesslich  der  Ort  der  Punkte  bestimmt  werden, 

für  welclie  —  ~-  a.    Zunadisl  sulIhmi  wir  unter  diesL'u  l'uiiklcii 


diejenigen  auf,  »elclic  auf  der  Geraden  AB  liegen;  es  ist  klar, 
dass  es  einen  sulchcn.  F,  auf  der  Strecke  AB  selbst  gibt,  und 
einen  andern,  G,  auf  ihrer  Verlängerung.  Wir  ncinnen  nun  einen 
bekannten  Satz  aus  der  IManinietrie  zu  llfdle,  der  also  lautet: 
In  einem  Dreieck  tlieilt  die  llalbirungslinie  des  Winkels  C  an 
der  Spitze  die  Grundlinie        im  Verhältniss  der  anliegenden 


Seiten;  dasselbe  gilt  auch  von  der  HalbirungsUnie  des  Neben- 
winkels von  C.  Sei  jetzt  C  ein  Punkt  des  gesuchten  geometri- 
schen Ortes,  so  constnilre  man  die  balbirenden  Geraden  des 
Winkeb  ACB  und  seines  Nebenvrinkels.  Diese  treffen      in  Punk* 


Fig.  «1. 


C 


Ellipse,  Hjrperbel  und  Fwrabel.  |  8. 
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len,  welche  die  Strecke  AB  \n  dem  Verbültniss  7r-„  =  —  =  « 

C/l  y 

tht'ilt'ii,  also  iit  den  l'uiiklcn  F  und  C.  lUi  Am-  die  beiden 
llalbirinij;sj;erad*'n  senkrecht  auf  einander  stellen,  s(»  ist  der  Winkel 
F€(i  ein  rechter  und  ('  helindel  Aich  auf  dem  Kreise,  der  ü!)er 
FCr  als  Durchmesser  heschriehen  ist;  dicsei-  Kreis  ist  desslialb 
der  gesuchte  geouietrische  Orl.  Es  bedarf  keiiius  Beweises,  dass 
die  Punkte  AFBG  harmonisch  sind. 

l>ieser  behandelte  Ort  lässt  sich  aus  dem  Vorigen  [in  4)] 
ableiten,  indem  man  für  et  einen  posiliveu,  für  ß  eineu  Jiegaliveu 
Werüi  wäliil  und  zugleich  a  =  0  setzt 

^  8.  Ellipse,  Hyperbel  imd  Parabel. 

Der  geoffletriflche  Ort  des  Punktes,  welcher  die  Eigenschaft 
bat,  dass  die  Summe  seiner  Abstliide  von  zwei  festen  Punkten 
A  und  B  conslant  und  zwar  =2a  ist,  beisst  Ellipse  und  ist 
eine  geschlossene,  stetig  convexe  Curve. 

A  und  B  helssen  die  Brenn-  Fiir.  S2. 

punkte  der  Ellipse,  ihre  Verhin-  _  _ 

duQgsgerade  Ist  eine  Symmetrieaxe  L-^^^'Vx 
derselben,  ebenso  das  Perpendikel,  5  j  \ 

das  in  der  Mitte  U  von  A  und    Jj4^/.l....  \...,*^...lß.\s 
B  auf  AB  errichtet  ist,  so  dass     V      *     t**^         y  * 
also  die  Ellipse  aus  vier  congruen-      \^  >^ 
ten  Quadranten  besteht  Jlf  beisst  ^ — ±. — 
der  Nittelpunkt  der  Ellipse,  weil  ^' 
jede  durch  Ihn  gebende  Gerade  auf  derselben  zwei  Punkte  gibt, 
welche  glelcbwelt  von  M  abstehen. 

Um  eine  genaue  Vorstellung  der  Curve  zu  erhalten,  kann 
man  dieselbe  mechanisch  construtren.  Blan  schlmge  einen  ge- 
schlossenen Faden  von  der  Lftnge  2a  -h  2c  [wo  2c  =  AB  Ist] 
um  die  Brennpunkte  A  und  B  herum  und  beschreibe  dann  mit 
dem  StllWi  bei  stets  straff  gehaltenem  Faden,  eme  krumme  Linie, 
bis  dieselbe  in  sich  selbst  zurflcklflull,  so  Ist  diese  die  Ellipse. 

Auf  der  Geraden  AB  beflnden  sich  zwei  Punkte  der  Bllpse, 
die  Scheitel  5  und  S,,  deren  Entfernung  =2a  ist  und  die 
grosse  Aze  oder  Uauptaze  beisst;  ebenso  liegen  zwei  Punkte  der 
Curve,  die  Scheitel  S'  und  5/  auf  der  zweiten  Symmetrieaze; 
ihre  Entfernung  2fr  wird  die  kleine  Aze  oder  Mebenaze  genannt 
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Da  2  c  die  EntferDung  der  Punkte  4  »nd  B  beteicbnet  [wir 
nennen  c  die  ExcentrizilSt  der  Ellipse],  so  hat  man  die  Gleichung 
c^t=sa\  d.  h.  die  halbe  grosse  Axe  ist  sowohl  grösser  als 
die  halbe  kleine  Axe«.  als  auch  grösser  als  die  Excentrixitftt,  was 
durch  die  allereinfachsten  geometrischen  Betrachtungen  ebenfalls 
erwiesen  werden  kann.   Alle  Ellipsen,  .bei  denen  das  Verhilt- 

nlss      [das  stets  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  liefet]  ein  con- 

stantis  ist,  sind  aliidicli;  man  Inanclit  also  nnr  für  einen  he- 
stininiten  Werth  von  a  alle  Ellipsen  zu  conslrulren ,  tun  sofort 
die  Verschiedenheit  der  äusseren  Formen  zu  fihersehen,  welche 
die  lullipse  überhaupt  darbieleu  kann.   [Nur  ist  zu  bemerken. 

dass  unter  den  Ellipsen  vom  Axenverbftltniss  ~  auch  eine  sich 

befindet,  welche  sich  auf  einen  Punkt  reduzirl.j  Wemi  b  zu- 
nächst sein  Maximum  angenommen  hat,  das  =  a  ist,  so  muss 
c  =  0  sein,  <l.  h.  für  den  l'all,  dass  die  heiden  Axen  gleicli  snnl, 
fallen  die  Brennpunkte  zusannnen  und  die  Ellipse  ist  identisch 
mit  dem  Kreise  vom  Radius  a.  Nimmt  jetzt  b  innner  mehr  ah, 
so  verllacht  sich  die  Ellipse;  die  lh'enn])unktc  rücken  immer 
weiter  aus  einander,  his  scldiesslich  b  =  0  geworden  i>t ,  in  wel- 
chem Falle  die  lirennpunkle  mit  den  Scheiteln  der  grossen  Axe 
/usammenfallen,  und  die  Ellipse  sich  auf  die  grosse  Axe  rcduzirt, 
die  man  sich  doppell  gelegt  vorstellen  nniss.  ll.'iltc  man  <'iiien 
bestimmten  Werth  für  die  kleine  Axe  2  b  lestgehallen ,  inid  die 
grosse  Axe  sich  verändei'u  lassen,  dann  wiire  lür  diese  der 
kleinste  Werth  =  2 und  die  entsprechende  Ellipse  identisch  inil 
dem  Kreise  von»  liadins  b  gewesen.  Wenn  jet/.l  die  grosse  Axe 
wächst,  so  nimmt  auch  die  ExcenLi  i/iUit  zu,  die  Ellipse  erscheint 
Immer  flacher,  bis  für  einen  unendlich  grossen  Werlh  der  llanpl- 
axe  [der  in  diesem  Falle  auch  einen  unendUch  grossen  Werlh 
der  Excentrizität  nach  sich  zieht]  die  Ellipse  ausartet  in  zwei 
parallele  Gerade,  deren  Ahsland  =  26  ist.  Schliesslich  setzen 
wir  fest^  <lass  die  Excentri/Jtät  c  [oder  was  gleiche  Redeulimg 
hat,  der  Ahsland  der  Ihennpnnkte]  unverändert  hieihe.  Der 
kleinste  Werth  der  grossen  Axe  ist  <lann  2  c  und  die  zugelnuige 
Ellipse  Ist  die  gerade  Verhindungssl recke  der  Hrennj)unkle,  dop- 
pell gelegt.    Wächst  die  grosse  Axe,  so  nimmt  b  zu  und  mit 

ihm  das  Verlialtoiss      das  alle  Werllie  von  0  bis  1  successive 
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annimmt,  iedoch  so,  dass  es  letztern  Werth  erst  fOr  ein  unend- 
lich grosses  a  erreicht.  Die  Ellipse  nfihert  sich  also  in  ihrer 
Form  immer  mehr  dem  Kreise,  wird  aber  dann  erst  in  einem 
solchen,  wenn  alle  ihre  Punkte  in's  Unendliche  gerQckt  sind. 

Das  wesentliche  Ergebniss  dieser  Betrachtungen  ist,  dass  es 
folgende  speiielle  Fftlle  der  Ellipse  gibt:  1}  der  Kreis,  2)  ein 
begrenites  Stück  einer  geraden  Linie,  das  man  sich  doppelt  ge- 
legt vorstellt,  3)  zwei  parallele  Gerade,  4)  ein  Punkt 

Es  soll  nun  noch  gezeigt  werden,  dass  die  Ellipse  Ton  einer 
Geraden  G  nie  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden 
kann,  oder  mit  andern  Worten,  dass  Qber  einer  gegebenen  Grund- 
linie hdchstens  zwei  Dreiecke  von  gegebener  Summe  der  beiden 
andern  Seiten  mfiglich  sind,  deren  Spitzen  in  einer  Geraden 
G  liegen.  Wir  unterscheiden  drei  Fälle:  1}  einer  der  Brenn- 
punkte liegt  auf  G,  2)  die  Brennpunkte  liegen  auf  verschie- 
dener Seite  von  6,  3)  die  Brennpunkte  liegen  auf  derselben 
Seite  von  G, 

Im  ersten  Falle  zeigt  man  ^' 
sofort,   dass  auf  jeder  Seite  ^.  -"^ 

7on  AB  nur  je  ein  Punkt  der  .  -  \ 

gestditen  Bedingunj^  Genöge    /t  -  —  \U 

leisten  kann.  Seien  C  und  i> 

zwei  Pnnkle,  die  oberhalb  AB  \B 
liegen  und  von  denen  C  weiter  \ 
Ton  B  absteht,  als  D,  so  hat 


man 


AC'^CD>  AD,  AC  +  CD  +  BB>  AD      DB,  also 
AC  -^  CB>  AD  DB. 
Der  Werth  von  AC     CB  wSchst  also  continuirllch,  wie  C  sich 
von  £  entfernt,  kann  also  einen  vor- 
geschriebenen  Werth  höchstens  ein*  '    '  ^ 

mal  erreichen.   Da  auf  C  höchstens  v'^^' 
ein  Punkt,  der  oberhalb  AB  liegt,  f^^'^/ 
die  gegebene  Summe  der  Seiten  AC  A^^-  /^^ 
und  CB  erzeugt,  und  diess  ebenso  /^~'^ 
für  einen  Punkt  unterhalb  AB  gilt,  / 
so  kann  eine  durch  den  Brennpunkt  ^ 
B  der  Ellipse  gehende  Gerade  in  der  That  nur  zwei  Punkte  mit 
der  Ellipse  gemein  haben. 
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Pur  den  sweiten  Fall  ist  der  Beweis  analog: 

Mail  hat  nänilirli  ./  K  +  E  !>>  J  D;  ^  E -\-  K P  +  !>  n  >  A  D  +  D  Ji. 

Khenso  EC      C  Ii  >  EB\  AE  +  El  -^CR>AE+EB, 

desshalb  AC  -\-  CB  >  AE  +  E/i, 

also  AC  -h  dt  >  AE  +  EB  >  Alt  +  DB 

und  AC  +        >  Ah  -\-  l>  B. 

Es  giht  also  liöilistons  ein  Dreieck  mit  der  Si»i(/t'  auf  Q  oImm- 

hall»  niul  eines  nnterhaib  AB,  welches  zur  (iriiiKiliiiic  AB  iinil 

uiiic  hesüinintc  Summe  der  übrigen  Iteiden  Seilen  liat. 

Zum  Heu  eise  des  Sal/.cs  im 
^^i'  «Irilten  Falle  ziehe  man  von  A 

^\  ans    ein   Perpendikel    nach  G 

und    verringere    dasselbe  um 


I 


sich    selbst    zum    Punkte  A^. 
X  Für  einen  Punkt  auf  G  ist  dann 

^  *\  \  AC  -^r  CB  ^  A^C  -f  CB.  Ks 

^ibt  aber  nach  dem  vorigen 
Falle  nur  zwei  Punkte  auf 
für  welche  A^C  -f-  CB  einen 
gegebenen  Werth  hat  [einen  iiber,  den  andern  unter  A^C\ 
also  erlangt  auch  AC  -f  CB  für  die  Punkte  auf  0  böclislens 
zweimal  einen  voig«  legten  Werth. 

Die  Hyperbel  ist  der  geomelrisclie  Urt  desjenigen  Punktes 
C,  für  weichen  die  DilVerenz  der  Abstände  [oder  Leitstrahlen] 
nach  zwei  festen  Punkten  A  und  B  einen  bestimmten  Werth  2« 
lial.  Will  man  diese  Bedingung  nach  Art  der  Beispiele  des  §  7  in 

einer  Gleichung  ausdrOciten,  so  hat  man       ^  wo  x 

odery  — 

den  Abstand  des  Puhlctes  C  von  A,  y  den  Abstand  von  B  l>e- 
deutel.  Wir  müssen  also  zwei  Gleichungen  anwenden,  da  wir 
keinen  der  beiden  Punkte  A  und  B  vor  dem  andern  iMToreugt 
liahen;  derjenige  Theil  unseres  Ortes,  welcher  der  Gl.  a: —  y  a 
2a  genügt,  liegt  mit  A  auf  dei^selben  Seite  des  Perpendikels, 
welches  in  der  Mitte  M  von  AB  auf  AB  senkrecht  steht,  der 
zweite,  ihm  congruente  Theil,  welcher  der  Gl.  y  —x=:2a  ent- 
spricht, liegt  auf  der  andern  Seite  dieser  Geraden.  Die  Hyperbel 
liat,  wie  die  Ellipse,  zwei  Symmetrieaxen,  aber  nur  die  eine  der- 
selben, die  Hanplaxe  A  B  bat  mit  ihr  zwei  Punkte  S  und  S,,  die 
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Scheitel  der  grossen  Axe  gemoin,  «leren  Kiilferniing  s=s  2a  isl. 
Die  zueile  in  M  senkrecht  auf        stehende,  die  Nebenaxe,  \^ird 
von  der  Hyperhcl  nicht  gctrollVii  [da  für  sie  x  —  y  s  0  ist]. 
M  heissl  der  Miltelpiiiikl  der 


Piff.  2ß. 


■  r 


/  II 


S' 

B 
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Hyperbel,  jede  durch  ihn  ge- 
legte Gerade  enthält,  wenn  sie 
ülterliaupt  die  Hyperbel  schnei- 
det, zwei  Punlite  derselbeo,  die 
gleich  weit  von  ihm  enlTernt 
sind.  Die  Curve  besteht  aus 
vier  coDgnienlen  Theilen,  von 
denen  je  zwei,  die  auf  der- 
selben Seite  der  Nebenaxe' lie- 
gen, zusammenhangen.  Da  man 
für  jeden  Werth  des  x,  er  mag 
noch  so  gross  gewfihlt  werden, 
einen  zugehörigen  des  y  findet, 
so  folgt,  dass  die  Curve  sich 
ins  Unendliche  erstreckt.  Ilm 
ihre  unendlich  entrernten  Punkte 
zu  flnden,  bemerken  wir,  dass 

für  einen  solchen  die  lA>iLstrahlen  parallel  sind.  Die  DilTerenz  der- 
selben ist  dann  g^eben,  indem  man  von  demjenigen  Brennpunkte 
ans.  der  diess  gestattet,  auf  den  nicht  zugehörigen  Leitstrahl  ein  Per- 
pendiliel  flUlt  und  die  Strecke  von  dem  Fnsspunkte  bis  Eum  zugehöri- 
gen Brennpunkte  bestimmt.  Soll  aber  diese  DiiTerenz  =  2a  sein,  so 
kann  man  die  Richtung  des  unendlich  entfernten  Punktes  finden; 
man  construirt  über  der  Hypotenuse  AB  ein  rechtwinkliges 

Dreieck,  dessen  eine  Kathete  =  2a  ist  und  die  Richtung  dieser 
kaiheto  <i:ihl  die  gesuchte  Richtung  des  unendlich  entfernten 
Punktes  der  Hyporhcl.  Da  vier  Dreiecke  mAgiich  sind,  von 
denen  je  zwei  dieselbe  Richtung  der  angegebenen  Kathete  haben, 
so  können  wir  durch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  zwei  Gerade 
ziehen,  deren  unendlich  entfernte  Punkte  auf  der  Curve  liegen; 
diese  Geraden,  «eichen  sich  die  Hyperbel,  gegen  das  Unendiiclie 
fortrückend,  immer  melir  anschmiegt,  heisseu  die  Asymptoten  der 
Hyperbel.  Die  Asymptoten  theilen  die  Ebene  in  vier  Winkel- 
riume;  nur  in  den  beiden,  welche  die  Brennpunkte  enthalten, 
liegen  Punkte  der  Hyperbel;  in  die  beiden  Abrigen  können  wir 
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unter  Andorn  eine  der  gcgebcnni  ntnjuj'iilo  Ilyporbol  ver- 
zeichnen, wclrlh'  (lii  scilieii  Asyni|)t(»i('u  und  ilic  gleiche  Brenn- 
distan/  [Abstand  der  lirennpiinkle]  lial. 

Fällt  man  bei  der  Hyperbel  mit  der  ßrenndislanz  2(7  and 
der  grossen  Axe  2  a  in  einem  der  l»eiden  Scheitel  ein  Perpen- 
dikel aur  A  Ii  und  bezeichnet  dessen  iJingc  bis  zum  DurchscbniU 
mit  der  einen  Asymptote  mit  U,  so  kann  man  in  Analogie  zur 
Ellipse  '2  }>  den  Werth  der  Nehenaxe  der  Hyperbel  nennen.  Man 
bat  dann  die  Delation  -\- =  c"^,  woraus  folgt,  wenn  man 
e  die  Excentrizität  der  Hyperbel  heiast,  ilasa  die  ExcentriiitAt 
grösser  als  ^e  der  Halbaxen  ist. 

Hält  man  die  Brennpunkte  A  und  B  der  Hyperbel  Test,  und 
Iftssl  die  grosse  Axe  sich  verändern,  so  kann  diese  zunächst  =  0 
sein,  in  welchem  Falle  «lie  Hyperbel  nichts  weiter  ist.  als  dir. 
zweite  Symmetrie-  oder  die  Nebenaxe,  für  welche  in  der  Thal 
X  —  y  =  0  isl.  Dieselhe  mnss  man  doppelt  zählen,  weil  in  ihr 
beide  Zweige  der  Hyperbel  sich  vereinigen.  Nimmt  nun  die 
grosse  Axe  zu,  so  erhält  man  vorderhand  Hyperbeln,  welche  sich 


geworden,  in  welchem  Kalle  der  Asymptoteiiwinkel  ein  rechter 
ist.  [Hie  Ilypcriiel  heissl  dann  ^Mt'irliseitig  und  cnlsprirlit  in 
mancher  Beziehung  <leni  Kreise.]  ISimmt  die  grosse  Axe  noch 
mehr  /.ii,  so  wird  der  Asymplolcnwinkcl  spitz,  bis  schliesslich  für 
a  =  r  die  Hyperbel  sich  auf  die  llauptaxe  reduzirt. 

Lässt  man  die  Hyperbel  derart  sich  verändern,  dass  die 
Asymptoten  fest  bleiben  und  die  Brennpunkte  sich  siets  in  den- 
selben beiden  Asymptotenwinkeln  befinden,  so  bleibt  das  Verhält- 

ifias     constant,  nnd  die  sämmtlichen  Hyperbeln  sind  ähnlich. 

Unter  ihnen  isl  diejenige  zu  heachteii,  deren  Kxcentrizilät  =  0 
ist,  un<l  die  einfach  aus  den  Asymptoten  besteht. 

Es  sollen  nun  die  Scheitel  oder  Endpun"kle  »ler  grossen  Axe 
fest  bleiben.  Die  Brennpunkte  lassen  wir  zuerst  in  die  S(  ln'itel 
selbst  binriiifalleii ;  dit  zugehörige  Hyperbel  beslebl  dann  aus  der 
doppell  gelegten  llaupla.v»;,  nnd  zwar  ans  <len  Stücken,  welche 
von  <len  S(  lieilidn  nach  rerbts  und  nach  links  ins  llnendlichf 
sieh  erstrecken.  Wenn  mm  auf  «Uesen  die  Brennpunkte  sich 
immer  weiter  vum  Mittelpunkte  M  entfernen,  so  ülTnet  sich  die 
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Hyperbel  mehr  ond  mehr,  und  schlieMlIcb,  wenn  die  Brenn* 
punkte  ins  Unendliche  fallen,  wird  die  Hyperbel  zu  iwei  paralle- 
len Geraden  [durcb  die  Scheitel],  welche  senkrecht  auf  der 
Haoplaze  stehen. 

Als  spesieüe  Fille  der  Hyperbel  musft  man  also  bemerken: 
1)  die  gldchseilige  Hyperbel,  2)  zwei  sich  schneidende  Geraden. 
3)  zwei  parallele  Geraden,  4)  eine  Gerade,  welche  man  sich  als 
doppelt  gelegt  vorstellt 

In  Ihnlicber  Weise,  wie  diese  fOr  die  Ellipse  geschehen  tot, 
kann  man  auch  Rkr  die  Hyperbel  nachweisen,  dass  sie  Ton  einer 
Geraden  G  nie  in  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  werden 
kann.  Das  Wesentliche  dieses  Beweises  liegt  darin,  dass  man 
^n  der  möglichen  Zeicben?erschiedenheit  der  DilTerenz  AS  —  EB, 
wo  £  einen  Punkt  der  Geraden  G  bedeutet,  absieht.  Schneidet 

Fig.  87. 

V 


G  die  Hauplaze  ausserhalb  der  Strecke  AB,  so  hat  diese  Diffe- 
renz ein  Minimum  =  0,  welches,  fflr  den  Schnitt  C  von  G  mit 
der  Nebenaze  der  Hyperbel  eintritt,  und  ein  Mazimum  =2e 
für  den  Punkt  J>  von  G  auf  der  Hauptaze.  Stellt  man  sich  jetzt 
die  Gerade  als  im  Unendlichen  geschlossen  vor  [wir  haben  schon 
in  §  5  gesagt,  dass  mao  auf  einer  Geraden  nur  einen  unendlich 
entfernten  Punkt  annimmt],  so  wird  die  Differenz  AE-^BB, 
wenn  E  ?om  Punkte  C  in  der  Richtung  nach  dem  Mazimum  sich 
bewegt,  stetig  wachsen,  bis  E  den  Punkt  D  erreicht,  und  zwar 
auf  dieser  Strecke  den  Werth  2  a  nur  einmal  annehmen.  Geht 
man  nun  von  B  weiter,  so  nimmt  die  betrachtete  Differenz  stetig 
ab,  bis  man  durch  das  Unendliche  hindurch  wieder  zu  dem 

Slaia«r,  EWmenunheoria  der  K«g«1i«linill«.  3 
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Punkte  C  gelangt;  auf  dieser  Strecke,  welche  aas  swel  in's  Un- 
endliche reichenden  Stocken  besteht,  kann  also  AS  —  SB  den 
▼erlangten  Werth  auch  nur  einmal  erreichen,  so  dass  also  zwei 
Sdinittpunkte  von  G  mit  der  Hyperbel  Forhandeo  süid,  aber 
ausser  ihnen  kein  anderer  mehr.  Im  Falle  G  zwischen  den 
Brennpunkten  durchgeht,  wird  die  Betrachtung  durcltaus  analog 
gefikhrt,  nur  Ist  dann  das  Maximum  von  AS  —  SB  kleiner 
als  2  c. 

Zur  VervolistSndigung  des  Bildes,  das  diese  Ausefaiander* 
Bettungen  ?on  der  Hyperbel  geben,  sei  schliesslich  noch  einer 
mechanischen  Construction  derselben  erwihnt  In  dem  einen 
Brennpunkte  A  befestige  man  ein  um  ihn  drehbares  Lineal  Z. 
Ein  Faden  Ton  passender  Länge  ist  in  dem  andern  Brennpunkte 
B  und  in  einem  Punkte  B  des  Lineals  iiefestigt  Dreht  man  nun 
L  um  At  und  spannt  zugleich  mit  dem  Stifte  C  den  Faden  fort- 
während an  I,  so  beschreibt  C  den  Bogen  einer  Hyperbel,  deren 
Brennpunkte  A  und  B  sind.  In  der  Tbat  ist  AC  +  CB  eon- 
stant,  ebenso  BC  +  OB,  also  auch  die  Differenz  dieser  beiden 
Summen  AC—  CB. 

Obwohl  mit  Ellipse  und  Hyperbel  aufs  Innigste  zusammen- 
hängend, kann  die  Parabel,  zu  deren  Betrachtung  wir  uns  jetzt 

wenden,  doch  nicht  Tormitleist  zweier 
Brennpunkte  dargestellt  werden;  sie 
gebort  also  nicht  zu  deigenigen  geo- 
metrischen Orten,  welche  im  Vor- 
hergehenden behandelt  worden  sind. 
Wir  geben  folgende  De6nition  dieser 
Curfe:  der  geometrische  Ort  eines 
Punktes  C,  dessen  senkrechter  Ab- 
stand von  einer  festen  Geraden  L 
[der  Leitlinie]  gleich  ist  seinem  Ab- 
stände ?on  einem  festen  Punkte  B 
[dem  Brennpunkte],  heisst  Parabel. 

Die  Curre  liegt  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  nach  mit  dem  Brenn- 
punkte auf  derselben  Seile  der  Leit- 
linie, und  liat  das  Perpendikei  von 
B  aus  auf  L  zur  Symmetrieaze.  Dieses  Perpendikel  heisst 
die  Axe  der  Parabel;  auf  ihr  befindet  sich  in  gleichem  Ab- 


Fig.  28. 
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Stande  von  L  und  von  B  ein  Punkt  S  der  CuTTe,  ncUlicr  der 
Scheitel  der  Parabel  lieisst;  von  dem  Scheilol  aus  ersl reckt  sich 
dieselbe  sowohl  über  als  unter  der  Axe  nach  derselben  Hichlung 
hin  in's  Unendliche.  Die  Taogente  im  Scheitel,  welche  in  den 
ipälern  Entwicklungen  eine  grosse  Rolle  spielt,  wird  die  Scheitel« 
tangciite  der  Parabel  genannt.  Was  die  Parabel  in  liezug  auf 
ihre  Form  wesentlich  von  fiUipse  sowohl  als  vonllypcrbel  unter- 
scheidet, ist,  dass  sie  nur  einen  Brennpunkt,  nur  eine  Axe,  und 
ntif  dieser  mn*  einen  Scheitel  hat.  Ziu-  Vervollständigung  der 
Anschauung  dient  die  Tolgende  mechanische  Conslruction  der  Pa- 
rabel: Ein  Lineal  von  der  Länge  DE  gleitet  mit  dem  einen  Knde 
D  auf  der  Leitlinie  L  derart,  <Iass  es  zu  derselben  sleLs  senk- 
recht bleibt.  Ein  Faden  von  der  Länge  JJE,  dessen  Enden  in  E 
und  ^befestigt  siml,  bleibt  während  der  Bewegung  stets  mit  dem 
Sürte  r  straff  an  das  Lineal  gespannt  und  beschreibt  ein  Stück 
der  Parabel.  * 

fUe  Gestalt  der  Parabel  ist  einzig  abhängig  von  (b  r  Lnl- 
remung  des  Brennpunktes  von  der  Leitlinie;  man  kann  leicht 
leigen,  dass  alle  Parabeln  ähidich  sind  Hält  man  die  Leitlinie 
und  die  Axe  der  Parabel  fest,  während  der  Brennpiuikt  auf  der 
letztem  sich  bewegt,  so  wird  die  Parabel  flacher  [schmaler]  oder 
erwäterter  mchcincn,  je  nnrlxlciu  der  Brennpunkt  näher  an 
oder  ferner  ¥on  der  Leitlinie  sich  lidindcl;  liegt  er  auf  der  Leit- 
linie selbst»  so  redn/irl  sich  die  Parabel  auf  die  doppelt  gelegte 
Axe.  Man  kann  die  Veränderung  der  Parabel  auch  so  vor  sich 
gehen  lassen,  dass  man  die  Axe  und  zwei  zu  ihr  symmetrisch 
gficgene  Punkte  der  Parabel  unverändert  beibehält,  während  der 
Scheitel  sich  auf  der  Axe  verschiebt.  Liegt  der  Scheitel  nut  den 
Ix'iflen  festen  Parabelfuinkten  auf  derselben  riera<len,  so  artet  die 
Parabel  in  diese  Gerade  selbst  aus  [die  aber  nicht  iloppell  /u 
lählen  ist,  sondern  ähnlich  nnf^Mifasst  wird  wie  di<>  (icrade. 
welche  man  als  Kreis  mit  unendlich  grossem  Badins  betrachtet]; 
rückt  der  Scheitel  in  s  l'nmdlichc,  so  zerfällt  die  Cin  ve  in  zwei 
zur  Axe  paraUele  Geraden,  so  dass  .t!"^<>  'lic  Piir.ihcl  ;ils  spezielle 
FlUe  niUast:  1)  eine  Gerade,  2)  eine  doppelt  gelegte  Gerade! 
3)  zwei  parallele  Geraden. 

Dass  die  Parabel  von  einer  Geraden  (r  in  nie  mehr  als  zwe, 
Punkten  geschnitten  werden  kann,  wird  wie  folgt  gc'zcigt:  Sei  L 
die  Leitlinie,  B  der  Brennpunkt  einer  Parabel,  fr  eine  beliebige 
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Gerade,  dann  fälle  man  von  B  auf  G  ein  Perpendikel,  dessen 
Pusspunkt  B**  sei,  und  verlängere  dasselbe  um  sich  selbst  nach 
B*,  Zieht  man  nun  durch  B'  eine  senkrechte  V  auf  die  Axe, 
und  eine  Parallele  WA  zur  Axe,  welche  auf  G  den  Punkt  A  er- 
gibt, so  wird  für  einen  Punkt  c  auf 
2».  G,  welcher  von  A  aus  nach  einer  der 

beiden  Seiten  der  Geraden  sich  be* 
Z'  wegt,  die  stets  positive  Differenz 
CB  —  CP'  [wo  den  Fnsspunkt 
des  von  C  auf  L'  gefüllten  Perpen« 
dikels  bezeichnet]  stetig  zunehmen. 
V  Uegt  also  l'  mit  B  auf  derselben 
Seile  von  X,  so  wird  diese  Differenz 
nach  jeder  Seite  von  A  aus  auf  G 
nur  einmal  gleich  dem  Abstände  der 
\  Geraden  t  und  L',  d.  b.  in  diesem 
Falle  gibt  es  auf  der  Geraden  G  nur 
zwei  Punkte  der  Parabel.  Wenn  aber 
^  auf  der  andern  Sdte  von  Z  liegt, 
so  schneidet  G  die  Parabel  gar  nicht. 
Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  mit  den  zugehörigen  speziellen 
FSlIen  zusammengenommen,  helssen,  weil  eine  Gerade  keines 
dieser  Gebilde  in  mehr  als  zwei  Punkten  sebnelden  kann:  Cur* 
ven  zweiten  Grades.  Einer  andern  Eigenschaft  wegen,  die 
späterhin  ausffihrlich  erörtert  werden  soll,  werden  sie  auch  unter 
dem  Namen  Kegelschnitte  zusammengefasst,  dessen  wir  uns 
von  nun  an  bedienen  wollen.' 


/ 


\ 

— \- 


§  9.  Oexneinsamer  Ursprung  der  Kegelschnitte. 

Die  Lehre  vom  geometrischen  Orte  ergibt  ausser  den  bereits 
benutzten  Definitionen,  welche  die  fundamentalen  sind,  noch 
andre,  die  vor  ihnen  den  Vorlheil  haben,  dass  sie  die  Kegel- 
schnitte gleichzeitig  bestimmen.  Von  besonderem  Interesse  ist 
die  nachfolgende:  Der  geometrische  Ort  des  Punktes  (7,  welcher 
gleichweit  absteht  von  einem  Punkte  B  und  von  einem  Kreise 
A,  ist  ein  Ke^^elschnitt.  Hierbei  ist  der  AbsUnd  des  Punktes 
vom  Kreise  vorderhand  gemessen  auf  dem  durch  ihn  gehenden 
Durchmesser,  und  zwar  als  gleich  angenommen  mit  dem  Abstände 
des  Punktes  von  dem  ihm  nShern  Endpunkte  des  Durchmessers. 
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Liegt  der  Punkt  B  iiincMlialb  des  Kreises  A,  so  dass  al30 
AB^%e  kleiner  ist  als  der  Hadius  des  Kreises  .iD  =  2«,  so 
hat  man,  \venn^i>  der  dun  h  6' gebende  Hadius  ist;  AC  -f-  CD  =  2a. 
Aber  nach  dt-r  gestelllen  Bedingung  ist  CD  =  CB,  also  AC  +  CB 
s  20,  d.  b.  der  Punkt  C  liewegt  sieb  aur  einer  Klli|)«>  mit  den 
l>ronnpunkten  A  und  B,  deren  grosse  Axe  gleich  diiu  Itadius 
des  Kreises  A  und  deren  Brenndistanz  ^Ii-ic  h  dt  in  Abstände  2  c 
des  festtMi  Punktes  B  Yon  dem  MiUelpuiikle  A  des  Kreises  ist. 
Die  Ellipse  liegt  ganz  innerhalb  des  Kreises;  wenn  B  mit 
zosammenlaUt,  so  wird  sie  zu  einem  Kreise  vom  Radius  a,  der 
dem  gegebenen  rouzeiit l  isch  ist.  Liegt  B  auf  dem  Kreise  selbst, 
M  redn/irt  si(  h  (ii<-  Eili|)se  auf  den  doppell  gelegten  Radius  .«4^. 

Mebmen  \>ir  den  Punkt  B  ausserhalb  des  Kreises  an,  dann 
erhallen  wir  für  einen  Punkt  C,  der  ebenralls  ausserlialb  des 
Kreises  liegt:  AC  —  CD  =  2a,  wo  B  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  AC  niil  dem  Kreisel 


wo  B  der  Schnittpunkt 

Fig  .30. 


c 
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nd  2  a  der  Radius  dieses  Kreises 
ut  Da  aber  CB  =  CB  sein  soll, 
so  erhalten  wbr^C  — ei?  =  2a, 
d.  h.  der  Ort  Ton  C  ist  der  den 
Brennpunkt  B  umschliessende 
Zweig  der  Hyperbel  mit  den 
Brennpunkten  A  und  B  und 
der  grossen  Axe  2  a.  Um  die 
Bedeutung  des  zweiten,  A  um- 
sebliessenden  Zweiges  der  Hyper- 
bel ta  finden,  wähle  man  einen 
beliebigen  Punkt  C  desselben, 
siehe  die  Gerade  C'A  und  ?er- 
längere  sie  über  A  hinaus,  bis 
sie  den  Kreis  in  einem  Punkte  B'  scbneideL  Da  C'  aur  dem  zweiten 
Zweige  der  Hyperbel  liegt,  so  ist  für  ihn:  BC*  —  t"A=^2a, 
also  BC  =  Ca  +  2a  =  CA  +  AB'  =  C B\  Wir  haben  also 
hl  diesem  Falle  nicht  den  vorhin  definirten  Abstand  des  Punktes  C' 
vom  Kreise  gleich  dem  Abstand  des  Punktes  C*  von  B,  sondern  an 
Steile  des  ersten  tritt  ein  Werth,  der  ihn  entweder  zu  einem  Durch- 
messer ergänzt,  oder  der  um  einen  Durchmesser  grösser  ist,  je  nach- 
dem C*  Innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  A  liegt.  Der  Grand 
dieser  Erscheinung  liegt  im  Folgenden:  Der  Abstand  efaies  Punktes 
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?oii  einer  Linie  ist  an  sicli  genommen  etwas  Unbestimmtes,  da 
mao  den  gegebenen  Punkt  mit  jedem  beliebigen  PunlLte  der  Linie 
ztMammenoefamen  und  ihre  Entfernuog  ab  den  gesuchten  Abstand 
lieseldinen  iiann.  Man  wälilt  nun  unter  allen  dieaeD  Abatänden 
diejenigen  aus,  welche  entweder  em  Maximum  oder  ein  Minimum 
sind;  diese  stehen,  wie  leicht  lu  zeigen  ist,  in  ÜireD  Fusspunliten 
auf  der  Linie  senlcrecht)^  Bei  der  Geraden  tritt  iiekanntlich  nur 
ein  Minimum  ein,  beim  Kreise  aber  sowohl  ein  Maximum  als 
ein  Minimum,  andere  Linien  ergeben  sogar  mehrere  Maxima  uud 
Minima,  und  jedes  derselben  Itann  im  engem  Sinne  als  Abstand 
des  Punittes  von  der  Linie  aurgefasst  werden.  Wir  haben  dess- 
halb  den  vollständigeren  Satz: 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  C,  der  gleichen  Abstand 
von  einem  festen  Punkte  B  und  einem  Kreise  A  hat,  Ist  ein 
Kegelschnitt  und  zwar  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem 
B  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  J  Üegt. 

Um  zu  zeigen,  dass  dieser  geometrische  Ort  auch  die  Parabil 
als  speziellen  Fall  zulfisst,  halten  wir  fest:  1)  den  Punkt  B,  2)  eine 
durdi  B  gehende  Gerade,  auf  welcher  sich  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  bewege,  und  3)  einen  auf  dieser  Geraden  liegenden  Punkt 
L,  durch  welchen  der  Kreis  fortwährend  gehen  soll.  Wenn  nun 
A  von  L  aus  sich  bewegt,  und  zwar  von  B  sich  entfernend,  so 
erhält  man  eine  Schaar  von  Hyperbeln,  von  denen  jede  folgende 
llaeher  ist,  als  die  vorhergehende,  bis  schliesslich  A  ins  Unend- 
liche r&ckt,  imd  der  Kreis  zur  Geraden  durch  L  senkrecht  auf 
die  Gerade  der  Mittelpunkte  wird.  Die  Hyperbel  ist  dann  zur 
Parabel  geworden.  RQckt  A  nun  weiter,  so  kommt  es  auf  der 
Seite  von  [von  L  aus  gesehen]  wieder  zum  Vorschein,  und 
der  Kegelschnitt  wird  znr  Ellipse.  In  dieser  Weise  ist  also  die 
Parabel  als  Uebergang  der  Hyperbel  zur  Ellipse,  und  als  spezieller 
Fall  beider  Arten  von  Kegelschnitten  dargestellt.  Es  folgt  daraus, 
dass  auch  die  Parabel  zwei  Brennpunkte  hat,  von  denen  einer 
aber  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  ebenso  bat  sie  einen  un- 
endlich entfernten  Mittelpunkt,  einen  unendlich  entfernten  Scheitel 
der  grossen  Axe,  und  eine  unendlich  entfernte  Nebenaxe. 

Durchaus  identisch  mit  der  so  eben  erörterten  Definition  ist 
der  Satz:  der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises, 
der  stets  durch  einen  festen  Punkt  B  geht  und  einen  gegebenen 
Kreis  mit  dem  Mittelpankte  A  und  dem  Radius  2  a  berflhrt,  ist 
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elo  Kegelschnitt,  welcher  A  und  B  su  BreDnpaiikten  und  2«  zur 
grossen  Axe  hat  Kreis  und  Punkt  bestimmen  den  Kegelschnitt 
Tolbtindig,  und  umgekehrt  kann  man  einen  gegebenen  Kegel* 
schnitt,  der  durch  seine  grosse  Axe  3a  und  sdne  Brennpunkte 
Ä  und  B  bestimmt  ist,  stets  In  einen  derartigen  geometrischen 
Ort  Terwandein.  Man  schlage  um  Ä  als  filittelpunkt  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  8  a,  dann  Ist  der  Kegelschnitt  identisch  mit  dem 
geometrischen  Orte  derjenigen  Punkte,  welche  gicichweit  von 
diesem  Krdse  und  dem  «weiten  Brennpunkte  B  abstehen.  Die 
Fundamentaldeflnition  der  Parabel  lügt  sich  aber  sorori  in  diese 
allgemeinere  ein,  sobald  man  die  Leitlinie  der  Parallel  als  Kreis 
von  unendlich  grossem  Radius  auffasst. 

Man  ist  durch  diese  Art  der  Anschauung  nun  In  den  Stand 
gesetzt,  mit  Hfilfe  von  fHtber  angegebenen  Constructionen  den 
Durchschnitt  einer  beliebigen  Geraden  zu  construiren  mit  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel»  sofern  man  von  derselben  die  Brennpunkte 
und  die  grosse  Axe  kennt,  oder  mit  einer  Parabel,  von  welcher 
Leitlinie  und  Brennpunkt  gegeben  sind. 


Fig.  31. 


Seien  A  und  B  die  Drennpunkle  einer  Ellipse  mit  der  grossen 
Axe  2a,  ferner  sei  Cr  eine  beliebige  Gerade,  deren  Dnrchschnill 
mit  der  Ellipse  besliumil  werden  soll.  Zu  diesem  Zwecke  sclilage 
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tn-^t)  um  .4  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  vom  Radius  2  a,  dann  ist 
die  Aufgabe  zurückgefülirl  auf  die  andere:  einen  Kreis  zu  finden, 
der  durch  B  geht,  den  Kreis  berührt  und  seinen  Mittelpunkt 
auf  G  liegen  hat.  Die  Gerade  G  hl,  da  sie  den  Milleipnnkl  des 
gesuchten  Kreises  enthält,  für  denselben  eine  Symmetrieaxc;  fällt 
man  also  von  B  aus  auf  G  ein  Perpendikel  und  verlängert  das- 
selbe über  G  hinaus  um  sich  selbst  nach  B',  so  ist  B'  ebenfalls 
ein  Punkt  des  gesuchten  Kreises.  Wir  haben  also  nur  noch 
einen  Kreis  zu  construiren,  welcher  durch  die  zwei  Punkte  B 
und  B'  geht  und  einen  gcgeltenen  Kreis  A  berührt.  Diese  Auf- 
gabe, welche  je  nach  der  L.age  von  7?  und  B'  zum  Kreise  A 
zwei,  eine  oder  keine  Lösung  zulässt,  ist  bereits  in  §  2  wie 
folgt  behandeil  worden:  Man  lege  durch  7?/>''  einen  beliebigen 
Kreis,  der  den  Kreis  A  in  den  Punkten  C  und  C'  tre0e;  Ton 
dem  Durchschnitt  P  der  Geraden  CO'  und  /?/?'  lege  man  die 
Tangenten  an  den  Kreis  dann  sind  deren  Berührungspunkte 
D  und  B'  zugleich  die  Derüliningspunkte  der  gesuchten  Kreise. 
Die  Mittelpunkte  derselben»  welche  die  gesuchten  EUipsenpunkte 
sind,  findet  man,  indem  man  jeden  der  Berührungspunkte  D 
und  D'  mit  dem  Mittelpunkte  A  durch  eine  Gerade  verbindet 
und  deren  Durchschnitte  £  und  £'  niit  G  bestimmt.  In  dieser 
Cuiislniction  erblickt  man  einen  neuen  üeweis  des  Satzes,  dass 
eine  £llipse  von  einer  Geraden  nie  in  mehr  als  zwei  Punkten 
geschnitten  werden  kann.  —  Um  den  Durchschnitt  einer  Geraden 
mit  einer  Hyperbel  zu  bestinniieii ,  verfährt  man  durchaus  analog. 

Die  Aufgabe,  den  Durchschnitt  einer  beliebigen  Geraden  G 
mit  einer  Parabel  zu  bestimmen,  deren  Leitlinie  L  und  deren 
Brennpunkt  B  gegeben  sind,  lässt  sich  zurückführen  auf  die 
Aufgabe:  durch  einen  Punkt  B  einen  Kreis  zu  legen,  der  eine 
Gerade  L  berührt,  und  seüien  Mittelpunkt  auf  einer  andern 
Geraden  G  liegen  hat.  Fällt  man  jetzt  von  B  aus  ein  Perpen- 
dikel auf  G  und  verlängert  dasselbe  um  sieb  selbst  nach  B\  so 
ist  noch  nöthig,  einen  Kreis  durch  B  und  B'  zu  legen,  der  L 
berührt.  Nach  $  1  lissl  diese  Aufgabe  je  nach  der  Lage  von 
B  und  B'  zu  L  iwei,  eine,  oder  keine  Lösung  tu,  und  wird 
wie  folgt  gelöst:  Durch  B  und  B'  lege  man  einen  willkürlichen 
Kreb,  an  den  man  von  dem  Durcbschnittspunkte  C  dtat  Geraden 
L  und  BB'  die  Tangenten  zieht;  mit  der  Länge  dieser  Tangenten 
schlage  man  um  C  einen  Kreis,  welcher  nun  L  in  den  Berührangs- 
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punkten  7>  und  D'  der  gesuclileii  Kreise  IrilTl.  Ihre  MiUelpunkte 
findet  mau,  indem  man  die  Üurchschnilte  P  und  P'  der  in  P 
und  //  auf  L  errit  bieten  Perpendikel  mit  (;  bestiiuml;  diese 
Punkle  P  und  P'  sind  die  gesuctUeo  ParaLeipunkte. 

Fig.  82. 
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Aus  spätem  Betrachtungen  folgt  die  Richtigkeit  der  nacli- 
folgeodeD  gemeinsamen  Definition  der  Kegelschnitte:  Der  geo- 
metrische Ort  desjenigen  Punktes  C,  dessen  Abstand  p  Ton  einem 
festen  Punkte  B  zu  seinem  Abstand  q  von  einer  festen  Geraden 

L  ein  besliuinUes  Verhältniss  '~  =  ^  bat,  ist  ein  Kegdscbuitt, 

und  zwar  für  X  <  1  eine  Ellipse,  fikr  1  =  1  eine  Parabel,  und 

für  X  >  1  eine  Hyperbel. 


Fig.  3a. 
C 


Eine  Definition,  welche  gleich- 
zeitig Ellipse  und  Hyperbel  um- 
faast,  ist  diese:  Es  seien  in  einer 
Geraden  drei  Punkte,  Ä,M, 
gegeben,  dass  M  die  Mitte  der 
Strecke  26  ist.   Werden  / 

nun  die  Abstinde  eines  Punktes 

C  von  Ä,  M,  B  ml  z    "  /__  

bezeichnet,  so  ist  der  Ort  eines 
Punktes  (7,  für  welchen  die  Gl.  gilt:  xy  ±^y'^^  d\  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  das  obere  oder  das  untere  Vor- 
zeichen  genommen  wird.  Man  hat  nimlich  nach  einem  elemen* 
taren  Salze     +     =  2 e'  +        und  aus  der  Bedingungsgl. 
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7  2«z  SS  q:  2if'  +  2y';  durch  Subtraction  folgt:  {«±z)*  = 

2c»+2rf*  und  X  ±z=:y2  [c^  ±  d'*}.  Das  obere  Zeichen 
gibt  also  in  der  That  eine  Ellipse,  das  untere  eine  Hyperbel. 
Interessant  ist  der  spezielle  Fall:  xzssy\  welchem  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  entspricht 

Bevor  wir  uns  nun  zu  einer  speziellen  Behandlung  der  Kegel- 
schnitte wenden,  stellen  wir  die  verschiedenen  Gebilde  zusammen, 
welche  diesen  geroeinsamen  Namen  fahren.  Wir  haben: 
Die  Ellipse  und  ihre  speciellen  FAlle: 

der  Kreb  und  der  Punkt  * 
Die  Hyperbel  und  ihre  speciellen  FSlle: 
die  gleichseitige  Hyperbel  imd  zwei  sich  schneidende  Gerade. 
Ais  Uebergaog  von  Ellipse  zu  Hyperbel 

die  Parabel  und  die  speziellen  FftUe: 
zwei  parallele  Gerade, 
eine  doppelt  gelegte  Gerade, 
eine  Gerade. 
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Drittes  Kai)itcl. 
Die  Ellipse. 

S  10.  Die  SUipae  als  TangenteiigebUde. 

Hai  eine  Gerade  G  mit  der  Ellipse,  [mit  den  Brennpunltten 
A  und  B  und  der  grossen  Axe  2  a]  nur  einen  Punitt  C  gemein, 
so  lidsst  diesdlie  die  Tangente  der  Eliipse  im  i^lnllte  C,  und 
der  Ihinlit  C  lieisst  ihr  Berfilirungspunlit  Alle  Punlite  der  Tan- 
gente, mit  Ausnabme  des  Punktes  C,  liegen  ausserhalb  der  El- 
lipse, und  da  für  jeden  Punkt  ausserhalb  der  Ellipse  AD+J>B'>2a 
ist,  so  hat  der  BerQhriingspunkt  C  der  Tangente  die  Eigenschaft, 
dass  er  von  allen  Ihinkten  der  Geraden  G  das  Minimum  der 
Summe  der  Abstände  von  A  und  B  bestimmt  Betrachten  wir 
die  Punkte  A  und  B  und  die  Gerade  G  [welche  die  Gerade  AB 
ausserhalb  der  Strecke  AB  schneidet],  so  haben  wir  den  Punkt 
C  auf  ß  so  zu  bestimmen,  dass  AC     CB  An  Minimum  wird. 

Zu  dem  Ende  l%llen  wir  von  B  f'  84 

das  Perpendikel  BB*'  avsf  G  uad  ß 

verlängern  dasselbe  um  sich  selbst  -   :B' 

nach  B\    [Dieser  Punkt  B'  soll       /  ^"^>-£:  / 
kOnfUghin  der  Gegen|»uokt  von  B  in       /  V-v'^"^ 
Bezug  auf  G  genannt  werden.]  Zieht     /      '  \ / 

man  jetzt  die  Gerade  AB\  so  schnei-  J'--'  jür ' 'ji 

dct  diese  auf  6  den  gesuchten  Punkt 

C  aus.  Man  hat  in  der  Thal,  da  AC  CB  AC  +  CB'  ist, 
für  jeden  beliebigen  Punkt  D  mX  Gi  AB  +  DB'  >  AC  +  CB. 
Es  ist  aber     AGB  =  B*'CB\  und  aus  der  Congruenz  der 
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Dreiecke  BCB"  und  B'CB*'  folgt  ferner  ^ACB^BCB", 
d.  b.  AC  und  CB  bilden  mit  G  gleiche  Winkel.  Auf  die  Ellipse 
angewandt  gibt  dies  den  Satz:  die  Tangente  G  in  einem  Punkte 
C  der  Ellipse  bildet  mit  den  Leilstrahlen  AC  und  CB  gleiche 
Winkel.  Da  B'C  =■  CB  ist.  so  folgt  AC  CB*  =  AB'^  2a, 
oder:  bestimmt  man  die  Gegenpunkte  B'  eines  Brenn]Minktes  B 
der  Ellipse  in  Beiug  auf  alle  Tangenten  derselben,  so  liegen 
diese  Punkte  B'  auf  einem  Ereise  mit  dem  Miltelpunkte  A  und 
dem  Radius  2o.  — 

Wenn  üf  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  Ut,  so  bat  man  AMsss 
MB,  ebenso  ist  B B**  =  B" B^ /  also  sind  die  Dreiecke  AB'B 
und  MB"B  llbniich  und  ihre  Seiten  Terbalten  sich  wie  2:1; 
daraus  folgt:  AB'  =  2a  =s2MB*'  oder^f''  =  a,  d.h.:  Fftllt 
man  von  einem  Brennpunkte  aus  Perpendikel  auf  alle  Tangenten 
der  Ellipse,  so  liegen  deren  Fusspunkte  auf  einem  Kreise  mit 
dem  Mittelpunkte  M  und  dem  Radius  a,  oder,  da,  was  fflr  den 
einen  Breunpunkt  gilt,  sofort  auch  fQr  den  andern  bewiesen  wer- 
den kann:  FSllt  man  von  den  Brennpunkten  aus  Perpendikel 
auf  alle  Tangenten  einer  Ellipse,  so  liegen  deren  Fusspunkte  auf 
dem  Kreise,  welcher  ikber  der  grossen  Axe  als  Durchmesser  er- 
richtet ist. 

Vermittelst  dieser  SAtte  kann  man  die  Aufgabe  lösen:  Von 
einem  gegebenen  Punkte  D  aus  die  Tangenten  an  eine  Ellipse 


zu  ziehen,  von  welcher  man  die  Brennpunkte  A  und  B  und  die 
grosse  Axe  2  a  kennt.  Sei  B*  der  Gegenpunkt  von  B  in  Bezug 
auf  die  gesuchte  Tangente,  so  Ist  BB  =■  DB*\  um  also  B'  zu 
Onden,  schlage  man  um  A  einen  Kreis  mit  dem  Radius  2  a  und 
um  B  einen  Kreis  mit  dem  Radius  DB,  w  treffen  sich  diese 
beiden  Kreise  In  zwei  Punkten  B*  und  B\,  von  denen  jeder  als 
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Fig.  3G. 


der  Gegenpankt  von  B  in  Bezug  aur  eine  durcli  D  gellende  Tan- 
gente ange$elu*n  werden  kann.  Um  diejenige  Tangente,  die  z.  B. 
B\  entspriclit,  zu  finden»  fftlle  man  von  D  aus  das  Perpendikel 
auf  BB\\  der  Beröbrungspunkt  C,  dieser  Tangente  ist  ihr 
Durcbschnitt  mit  AB\, 

Eine  zweite  Lösung  ist  die  folgende:  Der  noch  unbekannte 
Pusspookt  C  des  von  B  ans  auf  die  gesucbte  Tangente  gefftllten 
Perpeodikels  liegt  nothwendigerweise 
auf  dem  Kreise,  welcber  Aber  der 
grossen  Aie  ab  Durchmesser  errichtet 
worden  ist  Da  der  Winkel  DCB  ein 
rechter  ist,  so  muss  aber  C  auch  auf 
dem  Kreise  liegen,  der  über  DB  als 
Durebroesser  errichtet  ist.  Die  bei- 
den genannten  Kreise  schneiden  sich  I 
nun  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten 
C  und  C  und  sowohl  DC  als  DC' 
ist  eine  durch  D  gehende  Tangente 
an  die  gegebene  Ellipse.  Da  aber 
zwei  Kreise  entweder  zwei  Punkte  geroein  haben  [sich  schneiden], 
oder  einen  [sich  beröbren].  oder  gar  keinen  [sich  nicht  schneiden], 
so  kann  man  von  einem  Punkte  aus  zwei,  eine«  oder  gar  keine 
Tangente  an  eine  Ellipse  ziehen,  und  zwar  wie  leicht  einzusehen 
ist,  je  nachdem  der  Pnnkt  ausserhalb,  auf,  oder  innerhalb  der 
Ellipse  liegt.  —  Spiter  soll  gezeigt  werden,  dass  man  auch  an  die 
Hyperbel  und  an  die  Parabel  von  einem  Punkte  aus  nie  mehr 
als  zwei  Tangenten  ziehen  kann;  die  Kegelschnitte  heissen  dess- 
halb  auch  Curven  zweiter  Klasse. 

Die  Aufgabe,  Tangenten  an  die  Ellipse  zu  ziehen,  welche 
einer  gegebenen  Geraden  parallel  sind,  lAsst  sich  auf  die  eben 
gelöste  zurOckfObren,  indem  man  den  Punkt  D  zum  unendlich 
entfernten  Punkt  der  gegebenen  Geraden  vrerden  Iflsst.  In  diesem 
Falle  artet  der  Kreis  Ober  dem  Durchmesser  DB  \n  eine  Gerade 
aus,  welche  durch  B  geht  und  senkrecht  auf  G  steht  Da  nun 
B  innerhalb  des  Kreises  liegt,  welcher  öber  der  grossen  Axe 
als  Durchmesser  errichtet  ist,  so  schneidet  diese  senkrecht  zu  G 
gelegte  Gerade  den  Kreis  stets  in  zwei  Punkten  C  und  woraus 
folgt,  dass  zu  jeder  beliebigen  Richtung  zwei  parallele  Tangenten 
an  die  Ellipse  gezogen  werden  können. 
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Jede  durcli  den  Mittelpunkl  M  der  Ellipse  gehende  Gerade 
lifisst  niircljuiesser  der  Ellipse;  auf  ihr  liegen,  wie  in  §  8 
bemerkt  wurde,  zwei  Punkte  der  Curve,  C  und  (  ',  die  gleich- 

\mM  von  M  abstehen.  Es  gilt  nun 
der  Salz  :  die  Tangenten  in  den  End- 
pnuktcn  eines  Durchmessers  sind  pa- 
rallel. Diess  ist  schon  aus  Grüoden 
der  Symmetrie  klar,  kann  aber  noch 
Ijff      /B    ^^•♦^  bewiesen  werden:  Das 

/       /'       Viereck  ACBC'  ist  ein  Parallelo- 


V 
\ 


gramm,  also  sind  die  beiden  Winkel 
et  einander  gleich,  ebenso  die  heiden 
Winkel  /3.  Die  beiden  Geraden  G 
und  G'  bilden  also  mit  CC'  nach 

entgegengeselzleu  Seiten  den  Winkel  ^  +  90"  —  y,  was  sehr 
leicht  bewiesen  wird,  nnd  sind  dessbalb  parallel. 

Fällt  man  aus  den  Brennpunkten  A  und  B  Perpendikel  auf 
iwei  parallele  Tangenten  G  und  U\  deren  Fusspunkte  C  und  D, 
C  und  />'  sein  mögen,  so  liegen,  wie  bereits  bewiesen,  die 
Erken  des  Rechtecks  CDC'B*  auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  a. 


Das  i'roducL  der  Strecken  AC.Äli  =  pq  ist  also  der  i'olcnz 
des  Punktes  A  in  Itr/iii:  .luf  den  Kreis  über  der  grossen  Axe  als 
Durchmesser  glcidi,  d.  h.  couslant,  wdclie  lUcbtuDg  auch  die 
parallelen  Tangenten  haben  mögen.  Da  aber  p=:  und  9  =  9,, 
so  ist  der  Salz  bewiesen:  Das  Product  der  beiden  IN  rpendikel, 
die  man  von  den  Brennpunkten  aus  auf  eine  Tangente  der  Ellipse 
fällen  kann,  hat  einen  Werth,  der  von  der  Lage  der  Tangente 
tmabhängig  ist.  Wählt  man  jetzt  die  Tangente  in  einem  Scheitel 
der  kleinen  Axe,  so  ^vird  p  q  ■=:=.  h,  d.  h.  das  Product  pq  ist 
für  jede  Taugente  gleich  dem  Quadrate  der  halben  kleinen  Axe. 
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Wenn  man  die  EUipee  niehl  meclianisch  beschreiben  kann, 
80  ist  es  vortheilbarier,  statt  ihre  einzelnen  Punkte  zu  construiren, 
dieselbe  durch  ihre  Tangenten  zu  erzeugen.  Diess  kann,  wenn 
die  Brennpunkte  A  und  B  und  die  grosse  Axe  2«  gegeben  sind, 
unter  Zuhulfenahme  der  wenigen  bis  jetzt  gegebenen  SAtzc  auf 
nachfolgende  Terschiedene  Weisen  geschehen: 

1)  Um  den  Brennpunkt  Ä  beschreibe  man  einen  Kreis  mit 
dem  Badius  2a,  in  diesem  durch  B  alle  möglichen  Sehnen;  in 
dem  Halbfarungspnnkt  jeder  Sehne  errichte  man  Perpendikel,  so 
sind  alle  auf  diese  Weise  entstandenen  Perpendikel  Tangenten  an 
die  Ellipse.  Es  ist  flbrigens  klar,  dass  der  Ort  der  lialbiriings- 
pankte  der  Sehnen  ein  Kreis  ist,  was  die  Construcüon  wensentlich 
erieichtert. 

2!  M.'iM  cnii  litc  ilcii  Kreis  fil»er  dor  gr<)>srii  Axe  ;ils  Diirdi- 
mcsscr  und  ziehe  je  zwei  p^irailele  Seluieii  (liii  rli  die  I]i  eiiii)»iinkto. 
Deren  enLs|>rccliende  [inif  derseli)eii  Seile  M»n  .//*  ^'ele^eiien  j 
Eiidjtiinktc  durch  (lernde  verhuiiden,  gehen  Tangenleti  der  KHipse. 
(•ihl  mau  den  parallelen  Sehnen  nach  und  narh  alle  mögliclicii 
RicblUDgeo,  so  erhält  man  alle  Tangenten  der  Kllipse. 

3)  Man  lege  wieder  den  Kreis  über  der  grossen  Axe  zu 
Grunde  und  drehe  einen  rechten  Winkel  so,  dass  der  Scheitel 
sieh  auf  diesem  Krebe  bewegt,  wahrend  der  eine  Sclicnkcl  stets 
durch  den  einen  Brennpunkt  geht;  der  andere  wird  dann  in  jeder 
seiner  Lagen  Tangente  an  die  gesuchte  Ellipse  sein. 

%  11.  BeKiehiuigen  Bwiflofaen  swei  und  mAa  Tangenten 
der  Bllipne.  —  IVonnalen. 

Es  seien  CB  und  C*  B  die  beiden  von  einem  Punkte  B  aus 
an  die  Ellipse  gezogenen  Tangenten  mit  den  Berührungspunkten 
C  und  C,  femer  sei  B*  der  Gegenpunkt  von  B  in  Bezug  auf 
BC  und  B\  der  Gegenpunkt  von  B  In  Bezug  auf  (7'2>,  dann  ist 
BB  SS  BB'  und  BB  BB\,  also  BB'=sBB\,  ferner  AB'  = 
AB\ss2a  und  AB  sich  selbst  gleich.  Die  beiden  Dreiecke 
ABB'  und  ABB\  sind  also  congruent  [sie  haben  die  drei  Seiten 
resp.  gleich]  und  die  entsprechenden  Winkel  sind  einander  gleich, 
dettbalb  Diess  gibt  den  Satz:  Zieht  man  von  einem 

Brennpunkte  aus  Strahlen  nach  den  Berührungspunkten  zweier 
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Tangenten  der  Ellipse,  »o  \\\ri\  der  von  ihnen  gebildele  Winkel 
durch  denjenigen  Strahl  halhirl,  welrher  von  dem  nämlichen 
Brennpunkte  aus  nach  ihrem  Durcbscbnittspunkte  geführt  wird. 


Fig.  89. 


Wir  betrachten  «leder  die  beiden  von  JO  aus  an  die  Ellipse 
gezogenen  Tangenten  J)C  und  JOiff  dann  den  Gegenpunkt  J' 
von  A  in  Bezug  auf  DC  und  den  Gegenpunkt  B'  von  B  in 
Bezug  auf  BC\   Es  ist  nun  A'S  =s  AB'  =s2a,  AB^A'D 


Fig.  40. 


und  BD  — B  D,  also  sind  die  Dreiecke  A'Dli  und  ADB' 
congruentund  desshalb -^^'i)i?  =  ^i)Ä'  oder  2a:  +  z  =  2^^ -|-r 
und  x^y,  d.  h. :  Zieht  man  von  einem  Punkte  aus  die  beiden 
Tangenten  an  die  Ellipse  und  die  beiden  Strahlen  nach  den 
Brennpunkten,  so  bilden  diese  Strahlen  mit  den  Tangenten  resp. 
gleiche  Winkel. 

Stehen  die  beiden  Tangenten  DC  und  BC'  senkrecht  auf 
einander,  so  ist,  da  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  <^  CDAt^ 
C'DB\,  Winkel  ABB=:i^\   Bezeichnet  man  die  beiden  von 
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B  narli  den  Rronnpunktcn  gezogenen  Strahlen  mit  u  und  r.  so 
ist  AI>'  -\-  n  n-  z=:  u"^  +  und  da  D  Ti  =  D  r}\  ist,  auch 
AD'  -H  Dli'^'^u'  +  v'.  Ahor  das  Dnicek  ^1 />//',  isl  <iii  nrhl- 
wiiikligesniit  derliypolenusc ^/  ^'=2»,  also  bat  man  u'--i't)^=s4a^. 
Solleu  also  die  von  einem  Punkte  D  ans  an  die  Ellipse  ge/ogcncu 
Tangenten  rechtwinklig  zu  einander  stehen,  so  muss  i>  dem 


PIg.  41. 


goojiiotrischcn  Orl<'  der  Punkte  angehören,  für  welche  di«  Summe 
der  Quadrate  der  Ahslände  von  zwei  festen  Punkten  conslant  ist ; 
dieser  Ort  ist  nach  §  7  ein  Kreis  mit  dem  Mittidiiunkle  M.  Nach 
der  dort  gegel>enen  Formel  findet  man  fiu*  den  Radius  dieses 

Kreises:  r  =  ^^~^=/2«»  —  c«;  führen  wir  nun  die 
iiieine  Axe  der  Ellipse  ein,  verinillelst  der  Relation  a'^  —  h"^  c'\ 

80  findet  man  schliesslicli  rr=p/ft^  +  Diese  Grösse  wird 
conslruirt,  indem  man  eii)f';i(-li  einen  Selicitel  der  grossen  Axe 
der  Ellipse  mit  einem  Scheitel  <lcr  kleinen  Axe  verbindet.  Man 
hat  also  den  Satz:  Itewegl  sich  ein  rechter  Winkel  dergestalt, 
dass  seine  Schenkel  stets  eine  gegebene  KIlipse  berühren,  so 
durchläuR  sein  Scheitel  eine  bestimmte  Kreislinie,  \>elrbe  mit 
der  Ellipse  conzentrisch  ist.  und  deren  Radius  gleichen  Werth 
bat  mit  der  Geraden,  die  in  der  Ellipse  zwei  Scheitel  der  beiden 
Axen  verbindet. 

Wenn  B'  der  Gegenpunkt  von  H  in  IJezug  auf  f  I>  ist,  so 
hat  iiinji  /\  ADBy  ADIi'  und  da  Y  ADD^'  ein  liechtcr  ist, 
so  folgt,  dass  die  Punkte  B',  If  und  B\  in  einer  Geraden  liegen. 

Sl«iaer,  ElemeaUrtheoric  der  K«KclMiiniUc.  4 
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hör  Fiisspiiiikl  ilcs  von  ans  aiir  die  (K'iadc  />'/>,'  iiefiilllen 
INM|ieiiiIik('Is  ist  />.  und  dicsci-  Punkt  brsilu'cil»! .  wenn  /?'/?,' 
sicli  ln'NNogl.  w'm  lic\vies»Mi  \\(ir(k'n  ist,  einen  Kreis  mit  <leni 
Itndius  r  — j  />•'.    Im  Noriircn  ^  ist  nun  ^'ezeiift.  <lass  der 

Ort  der  Fussjiunkte  aller  Perpendikel,  welclie  mau  v(ui  einem 
Bronnpmikte  der  Klli|ise  aus  auf  s;unmtlirlic  Tangouleii  ilerseiben 
rrdlen  kann,  d»'r  Kreis  ülier  iiner  i,'rosseu  Axe  als  Diu  t  limesser 
isl.  hies«'r  Satz  ge\\.ährt  eine  l'mkeiirunj,',  und  wende!  man 
dieseihe  im  vorliegenden  Falle  an,  so  erlifdl  man  das  Uesullal: 
die  <Ierade  /''  /?',  ist  in  allen  ihren  Lagen  Tangeute  an  eine 
Fllij»S('.  well  he  mit  der  gegehenon  die  gleichen  Ilreimpunkfe 
A  uu<i  />'  hat  [mit  ihr  eoni'oeal  isl]  und  deren  hallie  grosse 
Axe  =  ^«^  +  isl.  Ileaehlel  man  schliesslich,  dass  A  It' = 
AB(  =  2«,  dass  »1er  Winkel  />''///?,'  ein  llechler  [seine  Schenkel 
stehen  nämlich  anl  diu  Schenkeln  des  rechten  Winkels  ('/>r' 
senkrecht]  und  dass  B' b  =i  DB(  ist,  so  ergibt  sirii  der  Salz: 

Wenn  der  Scheitel  B  eines  rechten  Winkels  innerhalb  eines 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  A  und  dem  Radius  2o  liegt»  so 
schneiden  sebie  Schenkel  auf  dem  Kreise  vier  Punkte  aus,  deren 
Verbindungsgeraden  Tangenten  einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten 
Ä  und  B  sind;  ist  AB  s  2c,  und  setzt  man  <i<  —     s=s  6^  so 

ist  die  halbe  grosse  Axo  dieser  Ellipse  =  J^a'  +  h^.  Dreht  man 
also  den  rechten  Winkel  um  B  herum,  so  kann  man  beliebig 
viele  Tangenten  der  Ellipse  erzeugen.  Die  Mitten  aller  der  ge- 
nannten Verbindungsgeraden,  welche  die  Tangenten  ergeben, 
liegen  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkl  M  die  Mitte  der 
Strecke  AB  ist.  Als  Goroltar  folgt  hieraus  der  elementare  Satz: 
Stehen  die  beiden  Diagonalen  eines  Kreisiriereckcs  senkrecht  auf 
einander,  so  liegen  die  Mitten  seiner  Seiten  in  einem  neuen 
Kreise. 

Werden  zwei  heliriiige  Taugmieu  It"  D'C  iin<l  D  'DC'  der 
KIlipse  mit  d<  u  nerülu  uugsjtuuKlen  ('  imd  (  '  l'estgehallen ,  mnl 
man  legi  eiuc  drille  Tangente  TfIf'C"  nül  dem  |{eriihrtmg>-puukl 
C",  so  ist  nach  dem  ersten  Satze  dieses  Paragrajdu'u  l;  (' A  It'  z=z 
rrjr"  und  (  ' .lif  It.iC,  als.)  //.//;  ^  }^  CJC'.  Wcmi 
also  di«'  Tangeule  /)  ft' C"  mit  dem  Pendiruugspuidvl  (  "  auf  dem 
Bogen  CC'  der  KIlipse  rollt,  so  Ideihi  drr  Winkel  />'.//>.  unter 
welchem  ihr  zwischen  den   heideu   festen  Tangenten  liegendes 
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Stock  gesehen  wird,  constant  Wenn  aber  der  Ber&hrungspunkl 
der  beweglichen  Tangente  über  einen  der  festen  Ber&hrungs- 
ptinkte  hinausgoiit,  so  tritt  an  Stelle  des  Winkels  ^CAC  sein 
Sui)|ilenientwinkel  180*  —  {CAC,   Hieraus  folgt  nun  der  Satz: 

Fi^.  42. 


Fig.  4a. 


Zieht  man  von  einem  Brennpunkte  der  Ellipse  aus  Strahlen  nach 

«Jen  Ecken  eines  ihr  umschriebenen  Viereckes,  so  bilden  diese 

Stralden  vier  Winkel,  ron  denen,  wenn  das  Viereck  ein  convexes 

(von  einem  Umlaufe)  ist,  je  zwei  auf  gegenfiberliegende  Seiten 

sich  stutzende  sich  zu  zwoi  Rechten  ergänzen;  ist  das  Viereck 

ein  ftherschlagenes  (von  zwei  Umläufen),  so  sin(]  je  zwei  der 

genannten  Winkel  einander  gleich. 

Aus  dem  Satze,   dass  die 

Strahlen  von  einem  Brennpunkte 

aus  nach  den  Beröhrungsp unkten 

und  nach  dem  Durchschnitts-  - 

punkte  zweier  Tangenten  gleiche 

Winkel  mit  einander  bilden,  folgt 

der  nachstehende:  Sind  DC  uml 

DC'  zwei  Tangenten»  deren  Be-  j^'^ 

rüliriingssehne  CC  durch  den 

Breunpunkt  A  geht,  so  steht  DA 

senkrecht  auf  CC\  Construirt 

ukiu  jetzt  den  Gegen[mnkt  von 

B  in  Bezug  auf  die  Tangente  DC',  so  isl  das  Dreieck  DAB' 

ein  rechtwinkliges,  in  welchem  die  Kathete  AB'z=2a  und  die 

4» 
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Hypolemisc  DB'  =  I)D  ist.  Wenn  m.in  also  DU  mit  u  und 
DA  mit  V  bczoirlinol,  so  kann  man  dio  (ilrirlimig  DB"^  —  D  i  -  — 
^Ä''  verwandeln  in:  —  r^==4a2.  Wie  also  auch  die  Be- 
rQhrungsselinc  CC  durch  den  nrmnpnnkl  ^  gc\o*i\  werde,  der 
Punkt  i>  hat  immer  die  Eigcnscliafl,  dass  die  Diircrcn/  der  Quadrate 
seiner  Abstände  von  zwei  festen  Punkten  [den  I]rennpunkten 
B  und  A}  constanl  ist.  Nacli  §  7  ist  also  der  Ort  von  P  eine 
Gerade  L,  welclie  senicrecht  auf  AB  steht.  Sei  Q  der  Durch- 
schnitt von  L  mit  AB»  so  ist  auch  Q  P"^  —  QA^  =s  und 
wie  sich  von  sellist  versieht  QB  —  0A=s2c;  daraus  ergibt  sich 


QB  +  QA 


QB^^1±^ 


QA  =  =  -  und 

c  c 

QM=^»  Die  Gerade  L  hdsst  die  lidtlinie  der  Ellipse  in  fiezug 
auf  den  Brennpunkt  ^;  zu  ihr  symmetrisch  [parallel  im  Abstände 

•>'— I  liegt  eine  dem  Ürennpunkle  D  /.ii^< liörij^e  Lcithnie  Z,,  die 
fOr  diesen  Brennpunkt  ganz  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  L  für  A. 

Fig.  44. 


Sei  EE^  das  Stück  der  Ellipsenl.ingente  in  C,  welches 
zwischen  den  beiden  Leitlinien  liciit,  so  ist  KACz=z  /?r  =  90", 
ferner  EC  A  =  E^C  B,  also  sind  die  beiden  Dreiecke  KAC  und 
CBE^  ähnlich,  woraus  fol-^t:  AC  -.rE^  nr  .CE^.  Dezeichnet 
man  mit  PQ  das  zwischen  den  Leitlinien  liegeiule  Stück  der 
durch  C  parallel  zu  AB  gczo<]:eneM  tieraden,  so  sind  auch  die 
Dreiecke  EPC  und  QC  fduiiicli,  also  ist  CP  :  CE==CO  :  CE^, 
und  unter  Derficksichtigung  der  frühern  Propor (Inn :  AC  :  CP^ 
BC:  rn,  oder  AC  :  BC=^CP\  CO,  woraus  sich  ergibt: 
AC  +  BC  :  AC  ==  CP  :  CQ  :  CP,  Ui  dieser  I»roportion  ersetzen 
wir  das  erste  und  das  dritte  Glied  durch  ihre  Werthe;  es  ist. 
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weil  Cauf  der  Ellipse  nicb  beflodet:  -f-  CBsst2a,  imd  nach 
dem  vorhin  geriindenen  Resultate  CP  +  CQs=spQ=:  — .  Man 

erhält  nun  -j^  =  ~  d.  b.  wenn  sich  ein  Punkt  C  auf  der  Ellipse 

bewegt,  so  bleibt  das  Verhältniss  der  Abstände  des  Punktes  von 
einem  Brennpunkte  und  der  lugebörlgen  Leitlinie  conslant,  was 

hereils  iti  §  ^  .ingrihMitt'l  worden  Ist. 

Sei,  ;il»\M  i(  linid  \oii  <l<  r  \(>rij,M'ii  lti-/ei(-|iiiiiii<,' ,  /*  <I<  r  ihirrli- 
srliiiitl  «ItT  l.cilliiiie  L  des  IJn'iiiijutnklos  ./  inil  «Icr  j;i(t»«ii  A\c 
drr  Kllipsc,  si»  kaiiii  man  von  /'  ;nis  zvvri  Tau-;«'!!!»'!!  an  dii; 
EIHpsi'  /it'lu'M.  dcrt'M  HcndirnnyssehnL'  CC'  «liircli  ./  »irlil  und 
auf  /*./  <i'nkriMlil  >l('lit.  Pii'  Strecke  Cf'  lieissl  Parameter  der 
Kl!i|)se;  ihr  Werlli  kann  wiv  Utl^i  gelundeii  werden.  Der  Absland 
des  IMuikles  C  von  L  i^l  — 
also  hat  man  Ci  :  .//'—  r  :  «, 

nach  Früherem  ist  aber  AP=-, 

c 


also  CJ  = 


Flg.  46.  ■ 

ir 


um 


I  er' 


a  n 

Nun  errichte  mau  iu  N  die  Schei- 
(cllangenle  .S^.  "NVej^en  <ler  Aelin  ^ 
lichkeit  der  Dreiecke  VsS  und 
PCÄ  hat  man  dann  tS :  PS  = 
:  AP\  da  alter  nnd  S  zwei 
Tunkte  der  IClUpse  sind,  so  ist 
auch  SA  :  PS  —  CA  :  AP,  worans  man  dnirh  \  ergleichung  zieht: 
sS  =  SA,  hl  überhaupt  U  ein  l'unkl  <h'r  Tangente  PC,  ferner 
V  der  Fusspunkl  des  von  U  auf  AJi  gefrdlleu  l^M'pendikcls  und 
W  der  Durchschnitt  dieses  iV'rpendikels  mit  der  Ellipse»  so  ist 
AW^ÜV.  Man  bat  nämlieh  A  ir :  VP=CA.  AP,  weil  C 
und  W  Ellipsenpunkte  sind,  und  V  V :  VI*  =  CA  :  AP  wegen 
der  Aehniichkeit  der  Dreiecke  PCA  und  PÜV\  diess  gibt  A  W\  FPss 
VF:  FP  und  AW=s  VF, 

Wird  die  grosse  Axe  als  Beröhrungssehne  zweier  Tangenten 
angenommen»  so  kann  der  Schnittpunkt  dieser  Tangenten,  welche 
in  den  Scheiteln  der  grossen  Axe  berfihren  und  auf  dieser  senk- 
recht stehen,  sowohl  auf  der  einen  als  auf  der  andern  der  beiden 
Leilünien  der  Ellipse  angenommen  werden,  da  ja  die  Beröhrungs- 
sehne durch  jeden  der  Brennpunkte  geht  In  der  That  sind  die 
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beiden  Tangenten  und  die  Leitlinien  parallel  und  desslialb  können 
diese  vier  Geraden  so  augesehen  werden,  als  ob  sie  einen  und 
denselben  unendlich  entfernten  Punkt  gemein  hätten. 

Werden  die  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  grossen  Axe 
mit  T  und  t  bezeichnet,  so  schneidet  eine  beliebige  Tangente 
der  Ellipse  xwischen  T  und  T'  ein  Stück  JfD'  aus,  weiches, 
wie  eine  unmittelbare  Folgei'ung  aus  einem  frühern  Satze  ergibt, 
von  jedem  der  Brennpunkte  aus  unter  rechtem  Winkel  gesehen 
wird.  Die  Punkte  DD' AB  liegen  also  anf  einem  Kreise,  dessen 
Mittelpunkt  der  Durchschnitt  von  DD'  mit  der  kleinen  Axe  ist. 
Man  kann  hieraus  die  folgende  Conslrurtion  der  Ellipse  aus  itireu 


Fig.  40. 


Tangenten  ableiten:  Ausserhalb  der  Strecke  AB^  deren  Mitte 
M  ist,  wähle  man  zwei  Punkte  S  und  S',  so  dass  SM  =  MS'»  und 
errichte  in  diesen  die  Perpendikel  Tund  T'  bmT  AB,  Nun  con- 
strnirt  man  einen  beliebigen,  durch  A  und  B  gehenden  Kreis, 
welcher  T  und  T'  in  vier  Punkten  schneidet;  verbindet  man  von 
den  Durchschnittspunkten  je  zwei,  deren  Verbindungsgerade  durch 
den  Mittelpunkt  des  gezogenen  Kreises  geht,  so  sind  diese  Ver« 
bindungsgeraden  Tangenten  der  Ellipse,  welche  A  und  B  zu  Brenn- 
punkten und  die  Punkte  S  und  S'  zu  Scheiteln  der  grossen  Axe 
hat.  Durch  Veränderung  des  Kreises  erliält  man  beliebig  viele 
Tangenten  dieser  Elli|)se. 

Eine  andere  Construction  der  Ellipse  aus  ihren  Tangenten 
gründet  sich  auf  den  Satz:  Zieht  man  von  einem  l*unkte  D  der 
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kleinen  Axe  aus  zwei  feste  Tangenten  D€  und  J>C\  so  erecbeini 
(las  SUIck  BE*,  welches  eine  bewegliebe  drille  Tangente  zwischen 
denselben  ausschneidet,  von  beiden  Brennpunkten  aus  stete  unter 
demselben  Winkel.  Der  Satz  fet 
evident  fAr  den  Fall,  dass  SE' 
der  grossen  Aze  parallel  ist; 
damil  ist  er  aber  auch  nach  einem 
schon  mehriach  benutzten  Satze 
fflr  alle  übrigen  Fftlle  bewiesen. 
Da  nun  die  Punkte  ABEE*  auf 
einem  Kreise  liegen,  so  erhSit 
man  folgende  Gonstniction  der 
Ellipsentangenten:  Man  wfihle 
eine  begrftnzte  Strecke  AB,  er- 
richte in  ihrer  Mitte  Jf  ein  Perpen« 
dikel  aur  sie  und  ziehe  von  einem  Punkte  D  derselben  zwei 
Geraden  DC-  und  pC\  welche  mit  ihm  gleiche  Winkel  bilden, 
aber  so,  dass  die  Gerade  AB  von  ihnen  ausserhalb  der  Strecke 
AB  getroffen  wird.  Legt  man  nun  durch  A  und  B  Krebe,  welche 
die  Geraden  DC  und  DC'  schneiden,  so  wird  man  auf  jedem 
Kreise  durch  diese  Geraden  vier  Punkte  erhalten,  von  denen  die  nlehl 
symmetrisch  gelegenen  durch  ihre  Verbindungsgeraden  Tangenten 
einer  bestimmten  Ellipse  ergeben.  Dass  auf  diese  Welse  unend- 
lich viele  Ellipsentaiigenlen  construirt  werden  kOnnen,  ist  klar. 

Fig.  48. 


\B 


Oer  kleinste  Kreis  der  Schaar  AB,  der  noch  Tangenten 
(Tgilii,  ist  derjenige,  welcher  die  beiden  Geraden  DC  und  DC* 
berQhrt;  es  geschehe  diese  in  B  und  E\  so  ist  EE'  die  Tangente 
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in  einem  Scheitel  der  kleinen  Axe  der  Ellipse.  Die  beiden  festen, 
symnielriscli  zuA  ihm!  B  gclegleu  Geraden  sind  ebenfulis  Tatigeiiten 
an  die  Ellipse  und  der  Kreis,  welcher  sie  erzcugl,  ist  derjenige 
durch  die  I'unktc  ABI);  von  den  vier  Schnittpunkten,  die  in 
diesem  Falle  zur  Construction  der  Tangeuten  dienen,  vereinigen 
sich  zwei  im  Punkte  D.  Die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten 
sind  ihre  zweiten  Schnittpunkte  C  und  C'  mit  dem  genannten 
Kreise.  Man  hat  namlii  h  z.  B.  für  den  I*unkt  C  d.is  Mass  des 
l*eripheriewinkels  HC' F s=  ^  I>  B,  wo  unter  I)  Ii  der  Ki  eishogcn 
i>r''Z?  verstanden  ist,  ebenso  ^A("Jf  —  ^AI);  da  aber  AD^DB, 
so  folgt,  dass  die  Leitstrahlen  AC'  und  DC'  mit  der  Taugeute 
gleiche  Winkel  bilden,  d.  Ii.  C  ist  der  Berührungspunkt.  Diess 
gibt  den  Satz:  Zieht  man  von  einem  Punkte  D  der  kleinen  Axe 
aus  zwei  Tangenten  an  die  Ellipse,  deren  Berührungspunkte  C 
und  &  sein  mögen,  dann  liegen  die  l'uukte  D,  C  \u\(\  C'  mit 
den  Brennpunkten  A  und  B  in  einem  Kreise.  Wenn  F  der  Ihircli» 
schnitt  von  DC'  mit  / /?  ist,  so  gilt  nach  §  1  .die  Kelation 
A""^=  FA  .  FB  oder  FE"^=z  {FM-\-c)  [FM—  c)  =  FM^—  c'^. 
Zieht  man  also  an  die  Ellipse  eine  beliebige  Tangente,  welche 
die  grosse  Axe  in  F  und  die  Tan^MMife  in  einem  Scheitel  der 
Jtleinen  Axe  in  £'  triiA»  so  ist  FM-  —  FE'^^c'K 


Sind  die  Tangenten  T,  der  Ellipse  gegeben ,  so  bilden 
dieselben  ein  der  Ellipse  umschriebenes  Dreiet  k.  Siirht  man  die 
Gegenpunkte  A^A^A.^  von  /  in  Bezug  auf  die  drei  Geraden 
J,  T^,  so  ist  BA^  =  /?./.  /{J^  =  i>  a .  d.  h.  B  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kreises«  welcher  sich  dem  Dreieck  A^Ai-^  umschreiben 


Fig.  49. 
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ItesL  Kennt  man  also  von  einer  KIlipse  einen  Brennpunkl  und 
ein  umschriebenes  Dreieck  [das  den  Brennpunkt  einsctillesst],  so 
construire  man  die  Gegenpunkte  des  gegebenen  Brennpunk  (es  in 
Bezug  auf  die  Seiten  des  Dreiecks,  dann  ist  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  der  diesem  Dreieck  der  Gegenpunkte  umsclnieljcn  werden 
kann,  der  zweite  Brennpunkt  der  Ellipse,  und  der  Radius  dieses 
Kreises  ihre  grosse  Axe.  Die  Berührungspunkte  der  Ellipse  auf 
den  fh'ei  gegebenen  Dreiecksseiten  liegen  auf  den  Radien»  welche 
nach  den  zugehörigen  Gegenpunkten  gezogen  werden.  Seien  die 
Fusspunkte  der  von  A  auf  7,  7, 7,  gelallten  Perpendikel  resp. 
P^P^P^  und  die  Fusspunkte  der  von  B  auf  diese  Tangenten 
gefällten  Perpendikel  resp.  QxO^Qz*  so  liegen  diese  sechs  Punkte 
auf  einem  Kreise,  welcher  über  der  grossen  Axe  der  Ellipse  als 
Durchmesser  bescluieben  ist.  Zugleich  hat  man  AP^  ,  BQ^s=: 
AP^,  BQ^ss  AP^  ,  BQ^=s  b^.  Wenn  die  Ecken  des  Dreiecks 
7,72  73  mit  £iE^E^  bezeichnet  werden,  so  ist*  =  J^^^  = 
EfAi,  also  liegen  AA^A^  auf  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  E^, 
Aehnliches  wird  für  und  E^  gezeigt.  Man  kann  auf  Grund 
dieser  Bemerkung  die  Punktet, ^2'^  ^"^^  ^^i^  bestknmen:  Man 
lege  durch  ^  Kreise,  welche  i?,,  JS^,  £3  zu  JIGttelpunkten  haben; 
diese  schneiden  sich  ausser  in  ^  hi  drei  Punkten,  .welche  die 
gesuchten  sind.  Da  £f  ^  =  E^  A^  und  BA^=s.  BA^,  so  schneiden 
sich  im  Viereck  EiAA^A^  die  Diagonalen  rechtwinklig;  dasselbe 
wird  ?on  den  Vierecken  E^AA^A^  und  E^AA^A^  gezeigt.  Fälle 
ich  somit  von  E^E^E^  Perpendikel  resp.  auf  A^A^»  A^A^  und 
so  schneiden  sich  dieselben  In  B.  Es  sind  nun  die  Seiten 
des  Dreiecks  ^1^)^:1  .denjenigen  von  A^A^A^  parallel,  also  gilt 
der  ausgesprochene  Satz  auch  für  das  Dreieck  P^P^P^. 

Wir  betrachten  jetzt  den  speziellen  Fall,  in  welchem  ^  .auf 
der  Halbirungsgeraden  des  Winkels  JS,  im  Dreiecke  E^E^E^  liegt. 
Aus  Gründen  der  Symmetrie  liegt  dann  B  ebenfalls  auf  dieser 
Halbirungslinie;  liegt  A  im  Durchschnitt  der  drei  Halbirungs- 
linien  der  Winkel  des  Dreiecks,  so  fallt  B  mit  ihm  zusammen, 
und  die  Ellipse  wird  zum  Kreis. 

Ist  A  der  Durchschnitt  der  drei  Höhen  im  Dreieck  E^E^E^, 
80  ist  ^  der  Uittelpunkt  des  diesem  Dreieck  umschriebenen  Krdses. 
Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  nachzuweisen,  Ist  blos 
nöthig  zu  zeigen,  dass  die  drei  Gegenpunkte  A^A^A^  auf  dem 
Kreise  liegen,  welcher  dem  Dreieck  E^E^E^  umschrieben  werden 
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kann.  Die  Schenkel  des  Winkels  ^,  .  i  E-^  stehen  resp.  senkrecht 
aur  den  Schenkeln  des  Winkels  E.^  E^  und  es  ist  desshalb 
leicht  nachzuweisen,  dass  diese  Winkel  einander  gleich  sind; 
ebenso  zei?it  man.  dass  <^  ==  E^E.E,,  also  ist 

AA^        A     =  E.^  A  E^—  E^  A',  /?.,+  E.,  E^  A',=3l80^— i,,.  E^  A3. 
Da  Ji  und  A  symmetrisrh  xii  E.,E.^  liegen,  so  ist  ^£2^^$=^ 
X^A^B.^  und  desshalb  £2  /1     +  ^2  ^1^3  =  1^0^;  «la»  Viereck 
^2  ^1  ^3  ^In  Kreisviererk  und  ^,  liegt  auf  dem  Kreise, 

der  durch  E^E.^E.i  gebt.  Der  Beweis  wiederholt  sich  fllr  die 
Punkte  -^s* 

Füllt  man  vom  Nittelpunkte  des  dem  Dreierke  umschriebenen 
Kreises  Perpendikel  auf  die  Seiten  derselben,  so  liegen  ihre  Fuss- 
punkte in  der  Mitte  derselben.  Ans  der  Ellipsentheoric  zieht 
man  also  ohne  HQbe  den  elementaren  Satz:  In  einem  Dreiecke 
liegen  die  Mitten  der  Seiten  mit  den  Fusspunkten  der  Höhen  in 
einem  Kreise»  dtfssen  Durchmesser  gleich  dem  Radius  des  dem 
Dreiecke  umschriebenen  Kreises  ist,  und  dessen  Mittelpunkt  in 
der  Mitte  derjenigen  Geraden  liegt»  welche  den  Ilöhenpunkt  des 
Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkte  des  ihm  umschriebenen  Kreises 
verbindet.  Zwei  Tangenten  der  Ellipse  bilden  bekanntlieh  mit 
den  Strahlen,  die  von  ihrem  Durchschnitt  nach  den  Brennpunkten 
gezogen  werden,  gleiche  Winkel.  Daraus  folgt:  Zieht  man  von 
einer  Ecke  des  Dreiecks  Stralden  nach  dem  IIMienpunkt  und 
dem  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises,  so  bilden  dieselben 
mit  den  anliegenden  Dreiecksseiten  gleiche  Winkel. 

Der  eben  citirte  Ellipsensatz  gibt  öbrigens  eine  neue  Lösung 
.  der  Aufgabe:  Den  zweiten  Brennpunkt  einer  Ellipse  zu  construiren, 
von  welcher  man  einen  Brennpunkt  und  drei  diesen  umschliessende 
Tangenten  kennt.  Man  verbinde  nämlich  den  gegebenen  Brenn- 
punkt durch  einen  Strahl  mit  riner  Ecke,  und  trage  von  der- 
selben Ecke  aus  einen  andern  Strahl  ab,  welcher  zu  dem  ge- 
gebenen symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  die  beiden  in  dieser 
Ecke  zusammenslossenden  Seiten.  Auf  dem  neuen  Strahle  muss 
der  gesuchte  Brennpunkt  liegen,  der  so  als  Durchschnitt  dreier 
Geraden  gefunden  wird.  In  dieser  Constrnction  liegt  ein  leicht 
auszusprechender  elementarer  Satz  Aber  das  Dreieck. 

Im  Anschluss  an  die  bis  jetzt  ausgeführte  Tangententheorie 
der  Ellipse  mögen  noch  einige  Sülze  Qber  die  Normalen  derselben 
hier  Platz  flnden.  Man  nennt  -Normale  des  Punktes  C  der  Ellipse 
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diejeiii{,'e  Gerade,  welche  in  dem  Punkte  C  auf  der  dort  berfih- 
rendeii  Tangente  senkrecht  steht.  Zur  weitem  Untersuchung 
erinnern  wir  uns  des  Satzes:  Legt  man  von  einem  Punkte  IP 
der  kleinen  Aie  aus  Tangenten  an  die  Ellij>se,  welche  in  C  und  C' 
berObren  mögen,  so  liegen  'die  Punkte  CC'D  mit  den  Brenn- 
punkten A  und  B  in  einem  Kreise. 

Sei  nun  L  der  zweite  Schnittpunkt  dieses  Kreises  mit  der 
kleinen  Axe,  so  ist  LV  senkrecht  hnf  CD  im  l^unkte  t\  d.  Ii.  LC 
ist  die  Normale  der  Ellifise  in  diesem  Punkte.  Wenn  man  nun 
noch  bemerkt ,  <lass  die  Norniidc  stets  zwischen  «len  Brennpunkten 


durchgeht,  so  ergibt  sieb  roigcnde  Construction  der  Normalen 
In  einem  Punkte  C  der  Ellipse:  Man  lege  den  Kreis  durch  die 
Punkte  j4BC,  welcher  die  kleine  Axe  in  zwei  l*unkten  schneidet 
Von  der  V^hiiiduiigsgeraden  des  Punktes  C  mit  diesen  beiden 
Schnittpunkten  ist  diojtuiigc  dii;  gesuchte  Normale,  welche  zwischen  , 
beiden  Brennpunkten  duirbgebt. 

Es  gibt  eine  unendliche  Anzahl  von  Ellipsen,  welche  die- 
selben Brennpunkte  A  und  S  haben.  Zieht  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  kleinen  Axe  aus  an  alle  diese  Ellipsen  die 
Normalen,  so  liegen  deren  Fusspunkte  in  einem  Kreise.  Ein 
ähnlicher  Satz  kann  fOr  die  Tangenten  aufgestellt  werden. 

Sei  F  der  Schnittpunkt  der  Normalen  In  C  mit  der  grossen 
Axe  und  G  der  Schnittpunkt  der  zu  C  gehörigen  Tangente  mit 
derselben  Axe,  so  hat  man  zunächst  ^  ACL(^  FCB»  denn  die 
Winkel  bei  C  sind  ehiander  gleich  als  Peripherlewinkel  Ober 
gleichem  Bogen,  und  die  Winkel  bei  B  und  X  sind  ebenfalls 
gleiidi,  weil  sie  Ober  demselben  Bogen  stehen.  Man  hat  dessbalb 
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AC  :  i  L  —  FC  :  BC  oiler  CF  .  CL  =  AC  .  HC.  Khciiso  sind 
die  Dreiecke  AGG  und  6'/^//  älinlicfi,  denn  die  \Viid\el  hei  A 
und  //  stehen  üher  deniselhen  IJo^'en,  sind  ;ilso  j^deirh ,  iiiid  ehenso 
sind  die  Winkel  hei  C  einiunler  gleich,  w'm  Irüher  ln.'ieils  ge- 
zeigl  NvoKh'H  ist.  Ks  folgt  daraus  AC  :  CG  =^  C Ü  :  C  fi  und 
CG  .  CD^AC.  nc.  Ans  der  Aehnlichkcit  <ier  Dreie<  ke  CG  A 
und  CBJ)  IVdgl,  dass  CGA  =  CTili  =  CLh  ist.  Somit  sind 
auch  die  Dreiecke  FM L  und  hMG  ähidich  [sie  sind  heide  rechl- 
uinklig  und  die  Wlnkci  hei  L  und  G  sind  ein.iiider  gleich].  Ks 
ist  darum  FM  :  ML  =  MI)  :  MG,  also  FM  .  MG  =  ML  .  MD, 
und  dicss  ist  nach  (h>r  Potenztheorie  des  Kreises  (§  1)  =  MA'^  = 
i/jß'  =  c'.  Wir  liahen  also  folgende  Sätze: 

Zielil  man  von  irgend  einem  Punkte  C  einer  Ellipse  die 
Normale  und  die  Tangente,  so  ist  das  Product  aus  den  Abschnitten 
der  Normalen  zwischen  den  Fusspunkte  C  und  der  kleinen  un<l 
der  grossen  Axe  gleich  «lem  Product  der  Ahschniltr  der  ent- 
sprechenden Tangente  zwisclo-n  dem  Dcrilhrungspunkt  C  und  der 
kleinen  und  der  grossen  Axe  —  gleich  dem  Prodncte  der  Leit- 
strahl(>n  des  Punktes  C.  Kerner  ist  das  Product  aus  den  Ah- 
schnitlen  der  grossen  Axe  zwischen  dem  Mittelpunkte  AI  und  der 
Tangente  und  der  dazu  gehörigen  Normalen  gleich  dem  Producte 
aus  den  Abschnitten  der  kleinen  Axe  zwischen  dem  .Mittelpunkte 
M  und  der  Normalen  und  der  Tangeate,  gleich  dem  Quadrate 
über  der  Excentrizitat  der  Ellipse. 

S  12.  Das  der  Ellipse  umschriebeiie  Farallelogramm. 
Ck>njugirte  Durchmesser  und  Achsen.*^ 

Sind  zwei  I'aar  paralleler  Tangenten  der  Kllipse  gegeben, 
X  und  A'j ,  y  und  ,  so  ist  die  Berührungssehne  jedes  Paares, 
(  P  und  GH  ein  Durchmesser  der  Kllipse  und  wird  durch  deren 
Millclpunkt  M  gehälftct,  d.ilier  müssen  auch  die  beiden  Diago- 
nalen Eh',  FJ  des  durch  die  Tangenten  gebildeten  Parallelo- 
gramms EFKJ  (Imdi  d«'n  Mitlelpnnkl  der  Kllipse  gehen  und 
duixh  ihn  gebälftct  werden.    In  der  Thal  liegt  die  Mitte  jeder 

•)  tim  nicht  eiuc  lieilu-  sclnvieri<r  auszufüliiriulcr  und  nnhezu  iden- 
tiüchur  Figuicu  diesem  §  Ittigcbeii  zu  müssen,  sind  in  dum  Texte  dcs- 
selben  Entwicklungen  gegeben,  die  sieh  nicht  dorchane  auf  die  ge- 
zeichneten Figuren  beliehen  y  die  aber  durch  geringe  Httlfsfiguren  leicht 
veratändlich  sind. 
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(Uirrli  A'  und  A',  Ix'^Tänzten  GcrndiMi  in  der  Millellinie  U  dieser 
Paralk'ien,  und  die  Mitten  .illcr  (inrch  Y  und  Y^  bcgränzton 
Geraden  sind  in  der  MitteUinie  V  der  genannten  Parallelen  ent» 
halten;  sollen  also  zwei  Geraden  GH,  CD  einander  hftlftcn,  so 
miiss  ihr  Durchschnitt  sowohl  in  U  als  in  V  liegen,  also  ihr 
Schniltpnnkt  3f  sein;  die  Diagonalen  häirteii  sich  aher,  also  rällt 
ihr  SehnUtpunIci  mit  M  zusammen.  In  Röcksieht  der  AbschniUc, 


Fig.  51. 


Y 


in  welche  die  Seilen  des  Parallelogramms  durch  die  Berührungs- 
punkte getheilt  werden  p  folgt  zunSchst  aus  der  sofort  sich  dar- 
bietenden Congruenz  von  Dreiecken,  dass  die  Gegenseiten  gleich 
getheilt  werden,  nämlich  dass :  c  =  C| ,  <f  s=s  </j ;  e  s  f | ,  f=ifi, 
so  dass  man  den  TollstSndigen  Satz  hat:  Bei  jedem  der  Ellipse 
umschriebenen  Parallelogramm  gehen  die  Diagonalen  durch  den 
Mittelpunkt  der  Ellipse  und  werden  von  ihm  gehaiftet,  und  die 
Gegenseiten  werden  durch  ihre  Berfihrungspunkte  gleich  getheilt. 
Die  Diagonalen  sind,  da  sie  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse 
gehen,  Durchmesser  derselben  und  zwar  heissen  sie,  beide  zu- 
sammengefasst,  zugeordnete  oder  conjugirte  Durchmesser  der 
Ellipse. 

Werden  aus  dem  einen  oder  andern  Brennpunkte,  etwa  aus 
J,  nach  den  Ecken  und  nach  den  BerOhrungspunkten  der  Seiten 
eines  der  Ellipse  umschriebenen  Parallelogrammes  Strahlen  ge- 
zogen, so  finden  zwischen  den  Winkeln,  welche  diese  acht  Strahlen 
tbeils  unter  sich,  thells  mit  den  Selten  bilden,  folgende  Be- 
ziehungen statt:  Die  zunächst  auf  einander  folgenden  Sirahlen 
bilden  nur  viererlei  Winkel  x,  y,  z,  ti,  weil  jede  zwei  der  näm- 
lichen Ecke  anliegende  Abschnitte  der  Seiten  vom  Brennpunkte 
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aus  uiilor  ^Iru  hnii  \Vinl<«'l  <,m'S('Ihmi  wci  ilt  ii:  ilso  ist  am  Ii 
.(  -f  //  -\-  :  -\-  1/       isu".     hie  Sir.ililt  ii  ii.u  li  l'ckcii  Mldi'H 

iiiil  (h'ii  i('s().  Srilcii  auch  imi  vincrlci  NNiiikcl  .r,  //,  »/,  iiinl 
zwar  sind  dii-s«'  di-ii  vori;,'rii  ^Iri(  Ii.  Khciiso  hildcn  dir  Sli  aldcii 
iiarli  den  lirriiliniiii^spiiiikh  ii  iiüt  dni  Scitoii  nur  vicrcrioi  Winko! 
>nn/>'/,  (Iii'  lu  /iclilicli  den  \Niiikt'lii  jj;l('i<  li  siiiil.  wcIcIm.'  di<»  Slraldcn 
nach  den  I j  kcii  unirr  si(-|i  luldni,  also  den  Winkeln,  unlcr 
welclieii  di«'  Scilrii  vum  l>rc;iuipuiikle  aus  gesellen  werden;  diese 


Fig.  62. 


NMnkcl  mnpr/  sind  lesji.  die  Snninnii  ilci-  vnrigeii  Winkrl  /.u 
/wcifMi  ^('lunnnicn :  m  =  .r  -j-  //.  >i  ^  z  u,  }>  =  y  +  (/  —  ti  -\-  .r. 
[.Man  lial  /.  I».  W  inkel  tu  =  F A  E  ~  x  +  //.  wenn  /•,'  in 

t:  rrdit.  so  Isl  F  nnendlit  h  niil.TiiI  .  also  AF  \\  Kl)  ||  VJ,  lol^^- 
licli  m~VAF,  als  W  (( lisclwinkcl.  hi  also  m—EAF  oder 
X  -\-  //  lind  als  Ansscii\N inkcl  m  =  .t  +  //, ,  so  isl  //)  ~  V  'i.  s.  w.J 
hir  nclil  Slraldi'ii,  wrlrlir  ans  dem  andern  Iht  impuiiktt  /.'  null 
den  Krken  niid  nach  den  nerfihrnn|;s|)nnk(eii  des  l'arailcloi^rannns 
gezogen  werden  ,  sind  resp.  jenen  tjleich ,  so  uie  am  h  die  W  inkel, 
welche  sie  unter  sich  niid  mit  den  Seilen  hildeii;  nämiich  ein 
Strahl  ans  ./  und  ein  Slrahl  ans  Ii  sind  gleich,  wenn  sie  n.irh 
(ieijjenec  ken  oder  nai  Ii  Hrnilinin^fS|»nnkten  von  (legenseiten  flehen, 
lind  sie  liilden  mit  den  Seilen  i;lei(  he  Winkel,  wenn  >ie  nach 
derselheii  F.cke  oder  nach  denselheii  llenihniiij;s|iiinkteii  ^ezot^cn 
sind  ^so  wie  auch,  weuii  sie  nach  enlgcgengeseUten  gezogen  sindj. 


uiyui-n-ü  üy  Google 
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M^iii  iial  min  veisriiicdriir  P.-iiu'c  .liiiiliclier  Üreiccki',  aus 
dciK'ii  ni<iiiiii},'r<'irli('  Itcliilioin-ii  rol;,'i-ii.  /  IS.: 

Ww  hri'ifck«'  AT//  niitl  .//'/•'  sind    ilinlirli.  diilicr  r^  :  «• — 
il :  (l.,  oilrr  1)  r,  d.,  —  cd  iiiiil  da  tl.,  =  r.^.  so  i>l  iik  Ii  2]  '"^ 
iiiul  IVriKM'  r  :  r       i!,  :       udi-r  '^    c f  —  /       und  4)  </r  =  cf\. 
Uaiaus  folf.'!.  wdfcni  die  Taii^riiU  n  in  C  und  />  als  fosl,  dagogni 
die  Taiii,'i'iit<'  in        d.  Ii.  /•;/-'  aU  \ rr.uidfrlicli  aiigosclicii  wird: 

Von  irgend  /.\v<  i  IVstfii  |iar;dlt'l»  ii  Taiii;t  ii(t  ii  (\  h  di-r  Klli|is<' 
si'liiK'idi  t  jede  ht  lichi^'c  jlriltr,  odrr  riiic  ht  w ruli<  In-  drillt'  Taii- 
gerili'  >li'(s  sn|(  Ii«'  Sliicki'  ('E  —  r, ,  Ii  F  —  »/,  al).  deren  lir(  lilci  k 
conslant .  nainücit  dem  il<-i-lile(  ke  iiiitt  r  d<  ii  ans  dem  einen  oder 
anderii)  lirennpnnkte  narli  den  ilernlirnii^'s[iiink(en  der  leslen 
'ram,'eiilt'ii  ^t  /o^fiien  Strahlen  r,»/  ;;lei(  Ii  ist.  l  ud  wolern  die 
Tani.'i  iilr  ('  al>  l'esl .  daiiet^en  das  Taii;:enlen|»aar  mid  //  als 
veränd«'rll(  li  ant,'«'iii»iiimeii  wiid:  \'un  ir^'t  iid  eiiM-r  leslen  Taniieiilc 
C  der  Klli|ise  s(  liiu-idel  jedes  lielielii^e  l'aar  paralleler  Taiii;eiil<  n 
ECr  und  ./ //  stets  sniehe  SliieKe  r /•;  —  e, .  CJ  z=  ab,  deren 
HitIiIi  (  k  (  onslanl,  iiaiiilicli  di-iii  lEeelileik  unter  den  aus  den 
iJi  ennpnnkten  A,  Fi  nach  dem  |{ei  iiliriiiif,'<|>niikle  (  »1er  leslen 
Tangeiii«'  ;,'ezoj;eneii  Slrahleii  r,  ä  gli'icli  ist.  [Ücnii  der  Strald 
BC  ist  =  AD  =  (!.] 

Da  jede  z\\ei  Dn'iecke  rdmlii  Ii  sind,  welehe  über  .Ahsi  linillen 
stehen,  die  einer  Seile  aiilie^'en.  so  hat  man  nacii  Art  der  voiliiii 
gefiindcncn  iiicichun^'en  nocU  die  lolgendeii: 


yi  =:rÄ, 

= 

ch  r=:  iflf, 

(Ii 

hr 

—  /V/., 

Werden  je  vier  und  vier  nnler  einander  slehende  in  einander 
muili|dizirt .  .^o  kommt  (V  r//f/A  —  r, //,  f/, //,  und  r  yd /t  c.,>/,  d. 
also  auch  7  ''\'l\dji^  —  r.,y.,d ,/<.,.  Ha  IVriier  r^  =  d^  und  y^  = //, 
ist,  so  fol*i;l  rydh  ^  <'i  'Ui^  ebenso  <-yd/i  -  r.,'- y.,-,  desslialb 
r,  <7,  —  r.^y.,  oder  r,  :  r.,  =  //.,  :  f/,  .  d.  h. :  Werden  die  .\bsrlmille 
der  Seilen  des  Paralleb><,'raninis  im  Laide  seines  rnifanj;s  nninerii  l. 
JW)  ifsf  das  Produel  der  vier  un};eraden  .\l)S(  lmille  uleicb  dem 
Produet  der  \ier  (leraden;  zudem  isl  jedes  Prodm  I  :,'lei(  h  «lem 
Produel  der  aus  dem  nreiiii|Minkt  nacii  den  Periihnin^spunkten 
gezo<,M'nen  Strahlen.  Uml  inslM'sondere :  Hei  je  zwei  sie  Ii  an- 
licgeuden  Seiten  ist  das  Produet  der  zwei  ungeraden  Absriinitle 
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gleieii  dein  dor  zwei  firradon.  Ferner  ist  das  rrndnct  der  vier 
Slraiden  nach  den  UcrfiltrungspunliteM  gleich  dem  IVodurlr  der 
Ouatfrale  zweier  sich  folgender  gerader  o«ler  nngerader  Ahsi  hnille. 

Den  zwei  Dreieeken,  welche  fiher  Ahschnillen  siiiicn,  die 
der  nfindiehen  Seile  anliegen,  ist  allemal  dasjenige  drille  ähnlich, 
welches  uher  der  dieser  Seite  uegenüherliegenden  Seile  steht; 
z.  II.  sind  die  Dreiecke  G£A,  UAJ  und  AKF  ihnlich,  daher: 

Ar :  rf)  +  ^2  =  ^2  :  «   und  / :  rf,  +     =s  A,  :  t  oder  8)  ke  = 

G.   Da     =  9i ,  80  ist  ferner 

9)  ke  +  /•••=  fei  +  9i  {dt  +  rfj  = 

10)  efki^g^g^Jd^      d^)^  =  g^g^D^  =  c^c^G^  =  e^g^CG, 

.    11,  ^s.  ^«  =1  £j  ^  'Ij 

Weller  hat  man  g:  e  =  f:  D  oder  12}  gü  =^  cf  und  ebenso 
hD^ki\  jetzt  Ist  aber  y  +  A  =  2a  [gleich  der  grossen  Axe] 
und  desshalb 

ia\  ['^^^  =^cf  -¥  ki  und  ebenso 
'  \2aG  =  ei  +  fk,  mithin 

14)  ^la  \U  ±  (0  r=r^  [e  ±  Aj  ;/  ±  ,)  nnd  15)  |  =  ^f±^. 
Schliesslich  erhält  man  durch  Comhination  von  9)  und  15) 

diese  (•leicliungen  erziehen  mm  loigrnde  Sätze: 

Das  llechleck  zweier  Straiilen.  welche  niicli  zwei  (rcgem-tken 
des  Parallelogramms  gezogen  siml,  ist  gleich  dem  Ucchh  ck  jeder 
Seile  iiml  des  mit  ihr  einer  d»'r  Gegenecken  anliegenden  Ah- 
schniltts  einer  andern  Seile.  —  Die  Snmme  der  IUm  hle(  ke  unter 
den  zwei  Paar  Strahlen  ,/.  und  e,  /  und  /)  n;ii  Ii  den  (iegeiiecken 
ist  gleich  dem  Hechleck  unter  zwei  sich  ;mliegenden  Seiten  des 
Parallelogramms.  TDieser  Satz  ist  dun  haus  analog  dem  ptole- 
mäischen  Salze  vom  Kreisviereck*,  woraus  sofort  einit^e  Folge- 
rungen gezogen  werden  sollen.]  —  Die  Summe  der  He»  hteckc 
unter  den  zwei  Paar  Strahlen,  die  nacii  den  Endpunkten  zweier 


*j  Der  vilirte  Satz  heisst:  Hei  ciDom  dem  Kroise  eingeschriebenen 
Viereck,  dessen  Seiten  anverlftngert  sicli  nicht  sobneiden,  ist  dMPro- 
dnct  der  Diagonalen  der  8nmme  der  Prodnote  der  gegenttberliogenden 
Seiten  gleich. 
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Gegenseiten  geben,  ist  greicli  dem  Rechteck  unter  einer  der 
übrigen  Seiten  und  der  grossen  Axe  der  Ellipse.  Es  mag  nocli 
beigefügt  werden,  dass  die  Summe  der  WInliel  bei  A  über  zwei 
Gegenseiten  des  Parallelogramms  constant:  a;  +  y-|-«  +  «  —  ISO^ 
ist  —  Es  gibt  allemal  einen  bestimmten  Krete,  in  welchen  die 
vier  Strahlen  efki  nach  den  Ecken  sich  als^Sdten  eines  einge- 
schrieiieiien  Vlerecln  eintragen  lassen,  und  sodann  sind  bei  dem 
nimilehen  Kreise  drei  Yerschiedene  Vierecke  möglich,  je  nachdem 
die  Seiten  In  der  Ordnung  efki  oder  efik  oder  ekfi  sich  folgen; 
die  Diagonalen  des  ersten  ^nd  gleich  den  Selten  des  Parallelo- 
gramms, und  von  den  IMagonalen  der  lielden  andern  Ist  die  eine 
der  grossen  Axe  der  Ellipse  und  die  andere  der  einen  oder  der 
andern  Seite  des  Parallelogramms  gldch.  Die  Winkel  der  drei 
Vierecke  sind  die  nflmlichen,  welche  die  vier  Strahlen  schon  In 
ihrer  ursprikngUchen  Lage  unter  sich  bilden.  Der  genannte  Kreis 
ist  denjenigen  gleich,  welcher  durch  den  Brennpunkt  und  durch 
die  beiden  Endpunkte  irgend  einer  Seite  des  Parallelogramms 
geht  —  Beschreiht  man  durch  den  Brennpunkt  und  durch  die 
beiden  Endpunkte  jeder  Seite  eines  der  Ellipse  umschriebenen 
Parallelogrammes  Kreise,  so  haben  diese  vier  Kreise  gleiche 
Radien. 

Das  Product  der  Her  Strahlen  nach  den  Ecken  eines  um- 
geschriebenen Parallelogramms  ist  gleich  dem  Quadrate  irgend 
einer  Seite,  multlpllzirt  in  die  beiden  Abschnitte  einer  ihr  an- 
liegenden Seite.  —  Die  Producte  der  Strahlen  nach  den  Gegen- 
ecken Terbalten  sich  wie  die  den  resp.  Ecken  anliegenden  Abschnitte 
jeder  Seite.  —  Das  Rechteck  unter  den  swei  Strahlen  nach  den 
Endpunkten  einer  Seite  des  Parallelogrammes  ist  gleich  dem 
Rechtecke  unter  dem  nach  dem  fierfihrungspunkte  dieser  Seite 
gehenden  Strahl  in  eine  ihr  anliegende  Seite.  — 

Das  Rechteck  unter  der  grossen  Axe  und  der  Summe  (oder 
DilTerenz)  zweier  sich  anliegender  Selten  ist  gleich  dem  Rechteck 
unter  den  Summen  (oder  DüTerenzen)  der  beiden  Paar  Strahlen 
nach  den  Gegenecken  des  Parallelogramms.  Soll  D  =3  C  und 
somit  das  Parallelogramm  gleichseitig  (eine  Raute)  sein,  so  muss 
auch  e  s  Ar  oder  t  s=:fmn,  und  daher  nothwendig  die  Diagonale 
KiC  oder  FJ  auf  die  kleine  Axe  fallen.  Also  folgt  daraus  zugleich: 
Bei  jeder  der  Ellipse  umgeschriebenen  Raute  fallen  die  Diagonalen 
der  letztem  auf  die  Axen  der  erstem.  —  Zwei  sich  anliegende 

SUincr,  ElMMBlwIkMrfe  dir  KiftlMhaimn  5 
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Seilen  des  I\u'allelo}^r;mims  verhallrif  sich  umgckclii  l ,  wie  ilie 
Summe  <ler  {{«m  lilcckr  iinler  (1(Mi  Strahlonpaaren  nach  den  End- 
punklen  tUcscr  Seilen  und  ilirer  liegeiiseiteii.  Üa  nacii8]C:^  = 
:  hy ,  ebenso  anah)g:  C  :  C.  —  c,  :  ,  //:/>  =  h.,  :  rf, ,  l> :  ^'  = 
d.^  :  </, ,  daher  (:H\  EK,  d.  \\  FJ,  H  !>  \\  FJ,  Jn;  \\  E k\  so  folgt 
weiter:  Hei  je(h.Mn  <ier  KIlipse  umgeschriebenen  Parallelogramm 
sind  die  l>eruhrnngs|uinkle  die  Ecken  eines  andern  Paraiieio- 
grannnes,  ilessen  Seiten  den  Diagon.den  des  erstem  parallel 
sind.  —  Zieht  man  die  derade  JM,  so  nuiss  sie,  da  M  die  Mitte 
von  EK  ist,  ,»uch  durch  dit-Milie  von  C II  (  jj  A'A)  gehen;  also: 
Der  Dnrchschnill  /  zweier  Tangenten,  die  Mille  ihrer  l]eriiiirungs- 
sehnc  Cll  und  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  liegen  allemal  in  einer 
Geraden;  die  Gerade  durch  irgend  zwei  dieser  l'unkte  gehl  daher 
nothwendig  durch  den  dritten.  Anders  ausgedrückt  heisst  dieser 
Satz:  Der  Durchschnitt  J  zueier  Tangenten  und  die  Mitte  ihrer 
Derfdirungssehne  liegen  in  einem  und  demselben  Durchmesser 
der  F^llipse. 

Aus  G)  und  10)  folgt: 
16)  efki  :  cdyh  —  CG  :  c(^(j(^  =  CG  :  =  :  r,  = 
^^'•il\U>'  d.h.:  Das  Product  d«'r  vi»'r  Strahlen  nach  (h'n  Ecken 
verhalt  sich  /um  Produ(  le  der  vier  Strahlen  nach  den  IJerijhrungs- 
punkfen.  wie  das  Uuadral  jeder  Seite  zum  Keehteck  unter  ihren 
AbschniLlen.  —  Wemi  insbesondere  das  eine  Paar  (iegenseilen 
des  Parallelogrannns  der  Ilerülnungsbelin«!  des  andern  Paars 
jtarallrl  läuft,  so  ist  auch  dieses  I*aar  der  llenduungssehne  <les 
erst»'rn  j»arallel,  und  so  siiul  alsdann  die  vier  Absdmitte  in  jiMlem 
Paar  (iegenseiten  einamler  gleich,  und  zwar  gleich  dem  lialhen 
Durchmesser,  welcher  die  Berfduungspunkte  «les  an»lern  Paares 
vei  bindel.  also  r,  c.^  =  </,  =  d.^  —  « ,  und  =  (Ji  =  =  ß 
wo  u  und  ß  die  halben  genannten  Durchmesser  C,  /J  und  C If  sind. 
Für  diesen  besoudern  Fall  hat  man:  efhi :  cydh  =  4a'  :  «*  == 
4^2  .  ßi  o.Irr 

17)  r/U  :  \r^id/i  =  4r,2,/2  .|,,''^2_,  Jj.^?^t 
Also:  Bei  jedem  dir  Ellipse  iiinxt'sciiriel)en»'n  Paralli-Iogranun, 
des.sen  Seilenpaare  den  l)ur(  liinessern  parallel  sind,  welche  durch 
die  l{erührungsjiunkte  der  (Jegenseilen  gehen,  ist  das  Producl 
der  Strahlen  nach  den  Im  ken  gleich  dem  vierfachen  Pruduct  der 
Strahlen  nach  den  nerülu  uiigspunkten ,  oder  glei<  h  einem  Viertel 
des  Produtts  aus  den  Quadraten  zweier  unliegender  Seiten. 
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In  liczMg  auf  ein  der  Ellipse  umgeschriclx  iKs  Parallelogramm 
EF KJ  ergeben  sidi  weiter  folgende  Eigenschaften: 

Wird  die  Itcrührungssehtte  DQ  bis  an  die  Tangente  X  ver- 
längert, so  ist  EL  =  EC  =x  e^,  weil  nach  dem  Obi}?en  IfG  pa- 
rallel der  Diagonule  EK,  daher  LE=KJ)  =  f/,  und  auch  rf,  =  r,. 
Ebenso  mnss  die  Sehne  CG  der  Tangente  Y  in  einem  Punkte 
T  begegnen,  fftr  welchen  FT=  FD  ist.  Also:  l^ei  irgend  zwei 
parallelen  Tangenten  JCC,  YD  der  Ellipse  findet  die  Eigenschaft 
statt,  dass,  wenn  aus  dem  Berührungspunkte  D  der  einen  durch 
irgend  einen  Perijdieriepunkt'  G  eine  Gerade  DGL  hin  an  die 
andere  gezogen  wird»  dann  von  dieser  ein  doppelt  so  grosses 
Stück  CL  abgeschnitten  wird,  als  durch  die  Tangente  im  ge- 
nannten Punkt  (; ,  CL  =  2 CE,  DT=2DF. 

Da,  wenn  JT,  F  fest,  dagegen  G  oder  Z  beweglich,  das  Pro- 
duct  CE  .  constant  =^p'  bleibt,  so  ist  ebenso  das  Produci 
CL  .  DT  c=  Ap^  constant.  Die  Ellipse  ist  also  bestimmt,  wenn 
irgend  zwei  parallele  Tangenten  A\  Y  nebst  ihren  Berührungs- 
punkten CD,  so  wie  ferner  irgend  eine  dritte  Tangente  Z,  die 
jedoch  nicht  zwischen  den  Punkten  C  und  D  durchgeht,  oder 
irgend  ein  zwischen  jenen  Tangenten  liegender  Pmikt  G  gegeben 
ist.  Denn  im  ersten  Falle  hat  man  unmittelbar  =CE  .  DF, 
wodurch  man  neue  Punkte  E^  F^  so  finden  kann,  dass  CE^  .  DF^ 
Im  andern  Falle  ziehe  man  aus  CD  durch  G  bis  an  die 
gegenüberliegenden  Tangenten  Y,  X,  erhält  dadurch  die  Punkte 
£,  T,  wo  dann  wie<!('rnni  4  p^  bestimmt  ist  durch  4  p"^  = 
CL ,  DT;  durch  neue  Punkte  Lf,  T}  werden  auch  neue  Punkte 
G^  gefunden.  —  Man  kann  jetzt  auch  den  Satz  aussprechen: 
Werden  in  iwei  parallelen  Geraden  ATT  die  Punkte  C.  D  be- 
liebig angenommen  und  als  fest  betracbtet,.  und  werden  sodann 
in  den  Geraden  nach  gleicher  Richtung  von  den  festen  Punkten 
aus  je  solche  andere  iwei  Punkte  E,  F  bestimmt,  dass  CE .  DF 
einen  gegebenen  conatanteu  Werth  behält,  so  ist  der  Ort  der 
Geraden  EF  eine  Ellipse,  welche  die  gegebenen  Geraden  A!*  F  in 
den  festen  Punkten  CD  berührt,  und  ebenso  ist  der  Ort  des 
Durclischnitls  g  der  Straliien  CF,  DE  eine  andere  Ellipse,  welche 
gleichfalls  die  Geraden  XY  in  den  Punkten  CD  berührt.  — 

Tritt  zu  den  vier  Tangenten  der  Ellipse,  die  ein  Parallelo- 
gramm EFk'J  bilden,  eine  beliebige  fünfte  F  oder  PM,  die  in 
H  berührt,  bintn,  so  wird  diese  Ton-  den  zwei  Paaren  paralleler 
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TangeDten  in  und  Q,  R  und  S  so  geschnitten,  dnss  NP  .  NQ 
=  HR  .  NS.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  PQS  und 
QSJt  folgt  ferner  PK  .  RE=  SK  .  Q E\  es  soll  nun  gezeigt 
werden,  dasB  diese  Hechtecke  constanten  Inhalt  haben,  nie  auch 
die  Tangente  V  ihre  Lage  ändern  mag. 

Nacii  dem  Ohigen  ers(  heint  das  Stäck  SQ  der  bewegU«  lien 
Tangente  V  dem  Brennpunkte  A  unter  dem  constanten  Winkel 
ti;  zudem  sind  die  v,  hei  £  und  K  einander  gleich,  daher  muas, 
vermöge  der  Dreiecke  KÄS  und  EQA  «  +  =  |J  +  sein; 
da  aber  a  ß  constant  ist,  weil*»  es  ist  [nämlich  «r  -)-  s 
II  +  X  +  z,  und  ehenso  a,  +  ^,  =  m  -f  a-,  +  z,,  also  «  +  /S  = 
a,  +  so  folgt  cirr=:c)r,  und  ß  —  ß  ^.  Demnach  sind  die 
Dreiecke  KAS  und  EQA  ähnlich  und  es  ist: 

eks^i  KS  .  EQ  -=  KV  .  ER  =  const. 
Diesen  nämlichen  constanten  Werth  IkiIx-h  aucli  die  Hechtecke 
EC .  KJ  \iin\  k'H  .  KJ,  was  als  spezieller  Fall  auch  aus  dem 
G^enwärtigen  folgt,  indem  nämlich  gleichzeitig  Q  in  C  und  S  in 
J  oder  anderseits  S  in  H  und  Q  in  /  fallen  kann;  in  Hinsicht 
der  Oegenecken  F,  J  ist  natürlich  analog  FP .  JS  FR  .  JQ 
SS  const.  =  fi  —  FK  »JH^FJ),  JK,  Man  zieht  daraus  fol- 
gende Hesultate: 

Werden  die  Seiten  eines  der  Ellipse  umgeschriebenen  Pa- 
rallelogrammes  von  irgend  einer  fünften  Tangente  V  geschnitten, 
und  werden  die  Abschnitte  von  zwei  Gegenecken  {E  und  K,  oder 
F  und  J)  aus  genommen,  so  sind  die  Kechtecke  unter  den  Ab- 
schnitten jedes  Seitenpaares,  welches  einer  der  beiden  andern 
Ecken  anUegt,  constant,  und  zwar  für  beide  Paare  von  gleichem 
Inhalte,  nämlich  gleich  dem  Inhalte  des  Rechlecks  unter  den 
Strahlen  aus  dem  Brennpunkte  nach  jenen  zwei  ersten  Gegen- 
ecken; und  insbesondere  hat  auch  das  Rechteck  unter  jeder  der 
beiden  Seiten  und  den^nigen  Abschnitte  der  andern,  welcher 
durch  ihren  Herührungspunkt  bestimmt  wird,  denselben  Inhalt. 
Dadurch  sind  also  auch  beliebige  solche  fünfte  Tangenten  V  zu 
Gonstruiren.  Ferner: 

Werden  in  zwei  festen  Geraden  F  und  Z  (oder  X  und  Z|) 
zwei  beliebige  feste  Punkte  K  und  E  angenommen,  und  werden 
sodann  in  den  Geraden,  auf  gleicher  Seite  von  den  festen  Punk- 
ten, d.  Ii.  auf  den  Seilen  KF  und  EF  oder  KP  und  ER  zwei 
Teränderliche  Punkte  P  und  R  (oder  p  und  r)  unter  der  Be- 
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dingung  conslruirt,  dass  das  Rechleck  unter  ihren  Abständen  von 
den  resp.  festen  Punkten  constanlen  Inhalt  hat  [also  KP .  ER 
=  const.],  so  ist  der  Ort  der  Geraden  PR  (und  pr)  eine  be- 
sümtnle  Ellipse,  deren  Milleipunkt  M  io  der  Mitte  der  Geraden 
J^E  liegt,  und  welche  aucii  die  zwei  festen  Geraden  henihrl, 
und  zwar  in  denjenigen  Punkten  i>  und  G,  für  welche  die  Recht- 
ecke A  D  .  EF  und  EG  .  K F  [wovon  jedes  eine  gegebene  Seite 
halj  den  nämliciien  constanlen  inhail  haben.  Die  Punklo  1)  und 
F,  so  wie  F  und  G  sind  nur  besondere  entsprechende  Punkte, 
stall  P  und  R,  sie  müssen  desshalh  auch  in  Bemg  auf  die  festen 
Punkte  K  und  E  nach  einerlei  Seile  iiin  liegen.  — 

Konuut  die  veränderUche  Tangente  V  insbesondere  in  die 
Lage,  wo  sie  mit  einer  der  beiden  Diagonalen  EK,  FJ  parallel 
ist,  sei  etwa  r,  oder  ||  EK  und  n  der  Berührungspunkt,  so 
ist  zunächst  EK  —  pQ  sss  rt,  und  demnach  auch  ps  =  rq.  Es 
Ist  aber  nach  Früherem  np  .  nqesanr  ,n8,  oder  also  auch; 
np  (nr  +  rq)  =  nr  {np  +  ps)  oder  np  .  rq  ^  nr  .  ps,  und  da 
ja  ps  =  rq  ist,  np=^nr  and  nq=ins,  d.  h.  der  Berührungs- 
punkt n  ist  die  Mitte  von  jeder  der  Strecken  pr  und  qs.  Da 
auch  JH  die  Mittn  der  Diagonale  EM  ist,  so  niuss  folglich  n  im 
Durchmesser  FM  liegen,  in  welchem  sugieich  die  Mitte  der  Be- 
röhruDgssebne  DG  liegt.  — 

Denkt  man  sich  nun  für  einen  Augenblick  das  Parallelo- 
gramm EFKJ  veränderlich,  aboi  ^o,  dass  die  eine  Ecke,  etwa 
E,  in  dem  durch  sie  gebenden  festen  Durchmesser  ME  fort- 
rückt, so  muss  die  Gegenecke  K  sich  auf  dem  nämlichen  Durch- 
messer ganz  gleich  l>ewegen,  also  nach  iTj  gelangen,  wo  IfiT,  s= 
ME^  ist;  und  alsdann  muss  der  Berührungspunkt  n  der  mit  dieser 
festen  Diagonale  EK  oder  E^  A',  parallelen  Tangente  F,  gleicher- 
weise wie  vorhin  mit  dem  festen  Mittelpunkte  M  und  dem  ver- 
änderlichen Durchschnitte  in  einem  und  demselben  Durch- 
messer liegen.  Dieser  Durchmesser  ist  aber  durch  die  festen 
Punkte  M  und  n  bestimmt,  folglich  n^üssen  sich  die  veränder- 
lichen Ecken  F  und  J,  oder  und  /,  auf  demselben  bewegen. 
Bleibt  also  bei  einem  der  Ellipse  umgeschriebenen  Parallelogrannm 
EFKJ  die  eine  Diagonale,  etwa  EK,  fest,  d.  b.  in  einem  festen 
Dnrclunesser,  so  blobt  auch  die  andere  FJ  auf  einem  bestimm- 
ten festen  Durchmesser  Mn,  welcher  insbesondere  durch  die  Be- 
rfthrnngspimkte  n  und  fij  derjenigen  beiden  Tangenten  Fj  und 
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V.,  geht,  welcli«^  der  der  ersten  Diagonale  parallel  sind.  Ebenso 
sind  die  Tangent«'n  in  den  Puaklcn,  in  welchen  die  Ellipse  von 
(lor  Diagonale  F h'  grschnitten  wird,  mit  der  andern  Diagonale 
FJ  parallel  oder  umgekehrt:  die  |{('nihrur)gs|iuukte  der  der  Dia- 
gonale FJ  parallelen  Tangenten  liegen  in  EA'. 

Mit  dem  Parallelogramme  bewegt  sieh  zugleich  auch  die  Be- 
ridirungssehne  DG;  aber  sie  bleibt  stets  dem  festen  Durchmesser 
EF  i)arallel,  und  ihre  Mitte  m  bleibt  stets  ;iiif  (lern  festen  Durch- 
messer FJ  oder  Mn.  Daher  nothwendig  auch  umgekehrt:  Die 
Mitten  m  aller  nnt  EA'  parallel  gezogenen  Sehnen  DG  liegen  in 
dem  Durchmesser  nn^  oder  FJ,  und  die  beiden  Tangenten  in 
den  Endpunkten  DG  der  Sehne  schneiden  sich  auf  diesem  näm- 
lichen Durchmesser  FJ;  oder  denkt  man  sich  die  Tangenten 
beweglich  und  lässt  ihren  Durchschnitt  F  sich  auf  dem  festen 
Durchmesser  LMF  bewegen,  so  bleibt  die  Beröbrungssehne  CG 
stets  dem  DurchmesBer  JCMS  parallel  und  ihre  Milte  m  bleibt 
im  ersten  Durchmesser  nJI/«,.  So  wie  die  beiden  Sehnen  DG 
und  CH  der  festen  Diagonale  £K  stets  parallel  sind,  ebenso  sind 
die  beiden  Berührungssehnen  CG  und  DH  beständig  der  festeo 
Diagonale  FJ  parallel,  und  ihre  Mitten  liegen  in  EIC, 

Zwei  Durchmesser  dei*  bezeichneten  Art  wie  EK  und  FJ 
«erden  [was  bereits  im  Anfange  dieses  $  bemerkt  worden  ist] 
Gonjugirte  Durchmesser  der  Ellipse  genannt  Zufolge  unserer 
Betrachtungen  besteht  ihre  charakteiielisehe  reciproke  Eigen- 
schaft darin,  dass  jeder  durch  die  Mitten  aller  Sehnen  geht, 
welche  mit  dem  andern  parallel  shid,  also  auch  insbesondere 
durch  die  Berabningspunkte  der  beUlen  Tangenten«  welche  mit 
dem  andern  parallel  shid.  — 

Hieran  scfaUessen  sich  nun  folgende  Resultate: 

Zu  jedem  Durchmesser  A  der  Ellipse  gibt  es  stets  einen, 
aber  auch  nur  einen  ihm  angeordneten  conjoglrten  Durchmesser 
^;  er  ist  durch  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  des  ersten 
bestimmt,  weil  er  ihnen  parallel  Ist  Insbesondere  sind  auch  die 
Axen  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser. 

S  13.  Versdhiedene  CkMutruotioneou  Oleioliung  der  Sllipee. 

Sei  Z  eine  beliebige  Tangente  der  Ellipse  mit  dem  Be- 
röhrungspunkt  dann  schneidet  irgend  ein  Paar  conjugirter 
Durchmesser  auf  Z  zwei  Punkte  E  und  F  aus,  die  auf  Terschie- 
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denen  Seiten  von  G  liegen  und  der  Bedingung  CcnOge  leisten: 
£G  .  GF=ai\  WO  ttj  die  Häirte  desjenigen  Durclimessers  bt, 
welclier  der  Tangente  Z  parallel  iäufl,  was  aus  frAhern  SStaen 
anmittdbar  zu  folgern  ist  ScIiiSgt 
man  nun  Ober  jedem  Punlitenpaare  ^*  ^* 

MF  den  Kreis,  dessen  BUttelpunlit  - 
auf  Z  liegt,  so  schneiden  sich  alle 
diese  Kreise  in  swei  festen  Punkten, 
die  in  der  Seolcrechlen  auf  Z  in  6  J  s 

je  im  Abstände  a,  von  G  liegen.  — - 
Durch  die  Potenstheorie  des  Kreises  V 

wird  die  lUchtIglLeit  dieser  Behanp-    x  j 

tong  evident.  •*  j 


JetBt  kann  man,  sobald  von  y< 
*einer  Ellipse  iwel  coojugirle  Durch- 
messer 2aj  und  26,  der  GrAsse  und  Lage  nach  gegeben 
sind,  beliebig  viele  anderer  Paare  conjugirier  Durchmesser  in 
ihrer  Bichtnng  bestfanmen.  In  einem  &idpunkte  G  des  Durch- 
messers (2  6, )  ziehe  man  eine  Parallele  Z  zu  (2  )  und  auf  Z  in 
G  eine  Senkrechte  CT  F,  so  dass  Gü^ssG  V=s «,  Ist  Irgend 
ein  Kreis  durch  ü  V  schneidet  nun  Z  in  zwei  Punkten  ß  und  F, 
weldie  mit  dem  Durchschnittspunkte  Jif  der  conjugirten  Durch- 
messer (der  zugleich  Mllteipunkt  der  Ellipse  Ist)  verbunden  die 
Bichtungen  zwder  conjugirter  Durchmesser  ergeben.  Zieht  man 
den  Krds  durch  MV  F,  m  erhilt  man  das  einzige  Paar  conjugirier 
Durchmesser,  das  einen  rechten  Winkel  einschliessi,  die  Axen. 

Es  mögen  hier  nocli  einige  Sätze  und  Conslructionen  an 
einander  gereibt  werden,  die  nach  dem  bereits  Entwickelten  keiner 
writeni  Ausführung,'  i)edürfen.  Die  Mitten  m  w,  je  zweier  paralleler 
Sehnen  IfG  und  /u;,  liegen  in  einem  Durclunesser  «  ,  d.h. 
liegen  mit  dein  Milleljiunkte  M  der  Klllpse  in  einer  lleraden. 
liierdurch  ist  also  der  MiUel|iiinkl  .)/  zu  linden,  wenn  dir  KIlipse 
gezeichnet  gegeben  ist,  deini  man  lindel  den  Durchmesser  nn^, 
in  dessen  Mitte  ;V  lirj^t.  Aurli  sind  die  Tangenten  in  den  Knd- 
punkien  nn^  dieses  Durchmessers  zu  conslrulren;  sie  sind  ilen 
Sehnen  /',^'|  parallel.  —  Die  Mitten  m  j«'des  Syst»'ms  pa- 

ralleler Sehnen  und  die  DiU'schnitlc  F  (h'v  'ranjj;«!nten|)aare  in 
ihren  rmipimklen  liegen  in  einem  und  dem>ellten  Durchmesser 
iV,  weiclicr  dem  den  Seimen  parallelen  Durchmesser  EK  conjugirt 
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ist.  Und  umgekehrt,  die  ßeruhrungsscluieu  Di^  aller  Taiigenten- 
paare,  welche  aus  i'unklen  F  eines  festen  Durcliniessers  FJ  an 
die  Ellipse  gelegt  \ver<len.  sind  parallel,  nämlich  dtm  üiirch- 
iiiesser  EK  parallel,  und  ihre  Millen  m  liegen  sämnUlich  in  jenem 
ersten  Durchmesser.  —  Zieht  man  ans  dt  ii  Kiulpunkten  D,  E 
irgend  eines  Durchmessers  der  Ellipse  nach  irgend  einem  he- 
liebigen  Periplieriepunkl  G  Sehneu  CG,  DG,  so  sind  diese  allemal 
irgend  zweien  conjugirlen  Durchmessern  FJ,  EK  parallel;  näm- 
lich diese  Durchmesser  gehen  durch  die  Mitten  der  Sehnen. 
Hierdurch  gewinnt  man  eine  Uehersicht  des  ganzen  Systems 
conjugirter  Durchmesser  der  Ellipse,  und  einen  neuen  Beweis, 
dass  unter  ihnen  nur  ein  einziges  Paar  rechtwinklig  zueliiander- 
stehender  (die  Axen)  existirt.  —  Durch  jede  Sehne  LG  sind  zwei 
conjugirte  Durchmesser  hestiiumt,  der  eine  EK  ist  ihr  parallel 
und  der  andere  JF  geht  durch  ihre  Milte  (m).  —  Ist  die  Ellipse' 
gezeichuet  vorgelegt,  so  wird  die  Richtung  ihrer  Axen  gerunden, 
wenn  man  um  ihren  Mittelpunkt  irgend  einen  sie  schneidenden 
Kreis  beschreibt:  die  ScbmitpunlLie  bestimmen  alsdann  ein  Rechteck» 
dessen  Seiten  den  Axen  parallel  und  dessen  Diagonalen  gemein- 
schaftliche Durchmesser  des  Kreises*  und  der  Ellipse  aind.  [Die 
Gonstruction  grflndet  sich  auf  die  Symmetrie  der  Ellipse  gegenüber 
ihren  Axen.]  —  Bei  jedem  der  Ellipse  eingeschriebenen  Parallelo- 
gramm sind  die  Seiten  irgend  zweien  conjugirlen  Durchmeaaem 
parallel;  beim  Rechteck  insbesondere  den  Axen.  Zieht  man  aua 
einem  beliebigen  Peripheriepunkt  G  nül  irgend  swei  coigugirten 
Durchmessern  parallele  Sehnen»  so  liegen  ihre  andern  Endpunkte 
C,  J>  allemal  mit  Jlf  In  einer  Geraden,  d.  b.  ale  aind  zugleich 
die  Endpunkte  irgend  eines  Durchmeaaera  CD,  Und  bewegt  aich 
der  Scheitel  G  des  constanten  Whikela  ohne  Drehung»  ao  daaa 
aeine  Schenkel  aleta  denaelben  featen  conjugirten  Durchmeaaern 
parallel  bleiben»  hi  der  Ellipae  herum»  ao  dreht  aich  der  Durch- 
meaeer  CJ>  um  AT.  lat  die  Grundlinie  CD  elnea  Dreiecks  CGD 
Ceat,  und  aoUen  die  Schenkel  CG,  DG  xwei  coQjugirtefl  Durch- 
messern einer  gegebenen  Ellipae  M  parallel  aefai»  ao  ist  der  Ort 
der  Spitze  G  ebenfalla  euie  Ellipae  Jlf»  die  der  gegebenen  ähnlieh 
und  mit  ihr  Ähnlich  liegend  ist  Shid  die  Selten  einea  der  EIKpse 
umachriebenen  Parallelogranuna  zwei  conjugirten  Durchmeaaem 
parallel»  alao  aelne  BerAbrungapunkte  die  lütten  der  Seiten  und 
zugleich  die  Endpunkte  oder  Sdieitel  der  genannten  Dorchmeaaer» 
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so  sind  seine  Diagonalen  dasjenige  Paar  conjugirler  Durchmesser, 
welche  zu  den  erst^en.mnten  harmonisch  sind.  Der  Beweis  wird 
geführt,  iiideiii  man  zeigl ,  dass  eine  der  Seiten  des  Parallelo- 
gramms von  den  vier  Duchmessern  in  vier  harmonischen  Punkten 
geschnitten  wird.  [Kiner  von  den  vier  Schnittpunkten  liegt  in 
unendlicher  Entfernung,  sein  zugeordneter  in  der  Mitte  zwischen 
den  beiden  andern.]  Zu  jedem  Paar  conjugirler  Durchmesser 
gibt  es  also  allemal  ein,  aber  nur  ein  bestimmtes  anderes  Paar, 
welches  zu  ihm  harmonisch  ist.  Dabei  fallt  jedes  Paar  in  die 
Diagonalen  desjenigen  umgeschriebenen  Parallelogramms»  denen 
Seilen  dem  andern  Paar  parallel  sind.  Ist  das  eine  Paar  gegeben, 
so  lege  man  in  den  Scheiteln  desselben  die  Tangenten,  die  ein 
Paraiieiogrtmm  biiden  —  in  dessen  Diagonalen  liegt  dann  das 
andere  Paar:  oder  zwischen  den  Scheiteln  des  ersten  ziehe  man 
die  Sehnen,  so  gehen  die  andern  durch  die  Mitten  dieser  Sehnen. 
Die  SU  den  Axen  gehörigen  harmonisciien  conjugirten  Durch- 
messer  biiden  mit  jeder  Axe  gleiche  Winkel,  und  sind  demzu- 
folge (aus  Symmetri^Qnden)  einander  gleich.  —  Die  Tangente 
sei  der  Diagonale  EE  des  umschriebenen  Paralieiogrammes  EFKJ 
parallel;  nach  Früherem  ist  dann:       .  KF^  Er  •  Kp^  ek. 


Fig.  64. 


r/ii  parallel  sind,  to  EG  ;  Er :  EF  =s  Mm  :  Mni  :  ilfJP,  also 
aneli  if  »i'  =  Mm .  MF.  Gonatrokt  man  nodi  die  andere  der 
Diagonale  EK  parallele  Tangente  und  deren  Berfihrungspunkt 
II,,  so  sind  /i|  und       die  Endpunkte  des  Durchmessers  MF 
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uod  Jlf  ttegl  in  der  Mitte  zwischen  und  daraus  achliessl 
man  verroOge  der  letzten  Gleichung,  dass  die  vier  Punlite  F,  it,, 
m,  n,  harmonisch  und  dabei  F  und  m,  so  wie  ii]  und  ii,  zu- 
geordnet sind.  Also: 

Das  Reehtecli  unter  den  Alistftnden  der  Mitte  m  einer  be- 
liebigen Sehne  und  des  Durchschnittes  F  der  Tangenten  in 
ihren  Endpunkten  vom  Mittelpunkte  M  der  Ellipse  ist  gleich 
dem  Quadrat  des  halben  Durchmessers  Jlfjii,  in  welchem  jene  beiden 
Punkte  Hegen. 

Man  bezeichne  die  halbe  Sehne  GP,  also  Gm,  durch  die 
halbe  Sehne  GC,  also  G(t,  durch  x,  so  bt,  da  die  Sehnen  bezieh- 
lieh  den  conjuglrten  Durchmessern  SX  und  JF  parallel  sind, 
auch  Mfi  ts  y  und  Mm  =  x.  Ferner  setze  man  MS  s  T, 
MF  es  X  und  Jlf  «1  =  «1 ,  Mvsss  6j.  Dabei  werden  x  und  jr  die 
Goordinaten  des  Punktes  G  in  Bezug  auT  die  conjugirten  Durch- 
messer MF  und  ME  genannt,  und  zwar  heisst  x  die  Abscisse, 
y  die  Qrdhiate  des  Punktes;  gleicherweise  kann  man  X  und  F 
als  die  Goordinaten  der  Tangente  in  Rflcksicht  auf  die  nflmlichen 
coiqugfarten  Durchmesser  auCbssen. 

Im  Dreieck  SMF  Ist  C  m  oder  y  parallel  EM,  daher  G  m :  FMs= 

FG  i  FE  oder  ^=syj,\  fmer  Ist  Gf»  =s  «  parallel  FM  und 

daher  G^xFM^  EG\£Fq^^^~,  demnach  ist  ^^^^ 

FG  +  GB   FB 

FE  FE 

also  1)  ^  +  P=l- 
Nach  dem  vorhin  bewiesenen  Satze  ist  aber 

2)  xX^a,\  fjr=b*. 

Werden  aus  2)  «las  «'ine  Mal  «Ii«;  Werllie  von  .\  iinil  J',  das 
andere  Mal  di<>  Werllie  vuu  x  und  y  genoiiimen  und  in  1)  eiu- 
geselzl,  SU  koninil: 

J.  ^+  »1^1. 
It  ^  4-      ==  1 

Von  diesen  beiden  Gleichun^'>>n  heisst  die  erste  die  Gleichung 
der  £lü|}8e  in  HAcksicht  ihrer  i'unkte  und  in  Bezug  «if  zwd 
conjngirte  Durclimesser  Mv  und  Mn^  als  ('.oordinatrnaxen,  und 
die  andere  kann  auTgefasst  werden  als  die  Gieichung  der  £Uipee 
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in  Rücksicht  ihrer  Tangenten  und  in  Bezug  auf  dieselben  zwei 
conjugirten  Durchmesser.  Durch  die  erste  werden  alle  Punltte, 
durch  die  zweite  alle  Tangenten  der  Ellipse  bestimmt. 

Wählt  man  die  Axen  der  Ellipse  zu  Goordinatenaien,  so 

lautet  die  Gl.  I:  — ?  -|-  y,  =  1.   Schlägt  man  nun  den  Knis  über 

der  grossen  Aze  als  Durchmesser,  so  findet  man  als  Gleichung  der* 

selben  [wean  er  als  Ellipse  aufgefasst  wird]      +  ^  =s  1 ,  wo 

Xi^j  die  ('.(M^rdinalen  irgend  eines  seiner  Punkte  sind.  Betrachtet 
man  einen  l^wikt  dos  Kreises  mit  dem  ilim  zunficlisl  liegenden 
Ellipsenjmnkt  a'j^.  der  die  gleiche  Abscisse  hat,  su  folgt  aus 

den  Gldctaungen  ^^^^i,  ^  +  die  Reiation 

=  -.f  oder  yssz-y    Mau  ei'bäit  deranacb  aus  dem  Kreise 

die  Ellipse,  hadern  man  ihn  auf  xwei  senkrecht  zu  einander 
stehende  Durchmesser  als  Coordiaatenaien  bezieht,  und  dann 
jeden  sefaier  Punkte  ersetzt  durch  einen  Punkt,  der  mit  ihm 
gleiche  Abscisse  bat,  und  dessen  Ordinate  sich  zur  Ordinate  des 
Kreispunktes  verh&lt  wie  6 :  o.  Dleas  gibt  folgende  Gonstmctton 
der  Ellipse  aus  ihren  Punkten,  wenn  die  Axen  2a  und  2 &  ge- 
geben sind. 

Man  schlage  einen  Kreis  Ober  der  grossen  Axe  als  Durch- 
messer und  eben  conzentrischen  Kreis  JT,  Ober  der  kleinen  Axe 
als  Durchmesser.  Durch  den  MÜtelpunki  Yig  55.  • 

M  siehe  man  nun  eine  beiiebige  Gerade, 
welche  JTi  In  pj  und  JT,  schneidet 
Ebw  Parallele  durcli  p,  zur  kleinen  Axe 
und  eine  Parallele  durch  zur  grossen 
'  Axe  schneiden  sich  in  einem  Punkte  p 
der  Ellipse,  wie  durch  höchst  einfache 
elementare  Betrachtungen  sofort  erwiesen 
wird. 

Thellt  man  den  Kreis  über  dem 
Durchmesser  2«  durch  unendlich  nahe  aneinanderliegende  Pa- 
rallele zur  Ordinatenaxe  In  unendlich  kleine  Theile^  ein,  so  kann 
man  diese  Theile,  ohne  einen  wesentlichen  Fehler  zu  begehen, 
als  Rechlecile  betrachten.  In  ähnlicher  Weise  ist  durch  diese 
Parallelen  die  Ellipse,  welche  den  Durchmesser  2a  zur  grossen 
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Axe  und  2  0  zur  klfiueii  Axc  hat,  in  uneudlich  kleine  Uechtccke 
gelheill.  Jodes  der  KIlipse  zugehörige  llechteck  verhält  si<  h  zu 
dem  enisprechendcn  Kreisrechtecke  wie  b  :  a,  also  auch  die  Sumuie 
der  einen  Rechtecke  [der  Ellipseninhall]  zur  Summe  der  andern 
Hechteckc  [dem  Kreisinliaite]  wie  //  :  n.  Da  nun  der  Inhalt  des 
Kreises  ==  na"^  ist,  so  folgt:  Der  Inhalt  der  Ellipse  mit  den 
UaUtaxen  a  und  b  ist  =znab,  wo  n  die  Ludolphische  Zahl  ist. 

Nach  dem  Vorigen  gehört  zu  jedem  Punkte  der  Ellipse  ein 
entsprechender  desjenigen  Kreises,  welcher  iiher  der  fjrosseu  Axe 
der  Ellipse  als  Durchmesser  gezogen  worden  ist,  im<l  ehenso 
lindct  man  zu  jedem  Punkte  dieses  Kreises  einen  entsprechenden 
auf  der  Ellipse,  In  ähnlicher  Weise  karui  zu  jeden»  Durchmesser 
des  Kreises  ein  entsprechender  Dun  hmesser  der  Ellijise  gezeichnet 
werden,  nämlich  derjenige,  dessen  Endpunkte  den  Endpunkten 
des  Kreisdurchmessers  entsprechen.  Seien  jetzt  zwei  senkrecht 
zu  einander  stehende  Kreisdurchmesser  gegehen,  so  sind  die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  des  einen  dem  andern  parallel. 
Diese  Eigenschaft  hahen  auch  die  entsprechenden  Eilipsendurch- 
messer,  d.  h.  diese  sind  conjugirte  Durchmesser  der  Ellipse. 
Umgekehrt  wird  gezeigt,  dass  irgend  einem  Paare  conjugirter 
Durchmesser  der  Ellipse  ein  Paar  Durchmesser  des  Kreises  'ent- 
sprechen, welche  senkrecht  auf  einander  stehen.  Daraus  folgt, 
dass  zu  einem  dem  Kreise  umgeschriebenen  Quadrate,  dessen 
Seite  gleich  dem  Durchmesser  ist,  ein  der  Ellipse  umgeschriebenes 
Parallelogramm  gehört,  dessen  Seiten  zweien  conjugirlen  Durch- 
messern gleich  sind.  Wendet  man  die  Schlüsse,  welche  zur  In- 
haltsberechnung der  Ellipse  geführt  haben,  auf  dieses  Parallelo- 
gramm an,  so  findet  man,  dass  dessen  Inhalt  cunstanl  und  zwar 
gleich  dem  Product  Aab  ist,  wo  a  und  h  die  Ilalbaxen  der 
Ellipse  sind.  FDer  Inhalt  des  Quadrates  verhält  sich  nämlich  zum 
Inhalt  des  Parallelogranmis  wie  b  :  a.]  Seien  also  2a,,  2b^ 
die  betrachteten  conjugirlen  Durchmesser,  rp  der  Winkel,  den  sie 
mit  einander  bilden,  8oist4a6  =  2a|.2(^i  sin  9  oder  aucb 
a|6|  sin  (p  =  ab. 

Wir  haben  früher  den  Satz  bewiesen:  V'on  irgend  einer 
festen  Tangente  der  ElÜpse  schneidet  jedes  beliebige  Paar  paral- 
leler Tangenten  stets  solche  Stücke  ab,  deren  Rechteck  conslant, 
nämlich  dem  Rechteck  unter  den  aus  den  Rrennpunkleii  nach 
dem  Berührimgapirnkt  der  festen  Tangente  gezogenen  Straiiien 
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gleich  ist  Aus  diesem  Sat/c  lässt  sicli  ein  neuer  Ziisaniinenliang 
zwischen  zwei  conjugirten  Durciiroessern  und  den  Axen  der  Ellipse 
herleiten. 

Seien  A  und  B  dir  Rrennpunktr  der  Ellipse,  C  einer  ihrer 
Punkte,  a  und  ß  die  lA'ilstrahlen  dieses  Punktes,  6|  der  halbe 
durcli  C  gehende  Durchmesser,  a,  die  p,^ 
Hälfte  des  ihm  conjugirten,  so  folgt  aus 
dem  angegebenen  Satze  sofort:  1)  a|3==a|^ 
da  die  an  die  Endpunkte  des  Durch- 
messers 2a^  gelegten  EUlpsentangenten 
parallel  sind  und  auf  der  Tangente  in 
C  ein  Stflck  abschneiden  von  der  Grösse 
2«!«  dessen  Mitte  C  ist.  Nach  einem 
elementaren  Satze  hat  man  aber  2)  +  /t'  =s  2c'  +  2frj^  wo 
e  die  Entfernung  eines  Brennpunktes  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse 
ist.  Dmrch  Combination  von  1)  und  2)  erhilt  man  «'+13*  +  2«/)= 
2  +  + 2 »1*.  Es  ist  nun  a<  +  +  2 a/)  =r  («  +  ß)'*=s{2a) \ 
demnach  4a' —  2  ü  's=  2  a,'  -f  2  Nimmt  man  noch  die  Relation 
zu  Hölfe  a'  =  6*  +  c\  so  folgt  3)  a'  +  6'  a,'  +  oder 
auch:  Die  Summe  der  Quadrate  zweier  coi|jugirter  Durchmesser 
der  Ellipse  ist  conslant,  and  zwar  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Axen. 

Nachdem  in  diesem  Paragraithen  bereits  gezeigt  worden  Ist, 
wie  aus  der  Lage  und  Grösse  zweier  conjugirter  Durchmesser  die 
Richtung  der  Axen  gefunden  werden  kann,  so  soll  nun  noch 
mit  Hölfe  der  beiden  zuletzt  bewiesenen  Sitze  die  Grösse  der 
Axen  berechnet  und  constmlrt  werden.  Man  hat  a'-|-^'^ 
+  f*i^f  c&Ä  fl,6,  sin  (p,  also  auch 

[a  +  6)2  =  fl,-'  +  +  2rt,6,  sin  q> 
und  in  ähnlicher  Weise  («  —  6)^  =  «,'  +  —  ^^i^^i  9- 
Aus  der  Summe  und  der  DifTerenz  der  Axen  können  diese  seihst 
leicht  berechnet  werden.  Die  Construction  wird  wie  folgt  aus- 
geführt: MC  =  6,  und  Mlf  =  </,  seien  (He  Hälften  der  gegt  - 
heiuMi  conjugirten  Dm  rlimesser,  <p  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel.  Durch  C  ziehe  man  eine  Parallele  zu  MD,  so  ist  diese 
die  Tangente  in  ('  an  die  Elli|Kse;  eine  in  ('  scnkreclil  auf  sie 
gezogene  ficrade  ist  die  zugehörige  Nurmale.  Tragi  man  auf 
(lieser  nach  beiden  Seiten  von  ('  die  Strecke  a^  nach  P  und  Q 
ab,  so  ist  MI'  =  s  gleich  der  Summe  a      b  der  gesuchten  Axen 
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und  MQ  =  u  jjleich  der  DifTerenz  a  —  b.    In  der  That  Ut  im 
Dreieck  MPC  :  s'^  =  «,*^  +       -  2«,  6,  cos  (90»  -f  (p) 
=  «i'^  +      +  2a,  6,  sin  qo  =  (a  +  6)'  und  im  Dreiecke  MQC: 
i|2  =       +  6,2  —  2«!^,  cos  (UO"  —  9») 
=  ttj*  +       —  2ai6|  sin  y  =  (a  —  6)  ^ 

Fig.  67. 
P  


Aus  «und  «  werden  a  und  6  sofort  coDstruirt,  indem  «  +  ti  a=s 
3a,  « —  tisssSd  ist  Die  Richtung  der  Axen  wird»  wie  be- 
wiesen worden  ist.  durch  den  Kreis  PMQ  gegeben,  dessen  Onrch- 
schniUe  A  und  B  mit  der  Tangente  in  C  den  Axen  angehören. 
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S  14.  Bnwagung  d«r  HypsrM  dvroli  Paukte 

Dil'  KctrncliUiUg  der  llypcrlicl  kimu  iiiil  dei  jiMii^t.'u  der 
in  iialic  llcbereinstiinmting  gcbradit  werden:  man  darr  nur  von 
Zurrilligkcitcn  und  FiinzeiulKiteii  abslraiiireii ,  um  die  Kigeiiscliaflen 
beider  Curven  gleicidauteiid  ansspreebeii  zu  können.  Wie  in  der 
tdenientaren  Geometrie  der  Salz  von  der  Potenz  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  einen  Kreis  verschieden  ausgesproc  lien  Nvird,  je 
naL-bdem  der  i*unk(  innerbaib  oder  ausserbnlb  des  ivreises  liegt, 
so  verhfdt  es  sieb  mit  den  meisten  Sätzen  von  den  Kegciscimitten, 
die  gar  keiner  oder  nur  gerint^er  Modificationen  bedürfen,  um 
so\v(dd  für  die  Ellipse  als  für  die  Hyperbel  zu  gelten.  Indess 
sollen  hier  nicbl  Srbritt  für  Scbrilt  die  abgeleiteten  KllipscnsStze 
auf  <lie  Hyperbel  überlragen  werden,  sondern  die  Aufmerksam- 
keit soll  sich  hau|)tsäcldieli  aiil  Kigensrli.iflen  riclilen,  die  für 
beide  Curven  versebiedeu  siod  und  den  wesentlichen  üotersclried 
ZHiscben  ibiien  bilden. 

Ist  ('  irgeFid  »'in  Punkt  der  Hyperbel,  und  zwar  desjenigen 
Zweiges,  welcher  den  Hrennpunkt  B  umsebliesst,  so  ist  x  -  y  = 
2«  =  —  HC.  Wird  von  A(\  von  dem  Punkte  A  aus,  A  l)  ^ 
2a  abgesebnitten  und  BD  ^'i  zogen,  so  ist  CB  —  CD,  also 
A  BCD  gleichschenklig  und  der  (Ml  des  Punktes  D  ein  Kreis 
.4  mit  dem  gegebenen  Hadius  —  2«,  Dieser  Kreis  nun  dient  als 
Leillinie  zur  Beschreibung  durch  die  Spitze  des  Dreiecks:  Kin 
Kreis  ./  uiul  ein  ausserhalb  liegender  Punkt  H  sind  gegeben. 
Kin  gleit  hschenkliges  Dreieck  BCD  bewegt  sich  so,  dass  der 
eine  Schenkel  CD  aicb  uoi  den  Mittelpunkt  A  des  Kreises  dreht. 
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der  «'in«;  Kmlpiinkl  D  der  Grundlinie  die  Kreislinie  diirrlilriuft 
und  der  andere  in  jenem  Funkte  b  fest  bleibt,  hie  Spitze  C 
des  Dreiecks  i)escbreibl  den  einen  Zwei^;  der  Hyperbel,  welelie 
A  imd  B  zu  Breuiipunkteu,  imü  deu  Radius  des  Kreises  A  zur 


grossen  Axe  hat.  und  zwar  deiyenigen  Zweig,  welcher  deo  Brenn- 
punlit  B  umschlieast.  Diese  Erzengungsweise  isl  nichts  anderes, 
als  die  bereits  In  S  9  gegehene,  worans  folgt,  dass  auch  Ellipse 
und  Parabel  in  fthnlicher  Weise  crzi'ugl  werden  können. 

Will  man  ebneine  Punkte  der  Hyperbel  constniiren,  so 
ergibt  sich  das  folgende,  allerdings  etwas  unbequeme  Verfahren: 
Man  zieht  aus  A  (oder  S\  einen  Strahl  AC,  nach  seinem  Durch- 
schnitt D  mit  dem  Kreis  A  die  Gerade  BD»  trSgt  den  Winkel 
D  bei  B  an  dieselbe  ab,  so  gewinnt  man  den  Punkt  C.  Oder: 
aus  B  die  Sekante  BDD^,  sodann  die  Strahlen  ABC  und  B^ACx, 
sofort  die  Whikel  bei  B  und  B^  tin  B  getragen',  so  bat  man  C 
und  (7|  in  verschiedenen  Zweigen  der  Hyperbel  und  zwar  End- 
punkte eines  Durchmessers  CMC^,  denn  r  es  m  sss  Mi  s=s 
=  »1,  daher  ACBCx  ein  Parallelogramm,  In  welchem  sich  be- 
kanntlich die  Diagonalen  gegenseitig  halbiren.  Dreht  sich  also 
die  Sekante  BB^  um  ^,  so  bewegen  sich  die  gleichschenkligen 
Dreiecke  BOB  und  BC^D^  zugleich,  und  ihre  Scheitel  C  und  (?, 
besehreiben  glelchzeiUg  beide  Zweige  der  Hyperbel  und  sind  stets 
die  Scheitel  eines  Durchmessers  derselben.  Wird  die  Sekante  zur 
Tangente,  so  vereinigt  sich  i>  mit  l^j  in  ^  oder  E^,  so  wie  « 
und     in  e  oder  e]  und  dann  wird  x  ||  y,  daher  C  und  C|  ent- 
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gegengeseizt  unendlich  entfernt»  dag  eine  Mal  in  der  Richtung  e, 
das  andere  Mal  in  der  Richtung  e,.  Hiernach  hätte  die  Hyperbel 
scheinbar  ?ier  unendlich  entfernte  Punlite,  also  nach  einer  frOher 
«iogefObrten  Beseicbnungsweise  {$  6)  mit  der  unendlich  entfernten 
Geraden  vier  Punkte  gemein,  während  in  $  8  bewiesen  worden 
ist,  dass  eine  Gerade  mit  der  Hyperbel  höchstens  zwei  Punkte 
gemein  haben  kann.  Der  Widerspruch  hebt  sich»  indem  man 
bedenkt,  dass  auf  einer  Geraden  nur  ein  unendlich  entfernter 
Punkt  angenommen  wird,  und  dass  parallele  Geraden  denselben 
unendlich  entfernten  Punkt  haben.  Die  Hyperbel  hat  also  nur 
swei  unendlich  entfernte  Punkte,  welche  auf  den  Asymptoten 
Hegen. 

Die  Hyperbel  theilt  die  Ebene  in  drei  unendliche  Räume, 

▼on  denen  swei  je  einen  Brennpunkt  enthalten  und  von  der 

Hyperbel  eingeschlossen  werden,  während  der  dritte  von  der 

Hyperbel  ausgeschlossen  wird.  In  diesem  letztem  Raum  ist,  wenn 

se  und  ff  die  Leitstrahlen  eines  beliebigen  Punktes  nach  den 

Brennpunkten  A  und  B  der  Hyperbel  bezeichnen,  x  —  y  <  2a, 

für  die  Punkte  der  Hyperbel  selbst  hat  man  «  —  y  s  2a  und 

für  die  erstgenannten  beiden  Räume  hat  man  x  — y  >  2a,  wenn 

auf  das  Vorzeichen  keine  Rücksicht  genommen  wird.  Wenn  man 

an  die  Hyperbel  eine  Tangente  legt  [eine  Gerade,  die  nur  einen 

Punkt  mit  der  Hyperbel  geniein  hat],  so  kann  diese  nie  in  einen 

Theil  der  Ebene  eintreten,  der  einen  Brennpunkt  einsrbliesst. 

I)emzufoli;e  hat,  in  Anbelraclit  aller  Punkte  der  Hyperbeitangeule, 

der   l]er^lllrnnL^^nlltlkt .    der  auf   der  „. 

'  Flg.  69. 

Hvperbei  selbst  liej;l ,   ein  Maximum 
des  Aii^driK  ks  .v  —  //•    Seien  G  die 
Tangente,  J  und  B  die  Dreinipunkte 
(zwischen  denen  G  hindurcbgcbl ,  dann 
erhält  man  den  Berührungspunkt  C, 
indem  man  den  degenpunkt  B'  von  B 
in  i{ezug  aul  G  conslruirt  und  den 
Ourcbschnilt  der  Geraden  A  /?'  mit  G 
bestinmit.    In  iler  Tbat  ist  für  diesen 
Punkt  C  die  Differenz  x  —  y  —  .ic  —  CB  ==  AC-—  C B'  -  -  AB\ 
Sei  nun  aber  C  ein  anderer  Punkt  von  G^  so  ist  AG'  —  C'  Ii  = 
AG'  —  r'  n'  und  weil  AC'  <A  B'  -\-  B' C,  so  i^i  AC'^  H'G'<  AB\ 
woraus  folgt ,  dass  die  DilFerenz  x  —  y  für  den  Punkt  C  wirklich 
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ein  Maximum  UL  —  Der  Punlil  C  liegt  auf  .der  Hyperbel,  also 
ist  AC — CB  :=s  AB'  =i2a,  d.h.  comtniirt  man  den  Gegen- 
pnnlit  B'  des  Brennpunlctes  B  in  Bezug  auf  eine  belieliige  Tan- 
gente der  Hyperbei,  so  liegt  derselbe  auf  einem  Kreise»  welcher 
mit  einem  Radius  gleich  der  grossen  Axe  der  Hyperbel  uro  den 
Brennpunkt  A  beschrieben  ist  Es  ist  Terner  klär,  dass  G  mit 
AC  und  CB  gleiche- Winkel  bildet,  d.  ji.  die  Tangente  im  Punkte 
€  bildet  gleiche  Winkel  mit  den  Leitstrahlen  AC,  CB  nach  den 
Brennpunkten  A  und  B.  Aus  diesen  Bemerkungen  folgt  sofort: 
Ein  Kreis  A  und  ein  Punkt  B  ausserhalb  sind  gegeben;  aus 
diesem  xieht  man  Gerade  BBD^,  die  jenen  schneiden,  hftlftet 
ihre  Abschnitte  BD,  BB^  mittelst  darauf  senkrechter  Geraden 
FC»  F^Ci,  so  ist  deren  Ort  eine  Hyperbel,  welche  A  und  B  zu 
Brennpunkten  hat,  und  deren  Hauptaxe  gleich  dem  Radius  des 
Kreises  A  ist;  und  zwar  sind  FC,  F^C^  stets  Tangenten  in  den 
Sitbeiteln  eines  Durchmessers  der  Hyperbel.  FAr  die  GrenzfUle 
der  Geraden  BD,  wo  sie  BE  oder  BE^  ist  und  den  Kreis  A 
berührt,  liegt  der  BerQhrungspunkt  C  oder  C|  der  Tangente  un- 
endlicli  entfernt,  und  die  Tangente  gebt  durch  M,  d.  h.  sie  ist 
Asymptote,  [yergl.  Fig.  58.] 

Da  MF\^AD,  so  ist  ifi'  =  a  es  MF^ ,  folglich  der  OH  von 
F  und  1*,  ein  Kreis  M  mit  dem  Radius  a,  also:  FSlIt  man  aus 
den  Brennpunkten  B  und  A  einer  Hyperbel  Perpendikel  auf  ihre 
Tangenten,  so  ist  der  Ort  der  Fusspunkte  F,  F^  und  f,  ein 
Kreis,  welcher  Ober  die  Hauptaxe  der  Hyperiiel  als  Durchmesser 
beschrieben  worden  ist.   Ferner:  Zieht  man  aus  zwei  Punkten 


A  nnd  B,  die  ausserhalb  eines  Kreises  M,  aber  mit  seinem  Mittel- 
punkt in  einer  Geraden  liegen  und  glelchweil  von  ihm  entfernt 
sind,  parallele  Gerade  Aff^  und  BFh\,  so  bestimmen  die  Durch- 
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sebnUtapiinkte  iwd  paralleler  Geraden  fF^^  f^¥,  welche  als 
Tangenten  eine  Hyperbel  beschreiben.  Jedes  solche  Paar  Taa- 
genlen  berührt  die  Hyperbel  in  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers. [Die  Elemente  der  Hyperbel  sind  leicht  zu  bestimmen: 
der  Durchmesser  de&  Kreises  ist  die  grosse  Axe.  Ä  nnd  B  sind 
die  Brennpunkte.]  Man  kann  auch  sagen:  Bewegt  sich  der 
Scheitel  F  eines  rechten  Winkels  in  einem  festen  Kreise  Jf,  und 
geht  der  eine  Schenkel  FB  stets  durch  einen  festen  ausserhalb 
M  liegenden  Punkt  Bt  so  beschreiht  der  andere  Schenkel  Ff^  , 
eine  Hyperbel,  welche  mit  Jlf  consentrisch  und  B  zum  Brenn- 
punkt hat  —  Da  BF .  BF^  =  Af.  Af^  a  6',  so  ist  folgender 
Satz  bewiesen:  FilH  man  aus  beiden  Brennpunkten  Lothe  auf 
eine  und  dieselbe  Tangente  Ff^  der  Hyperbel,  oder  aus  einem 
Brennpunkt  auf  ein  Paar  paralleler  Tangenten,  so  ist  der  Inhalt 
des  Rechtecks  unter  den  Lothen  constant,  und  zwar  für  beide 
Falle  von  der  Grösse  fr',  also  unabhflngig  von  der  Richtung  und 
Lage  der  Tangenten. 

Ans  der  Construction  der  Tangente  CG  kk  einem  Punkte  C 
der  Hyperbel  ist  das  Verfahren  abzusehen,  wie  durch  einen  be- 
liebigen, ausserhalb  der  Hyperbel  liegenden  Punkt  K  Tangenten 
•n  dieselbe  zu  ziehen  siAd. 

Fig.  61. 


Denn  da  die  Tangente  CGB  der  Ort  gleicher  AbstAnde  ist 
f&r  B  und  einen  bestimmten  Punkt  F  Im  Kreise  nnd  lAr  A 
und  einen  bestimmten  Punkt  B  im  Kreise  B,  so  folgt,  dass  ffir 
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jeden  Punkt  K  in  der  Tfingnnlc  jene  Puiikle  F  und  />  lück» 
warts  bestimmt  und  dadurch  zu  finden  sind,  dass  aus  K  Kreise 
durch  B  oder  A  beschrieben  werden,  welche  jene  gegebenen 
Ortslireise  um  A  und  B  beziehlich  in  F  und  D  schneiden.  Allein 
sie  schneiden  dieselben  auch  noch  in  F^  und  J>|,  woraus  folgt» 
dass  im  Allgemeinen  zwei  Tangenten  durch  den  angenommenen 
Punlit  K  gehen,  wovon  die  eine  BF,  und  die  andere  BF^  und 
ADi  senkrecht  bftUteL  Schneiden  die  Kreise  einander  nicht,  was 
für  beide  Paare  zugleich  eintritt,  so  folgt  dass  K  Innerhalb  der 
Hyperbel  liegt  und  dass  kdne  Tangente  mAglicb  ist;  ber&hrt  sich 
das  ebie  Paar,  so  thut  das  andere  ein  Gleiches,  K  liegt  dann  in 
der  Hyperbel  selbst  und  ist  zugleich  der  BerQhrungspunkt  der 
einzigen  durch  ihn  gehenden  Tangente.  Um  zu  unterscheiden,  ob 
die  beiden  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte  K  ausserhalb 
der  Hyperbel  an  dieselbe  gezogen  werden,  auf  demselben  oder 
auf  verschiedenen  Zweigen  ber&hren,  dient  Folgendes:  Durch  die 
Asymptoten  wird  der  ausserhalb  der  Hyperbel  liegende  Raum  in 
vier  Theile  getheilt,  und  diese  geben  leicht  die  Entscheidung. 
Uegt  K  zwischen  den  Asymptoten  und  der  Hyperbel,  so  gehen 
beide  Tangenten  an  denselben  Zweig,  liegt  K  im  Sussem  Asym- 
ptotenwinkel, so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  TersdiiedeDen 
Zweigen.  Der  Berührungspunkt  einer  Asymptote  kann  sowohl 
auf  dem  einen  als  dem  andern  Zweige  angenommen  werden. 


ruiieii  ist,  sondern  um  so  lauge,  als  der  Tangentenwiukci  (//|) 


Fig.  62. 


Da  die  Tangente  CG  auf 
dem  zugehörigen  Strahl  BF 
senkrecht  steht,  so  ist  es  leicht 
zwei  Tangenten  zu  finden,  die 
einen  gegebenen  Winkel  «  mit 
einander  bilden,  denn  eben  die- 
sen Winkel  schliessen  die  /u- 
gehürigen  Strahlen  nus  /?  oder  // 
ein.  Soll  inshesondt-re  der  Win- 
kel et  ein  Hechter  sein,  so  kann 
der  t)rl  von  K  verlangt  werden. 
Da  aiieli  (1(  r  Winkel  der  zuge- 
hörigen Strahlen  ein  Rechter 
sein  nuiss.  so  ist  klar,  dass  die 
Fordtrnng  nicht  immer  zu  er- 


Beir»ehtiui|rvonBweiiind*inelirHyp«rbeltaDgea(eii«  §16.  S5 


81»  B  an  den  Kreis  A  grösser  als  ein  Rechler  ist;  bt  er  =  B, 
8o  gibt  es  nur  ein  Paar  recbtwinUiger  Tangenten,  nämlich  die 
Asymptoten,  und  dann  ist  der  Ort  von  IC  wS  M  beschrankt 
und  die  Hjperiiel  ist  gldcbseitig,  und  bt  er  drittens  <  It,  so  bt 
die  Forderung  unmöglich,  und  diess  findet  also  statt,  wenn  der 
Winkel  (llj  spits,  mithin  der  Asymptotenwinkei  «  —  {u^  stumpf 
ist  oder  ^  >  a. 

Es  seien  die  Tangenten  XG  und  ICH  zu  einander  recht- 
winklig, so  ist  auch  der  Winkel  GBH^R  und  daher  der  Strahl 
BB^GK^  BG^KH  und  folglich,  da  G  und  B  die  Mitten  der 
Strahlen  BF  und  BB  sind,  liegt  K  in  der  Mitte  der  Geraden  BF, 
Abo  ist,  weil  AB  =  AF  und  KB  =  KF,  AK  senkrecht  auf  2^^ 
und  AK^  +  BK^  =  ^a*  =  2r'  +  2e*  und  demzufolge  schliess- 
lich r'  =  —  b\  d.  h.:  der  Ort  des  Scheiteb  eines  rechten 
Winkeb,  dessen  Schenkel  eine  gegebene  Hyperbel  berOhren,  ist 
ein  Kreb,  welcher  mit  der  Hyperbel  coqzentrisch  ist,  und  dessen 
Radius  r  =s  ^«T'^IT^s  ist.  Aach  bleraus  erkoint  man,  dass  ffkr 
die  gleichseitige  Hyperbel  der  Kreb  sich  auf  einen  Punkt  redu- 
zirt,  während  er  füi-  Hyperbeln  mit  stumpfem  Asymptotenwinkei 
uiunöglich  wird. 

Diese  Ht  tia(  liliing  ergibt  unmittelbar  folgende  Satze:  Ih  elil 
sich  ein  rrrliler  Winkel  um  einen  festen  INinkl  B  und  schneiden 
siMiie  Schenkel  einen  festen  Kreis  A,  der  Ii  nicht  nniscliliesst, 
so  ist  der  Ort  der  Millen  aller  Sehnen,  welche  S«  lininjinnkte 
kreuzweise  verhindrn,  ein  bestimmter  Kreis  /)/,  des>ei»  Mittel- 
punkt die  Mitte  von  AB  ist.  Alle  diese  SehiuMi  sind  zudem 
Tangenten  einer  heslimmten  li\perbel.  Ferner:  Liegen  zwei 
Gegenecken  eines  Rechteckes  in  einer  gegebenen  Kreislinie  M 
und  die  dritte  in  einem  festen  Punkte  ausserhalb  des  Kreises, 
so  ist  der  Ort  der  vierleu  Ecke  eiu  zweiler  Kreis  M, 

§  15.  Betrachtung  von  swel  und  mehr  Ryperbeltangenten. 

Aus  dem  Satze,  dass  die  Gegenpunkte  eines  Iheini|iiinkh's 
in  Bezug  auf  alle  Tangenten  einer  Hyperbel  ein  Kreis  mit  dem 
andern  Brennpunkte  als  Mittelpunkt  und  der  grossen  Axe  als 
Radius  ist,  lassen  sich  mehrere  bemcrkenswerthe  l^olgerungeii 
ziehen.  Seien  CD,  C\D  zwei  Tangenten  mit  den  ßerühniugs- 
punkten  C  und  C\ ,  die  auf  demselben  Zwdge  der  Hyperbel  liegen 
mftgen»  B  ihr  Durchschnittspunkt,,  so  kann  man  die  Gegenpunkte 
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B'  und  B"  TOD  B  in  Bezug  aiir  diese  beiden  Tangenten  be* 
glimmen.  Es  sind  dann  die  Dreiecke  AB'D  und  AB" D  con- 
gruent,  da  AB  sich  selbst  gleich,  AB'  =s  AB*'  =  2a  tmd  DB'  = 
BBs=BB"  bt,  also  bat  man  ^  B'AD  =  B^AB  oder  auch 
GAB  =  C'AB.  Ebenso  lasst  sieb  beweben»  dass  auch 
^  CBB  =s  C'BB  ist,  indem  man  einfach  die  Gegenpunkle  von 
A  in  Betug  auf  die  beiden  gegebenen  Tangenten  su  Hälfe  nimmt 
Etwas  anders  gestaltet  sieb  die  Sache,  wenn  die  Tangenten  CB 


und  C'B  an  verschiedene  Zweige  der.  Hyperbel  gelegt  werden. 
In  ROcksicbt  der  WInItei  i>ei  A  bat  man  in  diesem  Falle  immer 
noch  A  ^^'i>C^^^"i>.  Bho  ^B'AB:=sB''AB»  aber  der 
Strahl  AB  halbirt  nun  nicht  den  Winkel  CAA',  sondern  seinen 
Nebenwinkel  B' AB".  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  in  Bezug  auf 
den  Brennpunkt  B,  man  hat  also  den  Satz:  Zieht  man  von 
einein  Brennpunkte  aus  Strahlen  nach  den  Berührungspunkten 
und  dem  Durchschnittspunkle  zweier  Tangenten  der  Hyperbel, 
so  halbirt  der  letztere  Slridil  i-ntweder  den  Winkel  zwischen  den 
beiden  crslen,  oder  ab«,'r  dessi-n  Nchein^itikel ,  je  nachdem  die 
beiden  Tangenten  an  denselben  oder  au  ver.scliit'dene  ZvNci^e  der 
Hyperbel  gelicii. 

Wir  ziehen  von  ciiit  iii  Punkte  l)  aus  zwei  Tangi'iilcii  m\  di«; 
llyperbfl  hC'  und  lU',  lemer  von  demselben  Punklr  h  die 
Strahlen  nach  den  Brennpunkten.  Bcslinnnt  tiiaii  den  (iogeii- 
[uuikl  A'  von  ./  in  Bezug  auf /»C',  so  ist  ADC'  C'  J> A'  -  -  y 
und  ebenso,  wenn  B'  der  (iegenpunkt  von  B  in  Bezug  aul  CD 


Fig.  68. 
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fol,  ^B'DC==CDB  =  x,  Nun  sind  die  Dreiecke  Ali'D  und 
>l'/>J?congruent,  ^dlAD^A'D,  B D=B'D  und  AB' =A'B=2a, 
also  sind  die  Winkel  ABB*  und  A'BB  einander  gleich  und  man 
bat  z  'i'  2y  t=  z  ^  2x  oder  x  =  y.   In  unserer  Figur  sind  die 

Fig.  64. 


beiden  Tangenten  an  denselben  Zweig  ^'ezo<,'en  worden;  wSre  diess 
nicht  der  Fall  gewesen,  so  hSIten  geringe  Modificatlonen  eine 
analoge  Bexiehung  ergeben,  die  mit  der  bereits  aufgestellten  sich 
SU  dem  folgenden  Satxe  vereinigen  Iftsst:  Zieht  man  von  den 
lieiden  Brennpunkten  einer  Hyperbel  ans  Strahlen  naclr  den 
Durchschnittspunkten  zweier  Tangenten  derselben,  so  sind  die 
Winkel,  veldie  diese  Stralüen  mit  den  Tangenten  bilden,  und 
2war  je  mit  derjenigen  Bichtung  derselben,  die  nach  dem  Be- 
rührungspunkte geht,  einander  gleich,  sobald  die  beiden  Tangen- 
ten an  verschiedene  Zweige  der  Hyperbel  gehen,  und  sie  ergänzen 
sich  zu  zwei  Hechten,  wenn  beide  Tangenten  an  denselben  Zweig 
gelegt  sind. 

liilt  zu  zwei  fesleii  Tangenten  eine  ihillc  l>(>\\ ti^liclie ,  so 
•^iit  lolgeiultr  Satz;  lK:r  Winkfl,  unter  dein  das  zwisclu'n  zwei 
ft'slen  Taiigenlen  Ijeliiullii  hc  Stück  einer  dritten  hewc^liclicn 
Tangente  von  einem  IJreimpuiiKto  aus  gesehen  wird,  ist  coustüiil, 
so  lange  die  bewej^lklit'  Tangeule  nicht  einer  der  festen  parallel 
wird,  ohne  dass  sie  inil  ihr  zusammenfällt;  er  s[)rin^t  hingegen 
in  den  Nebenwinkel  um,  so  oft  der  erwidinte  Tinslaud  eintritt. 
Geben  die  zwei  festen  Taugenleu  au  denselben  Ilyi)erl)elast,  so 
ist  dieser  Winkel  die  Hälfte  von  dem  convex  oder  cou«  av  ge- 
nommenen Winkel,  den  die  vom  Ilreuiiptniktc  Ii  nach  den  lic- 
rührungs|)nnkteu  «ler  zwei  le>leu  Taiii^M  iileu  gehenden  Strahlen 
mit  einander  bilden.  Ijehen  die  zwei  festen  TauL'enleu  an  ver- 
schiedene Uyperbeläsle,  so  ist  der  gcuauule  Winkel  gleich  dem 
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Fig.  65. 


halben  concav  oder  convex  genommenen  Nebenwinkel  desjenigen, 
unter  dem  die  Berührungesebne  der  zwei  festen  Taugeuten  er- 
scheint. 

Sden  in  der  That  CD  und  CD  die  beiden  Testen  Tangenten 
mit  den  Berührungspunkten  C  und  C\  ferner  EC"F  die  beweg- 
liche Tangente  mit  dem  BerflbningspunlLte  C% 
so  SA^CBE^C* BEmAC SF^C BF,  also 
CBE  +  C'BF^^CBE  -^^  CBFsssEBF 
^  CB(f.  Daraus  folgt  nun,  dass  in  irgend  einem 
der  Hyperbel  umschriebenen  Viereck  je  swd  gegen- 
überliegende Seiten  von  einem  Brennpunkte  aus 
entweder  unter  gleichen  Winkeln  gesehen  werden, 
oder  aber  unter  solchen,  die  sich  zu  zwei  Rech- 
ten ergänzen. 

Wenn  in  dem  Torhin  bewiesenen  Satze  die 
Berühmngssehne  CC  der  beiden  festen  Tangen- 
ten durch  den  einen  Brennpunkt  geht,  so  er- 
scheint das  zwischen  diesen  Tangenten  liegende 
Stück  einer  dritten  Tangente  vom  Brennpunkte 
\        aus  unter  rechtem  Winkel  und  der  von  dem 
Brennpunkte  aus  nach  dem  Durchschnittspunkte  der  beiden  festen 
Tangenten  gezogene  Strahl  steht  senkrecht  auf  der  Berflbrungs- 
sehne,  denn  es  ist  DBC  =  DBC'  =  ^  CBC'. 

Wir  ziehen  aus  dieser  Bemerkung  folgenden  Schluss:  Wenn 
CD  und  C' D  zwei  Tangenten  sind,  deren  licruhrungssebne  durch 
B  geht,  so  liegt  der  Gogeiipiiiikt  des  Breiin|>imk(es  A  in  Bezug 
auf  die  Tangente  CD  in  der  Herninnngssehnc  CC'.  Sei  E  dieser 
(iegen|miikl .  so  ist  AD=^DE=u,  l)B  =  v,  ferner  ist  nach 
Früherem  l(K='lu  und  da  DKH  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
ist,  so  hat  man  -  t'*  =  (2«)^  h.  der  I'unkt  D  liegt  derart, 
dass  die  DinV-ren/  der  Quadrate  seiner  AhslfuKh'  von  zwei  festen 
Punkten  A  und  />  eoustant  ist.  Unter  Ih-rfK  k>i(  liligung  des  geo- 
nietiiselien  (hies  in  ^7,4  fol«;t  daher  dci-  Satz:  Zieht  man 
durcli  einen  Ihennpunkt  //  der  lly|ierhel  lieheliige  Selnien,  und 
construirt  (h-n  Ihu'chsehnitlsjjunkt  derjenigen  Tiiiigenten,  welch»? 
je  in  <len  Kndpunkteii  einer  solchen  Sehne  die  ilyperhel  berühren, 
so  Heften  diese  Pm  <  lischnittspunkte  alle  in  einer  (ieraden,  welche 
auf  der  llauplaxe  senkrecht  steht.  l)iese  (ieradc  heissl  Leitlinie 
der  Hyperbel  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  B\  aus  Gründen  der 
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Symmetrie  ergibt  sieb  sofort,  dass  auch  für  den  BreonpuDlit  Ä 
eine  Leitlinie  exnliren  muss.  Die  beiden  Leitlinien  laufen  parallel 
unter  sieb  und  mit  der  Nebenaxe,  und  jede  hat  von  dem  Mittel- 


Fig.  66. 


pimkt  der  xu  B  gebdrigen  Leitlinie  mit  der  Hauplaxe»  so  ist 

P^»  —  PF»  =s  (2  a)  2,  PA  -f-  J?P=  2<?,  also  durch  Division 

PA  —  PB^  2PM  und  PJIf  =  ~;  mau  üiidet  ferner  leicht 

0  C 

PA  =  c  H  =  — — —  und  PB  =  c  =  s=5  — • 

c  c  reo 

Der  uuigekelirle  Salz:  Dass  für  jeden  i'unkl  eiiitT  Leitlinie  die 
Berübrungssehnc  der  von  ihm  aus  an  diu  Ilyperhei  gezogenen 
Tangenten  durch  den  zugehörigen  Brennpunkt  gebt,  bedarf  kei- 
nes ReNveises. 

WeiMi  D  ein  INinkl  der  Hyperbel  auf  dem  den  Brennpunkt  A 
umschUessenden  Zweige  ist,  so  wird  die  Gerade  DA  auf  demselben 
Zweige  einen  Punkt  C,  und  DB  auf  dem  andern  B  umschUessen- 
den Zweige  einen  Punkt  C'  ergeben.  Die  Ilyperljeltangentcn  in 
C  nnd  />  schneiden  sich  auf  der  zu  A  geliüri<;(  n  Leitlinie  L  in 
einem  Punkte  die  Tangenten  in  B  und  c'  aber  in  einem 
Pmikte  E*  der  zu  B  gehörigen  Leitlinie  L'.  Jetzt  sind  die 
Dreiecke  BAE  mid  BBE*  ähnlich,  denn  die  Winkel  bei  B  sind 
einander  gleich,  well  die  Hyperbeltangente  den  Winkel  der  Ldt- 
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strahlen  DA  und  DB  hilftet,  und  die  Winkel  bei  ^1  und  IT  rind. 

Legt 


wie  bewiesfii  worden,  Kechte;  (Icmnacli  ist  = 

Ir  Ii  i)  kl 


man  durch  D  eine  l^irallele  zw  AB,  welche  L  und  L'  in  F  iiod  F' 

oder 


treffen  möge,  so  Ist 


,  .    DA  DF 

also  auch  ^= 


hA        DU        DU  — DA  .  .  >,       AP      1  j 

=       =  ^przTöF'  -^-^  —  -^-^  =  2«  [nach  der 

FundamentaMefinition  der  Hyperbel]  und  DF'  —  DF=FF' 

Fig.  07. 


[gleich  dem  doppelten  Abstände  einer  der  Leitlinien  vom  iUtltei- 

punkte  der  Hyperbel],  also  ^=  ^/y'  d.  h.  för  jeden 

i'unkl  (kl'  llyperbcl  stdil  der  Altstniid  von  einem  llrfniifumkle 
zum  Aiisiand  vun  der  zugeUürigeu  LeiUiuiu  iii  einem  cotibUiilen 
Verhidlniss. 

Ist  die  IJerührniiysselinc  zweier  Tan^^'enleii  die  grosse  Axe, 
so  geht  dieselhi'  diirdi  die  lieiden  Itieinipinikte,  und  wir  lial)en 
sotiiil  zuloii;)'  eint'S  jrnliern  Salzes:  Legi  man  Tangenten  an  die 
Scheitel  der  llanplaxe,  so  erscheint  das  zwisciien  ihnen  liegende 
Stück  irgend  einer  dritten  Tangente  von  beiden  iireimpnnklen 
aus  unter  recliteni  Winkel;  wenn  man  also  einen  Kreis  über 
diesem  Stück  als  Durchmesser  schlägt,  so  geht  derselbe  durch 
die  beiden  Brennpunkte.  Schlägt  man  deshalb  eine  Kreisschaar 
durch  zwei  Teste  Punkte  A  und  Ii,  nimmt  dann  zwischen  den- 
selben zwei  äquidistanle  (lerade  L  und  //,  welche  senkrecht  zu 
AB  stehen,  und  verbindet  vun  den  vier  Punkten»  in  denen  die» 
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8elb«D  jeden  Kreb  schneldea,  je  zwei  diametral  gegenüberstellende, 
80  nmliflllen  die  sich  ergebenden  Geraden  eine  Hyperbel,  deren 
Brennpankte  In  A  und  B  und  deren  Scheitel  in  L  und  V  liegen. 
Der  Grenafall,  wenn  der  Kreis  die  Strecke  AB  zum  Durchmeieer 
hat,  gibt  die  Asymptoten.  Nimmt  man  die  Geraden  L  und  L\ 
ausserhalb  A  und  B,  so  gibt  dieselbe  Construction  eine  Ellipse, 
und  wenn  L  und  L'  resp.  durch  A  und  B  selbst  gclieo,  so  redu* 
zirt  sich  das  Gebilde  auf  die  beiden  Punkte  A  und  B,  Man  kann 
femer  ohne  Weiteres  den  Satz  aufstellen:  Es  seien  Z  and  L' 
zwei  feste,  zu  einander  parallele  Gerade;  lAsst  man  nun  um 
Irgend  efaien  festen  Punkt  A  einen  rechten  Winkel  drehm,  dessen 
Schenkel  resp.  von  L  und  L*  begrSnzt  werden,  so  umhOllen  die 
Hypotenusen  der  so  entstandenen  rechtwinkligen  Dreiecke  eine 
Ellipse  oder  eine  Hyperbel,  jenaciidem  der  Punld  A  zwischen 
oder  ausserhalb  von  L  und  L'  gelegen  ist;  die  Scheitel  des  er- 
zeugten Gebildes  liegen  auf  L  und  L'  und  der  eine  Brennpunkt  ist^. 

Wenn  sich  zwei  feste  Taiiycnten  der  Hyperbel  in  einem 
Punkte  der  Nebenaxe  scIincMlni ,  so  wird  die  Berüliniiigsseline 
derselben  von  beiden  Brt'mipunktefi  ans  unter  gleiclieni  Winkel 
gesellen;  S(»niil  wird  das  zwistlitMi  ihnen  lic^'cndi'  Stück  einer 
beweglichen  dritten  Tangente  von  beiden  nr«'ini|>unkten  aus  ent- 
weder ebenfalls  unter  gleichen  Winkeln  gesellen,  oder  aber  unter 
solchen,  die  sich  zu  zwei  Hechten  erg;inzen.  Man  nlierzengt 
sich  aber  leicht,  »lass  jun-  der  letztere  Fall  eintreten  kann,  indem 
man  die  bevveijliche  Tan'MMite  mit 

Piff  68 

einer  der  beiden  festen  zusannuen-  *  • 

'■V 

fallen  lässt.    Das  in  betra<  lit  koni-  ./T 
mend<!  Stück  ist  dann  gleich  dem  /     ;  \\ 

Abstände  des  hnrchschnittsjiunkles  /  ' /    \    \  \ 


so  liegen  <lie  l'nnkte  A,  /?',  V  in 

einer  Geraden  und  es  ist  K B'  A  -f  E H' ('  —  IHO**;  ferner  bat 
mva-^EBC^^  EB'(),  und  da  EB=^KB'  ^MA,  so  ist  auch 


der  beiden  festen  Tangenten  von 
dem  Berührungspunkte  der  einen 
derselbi'U  und  mau  kann  den  Be- 
weis wie  lol-t  rühren:  Sei  A' der 
nureiischuilt  der  beiden  Taugen- 
ten CK  und  1>K,  />'  der  (ie<ien- 
punkt  von  />'  in  Bezug  auf  C E, 


/ 
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•^EAB'  =  EB'  A  und  entllicli  £AC  EBC=  180".  Dasselbe 
rauss  nun  für  jede  beiiobige  f.age  der  driUen  beweglicben  Tangente 
gelten,  da  die  Winkel  in  A  und  in  B  immer  beide  zugleicb  entweder 
ConsUnt  bleiben,  oder  aber  in  den  Nebenwinkel  des  frühem  über- 
geben. Legt  man  also  durcb  einen  Punkt  der  Nebenaxe  der  Hy- 
perbel zwei  Tangenten  an  dieselbe,  so  ersebeint  das  zwisclien  deo« 
selben  liegende  Stück  einer  l»ewegUcben  dritten  Tangeute  von  den 
beiden  fireonpunklen  aus  unter  zwei  Winkeln,  die  sich  zu  zwei 
Rechten  ergänzen.  Die  Endpunkte  des  genannten  Stückes  liegen 
mit  den  beiden  Brennpunkten  zusammen  auf  einem  und  dem- 
selben Kreise;  mit  dem  analogen  Satze  für  die  Ellipse  Terbvnden 
erhilt  man  also  folgende  GonstrnctIoD  von  Ellipse  und  Hyperbel 
durch  ihre  Tangenten:  SehUgt  man  eine  Kreisschaar  durdi  zwei 
feste  Punkte  A  und  B,  zieht  durch*  irgend  einen  Punict  dw 
Gentralaie  zwei  feste  Strahlen  £  und  L'  symmetrisch  zu  dieser, 
und  verbindet  von  den  vier  Punkten,  in  denen  jeder  Kreis  die* 
selben  schneidet,  je  die  unsymmetrisch  gelegenen,  so  umhüllen 
die  so  erhaltenen  Verbindungsgeraden  eme  Ellipse  oder  eine 
Hyperbel,  je  nachdem  die  Punkte  A  und  B  zwischen  den  beiden 
Strahlen  L  und  L'  oder  ausserhalb  liegen. 

*  S  16.  Asymptoten  und  conjugirto  Durchmesser. 
Oleiohung  der  Hyperbel. 

Wir  haben  folgenden  Satz  bewiesen:  „Der  Winkel,  unter 
dem  das  zwischen  zwei  festen  Tangenten  liegende  Stück  einer 
dritten  Ikeweglichen  Tangente  von  einem  Brennpunkte  aus  gesehen 
wird,  ist  constant,  so  lange  die  bewegliche  Tangente  nicht  einer 
der  festen  parallel  wird,  ohne  dass  sie  mit  ihr  /usammenrällt; 
er  springt  hingegen  in  den  Nebenwinkel  um ,  so  oft  der  erwäbnlo 
Umstand  eintritt.  Geben  die  zwei  festen  Tangenten  an  denselben 
Ilyperbelast,  so  ist  dieser  Winkel  die  Hälfte  von  dtiii  convex 
oder  contav  geiioimnciu  ii  Winkel,  den  die  vom  Brennpunkt  B 
nach  den  Berülirimgspuuklen  der  zwei  festen  Tangenten  gebenden 
Strahlen  mit  einander  bilden."  Setzen  wir  nun  fest,  dass  die 
Asym[)t(tleii  die  l)eidcn  unveränderlichen  Tangenten  seien,  und 
komnien  im  F«'rnern  fdjcroin,  dass  die  Asymploten  als  denselben 
Z>\eig  der  Hyperbel  berührend  bctraelilet  werden  sollen,  so  er- 
scheint die  Berühr uugssekue  derselben  von  den  Brennpunkten 
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aus  unter  dem  AsymptotcnVmkel.  Es  folgt  dalier  unter  Berück- 
sichtigung früherer  Sätze:  Das  zwischen  den  Asymptoten  liegende 
SiOck  irgend  einer  dritten  Tangente  erscheint  von  den  Brenn- 
punkten aus  unter  Winkeln,  deren  Summe  =  ISO**  ist.  und 
zwar  ist  der  eine  fjp.  der  andere  180®  —  q>,  wenn  q>  den  halben 
Asymptotenwinkel  bezeichnet.  Sind  also  die  iUymploten  und 
irgend  eine  ih'itte  Tangente  der  Hyperbel  gegeben,  80  kann  innn 
dieselbe  wie  folgt  construiren:  Man  halbire  den  Süssem  AMnkel 
der  Asymptoten  und  schlage  einen  Kreis  um  das  zwischen  den 
Asymptoten  liegende  Stück  der  Hyperbel,  dessen  Mittelpunkt  in 
der  Nebenaxe  liegt  [weiche  die  Haibirnngslinie  des  äussern 
Asymptotenwinkels  ist].  Wo  dieser  Kreis  die  Halhirungslinie  des 
eigentlichen  Asyraptotenwinkels  [die  Haoptaxe  der  Hyperbel]  Iriflt, 
sind  die  beiden  Brennpunkte.  Sehlflgt  man  jetzt  um  A  und  B 
eine  Kreissttbaar,  so  ergeben  die  Dttrchschnittspunkte  derselben 
mit  den  Asymptoten  nach  Frikherem  durcb  eine  einfache  Con- 
slniction  die  Gesammtheit  der  Tangenten  der  Hyperbel. 

Es  seien  jetzt  MC  und  ilfi>  die  Asymptoten  einer  Hyperbel, 
CD  eine  Tangente  derselben,  ferner  /  der  Durchschnitt  dieser 
Tangente  mit  der  Hauptaze,  und  schliesslich  C'  der  zweite  Durch« 


Fig.  69. 


S4 liniU<^pnnk(  des  Krt'isos  ACBD  mit  der  Asymptote  MC,  so  hat 
man  ziinruiisl:  JA.JB~J(\Jh  d.  Ii.  tl;is  lUM-lilcrk  iiiilci-  den 
Absrhnitien.  welche  die  Ilanptaxe  au!  ilem  /wischen  den  Asymp- 
toten liegeudeu  Stück  irgend  einer  Tangente  der  Hyperbel  bildet. 
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ist  gloicli  «lern  neclilcrk  uiiUt  den  AbsrliniUcn ,  uelclio  di<^sc 
Tangente  anf  der  Slrecke  AB  eizengt.  luv  jeden  beliebigen 
der  Kreise  durcb  Afi  bat  man  weiter:  MC.  MC'  —  MA'^~c-, 
also  da  MC  —  MD,  aucb  MC.  M 1)  —  c"^,  was  den  Satz  ergibt: 
Das  Hefbleck  unter  den  Absebnitten,  weiciie  eine  bewegliciie 
Taogente  der  Hyperbel  auf  den  Asymptoten  bildet,  ist  conslanl, 
and  swar  gleich  dem  Quadrate  über  der  balben  BrenndisUnz. 
Wenn,  wie  rrüher,  tp  der  balbe  Asyniptolenwinkel  ist,  so  ist 
für  jede  beliebige  llyperbeltangenle  die  Flärlu'  des  Dreiecks 
M  JtC  ^  MC.  MD  sin  2tp  =  ^  c"^  sin  29,  es  ist  also  der  lohali 
des  DreitM-ks,  welches  je  eine  Hyperbellangente  mit  den  Asymp- 
toten bildet,  conslant.  Sind  nun  zwei  sieb  scbneiden<le  Orade 
gegeben,  und  man  trigt  in  zwei  Sclieitelwinkeln  alle  möglichen 
Dreiecke  von  gegebenem  Inhalte  ab,  so  ergeben  die  Grundlinien 
dieser  Dreieclte  die  Tangenten  einer  Hyperbel,  weiche  die  ge- 
gebenen Geraden  zu  Asymptoten  hat.  Macht  man  dasselbe  an 
den  beiden  andern  Scheitelwinkeln,  so  erhält  man  die  conjugtrte 
Hyperbel.  Durch  diese  Bemerkung  ist  man  in  den  Stand  gesetzt, 
die  nachfolgende  Aufgabe  zu  lösen:  Gegeben  zwei  sich  schnei* 
dende  Gerade  und  ein  Punkt  Man  soll  durch  den  Punkt  eine 
Gerade  legen,  welche  mit  den  beiden  ersten  ein  Dreieck  von 
gegebenem  Inhalte  bildet  Man  zeichne,  um  die  Lösung  zu  con- 
struiren,  die  durch  die  Grösse  des  Dreiecks  bestimmten  con- 

• 

jugirlen  Hyperbeln,  und  ziehe  vom  Punkte,  der  gegeben  ist, 
Tangenten  an  dieselben,  so  sind  diese  die  gesuchten  Geraden. 
Liegt  also  dieser  Punkt  In  dem  von  beiden  Hyperbeln  ausge- 
schlossenen Theile  der  Ebene,  so  sind  vier  Lösungen  vorhanden, 
liegt  der  Punkt  auf  einer  der  Hyperbeln,  so  gibt  es  drei,  und 
wenn  der  Punkt  innerhalb  einer  der  beiden  Hyperbeln  sich  be- 
findet, so  erbSit  man  zwei  Lösungen  der  Aufgabe. 


Fig.  70. 


Man  kann  noch  einfacher,  als  es 
vorhin  geschehen  ist  die  Tangenten 
einer  Hyperbel  verzeichnen,  von 
welcher  man  die  Asymptoten  ^Cund 
MD  und  eine  Tangente  CD  kennt 
Man  lege  nänilicb  durrb  C  und  D 
zwei  beliebige  parallele  (lerade, 
weirbe  die  Asymptoten  noeb  in  K 


\     und   in  /'  Irellen  mögen,  so  i&i 
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EF  eioe  neiie  Tangenle  der  Hyperbd.  In  der  Tbat  ist  aus  der 
AeholichkeU  der  Dreiecke  ^J?Cond  MDFi  ME:  MI>=:MC:  MF, 
oder  MC,MDs=ME.  MF,  d.  h.  die  Dreiecke  MEF  und  MCD 
h»hen  gleichen  PIfichenlnlialL 

FaasI  man  die  Asymptole  MC  so  auf,  als  gehe  sie  mit  der 
Tangente  CD^n  denselben  Zweig  der  Hyperbel,  nennt  man  fer- 
ner den  Berfihrungspunkt  dieser  Asymptote  [ihren  unendlich  ent- 
fernten, nach  unserer  Annahme  rechts  von  MC  liegenden  Punkt] 
JV  und  den  BerQhrungspunkt  der  mit  CD  beieichneten  Tangente 
e,  so  Ist  SN  II  Jirc,  ^  CBO  =  CBN  =  BCM  und  nach  frahem 


Fig.  71. 

/ 


Satxen:  BCM  =^  jiCG,  also  ^  CBG  =  JCG;  femer  ist 
•^AGC=  BGC  und  somit  sind  die  Dreiecke  AGC  und  BGC 
ähnlich.  Daraus  fuigi  nun:  GC^^AG,  SG.  Durchaus  analog 
wird  die  Relation  GD^  :=  AG,  jBG  abgeleitet,  aus  welcher 
man  in  Verbindung  der  eben  gefundenen  zieht:  GC^GD, 
Das  iwischen  den  Asymplolen  liegende  Stück  irgend  einer  Tan- 
gente der  Uyporhel  wird  vom  Beröhrungspunkle  halbirt.  und 
das  Quadrat  der  Häirie  ist  gleich  dem  Rcciilecke  uulcr  den  I^eil- 
strahlen  des  Rerührungspiinktes.  Da  ACM  ^  B€(i  und  wogen 
der  Aelinliclikeil  der  Dreiecke  AGC  und  BGC  ancli  •:  J{ca=z 
CAG  ist.  so  i»al  man  'rAC/f—CAIf.  somit  AJIr=HC; 
ebenso  wird  A  h'  —  A  h  st'Äu,  iilxisind  die  hreircke  A//C  \iiu\  A  h' D 
gleiclischenkiijjf.  Diess  giiil  riiie  einfaclie  Mrlliode.  iiiii  an  eiiirn 
beliebigen  I'iiiikl  (J  der  ll\p<>rli<'l  die  Tangen!«'  m  /ielieii.  Man 
lege  durch  G  den  L«ilslrald  nach  A,  \\vU\\i\  di»'  As\ iii|»lotrn 
resfj.  in  //  nnd  A  scinieidrl .  niadie  lH-  -—  II  A  und  A  h  HA, 
s*)  isl  C h  die  Tangenle  im  Punkte  Cr.  Aus  der  A«'hnli«  likej|  der 
hn  ie(  ke  AGC  uiid  G  C Ii  fid-l  auch:  AC:  T /?  ^  CG  :  G  Ii,  rh.  iiso 
\*nd  sein:    AI):  It  Ii  =  IfG  :  GB,   somit,  da  CG=^GIi,  ist 


'Digitized  by  Google 


96 


ViertM  Kapitel. 


JC:  CTi  —  AD:  DB,  woraus  ferner,  «la  ABCD  ein  Kreisviereck 
und  <lr«l.nll)  Ai\  im  -f  C B.  AIJ  =  JD.  J)C=^ic,  DC  bt,  sich 
ergibt:         7)7^  =  CJi.  AD=c.  CD. 

Üio  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Dun  hmcssers  sind, 
wie  leicht  zu  hewclsen  ist,  einander  parallel.  Aber  nicht  jeder 
Durchmesser  der  Hyperbel  schncidrt  auf  derselben  zwei  Punkte 
aus  Qede  durch  <Ieii  iMittelpunkt  M  gehende  Gerade  heisst  Durch- 
messer der  Hyperbel],  so  das»  also  in  dem  gleichen  Sinne  wie 
für  die  Ellipse  keine  cnnjugirlen  Durchmesser  fOr  die  Hyperbel 
existiren.  Bei  der  Ellipse  wurden  nämlich  zwei  Durehmesser 
conjugirle  genannt,  von  denen  jeder  zu  den  Tangenten  in  den 
Endpunkten  des  andern  parallel  war.  Diese  Definition  lässt  sieh 
nun,  wie  man  sofort  einsieht,  nicht  unmittelbar  auf  die  Uyperbel 


übertragen.  Man  nimmt  desshalb  die  conjugirte  Hyperbel  zu 
Hfllte,  und  nennt  zwei  conjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel 
solche,  Ton  denen  jeder  parallel  ist  zu  den  Tangenten  in  den 
Endpunkten  des  andern,  insofern  diese  Endpunkte  das  eine  Mal 
auf  der  Hyperbel  selbst,  das  andere  Mal  auf  der  conjugirten 
Hyperbel  gemessen  werden.  Es  seien  wiederum  CMD'  und 
C'MD  die  Asymptoten  der  Hyperbel,  *CJ>  eine  Tangente  mit  dem 
BerQhrungspunkte  G  [es  ist  dann  CG  =  GD]  ;  diese  Element« 
bestimmen  durch  einfaches  Ziehen  von  Parallelen  durch  C  und  J> 
mit  €?Jlf  ein  Parallelogramm  CC'DD'.  VerlAngert  man  nun  GM 
bis  G'  und  zieht  durch  ilf  die  Parallele  FF*  zu  CD,  so  ist  FF' 
und  GG'  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  in  Bezug  auf /die 
Uyperbel.  Es  ist  nun  AG,  SG=sCG^=z  MF^  d.  h.:  Das 
Rechteck  unter  den  Leitstrahlen  irgend  eines  Punktes  der  IIyi)erbel 
ist  gleich  dem  Quadrate  des  halben,  diesem  Punkte  entsprechen- 


Fig.  72. 
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(Ion  conjiigirlen  Durchmessers.  Es  seien  a  ~  AG  und  ß  =  PC 
die  Leitstraiilen  des  Punktes  G,  so  hat  man  a'-h  =  2«!^+  2r'*; 
es  ist  aber  aß  =  b^^  also  («  —  =  2(rt,2  —  6,'  +  c\  oder 
da  a  —  ^  =  2  tf  [wo  wie  immer  2 «  die  Hauptaxe  der  Hyperbel 
ist],  2rt^==«|'^  —  +  c^,  und  unter  Berücksichtigung  der 
Formel  n'^  =  c'^  —  6',       —  6,2  —  ^2  —  Jq  Worten: 

Die  Differenz  der  Quadrate  zweier  conjugirter  Durchmesser  ist 
constant  und  gleich  der  Differenz  der  Quadrate  der  Axen.  Wie 
bei  der  Ellipse,  siod  auch  bei  der  Hyperbel  die  Axen  ein  Paar 
conjugirter  Durchmesser,  und  zwar  kann  bewiesen  werden,  dass 
sie  die  einzigen  zu  einander  senkrecht  stehenden  sind.  Um  die 
Bedeutung  der  Asymptoten  su  erkennen,  beachte  man  den  Satz: 
Jedes  Paar  conjugirter  Durchmesser  einer  Hyperbel  ist  ein  den 
Asymptoten  zugeordnetes  harmonisches  Strahlenpaar.  In  der  That 
schneidet  die  Gerade  FG  die  coigugfarten  Durchmesser  und  die 
Asymptoten  in  vier  harmonischen  Punkten,  von  denen  einer  in 
unendlicher  Entfernung  liegt,  während  sein  zugeordneter  sich  in 
der  Mitte  der  beiden  Qbrigen  befindet  Man  findet  also  das  ge- 
sammte  System  coigugirter  Durchmesser  der  Hyperbel,  indem 
man  einfach  zu  den  Asymptoten  alle  harmonisch  zugeordneten 
Strahlenpaare  constniirt.  Wenn  nun  von  vier  harmonischen 
Strahlen  zwei  zusammenfallen,  so  vereinigt  sich  mit  ihnen  allemal 
noch  ein  dritter,  so  dass  also  jede  der  Asymptoten  selbst  *als  ein 
Paar  zusammengefallener  coigugirter  Durchmesser  sich  darstellt. 

Nennt  man  G  und  F  coqjugirte  Punkte  der  beiden  Hyper- 
beln, und  bezeichnet  die  Leltstrahleli  FÄ^  und  FB^  [wo 
und  7?j  die  Brennpunkte  der  conjugirten  Hyperbel  sind]  mit 
«1  und  so  hat  man:  («^  -f  jSj  =3 «  4.  wo  «  und  ß  wie 
vorhin  die  Leitslrahlen  des  Punktes  G  sind.  Es  in  der  That 
(a  +  =  2  [a^^  +  +  und  aus  Symmetriegrfinden  folgt, 
da  ja  aj  und  auch  conjugirte  Durchmesser  der  F  enthaltenden 
Hyperbel  sind:  (a^  +  jSJ^  =:  2  (a,^  +  h^^  +  [die  Brenndistanz 
2r  ist  ffir  beide  Hyperbeln  dieselbe].  Man  hat  also  (a  +  /3}^a= 
(ft,  +  /Sj)*  oder  («  +  /?)  =  («i  +  jSj) ,  wie  behauptet  worden  ist.  ' 

Die  Linie  FG  wird  von  der  einen  Asymptote  halbirt,  und 
ist  der  andern  parallel ;  da  nun  G  ein  beliebiger  Punkt  der  einen 
Hyperbel  ist,  so  haben  wir  den  Satz:  Jede  Parallele  mit  der 
einen  Asymptote  wird  in  ihrem  Abschnitte  zwischen  zwd  coiyugir- 
tra  Hyperbeln  von  der  andern  Asymptote  halbirt. 

Sttiaer,  ElnnMiUrtlicorle  der  Ke^hchnilM.  7 
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Pfi-  Inhalt  eines  zwei  conjugirlen  Hyperbeln  umschriebenea 
Paralleloij'ramms,  dessen  Seilen  zwei  conjugirlen  Dm  ( InnesserD 
parallel  sind,  oder  dessen  Kcken  auf  den  Asymptoten  liegen,  ist 
conslniii.  und  zwar  gleich  2c^stn2q),  wo  q>  den  halben  Asymp- 
totenwinkel  bezeichnet.  Man  kann  daher  auch  sagen:  Wenn  in 
den  Winkeln  zweier  sich  schneidenden  Geraden  eui  Parallelo- 
gramm von  constanlem  Inhalte  sich  verschiebt,  so  umhülieo 
seine  Seiten  zwei  conjngirto  Ilyperheln,  welche  jene  Geraden  za 
Asymptoten  haben.  Sind  die  Hyperbeln  gleichseit^,  so  ist  auch 
das  Dreieck  MCG  rechtwinklig,  und  ebenfalls  von  constanlem 
Inhalt,  nämlich  gleich  dem  vierten  Thcil  des  Dreiecks  AI  CD. 
Wenn  sicii  also  ein  rechtwinkliges  Dreieck  von  constantem  Inhalt 
so  bewegt,  dass  der  eine  spitze  Winkel  fest  ist  und  der  Rechte 
eine  Gerade  beschreibt,  so  durchlftult  der  andere  spitze  Winkel 
eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Aus  einem  fröbem  Satze  folgt,  indem  man  zu  zwei  an  den- 
selben Hyperbelast  gehenden  Tangenten  die  Asymptote  als  dritte 
hinzufügt:  Gehen  zwei  Tangenten  an  denselben  Hyperbelast»  so 
erscheint  die  Berfibmngssehne  von  einem  Brennpunkte  aus  unter 
doppelt  so  grossem  Winkel,  als  das  Yon  beiden  Tangenten  ab- 
geschnittene Stftck  einer  Asymptote.  —  Seien  MC  und  üf^  die 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  CJD  und  EF  zwei  Tangenten  derselben 


mit  den  Beröhrungspunkten  G  und  JET,  soiti  CF\\GB  ||  ED,  wie 
die  elementarsten  Betrachtungen  erweisen.  Wenn  die  BerObrungs- 
sebne  6J7  die  Asymptoten  noch  in  den  Punkten  P  nnd  Q  trifll, 
so  ist  noch  PJ7=  GQ,  Schliesslich  gebt  noch  die  Verbindnngs- 
gerade  der  Mitte  m  von  GH  mit  M  durch  den  Durcbschnltts- 


Plg.  73. 
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jumkt  der  beiden  Tangeiilen  CD  und  KF.  Daran  knüpfen  sich 
folgende  Satze:  Wciui  ein  beliebiges  Tangenlenpaar  an  die  Hy- 
perbel gelegt  wird,  so  werden  die  von  denselben  auf  den  As\nip- 
tolen  abgesclinittenen  Stücke  von  der  Derülirungssebne  haibirt.  — 
Bei  einer  Sekante  der  Hyperbel  sind  die  Stücke  zwischen  den 
Asymptoten  untl  der  Hyperbel  gleicli.  Wenn  daher  die  Asymptoten 
gegeben  sind  und  irgend  ein  Punkt  C,  so  kann  man  alle  andern 
Punkte  der  Hyperbel  bestimmen,  wenn  man  durch  C  beliebige 
Slrablen  zieht  und  auf  jedem  Strahle  von  einer  Asymptote  aus 
dasjenige  Stück  abträgt,  um  weiches  C  von  der  andern  Asymptote 
entrernl  ist  —  Voa  xwei  conjugirten  Durclimessern  haibirt  jeder 
die  mit  den  andern  parallelen  Sehnen.  —  Der  Durchmesser, 
welcher  ein  System  paralleler  Selincn  haibirt,  ist  der  Ort  der 
DurcbscbDittspankle  der  an  die  Endpunkte  jeder  dieser  Sehnen 
gelegten  Tangenton. 

Auf  der  Hyperbel  wählen  wir  zwei  Punkte  C  und  //,  deren 
sugebörige  Tangenten  DJE  und  FG  sein  mögen.  Durch  P  legen 
viir  die  Strahlen  HP  und  CP,  welche  die  Asymptoten  resp.  in 
h  und  A|,  e  und  c,  treffen  mögen.  Legt  man  nun  durch  C  eine 


Fig.  74. 


Parallele  Cd  xu  MG  und  durch  c,  eine  Parallele  e^L  zu  AA|  so 
ist  A  CLci  ^  >^  £C=s  Ac.  Es  sind  aber  die  Drdecke 
LCD  und  GEB  ähnlich,  und  es  verhält  sich  DCiDB^  1 : 2, 
also  ist  auch  LCiGE=iti2  oder  he^^GS,  In  ähnlicher  Welse 
findet  man  c,  =  ^  FD»  Nimmt  man  also  auf  der  Hyperbel 
zwei  feste  Punkte  an,  und  lässt  einen  dritten  Punkt  sich  in  der 

7*  " 
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Ilypprlifl  forlln'wpgcn ,  so  bilden  die  durch  die  feslen  Punkte 
nach  (hm  he\vo«»liclien  gezogenen  Sekanten  auf  den  Asymptoten 
constante  Al»schnilte,  welche  halb  so  gross  sind  als  die  ent- 
sprechenden Abschnitte»  welche  die  in  den  feslen  Punkten  ge- 
zogenen Tangenten  auf  den  Asymf>totcn  bilden.  Dieser  Satz  kann 
benutzt  werden,  um  eine  Hyperbei  zu  construiren,  die  durch 
drei  gegebene  Punkte  geht,  und  eine  gegebene  Gerade  lur 
Asymptote  hat.  Seien  die  Punkte  mit  C,  Jl ,  P  bezeichnet»  so 
bestimmen  die  Strahlen  PC  und  PH  auf  der  Asymptote  einen 
Abschnitt  ch.  Lässt  man  nun  diese  conslante  Länge  eh  auf  der 
Asymptote  fortrücken,  so  beschreibt  der  Durchscboittspuilki  der 
Strahlen  Cc  und  Hk  die  IlyperbeL 

Wir  wollen  zum  Schlüsse  noch  angeben,  dass  in  durchaus 
analoger  Weise,  wie  diess  für  die  Ellipse  gcsrliclien  ist,  auch  für 
die  Ilypcrliel  eine  Gleichung  ihrer  Punkte  oder  ihrer  Tangenten 
in  Bezug  auf  zwei  conjugirte  Durchmesser  als  Coordinatenaxen 
gefunden  werden  kann.  Man  erhält»  wenn  und  diese 
conjugirten  Durchmesser  beseichnen  [wo  er,  derjenige  ist»  welcher 
die  Hyperbel  schneidet,  während  &,  seine  Endpunkte  auf  der 
conjugirten  Hyperbel  liegen  hat]  für  die  Punkte  der  Hyperbel 
die  Glelchmig 

1  ' 

und  für  die  Tangenten  der  Hyperbel 

«»•_*!!  —  1 
X  t       yt       *  • 

zwei  (ileiclnmgen ,  die  sich  von  diMi  analogen  für  die  Ellipse 
nur  dadurch  unterscheiden»  dass  au  die  Stelle  von  getreten 


Man  kann  auch  die  Asymptoten  so  Coordinatenaxen  wftblen. 
In  welchem  Falle  die  Gleichung  der  Hyperbel  sowohl  In  Betracht 
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ilirer  Puiikle  als  auch  ihrer  Taiigtuiteii  sehr  einfach  wird.  Sei 
nämhch  C  irguiid  ein  Punkl  der  Hyperbel,  die  zugeliörige 
Tangente,  so  ist  CD  =  CE.  ferner  MD  =  Y  =  2y,  und  ME  = 
A'=  2x.  Isi  nun  cp  der  Asymptotenwiukel,  so  ist  uach  Früherm 
[weiiD  c  die  halbe  Breouweite  ist] 

arr^c*  sin  39» 

die  Gldcliung  der  Hyperbel  in  Beiug  auf  die  Tangenten,  und 

ary  =       sin  2gj 

die  (jleichinig  der  Hyperbel  in  lie/ug  auf  die  l'nnkle,  beidemal 
die  Asyiiiptolcii  als  Courdiualcuaxeu  vorausgeselzU 
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Die  ParalieL 


S  17*  Eigenaofaaften  der  Parabel  In  Beang  auf  Ihr«  Punkte 

und  ihre  Tangenten. 

Die  meisten  Eigeiisdiafleii  der  rarabel  lassen  sieii  voraus- 
sagen, indem  man  die  Ellipse  oder  die  Hyperbel  so  Sj)ezialisirt, 
dass  sie  zur  Parabel  wird.  In  der  Tliat  ersriieint  die  l'arabel 
in  mandierlei  Uiicksicbl  als  L'ebergangsfall  der  beiden  genannleu 
Curven,  oder  uiugekebrt,  sie  ersrbeint  als  jede  derselben.  Dcss- 
lialb  stellen  sich  die  wesentlichsten  Eigenscliaflen  der  Parabel 
als  Uebergängc  dar,  und  bieten  dadurch  on  mehr  Interesse  als 
im  allgemeinen  Falle,  iudem  sie  einfachere  geometrische  Erscbei- 
nuogen  zeigen,  die  durch  ihren  Zusammenhang  mit  allbekannten 
Elemeolars&Ueu  überraschen  und  zugleich  zu  zahlreichen  Fol- 
gerungen Anlass  geben,  die  nicht  minder  anziehend  sind,  und 
sich  ebensowohl  auf  die  Parabel  als  auf  die  mit  ihr  aiiflreteoden 
filementarflguren  für  sich  betrachtet  beziehen. 

Hält  man  bei  der  Ellipse  den  Urennpunkt  B  und  den  ibm 
lugehörigeu  Scheitel  .V  der  Uauptaxe  fest  und  lässt  letztere 
wachsen,  bis  sie  unendlich  «^rnss  wird,  so  bleiben  während  dieser 
VerioderuDg  die  früher  aufgesteUien  Eigenschaften  der  ElHpse 
UDgestört,  so  dass  angenommen  werden  darf,  dass  sie  auch  in 
jenem  Endfalle  noch  stallfinden,  wo  die  Axe  unendlich  wird,  oder 
wo  die  Ellipse  in  die. Parabel  übergehl.  Dabei  entferoeD  sich 
offenbar  der  Mittelpunkt  der  andere  Brennpunkt  A  und  der 
sweite  Scheitel  der  Hai^xe  lugleich  in's  Unendliche,  ebenso 
die  ganie  kleine  Axe.  Daher  werden  alle  Strablen,  welche  ans 
gegebenen  Punkten  nach  A  gehen,  mit  der  Axe  SB  parallel  sein, 
und  ebenso  wird  der  Kreis  Jf,  welcher  die  Axe       lum  Durdi- 
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iiiesser  hat,  iu  die  Taiigcitle  im  Scheilel  S  der  Parabel  übergehen, 
l'iiler  (Husen  veränderten  Unisländen  ninsslen  also  die  wesent- 
lichsten Sälze  über  die  Ellipse  sirh  darslcllcii  und  niil  Aiideutiitig 
derselben  sich  ansspreclien  Uissi'ii.  Z.U.:  Die  Slraiileii  aus  einem 
l'arabelpunktc  C  nach  den  [iiennpunkten  ft,  A  tiilden  mit  (b>n 
Taugeuleii  gleiche  Wiui\ei  uud  zwar  isl  der  Slralii  CA  jtarallel 


der  Axc  6'^',.  Darauf  gründet  sich  folgende  ConstrucUoa  der 
Tangente  in  einem  Punkte  V  der  Parabel:  Man  trage  auf  der 
Aie  vom  Brennpunkte  D  abs  nach  der  Seite  der  Leitlinie  bin 
das  Stück  BG=:BC  ab,  so  ist  GC  die  gesuchte  Tangente. 
Ferner:  Die  Stialilen  ai|B  dem  endlich  entfernten  Brennpunkte  ß 
nach  den  Deiüljrungspunklen  und  dem  Durchschnitte  zweier 
Tangenten  bilden  zwei  gleiche  Winkel,  und  die  Strahlen  aus 
dem  unendli(  Ii  cntreniten  Brennpunkte  nach  denselben  Punkten 
laufen  in  gleichen  Abständen.  Die  Fusspunkte  der  Perpendikel  aus 
dem  vorliegenden  Brennpunkt  B  auf  die  Taugenten  der  I'arabel 
liegen  in  einem  unendlicli  grossen  Kreise,  weicher  die  Parabel  im 
Sclieltel  S  berdbrl,  d.  h.  in  der  Sclieiteltangente.  Audi  vom  Ort  des 
Durcbscbnittes  rechtwinkliger  Tangenten  weiss  man  sofort,  dass  er 
eine  Gerade  sein  wird,  die  senkrecht  xu  der  Aze  steht,  denn  der  auf 
der  Aze  gelegene  Durclischnitt  sweler  rechtwinkliger  Tangenten 
kann  offenbar  nicht  in's  Unendliche  rücken,  wenn  die  Ellipse  in 
die  Parabel  ubergeht  Der  Bülfskreis  mit  dem  Mittelpunkt  A  und 
dem  Radius  2  a  [die  gewöhnlichen  Bezeichnungen  fiir  die  Ellipse 


Fig.  76. 
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vorausgesetzt]  Irilll  die  Ilaiiptaxe  SS^  in  einem  Punkte  F,  wobei 
stets  JiS:=SF;  im  tirenzfalle  geht  also  dieser  Kreis  in  die 
Leitlinie  über.  Ferner:  Der  Kreis  iibtr  ilciii  Durchmesser  BF 
schneidet  den  Kreis  M  [über  der  grossen  Axe  als  Dun  liintsser] 
in  zwei  Punivlen,  durch  welche  aus  F  zwei  Tangeuten  dei  El!ij)se 
gehen,  die  allemal  zu  einander  reditwinklig  sind;  daher  ist  die 
Leitlinie  zugleich  der  Ort  der  Scbnittpuakte  der  sich  recUlwiuklig 
schueidenden  Tangenten. 

Dieselben  Resultate  folgen,  wenn  man  von    der  Hyperbel 
ausgeht,  was  nicht  naher  ausgeführt  zu  werden  braucht. 

Zufolge  der  Definition  ist  die  Darabel  der  Ort  eines  Dunkles 
C,  welcher  von  einem  festen  Punkte  7?  und  einer  festen  Geraden 
L  gleichweit  enirernt  ist.  Es  ist  also  CD  =  l  =  BC  =  b,  und 
wenn  man  den  Strahl  BD  zieht,  a  =  a^.  Die  tierade  CF,  welche 
1)  den  Winkel  [bl]  bälflel,  2)  BT)  rechtwinklig  hälftet  und  3)  OrU- 
linie  ist  des  Punktes,  der  von  JJ  und  i>  gleichen  Abstand  hat, 
Irilft  die  Parabel  nur  in  einem  einzigen  Punkte  und  hcisst  dess- 
halb  Tangente  der  Parabel  im  Punkte  C\  der  ihr  Derühruugs- 
punkt  genannt  wird.  Ware  noch  ein  zweiler  Punkt  C\  der  Para-  • 
bei  vorhanden,  so  wäre  bi  =l^=i  C^D\  aber  diese  letzlere  Strecke 
ist  Hypotenuse  im  rechtwinkligen  Dreieck  DD^C^,  also  grösser 
als  die  Kathete  /, ,  womit  gezeigt  ist,  dass  kein  Pimkt  der 
Parabel  sein  kann. 

Der  Punkt  D  heisst  der  Gegenpunkt  der  Parabel  in  Bezug 
auf  die  Taugente  CG,  woraus  der  Satz  folgt:  Die  Gegenpunkte 
des  Drennpuuktes  der  Parabel  in  Bezug  auf  ihre  sännutlicben 
Taugeuteu  liegen  auf  der  Leitlinie.  Da  ferner  FS  =  SB,  und 
da  CG  die  Strecke  DB  bäJftet,  so  folgt:  dass  die  Fusspunkte 
der  vom  Brennpunkte  aus  auf  sämmlUcbe  Tangenten  der  Parabel 
gefällten  Perjietidikei  auf  der  Scheiteltangentc  liegen. 

Die  nachfolgenden  Sätze  bedürfen  nun  keines  weitem  Be- 
weises mehr: 

Bewegt  sich  ein  veränderlicUes  gleit  hschenkliges  Dreieck  BGB 
unter  der  Bedingung,  dass  der  eine  Endpunkt  B  der  Grundlinie 
BB  in  einem  festen  Punkte  bleibt,  und  der  andere  B  eine  feste 
Gerade  L  durchlauft,  auf  welcber  der  anliegende  Schenkel  CB 
steta  senkrecht  bleibt,  so  beschreibt  die  Spitze  eine  Parabel, 
welche  die  genannten  festen  Elemente  zu  Brennpunkt  oder  Leit- 
linie bat 
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Die  gusammlen  Tangenten  der  l'arubel  werden  ^rliullen, 
wenn  man  am  B  nach  L  alle  möglichen  Strahlen  BD  zieht  und 
jeden  durch  eine  senkrechte  Gerade  EC  hAUtet.  Diese  Gerade 
beschreibt  als  Tangente  die  Parabel. 

Gebt  der  eine  Sehenkel  Eli  eines  rerlitcu  Winkels  BEC 
stets  durch  einen  festen  Punkt  B,  während  sein  Scheitel  E  irgend 
eine  Gerade  SE  durchläuft,  so  beschreibt  der  andere  Schenkel 
als  Tangente  eine  Parubel,  welche  den  festen  Punkt  zum  nrcnit- 
punkte  und  die  feste  Gerade  zur  Tangente  im  Scheitel  hat  [so 
das«  also  das  Perpendikel  von  B  mf  SS  die  Axe  ist]. 

Ad  die  vorstehenden  Betrachtungen  scUiessen  sich  leicht 
mehrere  Eigenschaften  der  Parabel,  die  man  vortugsweise  bei 
der  analytischen  Methode  zu  beweisen  und  hervorzuheben  pflegt. 
Indem  man  die  Aze  der  Parabel  und  ihre  Scheiteltangente  zu 
GoordinateDaren  wAhlt,  zieht  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  C 
der  Gurve  die  QnUnate  y  und  die  Normale  n  =  CS,  so  heissen 


Fig.  77. 
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CGsst  die  Tangente,  Gx^»  die  Subtangente,  xH^m  die 
Subnormale  und  Sx^sax  die  Abscisse.  Nun  ist  n  ||  BD,  daher 
i^BB,  aberdalssfra  j9C;[weil|8ssa],  so  MBG^BB, 
d.  h.:  Die  Tangente  und  die  Normale  schneiden  die  Axe  in 
gleicher  Entfernung  von  B,  und  zwar  ist  diese  Entfernung  dem 
zugehörigen  Leitstrahle  gleich.  —  Da  »  gleich  und  parallel  BB, 
so  ist  A  BFB&t  HxC,  daher  ms  Pi^ oder:  Die  Subnormale 
fflr  jeden  beliebigen  Punkt  der  Parabel  Ist  constant  und  zwar 
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gleich  d^m  AbsUode  des  Brennpunkts  ron  der  LdtlUde.  —  Da 
ferner  bss^BG  und  BS  senkrecbl  auf  t,  w  iA  £G^  EC  und 
folglich  sowohl  A  BSG  £V  BJC,  als  aucii  A  BEG  ^  DBC,  daher 
SG  =sJC=:  X  uud  'BGssBC  (also  auch  FG^Bx),  d.  Ii.: 
das  Stück  jeder  Tangente  vom  Berührungspunkte  C  his  zur  Axe 
G  wird  von  der  Tangente  im  Scheitel  S  gchälflet.  Ebenso  ergiht 
sich:  die  Sublangcnte  Gx  wird  durch  den  Sciieitcl  gchälflet,  oder 
sie  ist  doppelt  so  gross  als  die  Abscisse.  Vermöge  des  recht- 
winkligen Dreiecks  GCH  ist  i/^  =  Gx .  xU,  d.  h.  y*  =  2x  .  \p=i 
px»  wo  p  die  doppelte  l^iUernung  des  lireinipunkles  von  der 
Leitlinie  ist,  und  der  l'iiranielcr  der  I'arabel  lieissl.  Die  Ilelalion 
fßz=^px  ist,  wie  nuiii  sicli  ausdi  iic  kt,  die  Cileicliung  der  I'arnbel 
iu  lieziig  auf  die  Axe  und  die  Scbeitellangcnte  als  Coordinalenaxen. 

Wir  haben  gesehen,  wie  die  gerammten  Tangeuleii  der  Parabel 
durch  die  S(rablen  aus  Ti  (bis  an  L)  bestimmt  werden.  Diess 
setzt  uns  in  den  Slainl,  über  die  Richtung  der  Tangenten  zu 
verfügen,  nanilich  Tangenten  zu  legen,  deren  Kichtuug  gegeben 
ist,  oder  welche  einen  gegebenen  Winkel  mit  einander  ein- 
st lilies.^en.  Ilei  allen  diesen  Anlgalien  kann  man  sich  auf  die 
analogen  Conslruc  lionen  für  l'^llipse  und  ll)perbei  stützeu,  was 
die  Ableilungen  wesentlich  erleiclilert. 

Ziniaclisl  lösen  wir  die  Anfgahe,  Tangenten  an  die  l'aral»el 
zu  legen,  welche  einer  gegebenen  (ieraden  G  parallel  sind,  wenii 
von  der  Paralx-I  nur  der  Ih'ennpunkl  l:  mid  die  Leitlinie  L  vor- 
liegen.  Mau  fälle  aus  ß  das  l'erpendikel  B II  auf  G  und  lialliire 
-j,:  den  Abschnitt  desselben,  ueUlier 

I  zwischen  B  und  L  liegt,  durch  eine 

senkrechte  Gerade,  so  ist  diese 
die  verlangte  Tangente,  liier  tritt 
die  Leillinie  als  der  Ort  der  (i egen- 
punkte des  l'arabelbrennpunkles  in 
Hezng  auf  alle  Tangenten  dieser 
Curve  auf.  Aber  der  Ort  der  Gegen- 
punktc  besteht  aus  der  Keillinie 
und  noch  einer  unendlich  eni lern- 
ten (Ieraden,  wie  man  sofort  ein- 
sielil.  werni  man  für  den  analogen  Fall  bei  der  Ellipse  den  ent- 
sprechenden tM  lskreis  unendlich  gross  werden  lässt,  uinl  bedenkt, 
dass  uach  IVüüereiu  alle  uuendUch  eatfernleu  Punkte  der  Ebene  so 
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aufgefassl  werden  köiiiieii,  als  oi)  sie  eine  eiii/ige  (•iTude  bildeten. 
Erp^äuzt  man  aul  (Jrnnd  dieser  Bemerkung  die  vorhin  gegebene  Cou- 
struetion,  so  gelangt  man  zu  dem  Salze:  Die  I'arabel  hat  keine 
zwei  parallelen  Tangenteu  in  angebharer  Fnllernnng,  wobl  aber 
ist  mit  jeder  Tangente  eine  unendlich  entlernle  j)arallei.  Diese 
unendlieii  entfernten  Tangenten  fallen  alle  mit  der  uneiidlieli  ent- 
fernten (leraden  der  Kbene  zusannnen,  diese  hat  also  keine  be- 
stimmte Hiehlung,  sondern  ist  mit  jeder  beliebigen  Geraden  der 
tbene  parallel.  —  Wird  der  Slrahl  HR  der  fieitlinie  parallel,  so 
ist  gar  ktiiie  sichtbare  Tangente  vorhanden;  diess  ist  aber  ofTenbar 
der  einzige  Fall  dieser  Art.  Also:  Es  gibt  nach  allen  mögliehen 
riichtungen  sichtbare  Tangenten  der  Parabel,  ausgeoojuiueii  eine 
einzige  Hiehlung.  nämlich  die  Richtung  der  Axe. 

Soli  eine  Tangente  mit  der  gegebenen  Geraden  G  parallel 
sein,  oder  sie  unter  irgend  einem  gegebenen  Winkel  cp  schneideOt 
so  ist  sie,  wie  das  Vorslebendc  klar  zeigt,  leicht  zu  finden. 

Es  soUea  ferner  zwei  Tangenten  gezogen  werden,  welche 
einen  gegebenen  Winkel  9  bilden.  Auch  dieser  Forderung  ist 


Fig.  79. 


leicht  zu  geoAgen;  nlmlich  man  ziehe  aus  B  zwei  Strahlen,  deren 
Wioiiel  9|  der  Nebenwhikel  von  9  ist,  so  sind  die  zugehörigen 
Tangeuten  die  verlangten.  Oder  da  der  Strahl  BJ^  den  Winkel 
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SBC  bilflet  («2  SS  «,  e=a «),  80  nehme  man  einen*  Winkel  MBC  = 
29,  80  geben  dessen  Sdienliel  aliemai  die  BerfihrnngspnnkCe  C,  M 
eines  Tangentenpaarea,  welelies  den  gegebenen  Winkel  einachliewt 
Ziigteicb  folgt  bieraua,  dass  der  doppelte  Winkel  9  irgend  sweier 
Tangenten  mit  demjenigen  MBC,  welchen  die  aus  dem  Brenn- 
punkte nach  den  BerOhrungspunkten  gesogenen  Strahlen  bilden, 
zusammen  es  4 A  ist;  oder:  dass  der  inssere  Winkel  irgend  sweier 
T^enten  allemal  halb  so  gross  bt»  als  der  Brennpunktswinkel 
über  der  Berfthrungssehne. 

bt  insbesondere  9  s  so  bt  auch  <p^^R  und  folglich 
MBCss2R^  oder  MBC  liegen  in  einer  Geraden.  Daraus  folgt: 
Schneiden  zwei  Tangenten  der  Parabel  einander  unter  rechtem 
Winkel,  so  geht  die  Berfthrungssehne  CM  allemal  durch  den 
Brennpunkt  B,  und  umgekehrt,  zieht  man  durch  B  Irgend  eine 
Sehne,  und  legt  in  ihren  Endpunkten  C,  üf  Tangenten  an  die 
Parabel,  so  sind  dieselben  rechtvilnklig  zu  einander.  In  diesem 
Falle,  in  welchem  (p  =  (p^  =  R  und  auch  die  Winkel  bei  F  und 
£  Rechte  sind,  ist  Ii  VKE  ein  Rechteck,  dessen  Diagonalen  sich 
in  /'  liälfleii,  und  tia  EV  in  der  festen  (leraden  SE  liegt,  so 
muss  also  K  [weil  ]iP=^PK']  iti  L  liegen  d.  Ii.:  der  Ort  des 
Durchschnittspunkles  K  reclitwinkllger  Tangenten  ist  die  Leitlinie. 
Und:  Werden  aus  irgen<I  einem  Punkte  K  in  der  Leitlinie  zwei 
Tangenten  an  die  Parabel  gelegt,  so  schliesseu  dieselben  allemal 
einen  rechten  Winkel  ein,  und  ihre  Üerührungspunkle  M  liegen 
mit  B  in  eijier  Geraden. 

%  18.  EuiWimmwnliang  sweier  FaraMtaagenften. 

Soll  aus  irgend  einem  Punkte  K ,  weither  ausserhalb  der 
Parabel  liegt,  eine  Tangente  an  dieselbe  gezogen  werden,  so 
kann  man  unter  andern  auf  folgende  zwei  Arten  verfahren: 

1)  Zufolge  des  Vorhergehenden  erreicht  man  den  Zweck, 
indem  man  über  dem  Strahle  Ii K  als  Durchmesser  einen  Kreis 
errichtet,  denn  dieser  geht  durch  die  Spitzen  E,  V  der  recht- 
winkligen Dreiecke  BEK,  Ii  VK,  und  da  dieselben  ausserdeiu 
in  der  festen  Geraden  SJ  liegen,  so  sind  sie  dadurch  bestimmt, 
und  mit  ihnen  zugleich  sind  auch  die  Taugenten  KE,  K  V  ge- 
funden. Auch  folgt  daraus,  dass  durch  einen  gegebenen  Piuikt 
K  im  Allgemeinen  und  höchstens  zwei  Tangenten  der  Parabel 
gehen.  (Der  Kreis  {BK)  und  die  Gerade  SJ  können  sich  höchstens 
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in  zwei  Punkten  schneiden.]  Tritt  der  Fall  ein,  da»  der  Kreis 
(BiC)  die  Gerade  SJ  berührt,  so  zeigt  diess  an,  dass  nur  eine 
Tangente  möglich  ist,  und  dass  JC  in  der  Parabel  liegt,  nämlich 
es  fallen  dann  £  und  V  zusammen  und  bestimmen*  mit  if  nnr 
eine  Tangente^  und  umgekehrt:  pj^^  g0, 

wird  JC  in  der  Parabel  angenom- 


die  andern  Endpunkte  der  Durch-  ^ 
roesser,  welche  jenen  Punkt  B 

gemein  haben»  in  einer  Parabel,  deren  Brennpunkt  B  und  deren 
Scheileltangente  L  ist;  ferner  bat  diese  Parallel  alle  Oeraden, 
welche  den*xweiten  Endpunkt  mit  dem  BerObrung^punkte  des 
jedesmaligen  Kreises  und  L  verbinden,  zu  Tangenten.  TriHI  es 
sich,  dass  der  HiUfokreis  die  Gerade  SJ  weder  schneidet  noch 
berflhrt,  so  schliesst  man,  der  Punkt  E  liege  innerhalb  der  Parabel 
und  auch  umgekehrt 

2)  Nach  Analogie  der  Ellipse  und  Hyperbel  braucht  man 
blos  um  K  efaien  durch  B  gebenden  Kreis  zu  beschreiben,  dessen 
Durchschnitte  i>,  N  mit  L  die  Strahlen  BD,  BN  bestfamnen, 
welche  den  gesuchten  Tangenten  ME,  K  V  entsprechen  [nimlich 
diese  Tangenten  sind  die  Perpendikel  aus  K  auf  jene  Strahlen]. 
Hilt  man  etwa  KC  fest,  so  sind  B  und  D  fest,  als  gemeinschaft- 
liche Punkte  einer  Kreisschaar  AT  oder  [B,  D\  die  ron  der  festen 
Traosrersale  Z  so  geschnitten  wird,  dass  diejenigen  Durchmesser 
KM  der  Kreise,  die  auf  der  Sehne  Bü  senkrecht  stehen,  Tan- 
genten einer  Parabel  sind,  welche  B  /um  Brennpunkt,  L  zur 
Leitlinie  und  die  Axe  KC  der  Kreise  ebenfalls  zur  Tangente  hat. 

Aus  der  /wrilen  Conslrucliou  der  zwei  Tangeuten,  die  durch 
»•inen  ^'e«^«'btni'n  l'nnkt  geben,  folgen  leicht  die  wesenllicbsten 
Sätze,  >velcbe  dcu  Tangenten  im  Allgemeinen  zukommen.    Da  A' 


men,  so  tritt  jenes  ein,  d.  b.  so 
berührt  der  Kreis  [BK)  die  Gerade 
SJ,  Demzufolge  mOssen  die  iü*eise, 
deren  Durchmesser  BC»  BM  etc. 
sind,  die  Gerade  SJ  in  den  Punk- 
ten B,  V  etc.  berühren.  Man  zieht 
daraus  den  folgenden  Satz:  Bei 
einer  Kreisschaar  [B,  L)  welche 
einen  Punkt  B  und  eine  Gerade  L 
als  Tangente  gemein  haben,  liegen 
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der  Mittelpunkt  des  Kreises  BND  ist  [welcher  dem  A  BNJ> 
umschrieben  ist],  so  siod  KIi  —  KN  =  KI)  Radien  de8se!l)en; 
ferner  sind  KE,  KV  Perpendilicl  auf  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
BUD't  wird  das  dritte  Perpendikel  mit  KU  hezeiclmei,  so  ist 
Hü=^  ÜD,  und  OßC,  welches  parallel  zur  Parabebne  verlAuft, 


hälftet  den  Winkel  NiCD.  Wir  nehmen  noch  den  SaU  zu  Hikire: 
Zieht  man  in  einem  Dreiedc  ABC  aus  dem  Mittelpunkt  M  den 
umschriebenen  Kreises  die  drei  Radien  tt,  ß,  y  nach  den  Ecken 
und  die  drei  Perpendikel  a,  h,  e  auf  die  Seiten,  so  bilden  je 
zwei  von  diesen  mit  dem  dritten  und  dem  entsprechenden  Radios 
gleiche  Winkel,  t,  B. '^{ae)t=s(bc^)  und  {ae^)s=  {be),  wenn 
«1  •  >  ^1  genannten  Radien  sind.  Raraus  folgt  nun  a  =  ^ 
und  damit  der  Sats:  Die  Strahlen  aus  dem  Durchschnitt  IT  zweier 
beliebiger  Tangenten  der  Parabel  nach  den  beiden  Rrennpunklen 
[von  denen  der  ehie  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Aze  ist, 
so  dass  sein  entsprechender  Strahl  parallel  der  Axe  gehl]  bilden 
mit  den  Tangenten  gleiche  WinkeL  In  dem  symmetrischen  Viereck 
BKDC  sind  offenbar  die  Winkel  bei  B  und  B  gleich ,  ebenso  im 
Viereck  BKNM'  die  Winkel  bet  B  und  Ni  die  Winkel  bei  B 
und  Tl  smd  aber  ebenfolls  gleich,  weil  fs=s6,  folglich  sind  auch 
die  zwei  Winkel  bei  B  einander  gleich,  d.  b.:  Die  Strahlen  aus 
dem  Rrennponkte  B  einer  Parabel  nach  den  Rer&hrungS|punkten 
CM  irgend  zweier  Tangenten  bilden  mit  dem  Strahle  nach  dem 
Durchschnitlspunkte  AT  der  letzlern  gleiche  Winkel.   Die  beiden 


Fig.  81. 
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ziilclzt  ahgcleildeii  Figoiischaften  der  Paral)cl  folgen  auch  auf 
jm  lireie  andere  Arten,  oder  dureli  andere  Schlüsse,  worauf  liier 
uicht  näher  eingegangen  werden  ^n\\.  • 

Da  r  -  «  ist,  so  sind  die  Vierecke  BA'IH'  und  BMNA' 
ähnlic  h  und  auch  deren  Flalflen,  die  Dreiecke  BKC  und  liMK, 
>vas  zur  Folge  hat,  dass  c  :  h  =  :  c  oder  c-  =■  bh^,  d.  Ii.: 
Zieht  man  aus  dem  Urcinipunkte  der  Parahei  nach  den  Ikrüh- 
rungspunkten  irgend  zweier  Tangenten ,  so  wie  nach  deren  Durch- 
schnitt K  drei  Strahlen,  so  ist  allemal  das  (Quadrat  des  letztem 
Strahls  so  gross  als  das  Rechleck  unter  den  heiden  erstem. 

In  den  Dreiecken  KBC  und  KBM  sind  resp.  die  Winkel 
bei  C  und  K  und  die  Winkel  bei  K  und  M  einander  gleich, 
woraus  folgt:  Der  Winkel  K  zweier  Tangenten  ist  der  Summe 
der  zwei  Wiokel  gleich,  welche  sie  mit  den  ßrcnnpunktsstrahlen 
Ihrer  Berührungspunkte  bildet,  und  ferner:  Oer  Winkel  K  wird 
durch  den  Strahl  KB  \x\  zwei  solche  Theile  gethetit,  welche 
wechselseitig  den  Winkeln  gleich  sind,  weldic  die  Tangenten  mit 
den  Brennstrahlen  ihrer  Berührungspunkte  bilden;  oder:  Zieht 
man  aus  dem  Brennpunkte  der  Paral>el  zwei  Strahlen  nach  den 
Berührungspunitten  irgend  zweier  Tangenten,  so  bilden  sie  mit 
diesen  zwei  Wioltel,  deren  Summe  dem  Taogentenwinliel  gleich 
ist;  und  zieht  man  aus  dem  Brennpuultte  einen  dritten  Strahl 
nach  dem  Durchschnitte  der  Tangenten,  so  theilt  er  den  Winiiel 
der  letztem  so,  dass  das  Stflcic  an  jeder  Tangente  gleich  ist 
jenem  Winltel,  welchen  die  andere  Tangente  mit  dem  nach  ilurem 
BeröUrungspunltte  gezogenen  Strahle  bildet. 

Die  unmittelbar  vorhergehenden  Sätze  gestatten  durch  Um- 
i[efaning  und  weitere  Entwiddung  zahlreiche  Folgerungen.  Bevor 
auf  dieselben  eingegangen  wird,  mag  aber  der  fr&ber  angegebene 
Salz:  „Die  Stralden  aus  dem  Brennpunkte  B  der  Parabel  nach 
den  BerObrungspunlilei^ C  und  M  irgend  zweier  Tangenten  bilden 
mit  dem  Strahle  nach  dem  Durchschnitte  K  der  letztern  gleiche 
Winkel"  flkr  den  unendlich  entfernten  Brennpunkt  A^a  der  Parabel 
nfther  erörtert  werden.  Es  ist  klar,  daäi  dieser  Satz,  wenn 
er  fOr  Parabel,  ElÜpse  und  Hyperbel  zuglelcb  und  gleichlautend 
oder  allgemein  g§llig  sein  soll,  anders  aufgefasst,  d.  h.  an  ein 
anderes  Merkmal  geknüpft  werden  muss.  Freilich  bleibt  auch 
för  den  in  Betracht  kommenden  Fall  die  Eigenscimfl  noch  l>e- 
stehen,  dass  die  Strahlen  aus  C  und  M  mit  dem  aus  K  an 
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gleiche  Winkel  bilden,  die  gleich  Null  sind;  aber  »liircli  dirse 
Winkel  ist  die  Lage  der  Geraden  KAx,  nicht  besUmnit  [itlos  die 
Richluni:],  sie  kann  vielmehr  ujiter  dieser  Bedingung  beliebig 
hin  und  her  gerückt  werden,  nur  niuss  sie  den  beiden  andern 
Strahlen  parallel  bleiben.  Um  ihre  Lage  allgemein,  d.  h.  für 
jeden  beliebigen  Kegelschnitt  zu  bestimmen,  müssen  endlich  col- 
fernte  oder  siclilbarc  Gegenstände  zu  Hülfe  genommen  werden, 
z.  B.  die  Berührungssehne  CM.  Diese  wird  für  jeden  sichtbaren 
Brennpunkt  B  von  dem  Strahle  BK  so  getbeilt,  dass  sich  die 
Abschnitte  verhalten,  wie  die  anliegenden  Strahlen  %,  b^,  denn 
im  Dreieck  C BM  ist  B  W  eine  winkelhalbirende  Transversale, 
welche  bekanntlich  die  Grundlinie  im  Verliällniss  der  anliegenden 
Seiten  theill.  Nun  ist  die  Frage,  ob  dasselbe  auch  für  den  un- 
endlich entfernten  Brennpunkt  ^ao  stattfinde?  Diess  ist  allerdings 
der  Fall,  denn  nach  Obigem  ist  NU  =  UI),  und  daher  raiiss 
attch  die  Sehne  CM  durch  den  Strahl  UK  gehälftet  werden,  was 
dem  Verhältniss  voD  CA  :  MA  entspricht,  in  welchem  beide 
Glieder  unendlich  gross  und  einander  gleich  sind.  Man  hat  also: 
Die  Perpendikel  aus  irgend  einem  Punkte  des  mittlem  SlralUs 
XU  auf  die  beiden  äussern  Strahlen  BC  und        sind  gleicb. 

Der  bebandelte  Satz  kann  auch  wie  folgt  ausgasprochen  und 
festgehalten  werden:  Der  Strahl  aus  einem  Brennpunkte  eines 
Kagebchnitts  nach  dem  Durcbacbnitla  IC  irgend  zweier  Tangenten 
desselben  thcilt  die  Beruhrungssehne  in  zwai  Abschnitte»  die  sieb 
Terhallen,  wie  die  aniieganden  Strahlan  ana  dem  Brennpunkla 
'nach  den  Ber&hmnggpunkten. 

Fflr  die  gegenwärtig  in  Betracht  iLommende  Parabel  ist  dabei 
besonders  hervorzaheben:  Die  Beruhrungssehne  CM  je  sweier 
Tangenten  wird  von  dem  durch  ihren  Durchschnitt  £  gehenden 
Durchmesser  JCA^»  gehdftet.  [Durchmesser  beisst  jede  der  Aie 
SA»  parallele  Gerade  EA».  Dir  Schnittpunkt  mit  der  Parabel 
beisst  Scheitel  des  Durchmessers.]  Durch  die  Berfibrungasebne 
oder  deren  Mitte  und  den  Scheitel  des  Tangentenwinfcels  ist  die 
Richtung  der  Ase  gegeben;  die  Mitten  aller  Berfibrongssefanen 
liegen  in  einem  Durchmesser,  wenn  die  Scheitel  der  sugebörigen 
Tangentenwinkel  hi  demselben  sich  befinden;  und  aoch  nmgekehrt: 
allen  Sehnen,  deren  Mitten  in  einem  und  demselben  Dorchmesser 
liegen,  entsprecben  solche  Tangentenwinkel,  deren  Scheitel  In 
denselben  Durchmesser  fallen. 


ZiiMraraenluuig  iweier  ParabelUafenten.  §  18.  ]]3 

Aus  tleni  Salze:  ,,Voii  den  drei  Siralilen,  dir  aus  den  Be- 
rnliningspunkten  C,  M  irgend  zweitT  Tan{,'<Mit«'n  und  aus  dem 
IhirclisrliDiHspunktc  A'  derselben  parallel  der  I'arabelaxe  gezogen 
werden,  ist  der  letzlere  in  der  Mille  der  beiden  ersten  gelegen,'* 
folgt  leicbt,  d;iss  die  zwei  Tangenten  von  der  im  Scheitel  des 
durch  A' gehenden  Durchmessers  gezogenen  gehalflet  werden,  dass 
abo  die  dritte  Tangente  der  ßcrühruDgssebne  jener  zwei  parallel 
ist,  und  dass  rolgiich  alle  IlerrihroDgaseboeii,  deren  Tangenten 
sich  aur  dem  nämlichen  Durchmesser  schneiden,  parallel  sind, 
und  ihre  Mitten  in  demseU>en  liegen.  Dieser  Satx  ist  auch  um- 
gekehrt richtig. 

Es  Süll  nun  eine  Reilie  der  erwfduiten  Folgenmgen  enlwickelt 
werden.  Diese  Entwicklung  wird  dadurch  sclmierig,  dass  zu  viele 
Eigenschaften  gleichzeitig  aus  derselben  Quelle  folgen  und  zwar 
sehr  leicht  und  fast  unmittelbar.  Jede  Unterordnung  ist  mit 
Nachtheilen  behaftet,  ihr  Vorzug  könnte  nur  scheinbar  sein  und 
auf  Mangel  an  freier  Durchdringung  beruhen.  Die  hier  einge* 
schlagene  Anordnung  ist  also  ohne  jegliche  Zwangsgründe. 

Da  ^  BKM=  BCK,  so  folgt,  wenn  die  Tangente  KC  fest 
bleibt  und  KM  ihre  Lage  ändert,  dass  der  Winkel  BKM  eon- 
stant  bleibt,  d.  b.:  Die  Strahlen  aus  dem  Brennpunkte  B  nach 
den  Durchschnitten  irgend  einer  festen  mit  beliebigen  andern 
Taogesten  bilden  mit  diesen  letstem  gleiche  Winkel;  oder:  Der 
Strahl  ans  dem  Brennpunkte  nach  dem  Durchschnitte  einer  festen 
und  einer  Terinderlicben  Tangente  bildet  mit  der  letztem  einen 
coostanicn  Winkel. 

Zieht  man  aus  dem  Brennpunkte  einer  Parabel  nach  allen 
Tangenten  unter  einem  constanten  Winkel  Strahlen,  so  liegen 
sammtliche  Fusspunkte  In  zwei  Geraden,  welche  selbst  Tangenten 
sind,  und  zwar  liegen  die  Füsspunkte  In  der  einen  oder  andern 
Geraden,  je  nachdem  der  Winkel  nach  der  einen  oder  andern 
Seite  hinliegt,  indem  nSmlich  nach  jeder  Tangente  zwei  ver- 
schiedene Strahlen  gehen,  so  lange  der  constante  Winkel  nicht 
=  R,  FOr  Je  zwei  Ortstangenten  ist  der  Fusspunkt  des  einen 
Strahls  zugleich  ihr  Berührungspunkt,  so  dass  es  also  im  Allge- 
mdnen  zwei  Tangenten  gibt,  welche  mit  dem  zugehörigen  Radius 
Vector  irgend  einen  gegebenen  Winkel  bilden.  Aendert  man 
den  angenommenen  Winkel,  so  treten  nach  und  nach  alle  Tan- 
genten an  die  Stelle  der  Ortstangenten;  wird  derselbe  =  so 
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fallen  die  beiden  Ortstangenten  in  eine  susammen,  in  die  Tangente 
im  Scheitel  der  Parabel. 

Sind  ein  fester  PunlLt  und  eine  feste  Gerade  gegeben  und  ein 
der  Grösse  nach  gegebener  Winkel  bewegt  sicli  in  ihrer  Ebene 
so,  (lass  sein  Scheitel  die  Gerade  durcbläuill,  während  der  eine 
Schenkel  desselben  sich  um  den  Punkt  dreht,  so  besi  hrcibt  der 
andere  Schenkel  eine  Parabel,  welche  den  festen  Punkt  sum 
Brennpunkt  und  die  feste  Gerade  zur  Tangente  hat.  und  iwar 
letztere  da  i>erOhrt,  wo  der  Scheitel  des  Winkels  in  dem  Augen- 
bliciLe  liegt,  wenn*  der  lieschreibende  Schenkel  auf  die  feste  Ge- 
rade fällt 

Legt  man  durch  zwei  feste  Punlte  B  und  C,  wovon  der 
letztere  in  einer  festen  Geraden  CiC  liegt*  Irgend  einen  Kreis» 
und  an  diesen  in  dem  Punkte  IC,  wo  er  die  Gerade  zum  andern 
Mal  schneidet,  die  Tangente  ICM,  so  ist  der  Ort  der  letztem 
eine  Parabel,  welche  den  ersten  festen  Punkt  M  zum  Brenn- 
punkt und  die  feste  Gerade  zur  Tangente  mit  dem  Berflhrungs- 
punkte  C  hat  Oder:  Zieht  man  bei  einer  Kreisschaar  {BC)  von 
zwei  gemeinschalUichen  Punkten  B  und  C  durch  den  einen  oder 
den  andern  Punkt,  z.  B.  durch  C  ü^end  eine  Transversale  CK, 
legt  in  den  Punkten  iC,  in.  welchen  sie  die  Krdse  zum  zweiten 
Male  schneidet,  Tangenten  £M  an  dieselben,  so  sind  diese  zu- 
gleich die  gesammten  Tangenten  einer  Parabel,  welche  den  andern 
Durchschnittspunkt  der  Kreise  zum  Brennpunkt,  und  die  Trans^ 
versale  zur  Tangente  in  jenem  ersten  Punkte  hat  Da  nimlich 
BJSCM  =s  BCiC,  so  ist  nach  efaiem  bekannten  Elementarsatze 
ICM  Tangente  des  Kreises  BCK  im  Punkte  JSC. 

Das  Stock  CK  jeder  Tangente  zwischen  Ihrem  BerOhrungs- 
punkte  C  und  dem  Punkte  X,  in  welchem  sie  von  fargend  einer 
andern  Tangente  iTJIf  getroATen  wird,  erschefait  dem  Brennpunkte 
B  unter  einem  ^Winkel,  welcher  mit  dem  Tangentenwinkd  zu- 
sammengenommen zwei  Rechte  beträgt,  oder  dessen  Neben- 
winkel gleich  ist  Daher  müssen  je  zwei  Tangenten  unter  einerlei 
Winkel  erscheinen,  weil  sie  nur  einen  Nebenwinkel  haben. 

Aus  Früherem  ergeben  sich  noch  die  nachfolgenden  Sätze: 
Bewegen  sich  zwei  Taugenten  der  Parabel  so,  dass  ihr  Winkel 
constant  bleibt,  so  ist  auch  der  Winkel  [bb^]  der  ihnen  ziigehArigen 
tcilstraliien  unveränderlich.  Und  umgekehrt:  Dreht  sich  ein 
couslanler  Winkel  um  den  Brennpunkt  IJ  einer  Parabel,  so  bilden 
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die  Tangenten,  durch  deren  Beröhrangspunkte  seine  Schenkel 
in  jedem  Augenblicke  geben,  einen  ebenfalle  unveränderlichen 
Winket  Sollen  die  beiden  Winkel  einander  gleich  sein,  so  ist 
jeder  ^^R. 

Wenn  sich  nun  der  constante  Tangentenwinkel  bewegt,  so 
beschreibt  sein  Scheitel  eine  Hyperbel,  welche  für  den  Fall,  dass 
der  Winkel  ein  Rechter  ist,  in  die  Leitlinie  fibergeht.  In  der 
That  ist,  da  £1C  V  constant  sein  soll,  auch 
SB  V  als  Supplementwinkel  constant,  und  zwar 
VA  EBV  =  [dK1I,  Das  rechtwinklige  Drei- 
eck JIVK  bleibt  also  bei  der  Bewegung  von 

A'  U 

K  sich  selbst  ähnlicli,  und  es  ist  con- 
stant, und  zwar  kleiner  als  Eitis.  Ersetzt 
man  schliesslich  A'A'  durch  BK,  so  ist  für 
eine  beliebige  Lage  des  Punktes  K  das  con- 


stante Verhaltniss 


KU 
/}  K 


<  1,  also  ist  der  Ort 


von  K  eine  Hyperbel,  ucirhe  B  zum  Brenu- 
|»iinkt  und  L  zur  Leitlinie  hat.  Ks  blt-ibl 
zu  bemerken  übrig,  dass  je  ein  Winkel  und 
sein  Nebenwinkel  zusammen  eine  llyinnbel  ergeben,  und  zwar 
entspricht  dfiii  slinnpfen  Wiidvcl  der  zu  Ii  gehririge,  dem  spitzen 
Winkel  der  andere  Zweig  der  Hvperbel.  Für  ein«'U  rerbleii 
Winkel  fallen,  wie  bereits  ^'czeigl.  die  beiden  Zweige  mit  der  Leit- 
linie zusammen,  während  für  den  Winkel  die  liyperhel  sich 
auf  die  Parabel  selbst  reduzirt. 


19.  Dreiaeite  und  Vierseite,  welche  der  Parabel 
umBohrieben  sind. 

Irgend  drei  Tangenten  mögen  die  Parabel  in  C,  M  und  / 
berühren,  und  einamler  paarweise  in  K,  II  und  G  schneiden, 
oder  ilas  Dreieck  Gllk  bilden.  Werden  die  zwei  erstem  als 
lest  angenouuneu,  und  wird  der  drillen  Bewegung  oder  Verän- 
derung der  Lage  gestattet,  so  ist  dennucli  in  jedem  Augenblicke 
k  —  /<j  und  >j  =  7, ,  wobei  g  +  -\-  fi  +  const.;  also  ist 
auch  h  g  ^  runbl.  =  Ä,  oder  /<  +  ^  +  Ä-  ~  2/?,  d.  h::  Die 
Stücke  GH  aller  Tangenten  zwischen  irgend  z\v<'i  testen  Tangentiut 
KC  und  kM  erscheinen  den»  Brennpunkt  B  unter  gleichen  Winkeln, 
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und  zwar  unler  Pineiii  Winkel,  uelclier  mit  dem  festen  Tangenleii- 
wiiikcl  ziisamriiengenommen  zwei  l{o«hle  lK'tr;"i;jt.  oder  dessen 
Nebeiiuiiikcl  f^deicli  ist.  Dia  beueylic lie  Tangente,  odiM  (l;is  lie- 
gränzle  Stück  GB  derselben,  .kann  insbesondere  auf  die  iiegränzten 


punkle  B  in  einem  Kreise.  Oder:  Jedes  Dreieck,  welclies  durcb 
Irgend  drei  Tangenten  einer  Parabel  gebildet  urird  [dessen  Seilen 
eine  Parabel  bilden],  bat  die  Eigenscbaft,  dass  der  ibm  um- 
schriebene Kreis  durch  jlen  Brennpunkt  der  Parabel  geht  Oder: 
Die  Tangenten  einer  Parabel  bilden,  zu  je  dreien  genommen, 
unzihlige  Dreiecke,  welche  die  gemeinsame  Eigenschaft  haben, 
dass  die  ihnen  umschriebenen  Kreise  einander  sftmmtlich  im 
Brennpunkt  der  Parabel  schneiden. 

Jeder  Kreb  (JBIC),  welcher  durch  den  Brennpunkt  B  und 
den  Durchschnittspunkt  £  irgend  zweier  festen  Tangenten  der 
Parabel  geht,  schneidet  diese  Tangenten  in  zwei  Punkten  G  und 
B,  welche  allemal  In  irgend  einer  dritten  Tangente  GH  liegen. 
Oder:  Hat  man  eine  Kreisschaar  {BJC)  von  zwei  gemeinschaflU 
liehen  Punkten  B,  IC,  und  zieht  durcb  einen  der  letztern  (IT) 
zwei  beliebige  Transversalen  ICC  und  ifiV,  so  bestimmen  diese 
in  jedem  Kreise  eine  Sehne  (Gff  etc.),  und  alle  diese  Sehnen 
sind  Tangenten  einer  und  derselben  Parabel,  welche  den  andern 
gemelnschafUlchen  Punkt  der  .Kreise  zum  Brennpunkt  hat,  und 
welche  auch  die  Transversalen  berikhrt,  und  zwar  jede  in  dem- 


Fig.  88. 


Stücke  k'C  und  KM  der  festen 
Taugenten  Tallen.  in  weichem 
Falle  der  Satz  mit  einem  frühem 
übereinstimmt.  Ks  mag  liier 
bemerkt  werden,  dass  von  den 
drei  Winkeln  eines  Tangen- 
teiidreiecks  allemal  nur  einer 
[in  der  Figur  IC]  ein  eigent- 
lidicr  Tangentenwinkel  ist;  die 
beiden  andern  sind  Tangenten- 
nebenwinkel. 


Da«^  JSrirC+ J5rPC= 180» 
ist,  so  gelten  die  Sätze:  Die 
drei  Durchschnittspunkte  G»  ÜT, 
JC  je  dreier  Tangenten  einer 
Parabel  liegen  mit  dem  Brenn- 
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jenigeo  Punkte  (C,  JU),  in  welchem  sie  von  dem  Kreise,  der  die 
andere  in     berührt,  geschnitten  wird. 

Bleibt  ein  Winliel  AT  eines  ▼erftnderlichen  Vierecks  SGKH, 
sowie  der  Scheitel  B  des  gegenOberstehenden  Winkels  fest,  und 
ist  die  Summe  dieser  Winkel  gleich  sw^  Rechten,  so  ist  der 
Ort  der  Diagonale  GB,  welche  die  Scheitel  der  zwei  Qbrigen 
Winkel  verhhidet,  dne  Parabel,  welche  dem  festen  Winkel  ein- 
geschrieben ist,  und  welche  den  festen  Scheitel  B  des  Gegen- 
winkels lum  Brennpunkt  liat.  Oder:  Dreht  sich  ein  Wmkel 
GBB,  der  mit  einem  festen  Winkel  K  susammengenommen  swei 
Rechte  betrigt,  um  irgend  emen  festen  Punkt  B,  so  bewegt  sich 
die  Gerade  GH,  welche  durch  die  Durchschnitte  der  Schenkel 
lieider  Winkel  geht,  als  Tangente  einer  Parabel,  welche  dem 
festen  Winkel  eingeschrieben  ist,  und. welche  den  festen  Scheltd 
des  beweglichen  Winkels  zum  Brennpunkt  hat 

Kommt  die  vcrftnderliche  dritte  Tangente  GH  \sk  die  eigen- 
thömliche  Lage,  dass  Ihr  Leitstrahl  BJ  durch  den  Durchschnitt 
K  der  festen  Tangente  gdht,  so  wird  +  9i)  =  (A  H-  A,),  daher 
ffs=h  und  mithin  auch  g.^  =  folglich  ist  das  Tangentendreieck 
GITH  ein  gleichschenkliges  mit  der  Spitze  H,  der  Grundlhiie 
GM  und  den  gleichen  Seiten  ICG  =  ICH,  Daraus  folgen  nach- 
stehende Sätze: 

*  Wird  der  Parabel  irgend  ein  gleichschenkliges  Dreieck  GHH 
umgeschrieben  [was  mit  HiUfe  einer,  frühem  Gonstructlon  leicht 
zu  machen  ist],  so  liegen  die  drei  Punkte,  die  Spitze  H  des 
Dreiecks,  der  Berührungspunkt  /  der  Grundlinie  und  der  Brenn- 
punkt B  der  Parabel  allemal  in  einer  Geraden,  so  dass  die  Gerade, 
welche  durch  irgend  zwei  der  genannten  Punkte  bestimmt  wird, 
nothw endig  auch  durch  den  dritten  geht.  Und  umgekehrt:  Wird 
einem  gleichschenkligen  Dreieck  irgend  eine  Parabel  cinge- 
schrieben,  so  findet  dasselbe  statt. 

Deschreibt  man  iini  eine  I'arahei  ein  gleichseitiges  Dreieck, 
oder  hal  man  irgend  drei  Tangeiileii  der  I*arabel,  welclie  ein 
gleichseitiges  Dreieck  eiiischliessen ,  so  Ireden  die  drei  SlrahhMi, 
wfichc  die  Kcken  mit  den  Henihrungspunkten  der  gcgcnrihcr- 
liegenden  Seilen  verbinden,  einander  allemal  in  einem  und  dem- 
selben l'inikte  B,  niiiniiili  im  Dreinipuiilvlt:  der  l'urabel.  Oder: 
Wird  einem  gegebenen  leslen  yieicliseiligen  Dreiecke  irgend  eine 
Parabel  eingesclu'iubeu ,  und  » erdeu  aus  den  i:ickeu  des  Dreiecks 
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durch  die  Beruhrungspiinkle  der  Gegenseiten  Slrahlen  gezogen, 
so  treflen  sitli  die^^c  in  irgend  einem  Punkte,  welcher  ^uglelcli 
der  ßrcnnpuDkt  der  jedesmaligen  Parabel  ist,  und  dessen  Ort  die 
dem  Dreieck  umschriebene  Kreislinie  ist.  Oder  umgekehrt:  Nimmt 
maa  in  der  einem  ^gleichseitigen  Dreieck  nmschricbenen  Kreis- 
linie irgend  einen  Punkt  B  und  zieht  aus  demselben  durch  die 
Ecken  des  Dreiecks  Strahlen,  so  treflen  diese  die  Seiten  des 
Dreiecks  in  drei  solchen  Punkten,  in  weichen  sie  von  ehier  be- 
stimmten Parabel  beriUirt  werden,  welche  B  vom  Brennpunkte  bat 

Aus  der  Grundbestimmung  der  Parabel  folgt,  dass  dieselbe 
durch  den  Brennpunkt  B  und  irgend  iwei  Tangenten  HG,  BK 
bestimmt  ist,  denn  die  Perpendikel  aus  B  auf  die  gegebenen 
Geraden  EG,  HK  verdoppelt  geben  zwei  Punkte  der  Leiüinie, 
wodurch  diese  bestimmt  ist.  Durch  Leitlinie  und  Brennpunkt  bt 
aber  die  Parabel  unzweideutig  gegeben.  Oder:  Die  Kreisschaar 
BH  schneidet  die  gegebene  Gerade  in  solchen  Punktenpaaren 
G  und  K,  durch  welche  die  gesaromten  Tangenten  der  Parabel 
erzeugt  werden. 

Beschreibt  man  um  das  Dreieck  GHK,  welches  durch  irgend 
drei  unbegrftnzte  Gerade  gebildet  wird,  einen  Kreis,  so  ist  jeder 
Punkt  dieser  Kreislinie  Brennpunkt  einer  bestimmten  Parabel, 
«eiche  jene  drei  Geraden  zu  Tangenten  hat,  oder  welche  dem 


Fig.  84. 


Dreieck  eingeschrieben  ist.  Denn  sieht  man 
zwei  der  drei  Geraden,  etwa  HG  und  HK, 
als  Tangenten  und  B  als  Brennpunkt  an, 
so  ist  dadurch  eine  Parabel  bestimmt; 
wollte  man  abei'  annehmen,  sie  berühre 
die  dritte  Gerade  KG  nicht,  so  milsste 
z.  B.  aus  K  eine  andere  Tangente  KGy^ 
möglich  sein,  welche  mit  der  HG  einen 
Punkt  statt  G  gemein  hätte;  allein  als- 
dann müssten  auch  B,  H,  k\  r;,  in  einem 
Kreise  liegen,  was  unmöglich  ist,  da  liurrli 
die  drei  Punkte  BUK  nur  ein  Kreis  gehen 
kann,  und  dieser  angenommener  Massen 
die  Gerade  HC  ausser  in  H  nur  noch 
in  Cr  schneidet.  Umgekehrt,  gehl  irgend  ein  Kreis  durch  den 
lirennpunkt  einer  Parabel,  so  sind  im  Allgemeinen,  wofern 
er  nämlich  die  l*arabel  schneidel,  unzählige  Dreiecke  .möglich. 
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welrlie  zugleich  dem  Kreise  etngeschriebeu  und  zugleicli  der 
i'arabel  unigcscliricbcn  sind.  Deoo  legt  man  an  die  Parabel 
irgend  eioe  Taogeote  GK,  welche  den  Kreis  schneidet,  -und 
sofort  durch  jdio  Durchschnittepuokte  zwei  neue  Tangenten  an 
dieselbe,  so  mfissen  sich  diese  auf  dein  Kreise  schneiden,  weil 
KHGB  immer  in  einem  Kreise  liegen  infissen,  und  dieser  durch 
BGK  bestimmt  ist.  Berührt  die  erste  Tangente  zugleich  den 
Kreis,  so  fallen  die  zwei  neuen  in  eine  zusammen,  deren  Be- 
rOhraogspunkt  alsdann  X  oder  Y  ist,  wenn  Tund  T  die  Schnitte 
punkte  von  Kreis  und  Paral»  !  bezeichnen.  Dadurch  sind  um- 
gekehrt die  gemeinschartiichcn  Tangenten  einer  Parabel  und  eines 
Kreises  zu  linden,  wenn  dieser  durch  den  Brennpunkt  von  jener 
geht,  die  gezdclmet  vorliegt 

Aus  den  eben  bewiesenen  Parabeleigenschaflen  fliessen  un- 
mittelbar  folgende  Sätze:  Der  Ort  der  Brennpunkte  einer  Parabel, 
welche  irgend  ehiem  gegebenen  festen  Dreiecke  GffK  einge- 
schrieben ist,  Ist  die  dem  Dreieck  umschriebene  Kreislinie.  — 
Nimmt  man  in  der  ehiem  beliebigen  Dreieck  GHK  umgeschrie- 
benen Kreislinie  n^nd  ehien  Punkt  B  an,  und  fället  aus  dem- 
selben Perpendikel  auf  die  Seiten  des  Dreiecks,  so  liegen  die 
Fuaspunkte  allemal  In  einer  Geraden.  In  der  That  liegen  diese 
Punkte  in  der  Scheiteltangente  derjenigen  Parabel,  welche  B  zum 
Brennpunkte  hat,  und  dem  Dreted^e  GHK  umschrieben  ist  — 
Der  Ort  des  Punktes  B,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  die 
aus  ihm  auf  die  Seiten  eUies  gegebenen  festen  Dreiecks  gefällten 
Perpendikel  Fusspunkte  haben,  die  in  irgend  einer  Geraden  liegen, 
ist  die  dem  Dreieck  umschriebene  Kreislinie.  —  Oder  allgemeiner, 
indem  man  einen  ebenfalls  bewiesenen  Parabelsatz  anwendet: 
Zieht  man  aus  dem  genannten  Punkte  B  Strahlen  nach  den 
Seiten  des  Dreiecks,  welche  mit  denselben  irgend  welche,  aber 
einander  gleiche  und  nach  derselben  Seite  hin  liegende  Winkel 
bIhIeD,  so  liegen  die  Fusspunkte  in  einer  Geraden,  ein  Satz,  der 
sich  leicht  umkehren  iässt  —  Diejenigen  Geraden,  welche  durch 
alle  der  so  eben  definitiven  Strahlen  bestimmt  werden,  die-  von 
einem  und  demselben  Punkte  B  ausgehen,  mit  Einschluss  der 
Seiten  des  Dreiecks,  bilden  die  gesammten  Tangenten  einer  Parabel, 
welche  den  Punkt  B  zum  Brennpunkt  bat  —  Zieht  man  aus 
dem  im  imigeschriehcneu  Kreise  willkürlich  angenommenen  Punkte 
B  Slrahleit  nach  den  Ecken  des  Dreiecks,  und  von  da  aus  an- 
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dcre  Sirahlen,  welche  die  Winkel  des  Dreiecks  in  eben  solche 
Theile  zerlegen  wie  jene  ersten ,  so  sind  die  drei  neuen  Strahlen 
allemal  parallel»  weil  sie  nach  dem  unendlich  entfernten  Brenn- 
punkte Am  derjenigen  Parabel  geben,  die  B  sum  Brennpunkte 
hat,  und  welebe  dem  gegebenen  Dreiecke  eingeschrieben  Ist  ~ 
Zieht  man  durch  die  Ecken  eines  beliebigen  Dreiecks  nach  Irgend 
einer  Richtung  |>araUele  Strahlen,  und  sodann  drei  neue  Sirablen, 
welche  mit  den  Seiten  beziehlich  dieselben  Winkel  bilden  wie 
jene,  nur  die  Selten  verwechselt  genommen,  so  treffen  die  drei 
neuen  Strahlen  einander  in  einem  Punkte,  und  der  Ort  des 
letztern  für  alle  mdglichen  Richtungen  Ist  die  dem  Dreieck  um* 
geschriebene  Kreislinie.  —  An  diese  Sfttze  schllesst  sich  die 
Lösung  der  folgenden  Aufgabe:  Wenn  irgend  ein  Dreieck  GHK 
gegeben  ist,  so  soll  in  dem  ihm  umgeschriebenen  Kreise  der- 
jenige Punkt  B  gefunden  werden,  welcher  die  Eigenihamlichkeil 
hat,  dass  die  Fusspunkte  der  aus  ihm  auf  die  Seiten  des  Dreiecks 
gefällten  Perpendikel  In  einer  Geraden  g  liegen,  welche  mit 
einer  gegebenen  Geraden  G  parallel  ist  Durch  eine  Spitze  des 
Dreiecks  ziehe  man  den  auf  der  Geraden  G  senkrechten  Strahl, 
und  sofort  den  zweiten  Strahl,  der  mit  den  Seiten  verwechselt 
eben  solche  Winkel  bildet,  wie  jene,  so  geht  derselbe  durch  den 
verlangten  Punkt  B.  Analog  wird  die  allgemeinere  Aufgabe  be- 
bandelt, wenn  statt  der  Perpendikel  unter  irgend  einem  gege- 
benen Winkel  9  Strahlen  aus  B  an  die  Seiten  gezogen  werden 
sollen.   Dieselbe  gewftbrt  zwei  Lfeungeu. 

Soll  eine  Parabel  vier  Gerade  berühren,  d.  b.  einem  toU- 
stöndigen  Vierselt  eingeschrieben  werden  können,  so  müssen  die 
den  vier  Dreiecken  [aus  welchen  das  Vierseil  bestellt]  umgeschrie- 
benen Kreise  einander  in  einem  und  demselben  Punkte  B  s«  imeiden, 
welcher  der  ßrennpunkt  der  Parabel  ist,  und  uuigekelirt,  ündut 
letzleres  statt,  so  ist  auch  ersleres  möglich.' 

Beschreibt  man  um  zwei  der  vier  DrtiiM  ke  Kieise,  so  iiabeu 
sie  allemal  eine  Ecke  des  Vierseits  geinriii  iiiiil  müssen  also  ein- 
ander im  Ailg<'mi'iiien  noch  in  einem  andern  l'iinkle  D  schneiden. 
Fället  man  aus  diesem  INmkle  I'erpendikcl  auf  die  Seilen  der 
hreiecke,  so  liegen  ITir  je<i('s  Dreieck  die  zugehörigen  drei  l'uss- 
punkle  in  einrr  Geraden;  zwei  Fusspunkte  mxd  aber  für  !»ei<le 
Dreierke  g«'mein,  indem  zwei  l'aar  Seilen  in  densellurj  zwei 
Geraden  liegen,  und  statt  sechs  Fusspuukte  nur  vier  vorhanden 
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sind.  Es  kann  also  fOr  die  swd  Dreiecke  niclit  verschiedene 
Fusspunklsgeraden  geben,  sondern  nur  eine,  und  rolgUcli  müssen 
alle  vier  F^isspuiikte  In  einer  und  derselben  Geraden  liegen.  Hier- 
nach  aber  mOssen  auch  die  xwel  Kreise,  welche  den  noch  Ahrsen 
beiden  Dreiecken  umgeschrieben  werden,  durch  eben  denselben 
Punkt  geben.  Es  ist  noch  su  bemerken,  dass  durch  den  Punkt 
B  als  Brennpunkt  und  durch  die  swd  gemefaischaftlichen  Seiten 
der  betrachteten  Dreiecke  als  Tangenten  die  Parabel  bestimmt 
ist,  aber  dass  sie  die  zwei  Geraden  oder  Seiten  sugleich  ni 
Tangenten  hat. 

Die  nachfolgenden  Sitze  bedOrfsn  nun  keines  Beweises  mehr:. 
Vier  beliebige  Gerade  in  einer  Ebene,  von  denen  keine  zwei 
par^el  sind  und  auch  nicht  mehr  als  zwei  durch  den  nAmlicben 
Punkt  gehen,  bilden  zu  je  drei  genommen  vier  Dreiecke,  und 
die  detideiben  orogescbriebenen  vier  Kreise  schneiden  sich  in 
einem  und  demselben  Punkte  B,  —  Sie  können  von  einer  be- 
stimmten Parabel  berührt  werden ,  und  der  Drcnupunkt  derselben 
ist  B\  also  ist  durch  vier  Tangenten  stets  eine,  aber  auch  nur 
eine  Parabel  beslimnil.  —  Ks  gibt  einen,  aber  nur  einen  be- 
slinniilt^n  Piiiikl  />,  fiir  welclit'ii  die  Fusspuiiklo  der  von  ihm  auf 
die  vier  Geraden  gefälllei)  Perpendikel  in  einer  (leraden  liegen. 
Diese  (ier.ide  ist  die  Scheitellangerile  der  Parabel,  welrfie  die 
vier  gegebenen  Geraden  benilu  L,  und  di  ren  Hrcnnpunkt  B  ist.  — 
Ks  gibt  nur  einen  hcstinunten  Punkt  U,  der  so  beschalTen  isl, 
dass,  wenn  aus  dciuscllx'ii  na(  Ii  den  gegebenen  Geraden  unter 
irgend  gleiclitu  Winkeln  Strahlen  gezogen  werden,  die  vier  Fuss- 
punkti'  jedesmal  in  einer  Geraden  liegen.  Jener  l'unkt  ist  B, 
nnd  diese  (ierade  fj,  resp.  alle  die  unendlich  vielen  derartigen 
Geraden,  weiche  <lnrch  Aendernng  des  in  Frage  kommenden 
Winkels  erhalten  werden,  sind  die  gesanunten  Tangenten  der 
angezeigten  I'arabel.  .\u(  li  die  vier  (irniidgeraden  stellen  sich 
als  Gerade  g  dar.  —  Ks  gibt  einen  einzigen  Punkt  [B] ,  der  die 
Eigenthündichkeit  besitzt,  dass,  wenn  man  aus  ihm  nach  den 
sechs  Ecken  des  Vierseits  Slraldm  zieht  und  solort  unter  ver- 
wechselten Winkeln  sechs  neue  Strahlen  auslaufen  lässt,  diese 
einander  parallel  sind,  l^mgekelirt:  Es  gibt  eine  liestinnnte  Hich- 
tnng,  aber  nur  eine,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  in  ihr 
durch  die  Ecken  Strahlen  gezogen  und  sofort  durch  sechs  neue 
Slrahieu  die  Winkel  umgekehrt  geUieilt  werden,  diese  leUtern 
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Strableo  in  einem  und  demsplben  Punkle  zusaramenlaurcn.  Die 
Richtung  dieser  Strahlen  ist  ziigleicli  die  der  Axe  der  Parabel. 

Ueber  das  durch  irgend  drei  Tangenten  der  Parabel  ge- 
bildete  Dreieck  soll  jetzt  noch  ein  interessanter  Satz  bewiesen 
werden,  aus  wetebem  bi  Verbindnog  mit  dem  Vorhergehenden 
verschiedene  nicht  minder  merkwürdige  Folgeningen  in  tiehen 
sind. 

Durch  die  Endpunkte  JST,  K  einer  Seite  deft  Dreiecks  und 
durch  den  Fusspunkt  19  des  aus  ihrem  BerObrungspunkt  M  auf 
die  Leitlfaiie  L  geOllten  Perpendikels  lege  man  den  Ereis  HBKP, 


schiiessen,  dass  es  sich  bei  der  andern  Ecke  K,  durch  welche 
der  Pölfskreis  geht,  ebenso  verhalten  müsse,  imleoi  zwischen 
beiden  in  der  Construction  kein  Unterschied  vorhanden  ist,  oder 
es  kann  diess  auf  ganz  gleiche  Weise  bewiesen  werden.  [Heissl, 
wo  die  Figur  lei<  lit  zu  vervollständigen  ist,  der  Nelu  nwinkel  von 
hci  P  —  y^,  sn  ist,  als  Gegenwinkel  des  Vierecks  N 1/ A  P  im 
Kreise  y.,  -\-  ß^  =  2R.  daher,  da  =^  ß  und  ß  y  —  2  R, 
anrh  y,,  =  y,  =  y,  folglich  die  Dreiecke  ihH  und  ipP  gleich- 
winklig uiul  desshalh  Winkel  h  =  p  ==  R,  also  P Kp  das  aus  <lcr 
Ecke  A'  auf  die  Gcgonscitrn  des  Dreiecks  gefällte  Perpendikel.] 
Demzufolge  ist  /'  tler  Durciischuitt  der  drei  I^erpendikel  aus  den 
Ecken  auf  die  Gegenseiten  des  Tangenlendrciecks  GHK,  und  zwar 
liegt  er  in  der  Leitlinie  der  i'arabel.  Daraus  eulspringen  folgende 


Fig.  8». 


welcher  die  Leitlinie  sum  zweiten 
Male  in  P  schneidet:  ziehe  sofort 
die  Strahlen  BK,  NK,  PH  etc., 
so  ist  Winkel  (Ober  *der 

Sehne  ÜTiT)  s=  «  sccsssff^.  Daher 
haben  die  Dreiecke  cAriTund  cqP 
zwei  paar  gleiche  Winkel,  nimlich 
er,  =^  «4  und  c  gemefai;  folglich  ist 
auch  das  dritte  Paar  gleich,  Ar  =  9; 
nun  ist  der  Strahl  kK  der  Axe 
parallel,^ also  k;=sR,  folglich  ist 
auch  q=sE  und  somit  HqP  das 
aus  der  Ecke  S  auf  die  Gegenseite 
des  Dreiecks  herabgebMene 
Perpendikel.    Es  Ist  a  priori  zu 
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Bei  jedem  dorch  irgend  drei  TangeDten  einer  Parabel  ge- 
bildeten Dreiecke  liegt  der  Darcbschnittsgunkt  der  drei  Höhen 
in  der  Leitlinie  L  der  Paraliei. 

Die  Leitlinien  aller  Parabeln,  welche  irgend  einem  festen 
Dreiecke  eingeschrieben  sind  [oder  sich  einschreiben  lassen], 
schneiden  einander  in  einem  und  demselben  bestimmten  Punkte, 
in  welchem  sich  qämiich  zugleich  die  drei  Höhen  des  Dreiecks 
durchkreuien. 

FSllet  man  aus  irgend  einem  Punkte  B  der  Kreislinie,  welche 
einem  beliebigen  festen  Dreieck  GBK  umschrieben  ist,  Lothe 
auf  die  Seiten  des  Dreiecks  und  verlängert  dieselben  jenseits  der 
Seiten  um  sich  selbst,  so  liegen  die  drei  Endpunkte  jedesmal  in 
einer  Geraden,  welche  sich  um  einen  bestimmten  festen  Punkt  B 
dreht,  wenn  jener  Punkt  B  die  Kreislinie  durchlauft,  und  zwar 
ist  der  feste  Punkt  der  Durcbschoitt  der  drei  Höhen  des  Dreiecks. 

In  jedem  der  vier  Dreiecke,  welche  durch  ein  vollständiges 
Vierseit  gebildet  werden ,  trelTcn  die  drei  Höhen  In  einem  Punkte 
zusammen,  und  die  auf  diese  Weise  bestimmten  vier  Punkte 
liegen  in  einer  (leraden,  welche  die  Leitlinie  der  dem  Vierseit 
eingeschrieliciien  Parabel  ist. 

Rokanntlich  ist  der  Kreis  ^ H KP  dem  Kreise  BHKG  gleich, 
so  wi»'  auch  den  Kreisen  GHP  und  GKP.  Daher  schliesst  man: 
Schnci(]<'n  von  vier  gleichen  Kreisen  dreimal  drei  einander  in 
einem  Punkte,  so  schneiden  sich  stets  zum  vierl«'n  Male  drei  in 
einem  Punkte.  —  Zieht  man  durch  l  iiieii  der  vier  Punkte  eine 
Gerade  Z,  errichtet  auf  si<'  in  den  Punkten,  wo  sie  die  zuge- 
hörigen drei  Kreise  zum  zueilen  Male  schneidet,  Lothe  bis  an 
die  entsprechenden  Seiten  des  durch  die  drei  übrijicn  Kreis- 
srliriiff punkte  bestimmten  Dreiecks  GHA',  beschreibt  mit  den- 
selben um  ihre  Kndpunkte  M,  C,  J  Kreise,  so  schneiden  sich 
auch  diese  in  einem  Punkte  B,  und  zw.ir  niif  dem  vierten  ge- 
gebenen Kreise,  der  durch  GHA'  geht,  zusammen. 

Eine  Hcibe  der  gegebenen  Sälz«-  lässt  sich  durch  folgende 
Elementarbelrachluug  vorbereiten  und  in  umgekehrter  Ordnung 
darstellen : 

Die  Kreislinie,  welche  einem  beliebigen  Dreieck  GIIA  um- 
geschrieben ist,  wird  durch  die  Höhen  desselben  \_GPn,  II Ph, 
KPc\  in  drei  paar  gleiche  Bogen  gelheilt.  Denn  da  z.  B.  Winkel 
«sstß  vermöge  der  rechtwinkligen  Dreiecke  Ga^K  8nd  MbiK, 
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80  ist  Bogen  «i  «Ic.  Daher isl  auch,  MM,  ß^«^  und 
folglich  ««1  =0|/\  und  aus  ihnlichen  GrOnden  i3t  66,  =  b^P, 
ccj  s=  c,  P,  d.  h.:  Die  Abschnitte  der  drei  Höhen  iwisclien  ihrem 
Durchsdinitte  P  und  den  Punkten  a,  b,  e,  in  welchen  sie  die 

Fig.  86. 


Kreislinie  zum  /ucilfii  Male  trellen,  ^Nenieri  duixii  die  zugdiörigeu 
(fruiuiiifiieii  [Seilen  des  Dreiecks |  •:;ehäirtet. 

Irgend  eine  Transversale  L  durch  P  st  lineide  die  Seilen  des 
Hreiecks  in  x ,  >/,  z.  Man  ziehe  <lic  (ieraden  ax,  by,  cz,  so 
«•ntslelien  gh.'ichsclR  iikHge  Dreiecke  oxP,  fjyP.  c  z  P,  so  dass 
Winkel  n^^^n,  vi^=iin,  fo  —  oi.  Vermöge  des  einem  Kreise 
einschreihli.iitii  Vierecks  Kb^Pa^  ist  n  -\-  m  —  p,  also  auch 
w,  +  wij  =  p,  daher  die  Summe  der  Bo*^en  nnler  «,  und 
gleich  <lein  Itogen  unter  p,  d.h.  (,'ßy/;  jein*  liahen  aher  mil 
diesem  die  Kndpunkte  G  und  //  gemein,  f(dglich  müssen  ihre 
andtMii  Kndpunkle  in  P  zusammeiiliillfM,  d.  h.:  Die  ersten  Strahlen 
(IX,  h  II,  cz  (für  \\eicl)c  dasselhc  lolgl)  IreHVn  sich  in  irgend 
einen»  und  demselhen  Punkte  7?  der  Kreislinie.  —  Zieiil  man 
mni  aus  H  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  die  I'erpendikel  Pog^, 
Plih^,  fUxk^,  so  sind  die  Dreiecke  Bxg^,  Pyh^,  Bzk^  Schei- 
leidreiecke  des  vorigen  und  ehenrails  gleichschenklig,  daher 
liegen  die  Mitten  ihrer  (liundlinien  oder  die  Fussjiunkle  der 
I'erj)endikel  7,  //,  /,-  in  einer  der  L  {»arallelen  («eraden  ghh.  Aus 
tlieser  Belrachlung  und  durch  llüikdiruiig  der  Sclilüsse  fulgeu 
iiadistebeiide  Kiemciilarsalze: 
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Die  einem  beliebigen  Dreiecke  umf^i'sclirirbene  Kreislinie 
begränzt  die  Höhen  desselben  so,  dass  die  Fnsspunkte  die  Mitten 
sind  zwischen  jenen  (iränzpnnklen  und  dem  gegenseitigen  Durch- 
schnitte der  Hullen.  —  Die  (frän/punkte  liegen  so,  dass  die 
Kcken  des  Dreiecks  die  Millen  der  sie  verbindenden  Dogen  sind, 
limgekelirt:  Nimmt  man  in  einer  Kreislinie  drei  beliebige  Punkte 
a,  b  und  c,  hälflet  die  dazwischen  liegenden  Bogen  in  K,  II  und d^, 
80  schneiden  sich  die  drei  Seiten  aG,  bll  und  cR'  in  irgend 
einem  Punkte  P,  und  sind  zugleich  beziehlich  rechtwinklig  2a 
den  drei  Seimen  A  H,  G  A\  HG,  d.  ii.  sie  sind  zugleich  die 
Uühen  des  Dreiecks  GIIK;  auch  werden  die  Stücke  der  erstem 
Sehnen»  die  zwischen  ihren  Anfangspunkten  abc  m  ihrem  gemein- 
srlinftlicben  Punkte  B  liegen,  ?on  den  drei  letztern  Sehnen  ge* 
häUtet. 

Zieht  man  durcli  P  irgend  eine  Gerade  welche  die  Seiten 
des  Dreiecks  GHK  in  x,  y  und  z  schneidet,  und  legt  durch 
diese  Punkte  und  durch  die  entspreclienden  Gränzpunkle  a,  b,  e 
der  Höhen  Strahlen  aar,  by,  cz,  so  trelTen  diese  in  irgend  einem 
l^inkte  B  zasamnien;  dieser  Punkt  B  liegt  jedesmal  in  der  dem 
Dreieck  umschriebenen  Kreislinie,  und  zwar  ist  diese  sein  Ort, 
so  dass,  wenn  die  Gerade  L  sich  um  den  festen  Punkt  P  dreht, 
alsdann  der  Punkt  B  die  Kreislinie  contlnuirlicb  und  ganz  lie- 
scbreibt  —  Ümgekelirt:  Zieht  man  aus  einem  l>eliebigen  Punkte 
B  der  KreisUnie  nach  den  Grflnzpunkten  abc  der  Höhen  des 
'  Dreiecks  Stralden  Ba,  Bb,  Be,  so  ii^en  die  Punkte  x,  y,  z, 
in  welchen  sie  die  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  treffen, 
in  einer  Geraden  Z;  diese  Gerade  geht  stets  durch  einen  be- 
stimmten festen  Punkt,  nSmlich  durch  den  gemeinsamen  Durch- 
schnitt der  drei  Höhen  des  Dreiecks,  so  dass  sie  sich  um  den- 
selben dreht,  wenn  jener  angenommene  Punkt  B  die  Kreislinie 
durchlluft  —  Femer:  Fällt  man  aus  B  Perpendikel  Bggi»  Bhhi^ 
Bkki  auf  die  Seilen  des  Dreiecks  GHK  und  verlängert  sie  bis 
an  L,  so  sind  die  Fusspunkte  h,  k  die  Mitten  derselben,  und 
also  liegen  die  Fnsspunkte  in  einer  Geraden  ghk,  —  Umgekehrt: 
Fillt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  B  der  Kreislinie  Perpen- 
dikel auf  die  Seiten  des  Dreiecks,  so  liegen  die  drei  Fusspunkle 
ghk  in  einer  Geraden  [die  Richtung  der  Geraden  ist  jedesmal 
eigentlich,  d.  h.  es  gibt  keine  zwei,  die  parallel  sind];  werden  die 
Perpendikel  Aber  die  Seiten  hinaus  verlSngert,  und  zwar  Ter- 
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doppelt,  so  liegen  ihre  iji(]|>iiiikto  g^,  h^,  Ar,  in  einer  andern 
Geradea  L,  welche  stets  durch  einen  bestimmten  festen  I^unkt 
P  geht,  nämlich  durch  den  DurdiscIilliU  der  drei  Höhen  des 
Dreiecltfi,  und  welche  sich  also  um  dieseo  Punkt  berumdrelil, 
wenn  jener  die  Kreislinie  durchiäufL 

Errichtet  man  in  den  Punkten  xyz  Lolhrcchte  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  GBK  und  fällt  sodann  aus  B  l^erpcndikel  auf  die- 
seihen,  so  Hegen  die  Fusspunkte  in  der  nämlichen  Geraden  ghk. 
Datier  müssen  die  drei  I^othrechten  ein  Dreieck  bilden,  dessen 
umgeschriebener  Kreis  durch  B  geht;  werden  die  Perpendikel 
verdoppelt,  so  liegen  ihre  Endpunkte  in  der  nämiichoi  Geraden  L ; 
denn  das  Perpendikel  auf  die  Lollirechtc  in  x  ist  parallel  und 
gleich  gx»  daher  bis  an  L  verlängert  gleich  2gx,  weil  g  die 
Mitte  von  Bg^  ist.  Also  liegt  auch  der  Durchschnitt  der  Hdhen 
dieses  neuen  Dreiecks  in  X. 

Vermöge  vorhergehender  Entwicklungen  bat  man  in  Rflck- 
siebt  des  gleichseitigen  Dreiecks  noch  folgende  besondere  Sitae: 
Es  gibt  uniAhlige  regelmässige  Dreiecke,  die  irgend  einer  gege- 
benen Parabel  umgeschrieben  sind;  n&mlicb  jede  Tangente  der 
Parabel  Ist  Seite  eines  solchen  Dreiecks,  aber  auch  nur  eines 
einzigen.  —  Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Dreiecke  liegen  in  der 
Leitlinie  der  Parabel  und  erlullen  sie  einfach,  d.  h.  jeder  Punkt 
derselben  ist  Mittelpunkt  von  einem  der  genannten  Dreiecke,  aber 
nur  von  einem.  —  Die  den  Dreiecken  umschriebenen  Kreise 
haben  die  Aie  der  Parabel  zur  gemeinschaftlichen  Potenittnie,  * 
und  zwar  schneiden  sie  einander  in  zwei  Punk^n  auf  derselben, 
wovon  einer  der  Brennpunkt  B  ist  In  jedem  Kreise  nur 
ein  Dreieck. 

Schliesslich  seien  noch  folgende  Satie  angefahrt:  Zieht  man 
aus  einem  Brennpunkte  B  der  Parabel  Strahlen  nach  den  Ecken 
des  Ihr  umschriebenen  Dreiecks  GfflC,  und  femer  drei  Strahlen 
nach  den  Berflhrungspunkten  M,  C,  J  desselben,  so  ist  allemal 
das  Prodnct  jener  drei  Strahlen  dem  Producte  der  letztern  drei 
gleich.  —  Zieht  man  aus  den  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
durch  brgend  einen  Punkt  B  der  ihm  umgeschriebenen  Krdslinle 
Strahlen  bb  an  die  Gegenseiten,  so  ist  das  Pkvduct  derjenigen 
drei  Abschnitte  der  Strahlen,  weiche  zwischen  jenem  Punkte  und 
den  Ecken  liegen,  gleich  dem  Producte  der  drei  übrigen  Ab- 
schnitte, welche  zwischen  dem  Punkte  und  den  Seiten  liegen. 
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Auch  ist  eiDzelD  das  Quadrat  jedes  der  drei  erstem  Stralden  dem 
Rechtecke  unter  den  swei  ihm  nicht  sugeliArigen  ietzlem  Siralilen 
inhailsglelGh. 

S  20.  Weitere  Eigensohaften  der  VanMl  und  Ihrer 

Tangenten. 

• 

Von  den  drei  Strahlen  CF,  KM,  DB,  welcbe  durch  die 
Berflliningspunlite  und  den  DurchschnittspuniLt  irgend  zweier 
Tangenten  der  Parabei  nüt  der  Axe  derselben  paraliel  (nach  Am)  ge- 
sogen werden,  ist  der  mittlere,  KM,  gleichweit  von  den  swei  andern 
entfernt.'  Demnach  wird  jede  Gerade,  welche  den  ersten  Strahl 
CAm  mit  dem  dritten  DJm  Terbindet,  durch  den  nüulem  KAm 
gehiUtet.  Also  werden  namentlich  die  Tangenten  CE,  DF  selbst 
in  K  gehftlftet,  d.  h.:  Das  Siflck  CE  jeder  Tangente  der  Parabel, 
welches  iwischen  dem  BerQhrungspunlit  C  und  irgend  einem 
Durchmesser  ED  An  Uegi.  wird  von  der  Taugeiite  i>F  im  Schellcl 
D  dieses  Durchmessers  gehilAet. 

Nun  sei  HJ  die  Tangente  Im  Scheitel  des  Durchmessers 
KM  Am ,  so  sind  J  und  ff  die  Mitten  der  Tangenten  CK  und  DK 
und  folglich  ßJ\\  CD,  sowie  femer  GJ=Gff  [weil  MC:=MD 
ist],  und  endlich  ist  noch  GKt=s  KM,   Bleibt  der  Durchmesser 


GAx.  fest,  während  iKt  hun lischiiill  A'  dt-r  zwei  crsliMi  Taiij^cnlcii 
suIj  auf  dfnisflht'ii  Ix'wcgt,  so  ändern  sich  zwar  die  helrachteteii 
Linien,  alxi  dit;  Ix'iin'rklen  Ilnislande  und  (JU'iclmngen  ))estehen 
fort,  d.  Ii.  es  bleibt  CK^GM,  C.J^Gll,  MC— MD  und 
///||r/),  wobei  II J  als  Tangente  in  dem  festen  Punkte  G  Icsii- 
Lage  lind  lÜclilung  bat.    Daraus  ziebl  man  den  fuigeuden  Satz; 


Fig.  87. 


Am 
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Bewegt  sich  der  Durcbaclinilt  K  zweier  Taugenlen  der  Parabel 
in  irgend  einein  Durchmesser  GA^^  deraelbeti,  so  licliält  die  De- 
rfihrungssehne  CD  conslanle  Hiclilung,  nämlicb  sie  bleibt  stets 
der  Tangente  JU  im  Scheitel  G  jenes  Durchmessers  parallel:  <iit- 
Mitte  M  der  Sebae  liegt  stets  im  Durchmesser.  Das  Stück  UJ 
von  der  Tangente  im  Scheitel,  welches  durch  die  jedesmaligen 
zwei  Tangenten  begränzt  ist,  wird  durch  den  Scheitel  G  des 
Durchm^sers  gehälftet;  ebenso  liegt  dieser  Scheitel  in  der  Mitte 
iWTschen  dem  Durchschnitte  K  der  jedesmaligen  zwei  Tangenten 
und  dem  Mittelpunkt  M  ihrer  Berührungssebne.  Und  umgekehrt: 
Zieht  man  in  einer  Parabel  parallele  Sehnen  nach  einer  beliebigen 
Richtung,  so  liegen  ihre  Mitten  allemal  in  irgend  einem  und 
und  demselben  Durchmesser,  welcher  auch  durch  den  Berührungs- 
punkt G  der  den  Sehnen  parallelen  Tangente,  sowie  durch  die 
Durchschnitte  K  der  sftmmtlichen  Tangentenpaare  isk  den  End- 
punkten der  Sehnen  geht. 

Hierdurch  wfard,  wie  man  siebt,  die  Benennung  „ Durch- 
messer" gerechtfertigt  Wenn  auch  sü  irgend  einem  DurrJimesser 
Itdu  lugeordneter  wirklich  existfart,  so  kann  man  doch  die 
Richtung  der  ?ob  ihm  lialbirten  Sehnen  oder  der  Tangente  io 
seinem  Scheitel  ab  Ihm  oder  sebier  Richtung  zpgeorduet  an- 
sehen, oder  ab  Richtung  des  ihm  lugeordneten,  aber  unendUcb 
entfernten  Durchmessers  annehmen.  In  diesem  Sinne  wOrde,  wenn 
G  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  In  Bezug  auf  zwei  conjugurte 
Durchmesser  genommen  wird,  CM  =  y  die  Ordinate  und  MG  =  x 
die  Absdsse  sein,  sowie  femer  KC  oder  KJ>  die  Tangente  und 
A'Jir  die  Subtangente.  Der  eine  Tbeil  des  vorstehenden  Satzes 
«biesse  demnach:  Bezieht  man  die  Gräbel  auf  einen  beliebigen 
Durchmesser  und  die  ihm  zugehörige  Scheiteltangente  als  Coor- 
dinatenazen,  so  bt  die  Absdsse  x  halb  so  gross  als  die  Sub- 
tangente. Auch  folgt  aus  diesen  Bcanerkungcn:  Alle  wirklichen 
Durchmesser  sind  mit  einander  parallel,  so  dass  mit  jedem  die 
Richtung  aller  Qbrigen  und  also  namentlich  die  Richtupg  der  Aze, 
sowie  die  der  Leitlinie  gegeben  bt.  —  Die  der  Aze  zugeordnete 
Richtung  Ist  senkrecht  zu  derselben  und  ist  die'Rtebtung  der 
Tangente  im  Hauptscheitel  der  Parabel  oder  auch  die  Richtung 
der  Leitlinie.. — 

Wenn  eine  Parabel  gezeichnet  vorliegt,  so  soll  1)  die  Rich- 
tung ihrer  wirklichen  Durchmesser  d.  h.  irgend  eines  derselben 
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und  2)  die  Aze  gefunden  werden.  Feraer:  3}  Wenn  Mos  ein 
Bogen  der  Parabel,  welcher  den  Hauplscbeitel  Q  nicht  entbfilt, 
gegeben  ist,  so  soll  dieser  Scheitel  und  die  Aze  gefunden  werden. 
Man  ziehe  zur  Lösung  von  1)  zwei  parallele  Sehnen  CD  und  C^  i>,, 
so  geben  ihre  Mitten  einen  Durchmesser  Jtfif,.  Sofort  wird  auch 
die  Tangente  im  Scheitel  G  dieses  Durchmesters  gefunden»  denn 
sie  Ist  jenen  Sehnen  parallel.  2)  Aus  irgend  einem  Punkte  R  der 
Parabel  fälle  mau  auf  den  Durchmesser  JUM^  ein  Perpendikel, 
welches  der  Parabel  in  einem  zweiten  Punkte  S  begegnen  wird, 
und  ziehe  sofort  die  Gerade  QA»,  welche  die  Sehne  RS  recht- 
wfaiklig  hSHIet,  so  ist  sie  die  Aze  QA^^,  3)  Da  G  die  Mitte  von 
ATJr  bt,  so  sind  die  Strahlen  CF,  CK,  CG  und  CM  harmonisch. 
Wire  nun  der  Bogen  CN  nur  bis  A  gegeben,  und  sollte  der 
Scheitel  G  des  irgend  einer  gegebenen  Richluug  CD  zugeordneten 
Durchmessers  GA  gefunden  werden,  welcher  Scheitel  nSmIicli 
jenseits  jenes  Bogens  liegen  kann,  so  construire  man  zunächst 
irgend  einen  Durchmesser  CV/x,  terner  in  dessen  Scheitel  C  [welcher 
natürlicher  Weise  in  dem  gegebenen  Bogen  liegt]  die  Tangente 
C.  k ,  «lanii  ziehe  man  (hirch  denselljen  {(')  den  Slnihl  CM  der 
gegebenen  lUelilung  parallel  und  surhe  endlirh  m  den  drei 
Strahlen  CA^,  C k\  CM  den  vierleii  harmonisf  heii ,  C A^  zugeord- 
neten Slrahl  CG,  so  nniss  dieser  allemal  durch  den  gesnehten 
Seheitel  G  gehen;  h'lzlerei  wird  (l.dier  gelunden,  wenn  die  r.on- 
struction  wiederludt  wird,  wo(inr(  Ii  man  nandich  mit  ( iiiiin  neneii 
l*unkl  r,  und  neuen  Strahlen  F, ,  C^k\,  C^M^  aurii  rinen 
inMien  Strahl  ^',(7,  erhfdl ,  dessen  Durchs«  Imiti  iiiil  CC  den  ge- 
surhten  Punkt  C  gibt.  Es  ist  klar,  wie  liierdur«  Ii  der  llaupl- 
seheitel  ()  gehniden  werden  kann;  nändii  Ii  Inr  iliescn  ist  die 
gegebene  Hiehtung  CM  zu  der  leslen  Iii»  liliiiig  r  /^  rerhhvinkliu. 

Ist  die  Cileirhung  d«'r  Parabel  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Durchinesser  GA^  und  die  zugehörige  Seheilellangenle  als  i.ouv- 
dinatenaxe:  y- =  pj  |es  wird  leicht  be\\ lesen,  dass  sich  diese 
Form  der  rileichung  stets  herstellen  lässl ) .  so  lieissl  ..Para- 
meter" des  jeweiligen  hnnhmessers.  Für  den  hexunlern  Fall, 
wo  y  =  2a;  oder  gleich  der  Sublangente  A'.V  und  also  y  -  \  p, 
X  ■=  ^  p  ist,  muss  ollenbar  das  Dreiei  k  //UC  bei  A  reehiwinkli;; 
sein  |weil  Mk  =  MIf  ~  V('\,  h.l-li«  h  liegt  «ler  l'iiiiki  /.  in 
der  Leitlinie  L.  Also:  Has  Sliick  f.'/'jetles  Durehmessers  zwischen 
seinem  Scheitel  G  und  der  Leitlinie  L  ist  dem  vierleu  Theile 

bteioer,  KlrinenlvllK'Oii)*  itcr  KegfUchiuU)-.  9 
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Fig.  88. 


des  lugehörigen  Parameters  gleich  [denn  KG  =  GM=x=sip]. 
Oder:  Diejenige  Ordinate  welche  durch  den  Brenopuokt  P 
geht,  ist  dem  halben  Parameter  p  gleich  [oder  die  doppelte 
Ordinate  dem  ganzen].  Oder:  bt  die  Ordinate  y  dem  halben 
Parameter  p  gleich,  so  schneidet  die  zogehOrige  Tangente  CJiC 
den  Darcbmesser  PCM  mit  der  Leftlhiie  L  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  P,  und  beide  Tangenten,  welche  derselben  Ordinate, 
wenn  diese  positi?  und  negativ  genommen  wird,  entsprechen,  sind 
zu  einander  rechtwinklig.  « 

Für  den  wirklichen  Brennpunkt  der  Parabel  B  [so  wie  filr 
jeden  Brennpunkt  A  und  S  einer  Ellipse  oder  einer  Hyperbel] 
erscheint  das  Stflck,  welches  irgend  zwei  feste  Tangenten  Ton 
jeder  andern  oder  von  einer  bewoglichen  dritten  abschneiden,, 
unter  einem  constanten  Winkel;  es  kann  gefragt  werden,  welches 
der  analoge  Satz  fiur  den  unendlich  entfernten  Brennpunkt  A» 
der  Parabel  seit 

Zwtochen  den  zwei  festen  Tangenten  ITC,  iCD  wi  UV  eine 
beliebige  dritte;  die  Strahlen  Cc,  üu,  Kk,  F«,  J>d  seien  der 

Ale  parallel,  so  hat  man  ukssvä, 
kv  B  eu,  und  desshalb  u9  =  ^cd. 
Ist  nun  ed  zu  jenen  Strahlen  recht- 
winklig, so  ist  «V  der  senkrechte  Ab- 
sland der  Strahlen  üu  und  Vv  von 
einander,  d.  h.  der  Strablen,  weiche  aus 
den  Endpunkten  der  verftnderllchen  drit- 
ten Tangente  nach  gezogen  sind;  da 
ctfconstant  ist,  so  bleibt  folglich  auch 
dieser  Abstand  up  constant  Der  in 
Frage  stehende  Satz  lautet  also: 

Irgend  zwei  feste  Tangenten  der 
Parabel  begränzen  alle  ttbrigen  so,  daas 
die  Stflcke  einerlei  IlOhe  haben,  d.  fa. 
dass  die  durch  die  Endpunkte  jedes 
geloglen  Sirahlenpaare  constanten  Ab- 
stand von  einander  haben,  oder  dass  die  Summe  resp.  der  Unter- 
schied der  Perpendikel,  welche  aus  den  Endpunkten  der  dritten 
Tangente  auf  die  Axe  herabgelassen  werden,  constant  ist.  Oder: 
Jede  dritte  Tangente  erscheint  von  Am>  aus  unter  constanter  Höhe. 
Es  folgt  ferner  unmittelbar: 


Stöcks  der  Axe  parallel 
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Irgend  zwei  feste  TaogeDten  I>egranzen  von  dci-jiMiigen  der 
übrigen  Tangenten  das  kleinste  Stflck,  welche  lu  der  Axe  senk- 
recht steht,  also  von  der  Tangente  Im  Scheitel  der  Parahel. 

Bezeiciiiiet  man  den  •ßerührungspiinkt  der  Tangente  U  V  mit 
r,  und  .schneidet  die  von  T  aus  parallel  der  Axt>  gelegte  Gerade 
die  cd  in  einem  Piiiikle  r,  si»  gellen  folgende  Hehilionen:  Der 
Stralil  KAa,  trifll  die  Mille  k  der  Transversalen  cd,  daher  ist 
ke  s=s  VM,  also  kv  =  ud  =  ut,  und  ebenso  kd  s=  »v,  also 
A-M  =  »c  =  Vi;  hiernach  ist  weiter  kv  :  vc  =duiuk  =^  ut  :  tv, 
aber  es  ist  .mcli  A  r  :  vc  =  KV  i  VC,  dui  uk^  DU VK  und 
utii9=VTiTV,  folgüch  ist: 

KV:  VC  =  DÜ:  UK=  UT  :  TV  und 
KV:  KC=  DU  :  DK=  UT  :  U  V  oder 
CV  :  CK=^KÜ  i  KD=  VT;  Vü  d.  h.: 

Zwei  beliebige  T;iny:(Mileii  ilei  l'arabel,  KC  und  KI)  werden 
von  jeder  «hilteii  T  /'  in  umgekehrtem  Verhfdtniss  gesriinitten, 
niiinlieii  in  Hezug  mit  (Ue  Uerühriingspniikle  Clf  und  den  gegen- 
seitigen Durehsehniltspnnkt  A'  derselben,  und  ferner  wird  die 
drille  Tangenle  U  V  durcii  ihren  Derührungsiiunkl  V  in  (h-nisell)eu 
Verhrdtniss  gellieilt.  Kbenso  virlifdl  sieb  der  erste  Abs<liintt 
jeder  von  jenen  /.wvi  Tangenlen  zur  (Innzen,  wie  der  z\>eile 
Absebnitt  der  andern  zur  tiauzen,  oder  wie  der  eine  dirseni 
zweiten  Abschnitte  anliegende  Abschnitt  der  dritten  Tangenle  zur 
(•anzen. 

Es  folgt  daraus  weiter: 

Theilt  man  jeden  Sehenkel  uml  KD  eines  beliebigen 
l)reie»"ks  />  AV'  in  irgend  eine  Anzahl  n  "gleic  he  Theile,  verbindet 
je  einen  .r'  Tlieilungspnnkt  V  in  A  T  von  K  aus  i^eziilih  mit 
dem  glei«  Inieki  II  Theihnigspunkt  /'  in  K  If  von  //  an  iie/;ilill, 
so  sind  die  //  —  1  \ Ci  hindungslinicn  Tangenten  einer  Pai  abel, 
welchr  die  S<;lienkel  AT',  A  />  in  ihren  Ijidpnnkten  r/>  au  der 
tirundlinie  benihrl  und  welehe  jede  von  jenen  Linien  U  f'  in 
demjenigen  l'nidde  T  berührt,  der  sie  so  Iheill.  dass  die  Ab- 
schnitte sieh  ningekehrl  v(>rhallen,  wie  <]i(;  aidiegenden  Zahlen  ,r. 
fi  —  .r,  welehe  airzeigen.  die  wievielten  Tlieilungspnnkte  UV  von 
A  au  gerechnet  ^ie  verbindet. 

9» 
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Da,  wie  bewiesen  worden,  ^=       iiL~  Vf  rr  ~  ri  ' 

»o  ist  das  Prodnct  dieser  drei  Verbiltnisse: 

CF  DK    Tl\_  .  , 

er .  f)k'  .TU=zCK .  nv  .TV, 

wpIcIios  hewcist.  d.'iss  dio  «Iroi  Slralilt'ti  h'T,  /'/>,  VC  ans  dcii 
Kckeii  ir^'oiiil  eines  der  Parabel  mjigescliri<'lien('ii  hreiecks  h  l  U 
nach  den  Hendn  iiii*;s|iuiikteri  der  gegenüberstellenden  Seiten  ein- 
ander in  irgend  cinein  Punkte  treflen. 

Da  Arn  =  l9,  wie  schon  liemerlit  worden,  und  ferner  kz=stz, 
so  ist  uz-=^zv  und  folglirh  auch  Z  die  Mitte  von  ÜV,  Also: 
Die  Mitten  Z  der  Stöclie,  welche  irgend  zwei  feste  Tangenten 

Fig.  89. 


¥on  allen  übrigen  [UV)  begränzen.  liegen  in  einer  bestimmten 
(«cradfMi,  nändieli  in  derjenigen  Tiiii^eidr  HJ,  weirbe  mit  der 
Berübrungsselme  jener  lesl«'»  jjaraHel  isl,  oder  weirbe  dnreli 
Ihren  bernbrnngspnnkt  ir  gebrdflet  wird,  (bh-i  .iiidris;  Ziebt 
man  durch  Jeden  Punkt  Z  der  Grundlinie  HJ  irgend  eines  ge- 
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gebeneil  Dreiecks  //  k  J  zwisclien  tieii  Schenkeln  diejenige  Gerade 
l'ZU,  welche  diircli  den  Punkt  j,'chälftel  wird,  so  berühren  alle 
diese  Geraden  eine  besüninilc  Parabel,  welclie  dem  Ureirf  k  ein- 
geschrieben ist,  und  zwar  dessen  Griindliiiic  iu  ihrer  Mille 
die  Scbeakfil  aber  in  deren  >'eriäiigerungen  jeuseits  der  Gruad- 
liiüe  um  Ihre  eigene  Länge  berührt. 

Da  vAsffi,  80  bleibt  das  VerhSltniss  HViJÜ  constant, 
wenn  die  drei  Tangenten  HKJ  fest  und  VO  veränderlich,  und 
«war  Ui  BV:JV^HKxJK=HC\ JD,  d.  h.: 

ISiinml  ni;«ii  in  zwei  belii'biycii  losleii  Geraden  K If ,  AC  zwei 
ijeliebige  fesU'  Punkte  J,  H  an  nii«!  bestiinnit  solche  Piiiiklenpjiare 
V,  V  in  den  Gerjnleii,  deren  Abslaiuic  von  jenen  IVsteii  Punkt m 
sich  verhallen  wie  die  Absländ«;  der  letztern  von  dein  I Inn  li- 
sch nillc  K  der  festen  Geraden  [jedoch  müssen  jene  in  Pezuy  aiil' 
die  rcsj).  festen  Punkte  7,  //  und  auf  K  verkehrte  I.agc  haben], 
so  ist  der  Ort  der  Geraden  V  V  eine  ix  sllmmle  Paral»el ,  welche 
die  festen  Geraden  in  denjenigen  Punkten  (J,  I)  berührt,  u eiche 
doppell  so  N\eil  von  ihrem  Durchschnitle  K  entfernt  sind,  als  die 
festen  Punkte  JH  und  welche  die  Gerade  JH  in  ihrer  Mitte 
berührt,  und  ferner  ist  der  Ort  der  Mitte  Z  der  veränderlichen 
Geraden  11  V  die  durch  die  festen  Punkte  bestimmte  Gerade  JH, 
Uder:  Werden  die  Schenkel  eines  festen  Dreiecks  HKJ  pro- 
portional geschnitten,  jedoch  je  einer  unter  der  Grundlinie  in 
der  Verlängerung  und  der  andere  üher  derselben,  auch  wohl 
in  der  Verlängerung  über  A'  hinaus,  so  wird  die  S(  !) neidende 
UV  stets  von  der  Grundlinie  i^y  gehälflet,  und  umgekehrt,  wird 
sie  von  dieser  gehälflet,  so  schneidet  sie  Jone  proportional.  In 
iMsiden  Fällen  kommen  natüriicli  die  eben  abgeleiteten  Paralusl- 
sätze  in  Betracht 

Angenommen,  HJ  sei  eine  beliebige  Tangente  der  Parabel, 
d.  b.  nicht  gerade  von  den  zwei  ersten  KC,  KD  so  abhängig, 
dass  der  Durchmesser  GAm  durch  K  geht,  so  kann  man  leicht 
zeigen,  dass.  wenn  jene  drei  fest  sind,  jede  vierte  Tangente  UV 
in  coustantem  Verbältniss  getlieilt  wird,  nämlich  dass 

VZ:ZÜ  =  EG:GJ[=sICJ:JIf  =  CH:  UK\, 

henn  vermöge  je  dreier  Tangenten  liat  man  zufolge  vorhergeliender 
Sätze  z.  Ü. 
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ZG  :  GJ  =^TZ  .  ZU  [in  Helniclil  des  Taiigenlemlreiecks  ZTJ] 
Zi.  :  Gü  =^TZi  ZV  [in  i!*.>(ra(lit  dos  Tangeuiendreiecks  ZU  v\ 
daher  VZ  .  ZÜ=iUG  :  GJ, 

Dadurch  lassen  sich  alle  vorstehenden  Sälze  allgemeiner  aus- 
8j)rechen.  Auch  folgen  daraus  Sätze  über  das  voll$iriii(li;;(3  Vierseil 
mil  Bezug  auf  die  ihm  cingescluiebene  Parabel.  Theüt  man 
nämlich  das  Stück  HJ  irgend  einer  der  vier  gegebenen  Geraden, 
welches  z\\ischcn  zweien  KU,  KJ  liegt,  in  gleidiem  Verhällniss 
[im  Punkte  G],  wie  dasStäck  UV  der  vierten,  welches  zwischen 
denselben  iweieu  liegt,  von  der  dritten  [in  Z]  getlvcilt  wird,  und 
wird  dieses  mit  Verwechslung  wiederholt,  so  erhält  man  die  vier 
Punkte  Gt  7*,  I>,  C,  in  weichen  die  eingeschriebene  Parabel  die 
vier  Geraden  Irarilhrl. 

Da  vhssui,  80  folgt,  dass  die  Mitten  von  91*  und  hu  zu- 
sammeofallen;  aus  gleichen  Grfinden  haben  kt  und  91  einerlei 
Mitte,  folglich  haben  die  drei  Strecken  vi.  Au,  kz  [wobei  die 
HJ  ganz  beliebig  ist]  einen  Ponkt  n  zur  gemeidschaftlichen  Mitte ; 
oder  die  drei  Strahlenpaare  Vv  und  Ji,  Hh  und  17»,  Kk  und  Zz 
haben  einen  gemeinschaftlichen  Mittelstrahl  hN^  welcher  somit 
durch  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  VJ,  HU,  KZ  des  voll- 
stAndigen  Vierselts  geht.  Dieses,  verbunden  mit  frOher  bevdesenen 
Eigenschaften,  gibt  den  Satz: 

Die  Mitten  N  der  drei  Diagonalen  jedes  vollständigen  Vier- 
selts liegen  in  einer  bestimmten  Geraden.  Diese  Gerade  Ist 
parallel  der  Parabdaxe,  die  dem  Vierselt  eingeschrieben  4st;  sie 
ist  senkrecht  auf  der  Fusspunktsgeraden  [von  dem  Punkte  B  aus, 
dem  einzigen,  der  eine  solche  ergeben  kann],  sowie  auf  der 
Geraden  Z,  die  durch  die  Durchschnittspunkte  der  II5hen  der 
vier  Dreiecke  geht,  aus  denen  das  vollständige  VIerseit  besteht. 

$  21.  Quadratur  der  ParaML 

Das  Dreieck  DHC,  welches  durch  irgend  zwei  Tangenten 
und  deren  BerOhrungssehne  DC  gebildet  wird,  besteht  aus  einem 
Segment  der  Parabel  DGCDz=sS  und  einem  concaven  Tangenten- 
Winkelstück  DKCGD  W,  welche  sich  wie  folgt  Ui  Tbeile  von 
constantem  Verhältniss  und  zwar  von  2:1  zerschneiden  lassen: 

Zidit  man  die  dritte  Tangente  HJ  parallel  CD  [oder  zieht 
aus  £  nach  der  Mitte  M  von  CD],  so  sind  HGJ  die  Bütten  der 
Geraden  KC,  KMy  KD,  und  daher  Ist,  wenn  der  Inhalt  des 
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Dreiecks  DKC^d  gesellt  wird:  A  JKH  c=r  \d  und 

A  DGC^^d,  also 
A  /iTi?  +  A  DGC^\d  und  (*|  +  w,)  +  {s^  + 


Fig.  90. 


Wird  nun  dieselbe  Zorfällung  auf  die  zwei  Paar  älinlicher- 
weise  zusannuengehöngeii  liaunic  Sj  und  w, ,  s.,  und  w.^  aiij^e- 
wendct,  so  erhält  man  ein  analoges  Uesuilal,  öo  dass  von  diesen 
IMuinen  dnrcli  vier  üreieckc  [wovon 
zwei  dem  Haunie  S  und  zwei  den» 
Ilaume  W  angehören,  un<l  wo  jene 
zwei  doppelt  so  gross  sind,  als  diese] 
^  ilues  Inhalts  abgesondert,  und  nur  \ 
desselben  übrig  bleibt,  und  zwar  unter 
der  Form  von  vier  Paar  zusammenge- 
hörigen s  und  w.  lUi  aui  diese  vier 
Paare  weiter  dasselbe  Verlaliren  ange- 
wendet werden  kann,  so  ist  klar,  dass 
naeh  der  /»'*^"  Construrtion  die  Summe 
der  von  S  abgeschoiLLeuen  Dreiecke 
J)GV  etc. 

.  =  (y  +  8  +  4  "  ■  ■  2:4  "  -  0 
der  von  W  abgeschnittenen  Dreiecke 

JKH  elc  =  (y  +  ^  +  a 

zusauimeu  aUo  die  Smmne  der  Dreiecke 


1 


„  (l  ist. 


uuU  demnach  der  noch  uicht  berücksichtigte  Kest  ~ 

Dass  dieser  Rest,  wenn  n  gross  wird,  zum  Versrhwinden 
kleiD  werdea  niuss,  ist  klar;  daher  muss  jene  doppelle  Reihe 
von  Dreiecken  am  Ende  das  Dreieck  DKC  oder  D  ganz  erschöpfen, 
was  auch'  schon  der  Idossen  Anschauung  sich  so  darstellt,  und 
da  die  gleichzeitigen  Dreiecke  sich  verhallen,  wie  2:1,  so  muss 
folglich  auch  5:  7rss2:lsein,  oder  e3ist5=i<f  und  W^^d^w 

d:  S:  ff'ssS:  2:  1,  d.  h.: 

Das  Dreieck  DKC,  welches  irgend  zwei  Tangenten  der  Parabel 
mit  der  zugehörigen  Beridirungssehne  {CD)  einschliessen ,  wird 
durch  den  Parabeibogen  in  einem  einfacben  conslaulen  Verbäll- 
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utss  grllieill,  iiänilicli  so,  dass  das  Segiiieiil  nhor  der  Scliiu* 
CGDC  sicli  zu  dem  im  Tangetilenwiiikel  CKDGC  verhält  wie 
2:1,  oder  dass  ersieres  ^  uad  das  andere  \  des  geuaiiiilea 
Dreiecks  ist. 

Zieht  inau  «lic  Strahlen  CAx^,  DA^,  die  der  Tangente  liJ 
in  C, ,  2>|  begegnen,  so  entsteht  das  Parallelogramm  CDD^t\, 
welches  dem  Segment  CGDC  zngebört  [oder  so  genannt  werden 
soll],  und  welches  ofTcnbar  ^mal  so  gross  ist,  als  dieses  letztere 
li^  KGH  CC^H,  KGJ  —  DD^J].  Also:  Jedes  Parabelseg- 
ment  iai  -Jinal  so  gross  als  das  zugehörige  Parallelogramm. 


Fig.  91. 


Aus  dem  vorbin  aurgesteillen  Satze 
folgt  unmittelbar  eine  eben  so  einfache 
Relation  zwischen  den  Inhalten  zweier 
zusammengehöriger  Vielecke  [«  Ecke], 
die  der  Parabel  ein-  und  umschriebeo 
sind,  und  wobei  die  Ecken  des  ersten 
zugleich  die  Berührungspunkte  der  Seiten 
des  andern  sind. 

Betrachtet  man  unter  dieser  Be- 
dingung s.  B.  zwei  Dreiecke  DFC  und 
GSHt  deren  Inhalte  [oder  Flichei^ 
durch  V,  F,  bezeichnet  werden  mögen, 
so  dasa  das  Segment  S  in  die  drei 
Theile  V,  t^,  ^  Tangenten* 

Winkelsegment  W  In  die  drei  Theile  Fj,  Wj,  fv,  zerlegt  ist,  dann 
bat  man: 

W  —  »1  ~     aas  ^  (S  —  «,  —  a,)  und  desslialb 

Man  hat  also  den  Satz:  Der  Inhalt  des  um8chrld>enen  Dreiecks 
ist  halb  so  gross  als  der  des  zugehörigen  eingeschriebenen  Dreiecks. 

Betrachtet  man  ferner  irgend  vier  Punkte  a,  h,  e  und  d, 
die  in  der  Parabel  liegen,  nebst  den  zugehörigen  Tangenten 
ABCD,  so  bestimmen  jene,  sowie  diese,  drei  verschiedene  ein- 
Tache  Vierecke,  welche  einander  paarweise  entsprechen,  und  von 
denen  zu  zeigen  ist,  dass  ihre  Inhalte  in  dem  Verbiltnias  von 
2 : 1  stehen.  Von  den  drei  eingeschriebenen  Vierecken  ist  das 
eine  abedo  convex,  und  die  zwei  flbrigen  ahdea  und  odbca 
Anä  öberachlagen;  von  den  umgeschriebenen  ist  eines,  ADBC 
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eoawi,  das  zweite  ABCD  conca?  [d.  b.  •mit  eiospringenden 
Wioliei]  und  das  dritte  ABDC  Abencblagen.  Es  eDtapricht  aber 
niebt  das  cooteie  dort  dem  oonrexen  bier,  sondern  sie  ent- 

Flg.  9S. 


sprechen  sieb,  wie  schon  aus  der  Baeidinung  hervorgeht,  in 
folgender  Ordnung: 

I.  ah  cd  |<  ()iiv»'x]  cnU^prichl  ABCD  [concavj 

II.  nbdc  [uljtischhigen]  riilspriclit  ABDC  [übcrschlageiij. 
III.  (idbc  [üjjcrschUigetij  Liilspric  Iii  ADBC  [roiivexl. 

l>er  (IrlUe  Fall  nölliig!  also  von  selbst,  wofeni  iiaiiilicli  ein 
allgeiiieiii  gülUgcs  Gesetz  aufgcslelll  werden  soll ,  über  den  Inhalt 
des  übersclilageneu  Vierecks  sieb  zu  versläudi^eo.    Sei  abdc 

Fig.  98. 


c    

ein  eoniaves  Viereck,  so  ist  dessen  Inhalt  gleich  der  hifleren/ 
der  Inlialle  der  Dreiecke  ahd  und  ac.'d.  Wenn  al.so  auf  einer 
Parallelen  zw  ad  sich  bewegt,  während  die  l*unkle  ahd  lest 
bleiben,  so  ändert  sich  der  Iidiall  des  Dreiecks  nr'd,  also  auch 
der  iuball  des  Vierecks  abdc'  nicht.    Nimmt  mau  die  liichlig- 
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keit  dieser  Bemerkung  auch  für  den  Fall  an,  wo  c'  ausserhalb 
des  Dmecks  nbd  liegt  [z.  fi.  nacli  c  gekommen  isl],  wo  also 
ahdra  ein  überschlagenes  Viereck  heisst,,so  ist  der  Inhalt  des- 
8elliea  =  afr(l — ade.  Ist  scbliessUdi  e  der  DurcluicbiiiU  von 
bd  und  ac,  so  isl  dem  Inhalte  nacb: 

.  A  abd^abe  +  aed 
A  aed s  aetf  +  ede,  also 
Viereck  abedetasss  abe  —  ede,  d.  h.: 

Der   IiiIkiII   eines  üljersciila^'cneii   Vin  erks  ist   «ileu  h  der 
Dillereiiz  der  Inliallc  der  beiden  Dreiecke,  aus  denen  es  besieht. 
Jetzt  hat  man  zunäclist  für  den  Fall  I: 

Das  convexe  Viereck  ah  cd  ==  Segment  abcda  —  or  —  ß  —  y 
ferner  (1  4  6  3)  oder  AB  CD  =  Arhelos  a  ^idt-ha  —  «,  —  ßi—Ytl 

da  jede  uhere  Grösse  nach  dem  Gleicbbeitszeicbeu  doppelt  so 
gross  ist,  als  die  entsprechende  untere,  so  muss  sein: 

Viereck  abed  =  i»  Viereck  ABCD, 

Im  Falle  llist «  +  «  =  3  AT,  y  +  ti  =  2  F,  also  («  ~  y) ss 
2[X-'  Y)  oder  (y  —  ar)  =  2  (F  —  -IT),  also  Ist  auch 

Viereck  ab  de  =  2.  Viereck  ABDC. 

Für  den  Fall  III  bemerke  man,  dass  das  überselilagene 
Viereck  adbca  ans  den  beiden  Dreiecken  adr  und  bcc  bestelil : 
ihm  entspricht  das  convexe  Viereck  ADßC  uder  3  5  4  2.  Mau 
bat  nun:  A  «^rf  =  2.  A  2  3  ü 

A  hcd=2.  A  4  5  r>,  also 

2(A236— A4ö6)=A  acd—A  bcd=A  ftcd^Abee,d,  h. 
Viereck  adbc  a  2.  Viereck  ADBC. 

Ebenso  kann  gezeigt  werden,  dass,  wenn  man  in  der  Parabd 
fünf  beliei)igc  Pnnkte  annimmt  und  dieselben  nach  b'gend  einer 
Ordnung  der  Reibe  nach  durch  Gerade  ▼erbindet,  das  dadurch 
entstehende  FOnfeck,  welche  Form  es  Imroerbm  haben  mag,  alle- 
mal doppelt  80  gross  ist  als  das  zugehörige  umgeschriebene 
FQnfeck,  dessen  Seiten  die  Tangeuten  in  den  Ecken  des  ange- 
nommenen sind,  und  welche  Sdten  in  ganz  entsprechender  Ord- 
nung in  ihren  Schnittpunkten  die  Ecken  erzeugen,  so  dass  also 
dieses  Gesetz  fAr  alle  zwölf  Paare  von  Fünfecken,  welche  durch 
jene  fünf  Punkte  bestimmt  sind,  zugleich  stattfindet.  Dasselbe 
ist  für  sechs,  sieben  etc.  n  Punkte  der  Fall,  so  dass  mau  ullgc- 
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mein  beliatipteD  kann:  Der  Inhalt  jedes  heliebigen  der  Parabel 
ehigeschrlebenen  iiEcks  ist  doppell  so  grees,  als  der  Inhalt  des 
xngehArigen  umschriebenen  n^ks.  Hierdurch  ist  also  auch  su 
entscheiden,  was  bei  gewissen,  auch  wohl  sehr  verwickelten  FQnf- 
ecken  oder  ii  Ecken  unter  deren  Inhalt  lu  verstehen  sei. 

Es  iSsst  sich  nun  fernir  selgen,  dass  der  Inhalt  der  Parabel- 
segmente nach  einem  einfachen,  bestimmten  Gesets  von  der  Höhe, 
oder  dem  Abstände  der  beiden  Durchmesser  von  einander  ab- 
hängt, swischen  denen  das  Segment  liegt. 

Es  seien  CB,  CD  irgend  zwei  feste,  und  GF  eine  beliebige 
drille  Tangente.  Durch  den  Berikhrungspunkt  E  gehe  der  Strahl 
HBAt»  parallel  der  Axe,  so  Ist  HF  =3  FD.  Es  kann  hnmer 


Fig.  94. 


DF:  DC  SS  i :  g  g^tzl  werden,  wo  g  irgend  welche  Zahl  be- 
deutet Dann  ist  auch  CG :  CBs=s  l:q  und  ebenso  FB:  FGssst  :q. 
Hiernach  foigl,  wenn  A  DCB=sD,  A  FCC  =  A',DEFs=sd 
und  A  FBH  =  gesetzt  und  bemerkt  wird,  dass  D  und  D^ 
bei  C  und  D^  und  <f|  bei  F  einen  gemeinschaftlichen  Winkel  haben: 

^  q.q  *•  q  p  .  q  U  ■ 

ä=idf,  folglich 

1' 


Digitized  by  Google 


140 


Ffinftes  Kapitel. 


Wird  noch  bemerkt,  dass  DF  %  DC^  DJ  x  DB  =t\q,  so 
folgt  aus  der  letiten  Gldchuog  ainächst  der  Sats:  Die  Inhalte 
(d,  D)  irgend  zweier  Tangentensdmeodreiecke  {DGB,  DFE),  welche 
eine  gemeinsdialUicbe  Tangente  DFG  haben  [in  der  Üire  Grund- 
linien liegen],  Terhalten  sich  wie  die  Guben  der  AbstSnde  (DJ :  DBj 
der  Durchmesser  DA  und  EÄ,  DA  i|«d  CA,  zwischen  denen  die 
Dreiecke  liegen. 

LSge  das  kletnere  Dreieck  DFM  an  der  festen  Tangente  bei 
B,  wie  BF^E^,  und  liStten  die  Durchmesser  S^A,  BA  gleiche 
Ildbe,  wie  diejenigen,  zwischen  denen  DFE  Uegt,  also  BJ^  =  DJ, 
so  wOrde  auch  BF^  :  BCss  BJ^  :  BD  s  1 : 9  sein,  und  folglich 

A  BF^E^  D  und  somit  A  HF^     =  DFE  sein.    Es  iül 

aber  auch  klar,  dass,  welche  Lngc  diese  Dreiecke  haben  mögen, 
sie  immer  auf  ein  und  dasselhe  Dreieck  DGB,  welches  mit  jedem 
von  jenen  eine  Tangente  gemein  hat,  bozn^on  werden  können. 

Daher  folgt  weiter:  Bei  einer  und  derselben  Parahcl  haben 
Tangenlensehnendreierke  [DFE,  HF^E^),  welche  zwischen  Durch- 
messern von  gleicher  Höhe  [oder  gleichem  Abstände  von  einander] 
liegen,  gleichen  Flächeninhalt,  und  auch  umgekehrt.  Ferner: 
Je  zwei  Tangentensebnendreiecke.bel  der  nämlichen  Parabel  [resp. 
ihr^  Inhalte]  verhalten  sich  wie  die  Guben  der  Höhen  der  zwei 
Paar  Durchmesser,  zwischen  denen  sie  liegen.  Diese  Sitze  lassen 
sich  nach  Froherem  unmittelbar  auf  die  Segmente  der  Parabel, 
'  und  zwar  sowohl  auf  die  iiber  den  Sehnen  DB  und  DB  als  die 
in  den  Tangentenwinkeln  (die  Arbelen)  flbertragen;  nimlich  jede 
Art  fUr  sich  betrachtet  verhftlt  sich  dem  Inhalte  nach,  wie  die 
Guben  ihrer  Hohe  in  Bezug  auf  die  Durchmesser,  welche  durch 
die  Endpunkte  ihrer  Sehnen  gehen. 

Betrachtet  man  mit  dem  Dreieck  DFB  zugleich  das  Dreieck 
BGB,  welche  zusammen  die  Höhe  des  Dreiecks  DGB  haben,  so 
hat  man  fflr  jenes,  wenn  dessen  Inhalt  durch  d  bezeichnet  und 

bemerkt  wird,  dass  BG  :  HC  —  q  \  .  q,  <5  =  ^3  D\  oder 
för  beide  hat  man:       z=z^^D,  fd  =        }fD  und  folglich 

d.  h.:  Ist  die  Höhe  oder  Al»stand  der  Durchmesser,  zwischen 
wc'hhen  hgeiid  ein  TungcntenschiiciKlreitM  k  liegt,  so  gross  als 
die  Summe  der  liülieu,  welche  irgend  zwei  andern  Dreiecken,  iu 
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gteichem  Sinne  genommeo,  zukommen:  so  ist  die  Culilkwurzel 
aus  dem  Inlialte  jenes  Dreiecks  der  Summe  der  Cubikwnrseln 
aus  den  Inhalten  der  zwei  andern  gleich.  Dieser  Salz  ist  nSm- 
lich  nach  dem  allgemeinen  Ausdrucke,  wie  er  hier  abgefasst  ist» 
richtig,  nicht  blos  fOr  den  Fall,  wo  die  drei  Sehnen  oder  Grund- 
linien {J>B,  DB,  SB)  der  in  Rede  stehenden  Dreiecke  ein  der 
Parabel  eingeschriebenes  Dreieck  bilden,  von  welchem  Falle  die 
Betrachtung  ausging. 

Bezeichnet  man  die  Inhalte  der  Segmente,  welche  fiber  den 
Grundlinien  jener  drei  Dreiecke  liegen,  durch  5,  t  und  «,  so  ist 
gleiciierweise: 

**  +  <ri  =  5J, 

d.  Ii.:  Jsl  die  iiühe  eines  beliebigen  Pu^rabelsegmcnls  in  Rcziig 
auf  die  Durchmesser  so  gross  als  die  Sinnmc  der  llrdien  irgend 
zweier  anderer  Segmente  derselben  Parabel,  so  isl  die  Cubik- 
Wurzel  aus  dem  Inhalte  des  ersten  Segments  gleich  der  Summe 
der  Cuhikwurzeln  aus  den  Inhalten  der  zwvi  letztern  SegoKMile. 

Durch  Wiederholung  iässt  sieii  dieser  Satz,  sowie  auch  der 
Torige,  stufenweise  auf  beliebig  viele  [vier,  fünf,  sechs,  ...;;] 
Segmente  ausdehnen,  wodurch  man  zu  dem  folgenden,  scheinbar 
allgemeinem  Resultate  gelangt:  Ist  die  llrdie  eines  Parabelsegmenls 
in  Beziehung  auf  die  Durchmesser,  zwischen  denen  es  liegt,  so 
gross  als  die  Summe  der  Höhen  von  irgend  n  andern  Segmenten 
der  n&mlichen  Parabel,  so  ist  die  Cubikwurzel  aus  jenem  der 
Summe  der  Gubikwurzeitt  aus  den  letztem  gleich.  Oder  in  einer 
Formel,  in  weicher  die  Bedeutung  der  einzelnen  Zeichen  leicht 
zu  erkennen  Ist: 

=;  j,^  4-  .<?.,J  -f.  5.jJ  .  .  .  .  j^i. 

Insbesondere  folgt  daraus.  Ist  irgend  ein  convexes  {n  -f  l\ 
Kek  »'incr  Paraltel  ein{,'('s(  In  iclicii ,  so  ist  die  Cnl)ikwurz(.'l  <les  Seg- 
mente über  der  einschliesseiidtMi  Seite  il<-r  Snnniie  dei' (lii]»ik\N  ur/eln 
der  S«'<,'niente  über  den  ilhri^eii  /«  Seiten  Haben  die  iet/tern 

«  Segmente  unter  sieii  gleiche  Höhen,  so  haben  sie  aneh  gleiche 

Inhalte,  f^o  dass       =  n  '       oder  S  =  Wird  ferner  der 

Inhalt  des  («  +  1)  Ecks  durch  F  bezeichnet,  so  ist  V  —  S  —  ns^. 
Beide  Gleichungen  -verbunden  [durch  Elimination  von  «|]  ergeben: 
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niese  Formel  zeigt,  wie  der  Inhalt  T  eines  der  Parabel  ein- 
gesrliriebenen  (//  -f  1)  Keks,  dessen  Seiten  alle,  ausgenommen 
die  (Irundlinie  [oder  die  grösstej.  gleiche  Höhe  huhrn,  aus  dem 
Jnhalte  des  Segments  über  <ler  Grundlinie  zu  finden  i&i,  oder 
aucli  umgelielirt,  dieser  aus  jenem,  nämiicli 


•   Aus  der  ersten  Gletdiung  folgt  femer: 

Ss^  =  (S      F)»  oder  »  =  (5  —  .V)  j/l  —  endlidi 

F  =  S  —     5i  =  (S*  —  «i)  Si. 
Ist  insbesondere  n  =  2»  so  gibt  die  Formel:  F  =  — ^  S 

ein  bekanntes  Kcsullat,  welcbcs  nämlich  das  Verhältniss  eines 
Segments  zu  dem  grössten  Dreieck  über  seiner  Sehne  anzeigt, 
es  ist  S  :  F  =  4  :  3.  Aber  auch  für  jeden  andern  Werth  von  ti 
hat  unter  den  gegenwärtigen  Bedingungen,  dass  nämHcli  die 
n Seiten  einerlei  Höhe  haben,  das  Vieleck  für  eine  gegebene 
flöhe  der  (Grundlinie  den  grössUn  Inhalt. 

Ein  anderes  Verfahren,  die  Parabel  zu  quadriren,  lieginnt 
damitp  dass  der  Inhalt  irgend  eines  Sectors  aus  dem  Brennpunkte 
B  bestimmt  wird,  und  zwar  durch  Hülfe  des  ihm  entsprechenden 
gemischtlinigen  Vierecks,  welches  zwischen  dem  Bogen,  der  Leit- 
linie L  und  den  beiden  aus  den  Endpunkten  des  Bogens  auf  die 
Leitlinie  geßillten  Perpendikeln  liegt.  Der  Sector  ist  stets  die 
Il&lfle  Ton  diesem  Viereck.  Daraus  wird  sofort  auch  der  Inhalt 
jedes  beliebigen  Segments  gefunden,  sobald  seine  Lage  nnd  seine 
Höhe  über  der  Axe  gegeben  shid.  Aber  auch  umgekehrt  kann 
aus  dem  oben  gefundenen  Ausdrucke  fikr  den  Inhalt  des  Segments 
der  Inhalt  des  Sectors,  oder  dessen  VerbUtnias  zu  dem  genannten 
Viereck  bestimmt  werden. 

Es  sei  ^  der  Brennpunkt,  CD  die  Leitlinie  und  J  der 
Scheitel  einer  Parabel  AGE.  Aus  irgend  einem  Punkte  M  der 
Parabel  ziehe  man  die  Geraden  BB  und  BJ,  die  erste  nach  dem 
Brennpunkte  und  die  andere  senkrecht  auf  die  Leitlinie,  so  Ist 
BB  =  BJ.  Ferner  ziehe  man  die  Gerade  BJ  und  die  Tangente 
in  B,  nämlich  BiC,  so  steht  diese  auf  jener  senkrecht  und  hilltet 
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sie  in  k',  so  dass  mCs=JJC,  Nimmt  man  nun  in  der  Tangente 
NK  auf  lieiden  Seiten  von  ff  zwei  Punkte  G  und  E,  welche 
gleichweit  von'JST  entfenil  sind,  und  zieht  aus  denselben  die  Ge- 
raden GB  und  EB,  GF  und  ED,  wovon  die  twei  letztem  senk- 
recht auf  CD  stehen,  also  parallel  EJ  laufen,  so  ist,  wie  mau 


sittlit.  ilar«  Parnllfllra|iez  UEGF  doppelt  so  gross  als  das  Dreieck 
BGE,  (leuii  es  isl 


WO,  wie  forhin  bemerkt,  JKs=  BE.  Denkt  man  sicli  nun  die 
beiden  Ptmkte  G  und  S  sehr  nahe,  oder  unendlich  nahe  an  ff, 
so  kann  man  sie  als  in  der  Parabel  liegend  ansehen,  und  es  folgt 
sodann,  dass  ein  Seclor  BGHE,  dessen  Bogen  GffK  unendlich 
klein  ist,  halb  so  gross  sei  als  das  zugehörige  Parallellrapez 
DEI/GF,  welches  den  nändichen  liogeii  EI/G  zur  Seile  hat. 

Nun  lassen  sich  aber  jeder  beliebige  Seclor  IIGjV  und  das 
fhni  eiitsprccbende  goniischllinige  Paralleltrapcz  LMKGFxw  solrlie 
uiu'iidlicli  kleine  l\iU'iin'nle  zerlegen,  xm'IcIic  pa;ii\veise  das  Ver- 
iifdlniss  1:2  baben,  wie  die  Elemente  DG  HE  und  IfEHGF, 
daher  müssen  auch  sie,  als  die  Summen  «lieser  Klcniente.  das 
iiändicbe  Verlifdlniss  zu  einander  baben.  Daraus  s(  lili«'s>l  man 
folgenden  Salz,  von  welrbem  aus  alle  mit  der  Oiiadralnr  der 
Parabel  zusaromeniiängeudeu  Fragcu  behandelt  werden  können: 


Fig.  95. 


DSGF  =  JK.G£  und  A  BGE^ 
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Ifder  ParabeUector  BGEMB  zwischen  zwei  Strahlen  BG, 
£M,  «lic  vom  Brennpunkte  ausgehen»  hat  halb  so  grossen  Flä> 
cheninhiill  als  das  ihm  zugehörige  gemischtlinige  Parabeltrapei 
FGEMLF,  Nvelclies  <ltMi  Bogen  GEM  jenes  Segments,  die  ans 
den  Knd|iunklcn  G,  M  desselben  anC  die  Leitlinie  geffdlteri  Perpen- 
dikel GF,  ML  und  das  zwischen  diesen  liegende  Stück  FL  der 
Leitlinie  zu  Seiten  hat. 
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Sechstes  KapiteL 

Breimpuuktseigeiiseliafteii  der  üegeisehuitte. 

^  22.   Construction  dor  Kegolschnitte  aua 
gegebeueu  Elemonten. 

Die  voraogebeadea  KapUel  über  Ellipse,  Hyperbel  und  Pa- 
rabel zeigen  genugsam,  ivie  doe  Reibe  von  £igeuscbancn ,  wcK^he 
für  eine  einzelne  dieser  Ciirven  bewiesen  wurden,  ilire  Gülligiieil 
für  alie  Kegelscimitte  bebaltcii.  Wenn  auch  Ellipse  und  Hyperbel 
sich  gegenseilig  bedeutend  näher  stehen  als  jede  von  ihnen  der 
Farabel,  so  ist  doch  in  den  meisten  Fällen  keine  Scbwierigl«ul 
vorhanden,  Sülze,  welche  von  den  beiden  ersten  gelten,  auf  die 
letztere  zu  übertragen,  indem  iddii  einfach  henirksiehtigt,  dass 
der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  der  unendlich  entfernte  Punkt 
ihrer  Axe  ist.  Einige  Beispiele,  die  sich  aus  den  fröbern  Ent- 
wicklungen von  selbst  darbieten,  zeigen  diess  deutlich. 

1)  Der  Ort  aller  derjenigen  Punkte,  welche  gleicbweit  ab- 
stehen von  einem  festen  Punkte  B  und  von  einem  festen  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkte  A  und  dem  Radius  2a,  ist  ein  K^elschnitt, 
welcher  A  und  B  zu  Brennpunkten  und  den  Radius  2  a  zur  grossen 
Axe  hat.  Liegt  B  ausserhalb  des  Kreises,  so  ist  der  Kegelschnitt 
eine  Hyperbel,  liegt  B  innerhalb  des  Kreises,  so  erb&lt  man  eine 
Ellipse.  Um  die  Parabel  zu  erzeugen,  lisst  man  einfach  den 
Kreis  in  euie  Gerade  Qbergehen,  welche  dann  zur  Leitlinie  der 
Parabel  wird. 

3)  Die  Gegenpunkte  des  Brennpunktes  B  eines  Kegelschnittes 
in  Bezug  «uf  simmtliche  Tangenten  desselben  liegen  hi  einem 
Kreise,  welcher  den  andern  Brennpunkt  A  zum  Mittelpunkt  und 
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die  grasse  Axe  des  Kegelschnitts  zum  Radius  hat.   Für  die  Pa- 
rabel rOckt  der  Mittelpuckt  dieses  Kreises  in's  Uaendliclie  und  « 
der  Krds  sellrat  wird  sur  Geraden  [der  I^tlinie]. 

3)  Fftllt  man  todi  Brennpunltte  B  eines  Kegelsclinitls  Per- 
pendikel auf  sSmmUiehe  Tangenten  dessellien,  so  liegen  deren 
Fusspunkt«  itt  einem  Kreise,  der  Aber  der  grossen  Axe  des 
Kegelschnitts  als  Durchmesser  besdirieben  ist  Im  Falle  der 
Parabel  gebt  dieser  Kreis*  in  die  Scfaeiteltangente  Über. 

4)  Die  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  des  Kegelschnitts 
bildet  mit  den  zugehörigen  Brennstrahlen  gleiche  Winkel.  Bei 
der'  Ellipse  geht  die  Tangente  ausserhalb,  bei  der  Hyperbel 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten  durch;  bei  der  Parabel  geht 

der  eine  Brennstrahi  parallel  der  Axe, 

5)  Bewegt  sich  ein  Punkt  C  derart,  dass  sein  Absland  p 
von  einem  festen  Punkte  B  zu  seinem  Abstände  q  von  einer 
festen  Geraden  L  in  einem  bestimmten  constanlen  Verhältniss 

•H-ssil  steht,  so  ist  sein  Ort  ein  Kegelschnitt  mit  B  als  Brenn- 
punkt und  L  als  zugehdriger  Leitlinie,  und  xwar  für  X  <  1  eine 
Ellipse,  fOr  X  s  1  eine  Parabel  und  fikr  1  >  1  eine  Hyperbel. 

Auf  diese  Sätze  gestützt,  kann  man  nun  eine  Reibe  von 
Aufgaben  lösen,  welche  die  Bestimmung  der  Kegelschnitte  aus 
gegebenen  Elemeiileii  betrclVen. 

Ihn  den  Kegelschnitt  zu  construlren,  wurden  Iriiber  innner 
die  Brennpunkte  und  die  grosse  Axe  als  bekannt  vorausgesetzt. 
>Vir  wollen  nun  die  grosse  Axe  eines  Kegelschnitts  bestimmen, 
von  \Nelcbeni  die  Breiuiimnkte  A  und  B  und  eine  Tangente  G 
gegeben  sind.  Man  suche  den  Cegenpunkl  A'  von  A  in  Bezug 
auf  G,  so  ist  HA'  die  grosse  Axe  des  Kegelschnitts.  Derselbe 
ist  eine  Hyperbel,  wenn  G  die  Gerade  A /J  auf  der  Strecke  AB 
und  eine  Ellipse,  wenn  die  (ierade  i  fi  ausserhalb  der  Strecke 
AB  trifll.  Man  könnte  auch  so  verlahreii;  Durch  llalbirung  der 
Strecke  AB  findet  man  den  Mittelpunkt  F.dit  man  nun  von 
A  ans  ein  Perpendikel  auf  G,  dessen  Fusspunkl  sein  möge, 
.so  schneidet  der  Kreis  mit  ilem  Mitleljninkle  M  und  dem  Badius 
MF  auf  der  Geraden  AB  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  aus. 
Liegt  der  Brennpunkt  A  in  unendlicher  Entfernung,  so  kann  er 
nicht  verzeichnet  werden,  aber  er  ist  vollständig  bestinnnt,  .sobald 
man  die  iUchtuiig,  in  welcher  er  liegt,  angibt.   Zieht  mau  dann 
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ilnrch  B  eine  Gerade  paraUel  dieser  Bicbtung,  so  ist  dieselbe 
die  Axe  aHer  Parabeln,  welche  B  und  jU  iu  BreDnpnnkten 
haben.  Nach  dem  Vorhergehenden  muas  also  die  Parabel  be- 
stinunt  sein,  sobald  man  von  ihr  den  Brennpunkt  B,  die  Axe 
BAm  nnd  eine  Tangente  G  kennt  In  der  Tbat  findet  man  einen 
Ihmkt  der  Leitlinie,  indem  man  den  Gegenpnnkt  B'  von  B  in 
Betiig  auf  G  constniirL  Das  Perpendikel  von  B'  auf  BAm  ist 
dann  die  Leitlinie  selbst,  welche  ndt  dem  Brennpunkt  lusammen- 
genommen  die  Parabel  voUstindig  bestimmt  Oder  auch:  Der 
Fusspunkt  des  von  ^  auf  fi^  gef&Uten  Perpendikeb  ist  ein 
Punkt  der  Scheiteltangente,  weldie  dadurch  gegel»en  ist,  und 
mit  dem  Brennpunkte  die  Parabel  bestimmt 

Wenn  von  einem  Kegelschnitte  ein  Punkt  C  und  die  Brenn- 
punkte Ä  und  B  gegeben  sind,  so  ist  dersellie  nicht  eindeutig 
.  bestimmt,  sondern  kann  entweder  dne  Ellipse  mit  der  grossen 
Axe  AC  CB,  oder  eine  Hyperbel  mit  der  grossen  Axe  AC —  CB 
[abgesehen  vom  Vorxeichen]  sein.  Dass  in  der  That  zwei  Kegel- 
schnitte durch  A,  B,  C  bestimmt  sind,  wird  durch  die  folgende 
Hetrachtung  klar:  Bei  jedem  Kegelschnitte  bildet  die  Tangente 
in  einoin  beliebigen  Punkte  mit  den  zugehörigen  Leilstrahlen  nacli 
«len  Bi  eiiupunklen  gleiche  Winkel.  Zieht  man  also  die  Geraden 
AC  und  CB  und  halbirt  den  Winkel,  so  ist  die  Halbirungsgerade 
die  Tangente  im  Punkte  6'  des  Kegelschnittes;  durch  diese  Tan- 
gente und  die  Brennpunkte  ist  nun  nach  dem  Vorigen  der  Kegel- 
schnill  eindeutig  beslinnnl.  Aber  die  Geraden  AC  und  C Ii  l)il(leu 
mit  einander  vier  Winkel,  welche  zwei  zu  einander  senkrechte 
Halbirungsgerade  zulassen,  G  und  G',  von  denen  jede  mit  J  und 
Ii  einen  Kegelschnitt  bestimmt,  und  zwar  die  eine  eine  Ellipse, 
die  andere  eine  Hyperbel.  Ellipse  nnd  Hyperbel  schneiden  ein- 
ander ausser  in  ('  noch  in  drei  andern  Punkten,  welche  zu  C 
IQ  Bezug  auf  die  gemeinsamen  A\en  der  beiden  Kegelschnitte 
symmetrisc  Ii  sind.  Da  in  jedem  dieser  vier  Punkte  die  Hypcrbel- 
tangcnte  und  die  Ellipsentangente  senkrecht  zu  einander  stehen, 
so  sagt  man,  dass  auch  die  KIlipse  und  die  Hyperbel  in  ilu*en 
Tier  Schniltj)imkten  senkrecht  auf  einander  stehen. 

Liegt  der  Brennpunkt  A  in  unendlicher  Entfernung,  so  gehen 
sowohl  die  Ellipse  als  die  Hyperbel  in  I*arabeln  nher.  Diess  be- 
stätigt sich  auch  wie  folgt:  Durch  den  Brennpunkt  B  und  die 
Axe  BAm  vA  die  Parati«!  noch  nicht  liestimmt  Kennt  man  nun 
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noch  einen  Punkt  C  derselben,  80  kann  man  die  Tangente  in 
diesem  F'nnkte  finden,  indem  man  den  Winkel  der  Strahlen  CB 
und  CJ^  baibirt.  kann  aber  so\vohl  auf  der  einen  als  auf 
der  andern  Sc^te  von  ^  als  im  Unendlichen  liegend  angenommen 
werden»  demzufolge  lassen  die  Strahlen  CB  und  CA^  zwei  winkel« 
halbirende  Gerade  zu,  die  senkrecht  auf  einander  stehen.  Also: 
Es  gibt  swei  Parabehi,  die  einen  Punkt  B  zum  Brennpunkt  und 
eine  Gerade  JBAm  tur  Axe  haben  und  welche  angleich  durch 
einen  Punkt  C  gehen.  Diese  Parabeln  schneiden  sich  im  Punkte 
C  und  dem  Gegenpunkte  von  C  in  Bezug  auf  die  gemefaischaft- 
liche  Axe  rechtwinklig,  da  ihre  Tangenten  in  dem  betreffenden 
Punkte  sich  rechtwinklig  schneiden. 

Durch  diese  Sftize  gewinnt  man  eine  Uebersicht  Aber  die 
unendlich  vielen  Kegelschnitte,  welche  zwei  Punkte  A  und  B  zu 
gemeinschafUichen  Brennpunkten  haben;  solche  Kegelschnitte 
beissen  homofocal.  Wir  setzen  zunftchst  voraus,  dass  keiner  der 
Brennpunkte  im  Unendlichen  liege,  dann  ist  die  Mitte  Jlf  von 
AB  gemeinsamer  Mittelpunkt  der  Kegelschnitte;  dieselben  haben 
flberdiess  AB  und  die  in  JV  senkrecht  auf  AB  errichtete  Gerade 
zu  gemeinsamen  Axen  [nur  der  Lage,  nicht  der  Grtee  nach]. 
Jede  beliebige  Gerade  G  ist  Tangente  eines,  aber  auch  nur  eines 
der  Kegelschnitte  der  Scliaar;  derselbe  ist  Hyperbel  oder  Ellipse^ 
je  nachdem  G  die  Gerade  AB  auf  der  Strecke  AB  oder  ausser- 
halb derselben  schneidet.  Durch  jeden  Punkt  C  gehen  zwei 
Kegelschnitte,  welche  sich  in  vier  symmetrisch  zu  den  Axen  ge- 
legenen Punkten  schneiden,  von  denen  einer  C  Ist  Einer  der 
Kegelschnitte  Ist  Hyperbel,  der  andere  Ellipse;  in  den  vier  Schnitt- 
punkten stehen  sie  senkrecht  zu  einander.  Die  Schaar  confocaler 
Kegelschnitte  zerfällt  demnach  in  eine  Schaar  Ellipsen  und  eüie 
Schaar  Hyperbeln.  Jede  Curve  der  einen  Art  schneidet  keine 
(lurve  derselben  Art,  aber  jede  Curve  der  andern  Art,  und  zwar 
in  vier  Punkten  rechtwinklig. 

Fällt  der  eine  Brennpunkt  in  unendliche  Entfernung,  so 
werden  Ellijisen  und  Hyperbeln  m  Parabeln  von  yleicbeni  Brenn- 
punkt uiul  gleicher  Axe.  Man  erhalt  also  zwei  Schaareti  «-oiifo- 
raler  Parabeln,  die  sich  dadurch  uiitcrsch»iii(.'n ,  il.i>>  die  Scheitel 
der  einen  Schaar  auf  der  einen  Seite  des  Ih  eimjiunkls,  die  Scheitel 
der  an«lern  auf  der  aiidrni  Seile  dcsstHien  Heften.  Eine  Parabel 
der  einen  Schaar  schneidet  keine  Parabel  derselben  Schaar,  aber 
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ede  der  andern  Sehaar  in  iwei  Panklen,  die  eymmetriscb  zur 
Aie  ttegen,  rechtwinklig. 

Durch  einen  Brennpanl^t  B  und  eine  Tangente  ist  ein  ^ 
Kegelschnitt  noch  nicht  bestimmt»  man  weiss  nur,  dass  der  Kreis 
um  den  andern  Brennpunkt  A  mit  der  grossen  Axe  2  a  des  Kegel- 
schnitts als  Radius  beschrieben  durch  den  Gegenpunkt  J?,  von 
B  in  Bezug  auf  Gi  geht  Tritt  nun  zu  B  und  (?|  noch  eine 
zweite  Tangente  ,  so  muss  der  genannte  Kreb  mit  dem  Nittel- 
punkte J  und  dem  Radius  2  a  sowohl  durch  Bt,  als  auch  durch 
den  )Gegcii])unkt  B^  von  B  in  Bezug  auf     geben.  Daraus  folgt. 


Fig.  '.m;. 


dass  der  Ort  dor  lircnnpunkte  A  diejenige  Crrade  sA  ist,  welche 
in  <ler  ^lill»'  von  B^B.^  senkrecht  steht.  Diese  (ierade  gelit  durch 
den  Sclniilliiunkl  der  Geraden  und  G^,  «lenn  da  G^  in  der 
Mitte  von  ^7?,  senkrecht  anf  H  7}^  und  G.,  in  (h'r  Mille  von  />/?,, 
senkrecht  auf  stellt,  su  muss  durch  ihren  Schnilljiunkl  .v  auch 
die  in  der  Mitte  von  -P,^2  stMikrecht  auf  Fi.,  gclt';;ic  (ieradc 
sA  gehen,  es  ist  also  s  der  Miltelpimkl  des  durch  die  Tunkte 
B^BB-j  gch'^'ten  Kreises, 

Umgekehrt  N\eiss  man  nun,  dass  irgend  ein  auf  5yi  gewfddter 
Punkt  als  zweiter  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  hclrachtet  werden 
kann,  der  B  zum  ersten  Brennpunkte  und  (7,  und  G^  zu  Tan- 
genten hat.  Um  zu  entscheiden,  in  welchen  Fällen  Ellipse,  Pa- 
rabel oder  Hyperbel  eintritt,  bemerken  wir,  dass,  wenn  der  Kreis 
mit  der  grossen  Axe  eines  Kegelschnitts  als  Radius  und  mit  einem 
der  Brennpunkte  zum  Mittelpunkte  den  andern  Brennpunkt  ein- 
schliesst,  dann  dieser  K^elscbnitt  eine  Ellipse  ist;  schliesst  der 
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Kreis  den  firenopunkt  aus,  so  ist  der  Ke($elsdinill  eine  lly|»erbel, 
liegt  der  Brennpunkt  auf  dem  Kreise  sellist,  so  reduiirt  sicli  der 
Kegelschnili  auf  eine  doppelt  gelegte  Gerade,  und  wenn  der  Kreis 
unendUGb  gross  ist»  so  geht  der  Kegel|cbnilt  in  eine  Parabel  6ber. 

Die  Schaar  von  KogelacbnUten,  welche  B  vm  Brennpunkte 
haben  und  die  beiden  Geraden  &|  nnd  6,  ber&hren,  serflÜt  also 
in  ehie  Schaar  von  Ellipsen»  deren  iwelte  Brennpunkte  auf  der 
einen  Seite  fon  #  auf  tA  liegen,  und  eine  Schaar  von  Hyperbeia, 
welche  ihre  iweiten  Brennponkte  auf  der  andern  Seite  von  t 
haben.  Als  Grensflüe  treten  auf:  die  Gerade  9B  doppelt  gehsgt»  > 
und  die  Parabel,  welche  B^B^  sur  Leitlinie  und  eine  Parallele 
zu  durcli  B  sur  Aze  hat  Die  Mittelpunkte  der  Gesammt- 
schaar  dieser  Kegebchnltle  liegen  in  einer  Geraden,  welche  in 
der  Hltle  xwischen  B  und  9Ä  parallel  su  tA  geführt  wird;  ihre 
grossen  Azen  gehen  sAmmOich  durch  B,  während  die  kleinen 
Axen  eme  Parabel  umhiUlen,  welche  B  tum  Brennpunkt  und  die 
Nittelpunklsgerade  zur  Leitlinie  hat. 

Wir  untersuchen  ferner  die  Schaar  von  Kegelschnitten, 
welche  dnen  gemeinsamen  Brennpunkt  B  und  zwei  gemeuisaroe 
Punkte  Ci  und  enthalten,  hrgend  ein  Kegelschnitt  dieser  Schaar 
ist  entweder  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  [die  speiiellen  Fillle 
dieser  Curven  jnit  eingeschlossen].  Sei  zunächst  der  Kegelschnitt 
eine  Ellipse  mit  dem  zweiten  Brennpunkt  A,  so  Ist  C,  i<  +    B  = 

+  ^2^»  weil  beide  der  grossen  Aze  dieser  Ellipse  gleich  sein 


müssen.    Daraus  folgt,  uenn  wir  zunäclisl  voraussetzen,  dass 
B>  C\B  sei,  6',  A  —  (J^A~  C.,  B  —  C\  P,  <l.  Ii. :   der  (»rl 
von  A  ist  derjenige  Zweig  der  Hyperbel  durch  JJ  niil      und  C'^ 
zu  Breuiipuulileu,  ueiclier  den  Breiinpuukt      uiuschUesst.  — 


Fig.  97. 
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Soll  einer  der  Kegelschnitte  der  Schaar  eine  Hyperbel  seiu,  so 
mOssen  folgende  versclifedene  Fälle  beachtet  werden:  1)  (7,  uod 
liegen  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  [er  umschliesse  nun 
A  oder  B]  und  2)  C|  und  liegen  auf  verscbiedenen  Zweigen  der 
Hyperbel.  Im  ersten  Falle  bat  man  entweder  C|  —  CiA^C^B 
^C^A  oder  A-^  C^B^C^B  —  C^A,  also  (?,  ^  —  Cj  ^ 
C^B  —  (7|  ^»  d.  h.  der  Ort  von  A  ist  der  umschliessende 
Zweig  der  Hyperbel  durch  B  mit  den  Brennpunkten  Cj  und  C^. 
Im  zweiten  Falle  ergibt  sieb  [in  Unterschddung  ob  C|  auf  dem 
Zweige  A  und  auf  dem  Zweige  B  liege  oder  umgekehrt],  ent- 
weder C^B  —  C,  ^  =  ^  —  P  oder  C^A  —  CiB  ^C^B  — 
A,  abo  beldemale  (7|  ^  +  ^  =  ^  +  C*,  J?,  d.  h.  der  Ort 
Ton  A  ist  eine  Ellipe,  welche  C|  und  zu  Brennpunkten  hat  und 
durch  B  geht.  Wenn  schliesslich  der  durch  B,  C^  und  be- 
stimmte Kegelschnitt  eine  Parabel  sein  soll,  so  flndet  man  als 
zweiten  Brennpunkt  einen  der  beiden  unendlich  entfernten  Punkte 
der  Hyperbel,  welche  (7|  und  zu  Brennpunkten  bat,  und  welche 
durch  B  geht.  Es  gibt  also  zwei  Parabeln,  welche  einen  bestimm- 
ten Punkt  zum  Brennpunkte  haben,  und  durch  zwei  gegebene 
Punkte  gehen.  Diese  ergibt  sich  auch  aus  folgender  Betrachtung: 
Construirt  man  einen  Kreis,  welcher  einen  beliebigen  Punkt  einer 
Parabel  zum  Mittelpunkte  hat  und  durch  den  Brennpunkt  dersel- 
ben gclil,  so  berührt  er  die  Leitlinie.  Soll  also  eine  Parabel  den 
Punkt  B  zum  Brennpunkt  haben  und  zugleich  die  Punkte  C,  und 
C2  entlialten,  so  ist  die  LeitHnie  gcnieinschaniiche  Tangt'iitr  der 
Kreise,  welche  resp.  6',  und  ('.,  zu  Mittelpunkleu  liabeu,  und  welche 
durch  B  gehen.  Diese  Kifise  haheu  zwei  Punkte  gemein,  lassen 
also  auch  zwei  uud  ntu-  zwei  genieiuschaflliche  Tageuten  zu,  dem- 
zufolge gibt  es  wirklich  zwei  Parabeln,  welche  den  gestellten  üe- 
dingungen  Genüge  leisten. 

Spezielle  Fälle,  welche  diese  lielraclitung  darhielel,  erledigen 
sich  leicht,  so  dass  wir  nun  allgemein  den  Satz  aussprechen  kön- 
nen: Der  Ort  der  zweiten  Ihennpuukle  ;dler  derjenigen  Kegel- 
schnitte, welche  einen  gegebenen  Punkt  B  zum  llrennpunkle  haben 
und  durch  zwei  feste  Punkte  C\  und  gehen,  besteht  aus  den 
beiden  confocalen  Kegelschnitten,  welche  C.  und  ('.,  zu  iJienn- 
punkten  haben,  und  welche  zudem  durch  den  Punkt  Ti  gehen. 

Ist  L  die  Leitlinie  eines  Kegelsciniitles,  welcher  durch  (\  und 
gebt  und  weicher  B  zum  Ürenupuukte  hat,  so  gilt  nach  einer 
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Fundameiilaleigenscbafi  der  Kegelschnillc,  wunii  P,  und  P.,  die 
Fusspunkie  der  von  C|  und      auf  L  gefalltea  Perpeodikol  sind. 


Fig.  99. 


die  Relaüon:  ^  oder  B  C^i  BC^  =  CiP^:  C^P^  Sei 

ferner  S  der  Durchschnitt  der  Geraden  C^C^  mit  A  so  ist  wegen 
der  AebnlicblLeit  der  Dreiecke  SPx und  SP^C^  auch  SiC^S=s 
C^Pii  Cji^»  also  ist  SCxi  ^C,8=sC,S:  C^S,  Durch  diese  Propor- 
tion ist  der  Punkt  5  bestimmt»  d.  h.  es  gibt  auf  der  Geraden 
Bwei  Punkte,  welche  ihr  genügen,  einen,  s,  auf  der  Strecke 
(7|C}  selbst,  den  andern,  8,  ausserhalb  dersell>en.  Man  flndet 
diese  Punkte  bekanntlich,  indem  man  die  Durchschniltspunkte  der 
Halbfa*ttng8geraden  der  Winkel,  welche  die  Geraden  BCi  und  BC^ 
bilden,  mit  construirt  [Die  Punkte  Cj,  C,,  #,  S  sind  also  har- 
monische, und  zwar  die  beiden  ersten  und  die  beiden  lotsten  ein- 
ander zugeordnet.]  Es  folgt  nun  der  Satz:  Soll  ein  Kegelschnitt 
durch  zwei  Punkte  C|  und  C.^  gehen  und  efaien  bestimmten  Punkt 
B  zum  Brennpunkt  lülMn,  so  geht  seine  B  entsprechende  Leltlime 
durch  den  einen  oder  den  andern  von  zwei  leicht  zu  construlrenden, 
auf  der  Geraden  Cj  C.^  gelegenen  Punkten.  Diesem  Satze  kann 
man  eine  etwas  andere  Fassung  geben.  Da  nftmlich  C|J9s= 
CiS:  C^S und  C^B:  C^B^C^s:  C^s^  so  sind  nach  S  3  die  Punkte 
S  und  «  resp.  die  Süsseren  und  inneren  Aehnllchkeitspunkte  der 
beiden  Krdse,  wekhe  und  zu  Ifittelpunkten  haben  und  durch 
B  gehen.  Die  Leitlinie  irgend  eines  der  vorhin  genannten  Kegel- 
schnitte, welche  dem  gegebenen  Brennpunkt  zugehört,  geht  also 
entweder  durch  den  einen  oder  durch  den  andern  der  Aehnlich- 
keitspunkte. 


« 
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In  S  11  isl  iutüg^  worden,  wie  der  sweite  Brennpunkt  einer 
Ellipse  gefanden  wird,  von  welcher  man  den  einen  Brennpunkt  B 
und  drei  Tangenten  0^,02,  G^keant.  Man  sucht  die  Gegenpunkle 
^1,  -^9  ^  >>>  Beiug  auf  G,,  G,,  so  Ist  der  Hitlelpunkt 
A  des  durch  diese  Punkte  gelegten  Kreises  der  gesuchte  sweile 
Brennpunkt  Nach  den  bisherigen  Betrachtungen  ist  sofort  klar, 
dass  (ttese  Construction  nicht  allein  fOr  die  Ellipse,  sondern  fOr 
jeden  beliebigen  Kegelschnitt  gilt  Daraus  folgt,  dass  durch  drei 
Tagenten  und  einen  Brennpunkt  der  Kegelschnitt  im  Aitgemelnen 
vollstindig  bestimmt  ist,  so  dass  also  nur  übrig  bleibt,  in  jedem 
einxehien  Falle  su  entscheiden,  ob  der  Kegelschnitt  Ellipse,  Pa- 
rabel oder  Hiperbel  ist 

Um  diese  Unterscheidung  durchsufQhren,  halten  wir  die  drei 
Tagenten  fest  und  wShIen  sunftchst  B  in  unendlicher  Entfernung 
und  swar  nach  einer  willkfkriich  bestimmten  Richtung  hin.  Der . 
Kegelschnitt  Ist  dann  eine  Parabel,  und  zwar  liegt  deren  Brenn- 
punkt auf  demjenigen  Kreise,  welcher  dem  Dreiecke  63  um- 
schrieben ist  Die  Aufgaiie,  denselben  zu  finden,  kommt  auf  die 
in  %  19  behandelte  surOck:  Es  ist  ein  Dreieck  und  der  demselben 
umschriebene  Kreis  gegeben,  ferner  eine  Gerade  G\  man  soll 
auf  der  Kreislinie  einen  Punkt  Ä  so  bestimmen,  dass  die  Fuss» 
punkte  der  von  ihm  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefüllten  Per- 
pendikel in  einer  su  Q  parallelen  Geraden  liegen.  In  der  That  ist 
in  unserm  Falle  die  Gerade  G  irgend  eine  Senkrechte  au  der 
Bichtuog  des  uttendlich  entfernten  Brennpunktes  B,  Wird  umge- 
kehrt der  Brennpunkt  B  auf  dem  Kreise  angenommen,  welcher 
dem  Dreieck  G^GjO^  umschrieben  Ist  so  liegt  der  zweite  Brenn- 
punkt A  im  Unendlichen,  und  zwar  in  einer  lUcbtuog,  die  sofort 
bestinwit  werden  kann. 

Wir  nehmen  ferner  an,  B  befinde  sich  auf  irgend  einer  der 
Dreieckseiten,  z.  B.  G^.  Es  fallt  dann  mit  B  selbst  zusam- 
iiMMi,  also  liegt  A  sowohl  auf  dem  Perpendikel,  das  in  der  Mitte 
von  ^1  und  B  [resp.  B^]  errichtet  wird,  d.  b.  auf  C^p  als  auch 
aur  6^2'  ^'^^  ^       ^^^^       Dreiecks,  welche  G^  gegen- 

überliegt. Deflndet  sich  also  B  auf  einer  Seite  des  Dreiecks,  so 
fallt  A  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  zusammen.  Es  ist  dem- 
nach zwar  im  Allgemeinen  A  durch  B  vollkommen  eindeutig  be- 
stimmt, wenn  aber  B  mit  einer  der  Eiken  zusammenfallt,  so 
kann auf  der  gegenüberUegeuden  Seite  willkürlich  angenommen 
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werden.  JedeMMl  indem  mues  der  Keg^lflcbnU  in  die  doppell- 
gelegte  Gerade  AB  zerrallen,  die  als  Ellipse,  Hypeifiel  oder  Pa-  . 
rabel  angesehen  werden  kann. 

Fallt  B  nit  dem  IfiUelpunkle  eines  der  vier  Kreise  xusam-  . 
men,  welche  dem  Dreiselt  [oder  Dreieck]  GiG^G^  eingeschrieben 
werden  können,  so  fereinigen  sich  B  und  A,  «nd  der  entspre- 
chende Kegelschnitt  ist  der  betrachtete  Kreis  sellMt. 

Verftndert  der  Punkt  B  seine  ]»age  stelig,  so  wird  der  rage- 
hörige  Kegelschnitt  sich  ebenfaHs  stelig  Indern,  und  wird  also 
von  der  Ellipse  mr  Hyperbel,  oder  von  der  Hyperbel  tnr  Ellipse 


nur  dann  flbergehen,  wenn  er  sieb  zuvor  in  einen  der  Ueber> 
gaugskegelschnitte  [Parabel  oder  doppellgelegte  Gerade]  verwan- 
delt hat.  Nun  wird  aber  die  Ebene  durch  das  DreFeck.  G^  G^^ 
die  unendlich  entfernte  Gerade  und  den  dem  Dreieck  umscbrie- 
benen  Kreis  in  eilf  Theile  getlieilt,  derart,  dass  der  Punkt  B  in 
einem  der  mit  c  bezeichneten  Abschnitte  liegen  miiss,  daiiiil  dei- 
^'ehörige  Kegelschnllt  eine  Ellipse,  und  in  einem  der  mit  h  oder 
J{  iK'zt'irlineten,  damit  derselbe  eine  Hyperbel  sei.  Die  speziellen 
l'  älle  sind  bereits  erledigt,  jetzt  auch  die  ganze  geforderte  IJnler- 
sH'beidiiiig. 

>Viil  iiiaii  einen  Kegelsehnitt  constniiren,  \^'elcher  durch  drei 
Punkte  C,  C'.^Cj  gebt,  und  einen  bestimmten  Piuikl  B  zum  Ihenu- 
punkt  hat,  so  beachte  man  zunächst,  dass,  da  der  Keg)>ls(  Imitl 
jedenfalls  durch  6*,  und  C.^  geht,  seine  7>  Z!igeliöri>;e  LcitliiilL' 
iiothweodiger  Weise  entweder  durch  den  äubsera  oder  den  iuuern 


Fig.  M. 
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Aehoitebkeilspunkt  deijeiiigen  Kreis«  gehen  iihim,  welehe  C,  und 
lu  Mittelpunklen  haben  und  durch  B  gehen.  Zieht  man  nun 
noch  den  Kreis,  welcher  lum  MHtelpuni^l  hat  und  durch  B 
geht,  so  findet  sich  durch  GonMnation  der  drei  Punkte  CiC^C^ 
SU  tweien,  da»  (Ke  au  ß  gehörende  Leitlinie  des  gesuchten  Kegel- 
schnitts drei  der  sechs  AebnÜchkeitspunkte  enthalten  nims,  wehshe 
die  drei  genannten  Kreise  erseugen,  und  zwar  muss  jede  der  drei 
angegebenen  Combinationen  für  jede  der  Leltiinien  beräckslchtigt 
werden.  Der  §  3  zeigt  nun,  dass  fler  solche  Leitlinien  existiren» 
oämlich  die  drei  lussera  Aebniicbkeitspunkte  der  Kreise  liegen 
in  einer  derselben,  und  jeder  der  drei  Süssem  Aelmliclikeitspunkle 
mit  den  beiden  ihm  nicht  zugehörigen  innern  in  einer  andern.  Es 
gibl  also  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  Punkte  gehen  und 
einen  gegebenen  Punkt  zum  Brennpunkt  haben. 

S  23.  Dto  Tolarilgar  das  Kwiaas, 

Kiiiü  Ileihe  von  Kigenscliaricii  der  Kegolschnille  hissen  sich 
aus  fcligcnscharten  des  Kreises  ahlcitefi,  itidein  man  sich  der  Sätze 
bedient,  welche  in  ^  6  aufgestellt  worden  sind. 

Zu  jedem  Punkte  p  in  der  Ebene  geliörl  in  Ik'zug  auf  einen 
Kreis  M  stets  eine,  aber  auch  nur  eine  Pohu  e  während  zu  einer 
beliebigen  Geraden  P  stets  ein,  aber  auch  nur  ein  Pol  gehört. 
Es  gilt  zudem  der  Satz,  dass  die  Polare  auf  der  Verhindungs- 
geraden  des  Pols  mit  dem  iMittelpunkte  des  Polarisationskreises 
senkrecht  steht.  Wird  der  Kreis  festgehalten,  während  der  Punkt 
p  sich  verändert,  so  verändert  sieb  auch  seine  Polare,  und  zwar 
so,  dass  die  Bewegung  der  Polaren  durchaus  durch  die  Bewegung 
des  Pols  bestimmt  ist.  Umgekehrt,  bewegt  sich  die  Gerade  /*,  so 
bewegt  sich  auch  ihr  Pol  p,  und  zwar  ist  die  Orlsveränderung 
von  p  vollstän<lig  durch  diejenige  von  P  bestimmt.  Lässl  man 
nun  p  irgend  eine  Curvc  C  dnreidaufen,  so  bewegt  sich  die  I*o- 
lare  P  als  Tan^'ente  einer  andern  Curve  (\,  welche  durch  C  und 
jV  bestimmt  ist.  Wenn  py  und  zwei  unmittelbar  an!  einander 
folgende  [unendlich  nahej  Lagen  des  Punktes  />  sind  und  6'  die 
sie  verbindende  Gerade,  ferner  /*,  ufui  P.>  die  Polaren  von  />,  und 
[die  sich  ebenfalls  unendlich  nahe  liegen,  d.  Ii.  einen  unendlich 
kleineu  Winkel  mit  einander  bildenj  und  s  ihr  Schnittpunkt,  so 
bieten  sich  folgende  Verbältnisse  dar:  G  ist  die  Tangente  von  C 
in  dem  Punkte     [oderi^^j,  ^^eil  die  Tangente  in  irgend  eineni 
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Punkte  einer  Garve  die  Verblndongsgerade  iweier  unmitteliiar  auf 
einander  folgender  PuniLte  Ist  Ebenso  ist «  der  BerQhrungsiiunlit  der 
Tangente  /'(  [mier  P^]  der  Cunre  C^,  Es  entspridit  also  der  Gur?e 
(7  die  Curve  C\  nicht  nur,  wenn  man  C  als  aus  Punltten  beste- 
heod  auffasst,  sondern  auch  dann  noch,  wenn  man  C  durch  Bewegung 
einer  Tangente  sich  bilden  lAssL  Alles  zusammengefasst  ergibt  sich 
der  Satz: 

Sucht  man  zu  jedem  PuniLte  p  einer  Curve  C  die  Polare  P 
in  Bezug  auf  einen  festen  Kreb  M,  so  bilden  alle  Geraden  P 
zusammengenommen  die  Tangenten  einer  neuen  Curve  C,.  Der  ' 
Tangente  G  im  Punkte  p  von  C  entspricht  der  Beröhrungspunid 
s  der  Tangente  P  von  Cj.  Die  Curve  C,  heisst  die  Poiarflgur 
der  Curve  C;  umgekehrt  ist  auch  C  die  Poiarflgur  von  C|.  Sind 
zwei  Curven  zu  einander  polar,  wenn  man  die  erste  als  aus  Punk- 
ten, die  zweite  als  aus  Tangenten  bestehend  aufTasst,  so  sind  sie 
auch  polar,  wenn  man  die  erste  als  Tangeutengebilde,  die  zweite 
als  Punktgebildo  betraclitct. 

Sei  31  der  l'uiidainenlalkrcis,  in  Bezug  auf  welcben  polarisirt 
wird,  M  sein  Mittelpunkt  und  J{  sein  Radius,  ferner  Alp  der  Ita- 


dius  eines  iliiii  roii^zenlrisohen  Kreises  A',  so  ist  die  rolarli|;ur 
desselben  ein  zu  M  und  A'  conzentriscbcr  Kreis  A\.  Uni  dessen 
Radius  iV.<f  zu  finden,  bedenkt  man,  dass  der  dnreh  p  gebende 
Durcbniesser  des  Kreises  M  vier  harnioniscbe  Punkle  enlbfdl,  von 
tlenen  p  und  9  zwei  zugeordnete  sind,  wahrend  die  Leiden  an- 


Fig.  100. 
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dem  gl  und  g^  auf  dem  Kreise  M  liegen;  deren  Hitte  ist  dem- 
nadi  ilf,  und  nadi  $  5  findet  die  Belalion  statt:  Mq^^ss^Mq^^ 

=  R^=Mp.Ms,  also  wodurch  der  Kreis  A'|  vullstäu- 

dig  bestimmt  ist.  Wenn  Mp  s  JR  ist,  so  feilen  natflrlich  ITj  und 
JCy  mit  dem  Kreise  JC  zusammen. 

Ist  IT  niclit  Gonzentri.sch  mit  M,  so  ist  die  Polarfigur  you  IC 
in  Besug  auf  M  mchi  ein  Kreis»  sondern  eine  andere  Curfe,  deren 
Gestalt  gefunden  werden  soll. 


Ks  seien  ^,  a  riii  heHcbfger  Punkt  uml  seine  zugehörige 
Tangente  im  Kreise  A",  uiid  .-1^,  seien  resp.  die  Polare  und 
der  Pul  derselben.  Der  Itadlus  des  Kreises  3/ ist  R,  denniaeli  hat  man: 
Ma  .  MA  =  Ii';  Ma^  .  Ma^  =  Da  der  Ort  von  A  der  Kreis  A 
ist,  so  ist  der  Ort  von  c(  diu  heslinunter  Kreis  k\,  der  mit  A'  den 
Punkt  M  /um  Aeludichkoilspunktc  hat,  und  zwar  im  Falle  unserer 
Figur  zum  äussern  Aehnlichki  itspunkle.  Zum  Beweise  sucht  man 
die  Punkte  e  und  /,  wrlc  he  zu  E  und  F  [den  Endpunkten  des 
Ihirrhmessers  .VK  im  Kreise  Aj  in  deinsi-lben  Verhfdtniss  stehn, 
wie  u  zu  A  und  zeigt,  dass  -^^Z  f«/  ilechler  ist.  Man  hat  in 
der  That,  da  ~  MA  .  Ma  =  ME  .  Me  =  MF  .  Mf  hl,  MA  : 
ME=  Mc  :  Mc<  und  MA  :  MF=  Mf:  Mu.  Es  sind  also  sowohl 
die  Dreiecke  MAE  und  Mae,  als  aueii  die  Dreiecke  MAF  und 
Maf  fdudicli.  Man  hat  aus  diesen  Aehnlichkeilen  A  EM  — 
raM  und  -Cr  AFM  =  faM  und  da  MFA  -  MEA  —  90«,  so 
ist  auch  itf«/  —  jtfac==ÖO",  also  der  Ort  von  a  wirklich 
ein  Kreis. 


Fig.  101. 
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Nun  ist  Ai  lu  dem  Strahle  Ma  senkrecht,  daher  ist  der  Ort 
von  Ai  eine  Cnrve,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Fusspunkle 
sämmüichcr  I'crpendikel,  die  von  euem  Punkte  M  auf  Uire  Tan- 
genten gefällt  werden  köunea,  in  einem  Kreise  liegen,  also  ein 
Kegelschnitt  $t  [im  Falle  unserer  Figur  eine  Ilyperhel],  welcher 
M  zum  Brennpunkt  und  den  Durchmesser  des  Kreises  Ji\  zar 
grossen  Axe,  sowie  dessen  Mittelpunkt  zum  Mittelpunkte  hat;  es 
liegt  somit  die  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  in  der  Geraden  MK. 
Man  hat  also  die  nachfolgenden  S&tze: 

IHe  irgend  einem  gegebenen  Kreise  £  enlsprechende  Polar- 
flgor  St  in  Bezog  auf  einen  Kreis  Jlf  ist  irgend  an  Kegelscbnitt. 
Einem  Ponltte  A  und  der  sugeliörigen  Tangente  a  hä  £  entspre- 
chen eine  Tangente  A^  und  deren  BerQhrungspnniLt  «i  bei  St;  die 
Hauptaxe  von  St  flült  auf  die  Axe  der  Kreise  ME;  M  ist  Brenn- 
punkt von  St. 

Scbllesst  der  Krds  £  den  Mittelpunlit  M  nicht  ein,  so  sind 
aus  demseil>en  swei  Tangenten  c,  if  an  IT  vorlianden; 'daher  liat 
St  zwei  Tangenten  C,,  D^^  deren  BerQlirungspunkte  unendücb 
entfernt  sind»  also  zwei  Asymptoten,  und  es  ist  demnach  St  eine 
Hyperbel 

Geht  der  Kreis  JT  durch  den  Mittelpunkt  M,  so  wird  St  eine 
Parabel»  der  Ort  von  a,  d.  b.  der  Kreis  JTi  geht  In  eine  Gerade 
Ober,  nimlicb  in  die  Scheiteltaugente  der  Paraliei  St* 

Scbllesst  M  den  Mittelpunkt  ilf  ein,  so  wbrd  der  KegebchniU 
St  eine  Ellipse;  alsdann  schllesst  auch  der  Kreis  Jt^  den  Punkt 
M  efai,  wdcher  Süsserer  Aebullchkeilspunkt  der  Kreise  JC, 
bleibt.  Es  Ist  ersichtlich,  dass  St  kerne  unendlich  entfenHen  Punkte 
enthalteB  kann. 

Durch  Umkehrung  folgt:  Irgend  ein  Kegelschnitt  ^  der  Ebene 
geht  durch  Polarisation  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  der  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkte  M,  wo  M  ein  Brennpunkt  von  Ä  ist,  in 
einen  Kreis  über.  Der  vollständige  B«»weis  «licses  Satzes  wird 
geführt,  indem  man  den  Kreis  zu  Hülfe  nimmt,  welcher  über  der 
grossen  Axe  von  Ä  als  Durchmesser  beschrieben  worden  kann,  und 
weh  her  der  Ort  der  Fnsspunkte  aller  Perpendikel  ist,  die  von  M  auf 
die  sämmllichcn  Tangenten  des  Kegelschnitts  gefällt  werden. 

Wir  können  von  den  bis  jetzt  erhaltenen  Besultaten  sofort 
Anwendung  niaelien  anl"  die  Construction  eines  KegelschnitLs  i^, 
von  welchem  man  einen  Brennpunkt  und  drei  aus  Punkten  oder 
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Tangenten  bestehende  Elemente  kennt.  Es  sind  liiel)ei  vier  ver- 
scliiedene  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich  ausser  dem 
Brennpunkt  gegeben  sind:  1)  drei  Tangenten,  2)  zv^ci  Tangenten 
und  ein  Punkt.  3)  eine  Tangente  und  zwei  Punkte  und  4)  drei 
Punkte.  Polarisirt  man  den  gesuchten  Kegelschoitt  ß  in  Bezug 
auf  einen  Kreis  M,  welcher  den  gegebenen  Brennpunkt  von  ^ 
zum  Mittelpunkt  itat,  so  wird  er  zu  einem  Kreise* if,  seine  Punkte 
zu  Tangenten  von  if  und  seine  Tangenten  zu  Punkten  dieses  Krei- 
ses. Die  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  zu  finden,  welcher  einen 
gegebenen  Punkt  zum  BrennpunlU  bat,  und  welcher  drei  gegebene 
Gerade  berührt,  Usst  sich  also  zuröckfOhreo  auf  die  andere:  Einen 
Kreis  dureh  drei  gegeliene  Punltte  lu  legen.  Ebenso  Ist  die  Auf- 
gabe, einen  Kegelschnitt  von  gegebenem  Brennpunkt  durch  drei 
bestimmte  Punltte  sn  legen«  abbibigig  ?on  der  andern,  einen  Kreis 
zu  liestimmen,  wekber  drei  Gerade  berührt.  Diese  Ifisst  vier  Auf- 
lösungen SU.  also  auch  die  ursprüngliche,  wie  bereits  in  vorigen 
Paragraphen  bewiesen  werden  ist 

PolariBirt  man  eine  Parabel  in  Bezug  auf  eUien  beliebigen 
Kreis  M,  der  ihren  Brennpunkt  B  zum  filittelpunkt  hat,  so  wird 
sie  zu  einem  Kreise  AT,  welcher  durch  B  geht  und  dessen  Mittel- 
punkt k  heiasen  soll;  eine  Tangente  G  der  Parabel  wird  zu  einem 
Punkte  C  des  Kreises»  und  zwar  steht  die  Gerade  CB  senkrecht 
auf  G,  Wenn  ferner  zwei  Tangenten  der  Parabel  C  und  einen 
bestimmten  Winkel.«  mit  ehiander  bilden,  so  werden  die  Geraden 
BC  und  BCi,  welche  B  mit  den  diesen  Tangenten  entsprechen-  . 
den  Punkten  C  und  Ci  verbinden,  ebenfalls  den  Winkel  a  oder 
dessen  Nebenwinkel  einschllesBen.  Dem  Durcbschnfttspunkt  der 
Parabeltangenten  entspricht  nun  die  Gerade  C(7|,  welche  von  k 
einen  Abstand  hat,  der  dm^  den  Winkel «  vollkommen  bestimmt 
ist.  Bewegen  sich  demnach  zwei  Parabeltangenten  so,  dass  der 
von  ihnen  gebildete  Winkel  constant  bleibt,  so  bewegt  sich  die 
Polare  ihres  Durchscbnitispunktes  derart,  dass  sie  einen  constan- 
ten  Abstand  von  k  behält,  d.  Ii.  als  Tangente  eines  mit  K  con- 
zentrischen  Kreises.  Der  DurchschnitLspunkl  selbst  durchläuft  die 
Polarfigui'  tii's  so  bestimmten  Kreises  in  Bezug  auf  den  Kreis  M, 
nändicli  einen  Kegelschnitt,  der  B  zum  Brennpunkt  hat  und  leicht 
als  eine  Uyperbel  erkannt  \Nird,  was  bereits  in  §  18  bewiesen 
worden  ist. 

Das  einem  beliebigen  kreis  A  eingeschriebene  Sechseck  hat 
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nach  dem  Pascal'schen  Satxe  [$  4]  die  Eigeoschall,  dass  die  drei 
Dnrcliactiiiittspuidtte  gej^Oberliegender  Seiten  in  einer  Geraden 
ii^en;  bei  einem  dem  Kreise  umschriebenen  SechseclL  sdmeldtfn 
sich  mfolge  des  Satzes  von  Brianchon  6]  die  drei  Hauptdia- 
gonalen in  einem  und  demselben  Punitte. 

Diese  beiden  Sitae  lassen  sich  In  folgender  Weise  auf  die 
Kegelschnitte  flbertragen:  Es  sei  ein  Sechseck  gegeben,  welches 
einem  beliebigen  Kegelschnitte  eingeschrieben  Ist.  Polarisirt 
man  nun  ft  so»  dass  er  su  einem  Kreise  JC  wird,  d.  h.  polarisirt 
man  in  Bezug  auf  einen  Krete,  welcher  einen  der  Brennpunkte 
von  St  zum  Mittelpunkt  hat,  so  werden  die  Ecken  des  Sechsecks 
zu  sechs  Tangenten  des  Kreises  JT,  also  zu  einem  (diesem  Kreise 
umschriebenen  Sechseck.  Die  gegenöberbegenden  Seiten  des  St 
eingeschriebenen  Sechsecks  werden  zu  gegenflberliegeiiden  Ecken 
des  £  umschriebenen  Seclftecks»  und  die  drei  Durchschnittspunkte 
der  gcgcnOberllegenden  Selten  des  ersten  Sechsecks  zu  Haupt* 
diagonalen  des  iweilen.  Da  diese  sich  in  einem  und  danselben 
Pnnfcte  schneiden,  so  müssen  jene,  welche  die  Pole  der  Haupt- 
diagonalen  sind,  in  einer  Geraden  liegen.  Damit  ist  die  folgende 
Fassung  des  Pascal'schen  Satzes  bewiesen: 
•  Werden  irgend  sechs  Punkte  eines  beliebigen  Kegelschnitts 

in  einer  willkürlichen  Reibenrolge  durch  1  2  3  4  5  6  bezeichnet, 
und  die  nachfolgenden  Paare  der  Seiten  des  von  ihnen  gebildeten 
Sechsecks:  1  2  und  4  5,  2  3  und  5  6,  3  4  und  G  1  gegenüber- 
liegende Seiten  genannt,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte 
der  gegenüberliegenden  Seilen  in  einer  Geraden. 

In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich  eine  allgemeinere  Fassung  des 
Salzes  vun  Brianchon: 

Sechs  Tangenten  eines  Kegelschnittes,  welche  \\\v  in  irgend 
einer  Ueilienfolge  mit  12  3  4  5  6  bezeichnen,  heissen  ein  dem 
Kegelschnitt  tunsclu  iobciies  Sechseck.  Die  successiveii  Sciniill- 
punkle  von  12,  23,  34,  4  5,  56,  (Jl  nennen  wir  die  Ecken 
desselben,  und  zwar  werden  1  2  und  4  5,  2  3  und  5  6,34  und 
6 1  als  gegenüberliegende  delinirl.  Die  Hauptdiagunalen  eines 
solchen  Sechsecks  [d.  h.  die  Verbindnngsi^craden  gegernlberlie- 
gendcr  Eckeuj  schneiden  sich  in  ciueni  und  dtuuselhen  i'unkle. 
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$  2j4.   Der  gerade  KegcL 

Eine  grosse  Reibe  der  bb  jettt  aurgeruDdenen  Sfttte  über 
Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  und  maoche  neue  Eigenscbaltcn 
dieser  Curven  lassen  sich  ableiten,  indem  man  dieselben  als* 
Schnitte  einer  Ebene  mit  einem  Kreiskegel  aulTasst.  Diese  Be- 
tracbtungs weise  ist  in  frOhern  Zeiten  der  Ausgangspunkt  zur  Un« 
tersuchung  der  genannten  Curven  gewesen,  und  hat  ihrer  Bezeich- 
nung Kegelschnitte  den  Ursprung  gegeben.  Unsere  in  dieser 
Richtung  gehende  Betrachtung  leiten  wir  durch  einige  elementare 
Sätze  ein,  die  sich  auf  das  Dreieck  und  die  vier  ihm  eingesciirie- 
l>enen  Kreise  beziehen. 

Ist  einem  Dreieck  ein  Kreis  eingeschrieiien .  so  lassen  sicli 
die  Absclinitte,  in  welche  die  Seilen  durch  iVm  Herührungspunkte 
gelheiit  werden,  dnrcli  die  Seilen  ausdriicken.  Wiewohl  jede  Seite 
durch  die  llendirungspunkle  der  vier  dem  Dreieck  eingeschrie- 
benen Kreise  in  ;u  hl,  und  also  alle  drei  Seilen  in  \ier  und  zwanzig 
Abschnitte  getheilt  werden,  so  sind  diese  doch  nur  von  viererlei 
Grösse,  nämlich  es  entsprechen  ihnen,  wenn  a,  h,  c  die  Seiten 

sind,  nur  die  vier  Ausdrucke        g      ,  *    '  2  1 

^ ^^"^ **'    Denn  es  sei  PK<:  ein  iH  liehigcs  Dreieck,  und  der 

ihm  wirklich  cingeschriebeiu!  d.  ii.  der  von  ihm  umschlossene 

Kreis  M  bcrfdire  die  Seiten  u,  h,  r  he/üglich  in       K,  A,  so  ist 

DG  r-r  DÄ^  KG  =3  KM»  CK  =  CA\  daher  ist  DG  =z  J>A  = 

iri|  +  ':,jrß=»A^je==l±*  rJ.,c^  Ist 

ferner  A  rincr  der  drei  rnis>ern  Kreise,  so  Ii    -  />// = 

«r.J  +  ^,  KÜ=^KF=="'^':'^\  CF^C£=     «  +  *  + 

2  a  B 

Mao  sieht  hieraus,  dass  jeder  äussere  Kreis  diejenige  Seite  J>C 
=  c,  über  welcher  er  liegt,  iu  eben  solche  Abschnitte  thellt,  wie 
der  innere,  CA  =  DB  und  CB  =s  DA,  nur  haben  dieselben  ver- 
wechselte Lage,  und  dass  jener  in  den  zwei  andern  Seiten  Ab- 
schnitte hervorbringt,  JTi/und  KF,  die  dem  halben  Umrange  des 
Dreiecks  gleich  sind. 

Da  nach  dem  Vorstehenden  KD  —  KC  z=  DG  ^  CE=^ 
DA  —  EAs=  AB,  so  folgt  der  nachstehende  Satz:  Ist  die  Grund- 
linie DC  eines  Dreiecks  DKC'tetl  [ihrer  Grösse  und  Lage  nach] 
und  ebenso  der  Punkt  A,  In  welchem  sie  von  dem  eingeschrie- 

8l«iD«r,  DemcnUrlhtoiis  «kr  K«(rc1«chnl<lc.  11 
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I)encn  Kroiso  .V  horülirl  wird,  so  ist  niirli  ihr  Borüliruiig.<pniikl 
B  mit  dem  über  ihr  liegenden  eingesrhrichencii  kreise  A  fesl. 
Dagegen  ist  der  Orl  der  Spitze  K  des  Dreiecks  eine  besliiDOil« 
,  Hyperbel,  welche  die  Endpunkte  der  GruDdlinie  zu  Rrennpnnk- 
ten,  und  die  genannten  Berührungspunkte  zu  llauplscheilcliv  hat; 
und  umgekehrt: 

Hat  man  irgend  drei  lestr  Punkle  l» ,  A  und  T  in  einer  (le- 
raden,  denkt  sich  dann  die  Schaar  Kreise,  welche  die  Gernde  in 
dem  innern  oder  mittlem  Punkte  Ä  lu  rühren,  und  legi  aus  den 
z«rei  übrigen,  B  und  (\  nn  jechMi  Kreis  Tangenten,  so  ist  der 
Ort  des  Oureliscbnitts  A  dicM  i  Tangentenpaare  eine  bestimmte  • 
Hyperbel,  welche  die  äussern  Punkte  zu  Brennpunkten  imd  den 
mitlh^rn  zu  einem  Scheitel  der  llnnplaxi*  hat;  zugleich  berühren 
die  Tangontenpaare  die  einzelnen  Kreise  iV  einer  andi  i  n  S<  liaar, 
welche  den  andern  Ilauptsrhcit«  !  //  zum  gcmeinschariiichen  Üe- 
rflhrungspunkt  mit  der  Axc  hat.    l  erner: 

lieschreiht  man  in  alle  Dreiecke,  wovon  jedes  das  Stück  Cb 
der  Axc  einer  Hyperbel  zwischen  den  Brennpunkten  zur  Grund- 
linie und  irgend  ein  Paar  zusammengeliürige  Leitstrahlen  CK  und 
BK  fXL  Schenkeln  bat,  innerhalb  und  über  der  Grundlinie  Kreise 
M  und  A\  so  berührt  jedes  Kreispaar  die  Grundlinie  [oder  die 
Axe  der  Hyperbel  in  denselben  zwei  festen  Punkten  A  und  B^ 
nämlich  in  den  Scheiteln  A  und  B  der  Hyperbel]. 

Liegt  der  Berührungspunkt  des  Kreises  mit  der  Grundlinie 
des  Dreiecks  in  der  Verlängerung  der  Grundlinie,  d.  b.  ist  er  von 
den  drei  festen  Punkten  einer  der  beiden  äussern,  wie  z.  B.  in 
Ansehung  des  Dreiecits  CK^L^  wo  CL  die  feste  Grundlhsie  und 
E  und  F  die  festen  Berührungspunkte  sind,  so  folgen  analoge 
Sätze  für  die  Ellipse  wie  vorhin  für  die  Hyperbel,  nämlicb  der  Ort' 
von  ist  eine  Ellipse,  welche  die  festen  Endpunkte  der  Grund- 
linie, C  und  L  zu  Brennpunkten  und  die  festen  Berührungspunkte 
E  und  F  zu  Hauptscbeitehi  hat,  u.  s.  w. 

Irgend  zwei*  ausser  einander  liegende  Kreise  M,  N  m  einer 
Ebene  haben  vier  gemeinscbafüiche  Tangenten,  zwei  äussere  EF 
und  GB  und  zwei  innere  AB  und  XY\  Jene  schneiden  sich  in 
K,  diese  in  iTj.  und  jene  schneMen  sich  mit  diesen  in  den  vier 
Punkten  C,  £.  B»  J  [welche  beiläufig  bemerkt,  allemal  mit  den 
Mittelpunkten  M  und  JV  in  einem  'dritten  Kreise  liegen].  Da  nun 
CA  =  CEund  BB  =  Bff=:  LF  und  ferner  CB  =  CL,  so  ist: 
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JB  =  .\  }■ .  -  CL      lU  iiiul  C'/y  =  JL  ^  KF  =r.         d.  Ii.: 
Die  Strecken,  welche  auf  dem  einen  Taugenienpaare  durcii  die 

■ 


M 

|{erMhninK"^|»niil\ir  hegrenzJ  mitiIimi,  sind  den  SlticKcn  gleicli- 
welche  «liesps  l\iai'  von  ilein  iiiidmi  l^iar  absciiiioiilt  l. 
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Wird  (Ins  <,';ii)zo  System  um  die  Axe  A  iVA|iY  herumgedreht» 
so  eiitslt'lit  Fdigendes: 

1)  Die  Ki  eisf  MN  hesrhreilMMi  zwei  Kugeln  V.  .V. 

2)  Die  beiden  Tangentenpaare  erzengen  zwei  ^^erade  Kegel 
Ä',  Ä",,  welche  die  gemeinschaflliehen  umschriebenen  Ke?e!  jener 
Kngeln  (l)  sind,  A'  der  änssere  nn»!  A\  der  innere;  bei  jenem 
liegen  beide  Kngeln  in  <lein  nändichen  Theil  oder  der  nämhchen 
Ufillte  des  Kegels,  bei  diesen  in  verschiedenen  Hallten. 

3)  Jeder  Kegel  bcrühi-l  jede  Kngel  in  einem  Krei.^e,  /..  U. 
der  Kegel  A'  berührt  sie  in  den  Kreisen  ERG,  FSH,  welche 
von  den  berühriingspunkten  E  oder  G,  F  oder  H  beschrieben 
werden.  Die  Kanten  des  Kegeis  bis  an  den  ßernhrungskreis 
haben  gleiche  Läoge.  ebenso  die  Stücke  derselben  zwischen  beiden 
Berührungskreisen,  d.  h.  EF  =  Ii  S  =  G 11  =  constant. 

4)  J^e  Ebene,  welche  einen  der  beiden  Kegel  berührt,  be- 
rührt zugleich  beide  Kugeln,  und  auch  umgekehrt  Eine  solche 
Berüiuiingsebene  wird  erhalten  oder  bestimmt,  wenn  man  z.  fi. 
an  einen  der  genannten  Kreise,  etwa  an  EHG  in  irgend  einem 
Punkte  B.  die  Tangente  legt,  und  durch  sie  und  den  durch  den- 
selben Punkt  gehenden  Strahl  [Kante]  KR  des  zugehörigen  Kegels 
K  die  Ebene  sich  denkt.  Es  ist  klar,  dass  die  Berührungspunkte 
R,  S  beider  Kngeln  in  dem  nämlichen  Strahle  liegen,  und  dass 
die  Ebene  durch  diesen  und  durch  die  Axe  MN  allemal  auf  der 
Beröhrungsebene  senkrecht  steht,  so  dass  also  z.  B.  die  Ebene 
CPDQCj  welche  in  der  Geraden  CD  auf  der  Grundebene  [d.  h. 
der  Ebene  der  ursprünglichen  Figur,  der  Zeiclmungsfläche]  senk- 
recht steht,  eine  der  genannten  berührenden  Ebenen  ist,  die  den 
Kegel  ifi  längs  des  Strahls  CD,  und  die  Kugeln  M,  Hin  den  Punkten 
A,  B  berührt  So  verhält  es  sieb  aber  offenbar  mit  jeder  berüh- 
renden Ebene»  weil  jede  durch  die  Axe  gehende  Ebene  ab 
jene  Grundebene  angehen  werden  kann,  indem  sie  durch  Drebung 
in  die  Lage  derselben  gelangt  Es  fällt  ferner  in  die  Augen,  dass 
jede  Ebene,  welche  den  einen  Kegel  berührt,  den  andern  schnei- 
det, wie  z.  B.  die  letztgenannte,  den  innern  Kegel  if,  berührende 
Ebene  den  äussern  E  in  der  Linie  CPDQC  schneidet,  und  dass  fer- 
ner die  gesammten  gemeinscbafUichen  Tangeotenebenen  der  zwei 
Kugeln  zugleich  die  gesammten  Tangentenebenen  der  zwei  Kegel,  je- 
den einzeln  betrachtet  sind;  diess  gilt  natürlich  auch  umgekehrt. 

6)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  einem  ge- 
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laden  Kegel  eingeschrieben  sind,  d.  Ii.,  welche  den  Kegei  in 
Kreisen  berühren,  ist  die  Axe  [Ilauptaxej  des  Kegels,  nnd  zwar 
so,  dass  umgekelirt  jeder  Punkt  der  Axe  der  Mitteljiunkt  einer 
solciien  Kugel  ist.  L'nd  ferner:  Wird  der  Kegel  von  irgend  einer 
Kbene  E  geschnitten,  die  jcdocii  weder  durch  seine  Axe,  noch 
tlurch  seinen  Mittelpunkt  [K  oder  Jk',]  geht,  so  gibt  es  allemal 
irgend  zwei  bestimmte  eingeschriebene  Kugeln,  weh  he  jene  Ebene 
berühren  [es  mag  E  beide  oder  mir  die  eine  Uälfte  des  Kegels 
schneiden].  Man  denke  sidi  irgend  eine  den  Kegel  berübreode 
Ebene  E^  und  ferner  die  zwei  Ebenen  e  und  welche  die  von 
E  und  E^  gebildeten  Winkel  b^lften,  so  werden  dieselben  die  Aie 
io  den  Alittelpunkten  der  gesuchten  Kugeln  treffen. 

Um  nun  den  Schnitt,  welchen  irgend  eine  Ebene  mit  einem 
geraden  Kegel  bildet,  genauer  zu  erforschen,  betrachten  wur  lu- 
näcbst  den  Schnitt  CPDQC,  welcher  der  gleichbenannten  Ebene 
und  dem  Kegel  AT  angehört.  Zieht  man  aus  irgend  einem  Punkte 
P  des  Schnittes  nach  den  llerührungspunkten  A,  P  r.erade  /M. 
PSj  so  berühren  sie  daselbst  die  Kugeln  M,  JV;  daher  ist  PA 
=  PJt  nnd  PB  =  PS  [als  Tangenten  aus  einem  Punkte  an  eine 
Kugel  M  oder  A]  und  folgUcb  PA  PB  =  PR  PS  ns=: 
constant;  d.  b.:  Jeder  Punkt  P  des  Schnittes  hat  von  den  swei 
Punkten  A  und  B,  in  welchen  seine  Ebene  die  Kugeln  M  und  iV 
berflhrt,  eine  unveränderliche  Summe  deir  Entfernungen ,  folglich 
ist  dieser  Schnitt  eine  Ellipse,  welche  jene  Punkte  su  Brenn- 
punkten hat,  und  deren  Hauptaxe  dieser  constanten  Summe  gleich 
ist;  nun  ist  CD  offenbar  die  Hauptaxe  der  Ellipse,  daher  ist 
MS  =  CB. 

Entsprechender  Weise  folgt,  dass  jeder  Punkt  fV  des  Schnittes, 
welcher  zwischen  einer  Ebene  WLCZ  und  dem  Kegel  statl- 
flndet,  von  den  zwei  Punkten  F,  E,  in  welchen  die  Ebene  von 
den  Kugeln  iV,  M  berflhrt  wird,  jeinen  constanten  Unterschied 
der  Entfernungen  hat,  und  dass  folglich  der  Schnitt  eine  Hyperbel 
ist,  welche  jene  Punkte  zu  Brennpunkten  hat,  und  deren  Haupt- 
axe CL  gleich  diesem  Unterschiede  ist,  also  LC  s=  ABsss  JCY. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  nun  umgekehrt,  wenn  hlos  der 
gerade  Kegel  [K  oder  ^j]  und  eine  beliebige,  ihn  schneidende 
Ebene  CPB  oder  iVLC  gegeben  sind,  aber  die  sie  berfibrenden 
Kugein  Jtf,  N  nicht,  diese  doch  immer  vorhanden  und  nach  3)  zu 
linden  sind,  worauf  die  Beschaffenheit  des  Schnittes  sich  sofort 
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ergibt.  Er  ist  nämlich  eine  Ellipse  oder  eine  Oyperbel,  je  nach- 
dem seine  Ebene  nur  die  eine  oder  beide  Uäinen  des  Kegels 
schneidet 

Es  bleibt  aber  noch  der  besondere  Fall  zu  untersuchen  übrig, 
wo  die  schneidende  Ebene  mit  irgend  einer  den  Kegel  berAh- 
renden  Ebene  parallel  ist.  In  diesem  Falle  kann  sie,  wie  die 
Anschauung  unmittelbar  zeigt,  nur  die  eine  Ilftlfle  des  Kegels 
schneiden,  und  zwar  alle  Kauten  bis  auf  die  eine,  in  welcher 
jene  Ebene  berührt  Auch  entsteht  dieser  Fall  dadurch,  dass 
sich  die  eine  Kugel  N  ln*s  Unendliche  entfernt  Dabei  Ist  nun 
zu  beweisen,  dass  der  Schnitt  eine  Parabel  ist  Diess  kann  unter 
andern  dadurch  geschehen,  dass  gezeigt  wird,  der  Durchschnitt  -V 
der  Kreisebene  ERG  und  der  Parabelebene  CPD«,  sei  die  Leit- 
linie der  Parabel,  denn  für  diesen  Fall  iai  CA  sisCEc^C  V  und 
die  Gerade  V  steht  senkrecht  auf  der  Axe  CD,  —  Auch  bei  der 
Ellipse  und  der  Hyperbel  gehen  die  Ebenen  der  Berührungskrelse 
[ERG  etc.]  durch  die  Leitlinie.  Der  Beweis  kann  für  alle  drei 
Kegelschnitte  wie  Tolgt  geführt  werden  [wobei  die  von  uns  gege- 
bene Figur  noch  zu  TervoUstündigen  ist] :  a)  Bei  der  Parabel  lege 
man  durch  den  Parallelstrahl  ]tG  der  Schnittebene  CD,  wo  D 
nur  im  Unendlichen  liegt,  Ebenen,  so  wird  fanroer  P  l\  \\  VC  \\  KG 
und  GRVf  eine  Gerade  sein  [wo  in  V  liegt],  daher  Dreieck 
KGRc^PR  l\»  und  da  stete  EG  =»  ER  auch  PR=sP  l\  =  PA, 
folglich  der  Schnitt  eine  Parabel  und  V  die  Leitlinie,  b)  Für 
die  Ellipse  CDP  ziehe  man  durch  E  eine  Gerade  EX  parallel 
der  grossen  Axe  CD;  X  sei  der  Punkt,  in  welchem  der  Strahl 
EH  von  der  Kreiseben«}  ERG  getroffen  wird,  so  ist  wieder 
P\\  II  CD  II  KX  und  Dreieck  EXR  r^P\\  R;  weil  nun  A  M' :  ER 
s=Pf\  :  PR[==PA]  =  conslant,  so  ist  TT,  die  Ldliinie  der 
Ellipse.  Für  die  Hyperbel  wird  der  Beweis  in  durchaus  gleicher 
Wt'isc  j^MTührl. 

Alles  zusaiiimengrfasst  crgilil  sirh  also:  Der  gegcnseitigp 
Durrhsclinitt  ritj»'s  g»'raden  Kegels  A'  oder  A'j  und  irgend  einer 
Khene  /v  ist,  weiwi  diese  nicht  (hn  ch  den  Milteljiinikt  des  Kegels 
gehl,  eine  der  drei  Curven,  Ellipse,  l';ir;il)el  oder  Hyperhel,  und 
zwar  die  eiin*  oder  andere,  j<'  na<  hdem  di«'  sehneidende  Ebene 
A'  nur  die  rine  Il/ilfte  des  Kegels  oder  alle  Kanten  dessellx'n, 
oder  beide  Ifälltcii  mit  Ausnahme  zweier  kanten,  oder  niu'  die 
eine  llalllc  desselben  und  von  dieser  alle  Kaulen  bis  aul  eine 
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trifli.  Ans  diesem  Grunde  heiaseD  die  drei  Curven  Kegelscluiilte. 
—  Die  Axe  KM  des  Kegels  triQl  die  Hauptaie  des  Kegelschoittes, 
so  dass  beide  Axen  in  einer  Ebene  A',  liegen,  und  diese  Ebene 
steht  auf  der  schneidenden  Ebene  senkrecht.  Es  folgt  daraus, 
dass  das  Perpendikel  aus  K  auf  E  die  Hauplaxe  des  Sclinittes 
trlfll.  Umgekehrt:  Steht  hrgend  ein  gerader  Kegel  fiber  einer 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel,  so  schneidet  sich  die  Axe  des 
Kegels  und  die  Hauptaxe  des  Kegelschnitts;  die  beiden  liegen 
stets  in  einer  Ebene,  welche  senkrecht  xur  Ebene  des  Kegel- 
schnittes steht 

Es  ergeben  sich  nun  folgende  weitere  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte: In  der  Ellipse  CPD  xiehe  man  den  Durchmesser  PM^  Q ,  so 
wie  den  Strahl  QA,  wltlQA^PB^iQTlQA  und  QP  sfaid  Tan- 
genten  ^nBf]=iPM»  und  ferner  ist  KR  =:  KT,  daher  ist  KP  + 
]£Q  =  KT  +  {TQ  +  KP^  =  KT  +  A'S  =s  constant;  also  na- 
mentlich auch  KK  +  KF^KC  +  KD,  d.  h.:  der  von  einer 
Ellipse  begrenzte  gerade  Kegel  hat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Summe  je  iweier  Kanten  KP  und  KQ,  welche  nach  den  End- 
punkten irgend  eines  Durchmessers  PQ  der  Ellipse  gehen,  con- 
stant ist,  also  z.  B.  stets  der  Summe  der  Kanten  ^C,  KD,  welche 
nach  den  Hauptschdteln  der  Ellipse  gehen,  gleich  ist,  oder  auch 
der  Summe  zweier  Kanten  gleich,  welche  bb  zum  Berührungs- 
punkt der  einen  und  der  andern  Kugel  genommen  werden. 

Eine  analoge  Eigenschaft  findet  man  fOr  die  Hyperbel,  näm- 
lich: Steht  ein  gerader  Kegel  über  einer  Hyperbel,  so  ist  die 
Differenz  zwischen  je  zwei  Kanten  desselben,  welche  nach  den 
Endpunkten  eines  Durchmessers  der  Hyperbel  gehen,  constant, 
also  gleich  der  Differenz  der  -beiden  Kanten,  welche  die  Haupl- 
Scheitel  der  Hyperbel  treffen,  oder  auch  gleich  dem  Unterschiede 
zweier  Kanten,  die  von  den  Berührungspunkten  der  einen  und 
andern  Kugel  begränzt  werden,  d.  h.  =  A',  F  —  A'j JT s=  A'i Ä 
— .  k\A. 

Wirt!  die  KUipse  CPDQ  als  der  GrOsse  und  Lage  nach  un- 
V»  randeriirh,  oder  als  fest  angenommen,  so  kann  nach  dem  Orte 
der  Milleipiinkte  (Scheitel)  aller  durch  dieselbe  gehenden  geraden 
Kegel  A  gefr;i};t  \vcrden;  Aehnliches  in  Rücksicht  der  Hyperbel. 
Die  Heanlworiimg  dieser  Frage  folgt  aus  dem  Bteherigen  sehr 
Icichi.  Zun.irhsi  v^eiss  man,  dass  der  Mittelpunkt  K  oder  Ky^  des 
Kegels,  sowie  dessen  Axe  A  J/A,  in  etacr  festen  Ebene  CDK 
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liegen  märaeo,  ivelcbe  längs  der  Uauptaxe  des  gegebenen  Kegel- 
schnitts auf  dessen  Ebene  senkrecht  steht.  Jene  Ebene  schneidet 
aber  im  Falle  der  Ellipse  den  begrenzten  Tbeil  dieses  Kegels, 
wie  dieser  aueh  liegen  mag,  in  einem  Dreieck  CDA',  dessen 
Grundlinie  CD  als  Hauptaxe  der  Ellipse  Test  ist,  und  die  jedes* 
roaligen  zwei  Kugeln  itf  und  iA'  schneidet  sie  in  zwei  Kreisen  M, 
N,  weiche  dem  Dreieck  eingeschrieben  sind;  die  Berülirungspuidtte 
dieser  Krdse  mit  der  Grundlinie  sind  die  Brennpunkte  A  und  B 
der  Eliipse.  Daraus  folgt  also»  dass  der  Ort  von  K  eine  Hyperbel 
ist,  welche  die  Endpunkte  C,  J>  der  Grundlinie  zu  Brennpunkten 
und  die  festen  Berührungspunkte,  d.  b.  die  Brennpunkte  der 
Ellipse  lu  Hauptscheiteln  hat.  Aehnlicherweise  folgt,  wenn  man 
die  Hyperbel  zur  festen  genieinscbafllichen  Basis  der  geraden  Kegel 
Kl  annimmt,  dass  dann  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  letztem  eine 
Ellipse  sei,  welche  die  Hauplscheitel  der  Hyperbel  zu  Brennpunk- 
ten und  deren  Brennpunkte  zu  Scheiteln  hat.  Daher  sind  zwei 
solche  zusammengehörige  Kegelschnitte,  eine  Ellipse  und  eine' 
Hyperbel,  zugleich  reziprok,  d.  h.  jeder  ist  der  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  gerader  Kegel,  welche  durch  den  andern  gehen. 
Geht  einer  dieser  Kegelsclmitte  durch  unendliche  Erweiterung  i*^ 
eine  Parabel  fiber,  so  thut  der  andere  tugldcb  dasselbe,  unu 
dann  sind  die  zwei  Parabeln  einander  in  gleichem  Sinne  zugeord- 
net; auch  sind  sie  einander  gleich.  [Die  Aze  des  Kegels  ist  stets 
Tangente  des  kegelschnitts,  welcher  der  Ort  des  Kegelmittelpunkts 
ist,  und  aUio  nothwendlg  Tangente  in  dem  jedesmaligen  zugehörigen 
Mittelpunitt.]  Man  hat  also  den  Satz:  Der  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  geraden  Kegel,  welche  durch  Irgend  einen  und  denselben 
Kegehichnitt  gehen,  ist  ein  bestimmter  zweiter  Kegelschnitt,  wei- 
cher mit  jenem  ersten  in  solcher  Beziehung  steht,  dass  dieser 
umgekehrt  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  geraden  Kegel  ist,  die 
durch  den  zweiten  Schnitt  gehen;  und  ferner  stehen  die  zwei 
Kegelschnitte  zu  einander  in  der  Beziehung,  dass  ihre  Ebenen 
sich  rechtwinklig  schneiden,  dass  die  Brennpunkte  eines  jeden 
mit  den  Hauptscbeiteln  des  andern  zusammenfallen  [also  ihre 
Hauptaxen  im  Durchschnitte  beider  Ebenen  liegen],  und  dass 
daher  nur  zwei  ferschledene  Hauptf&lle  möglich  sind,  nftodicb, 
dass  entweder  a)  der  eine  Kegelschnitt  eine  Ellipse  und  der  an- 
dere eine  Hyperbel  ist,  oder  /3)  beide  Kegelschnitte  einander  gleiche 
Parabeln  sind. 
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Ik'lraclitet  man  den  geraden  oder  Kreiscvlinder  als  speziellen 
l'ijll  des  geraden  Kegels,  so  folgt,  dass  sein  Mittelpunkt  im  Un- 
endlichen liegt.  Ks  ergibt  sich  also:  durch  irgend  eine  feste 
Kilipse  gehen  z\\ei,  aber  nur  zwei  gerade  Cylinder;  durch  eine 
Hyperbel  keiner,  und  durch  eine  Parabel  stets  einer,  der  .iher 
dach  wird,  d.  h.  in  eine  Ebene,  die  Ebene  der  Parabel  id)ergeht. 

Die  Brennpunkte  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  haben  auch 
die  Eigenschaft,  dass  wenn  man  aus  einem  derselben  ii;irh  den 
Endpunkten  irgend  eines  jeellenj  Durchmessers  Strahlen  zieht, 
wie  etwa  .4J\  JO  bt'«  der  Ellipse,  dann  für  die  Ellipse  die 
Siniime  und  für  die  Hyperbel  die  Dilferenz  dieser  Strahlen  con- 
slant  ist.  In  dieser  Hinsicht  hat  den)naeli  der  Mittelpunkt  jedes 
geraden  Kegels  A'  oder  A\,  welcher  über  einer  Ellipse  oder  einei 
Hyperbel  steht,  dieselbe  Eigenschaft,  wie  jeder  ihrer  Brennpunkte 
für  sich  betrachtet,  so  dass  man  den  genannten  Mittelpunkten  die 
Denennung  ..Brennpunkte  ausser  der  Ebene"  oder  r^uinliclie 
Bmiupunkte"  des  Kegelschnitts  geben  könnte. 

Noch  eiitschledeiier  spriebl  sich  diese  übereinstinnnende  Eigen- 
schaft aus,  wenn  zwei  \on  jenen  Kegelmitlelpunkten  gemein- 
sam betrachtet.  Man  denke  sich  z.  B.  über  der  Ellipse  CPDQ 
irgend  zwei  gerade  Kegel  A  und  K.,,  deren  Mittelpunkte  in  dem- 
selben  Zweige  der  Ortshyperbel  liegen  sollen,  und  zwar  in  dem- 
jenigen, dessen  Scheitel  A  ist,  so  bt,  wenn  man  sich  die  in  A 
berührenden,  den  Kegeln  eingeschriebenen  Kugeln  M,  M.,  denkt, 
und  bemerkt,  dass  für  jede  Kante,  wie  etwa  KP,  PA  =  PH  = 
PRy  und  KR,  K^R^  conslant  sind:  KP  ~  PA='C0QSIL,»  und 
K^P  —  PA  =  const. ,  mithin  auch  KP  -  K^P  =  consl.  =  K H 
—  ßC^R^'  Ist  ferner  A',  ein  gerader  Kegel  über  der  näuilicben 
miipse,  aber  liegt  sein  Mittelpunkt  im  andern  Zweige  der  Orts- 
byperbel,  also  dem  Brennpunkte  B  n§ber,  als  dem  Brennpunkte 
A,  so  bat  man  ifjP  +  PA  ~  const.  und  mitbin:  JiP  +  J^jP 
ssconst.  =KR  -|-  K^Ry    Das  heisst: 

Jede  feste  Ellipse  bat  onzftblig  viele  Paare  von  Brennpunkten, 
in  dem  Sinne  nimlich,  dass,  wenn  man  aus  einem  solchen  Punk- 
tenpaare  nach  einem  Punkte  Ihres  Umfanges  Strahlen  zieht,  als- 
dann entweder  «)  die  Summe  oder  P)  der  Unterschied  derselben 
coDStant  ist,  und  zwar  liegen  alle  diese  Brennpunkte  in  einer 
bestimmten,  der  Ellipse  auf  elgenthOmliche  Weise  augeordneten 
Hyperbel,  d.  h.  je  zwei  Punkte  in  dieser  sind  ein  Paar  Brenn- 
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punkte  joiier,  nnd  es  koiiiint  iedeiii  Paar  Brennpiinkle  die  Eigen- 
ftchaR  f>r)  oiior  ß)  zu,  je  iiaclidcMii  sie  in  verschiedeueii  oder  in 
dem  nämlichen  Zweige  <)«t  Ily|KTl>eI  liigen. 

Acliiiliflierweisc  folgt  für  die  Hyperbel:  Jede  in  fesler  Lage 
lictrariili  t(>  Hyperbel  hat  unzählige  INtarc  von  Brennpiinklen  in  dem 
Sinne,  dass  die  Differenz  ihrer  Ai)stände  von  allen  Punkten  ihres 
ümfangs  constant  ist;  der  Ort  aller  solcher  Ürennpnnklc  ist  die 
der  Hyperbel  zngeordnete  Ellipse,  d.  h.  je  zwei  Punkte  in  dieser 
sind  ein  Paar  lirennpunkle  von  jener. 

Schliesslich  hat  man  für  die  Parabel:  Jede  feste  Parabel  hat 
unzählige  Paare  von  Hrrnnpunkten  in  dem  Sinne,  dass  die  Diffe- 
renz der  Abstände  jedes  solclien  Punklenpaares  von  den  einzeU 
nenJHmklen  der  Parabel  constant  ist;  der  Ort  aller  dieser  Brenn- 
.  punkte  ist  die  der  festen  Parabel  zngeordnete  Parabel,  d.  h.  jede 
zwei  Punkte  in  dieser  sind  ein  solches  Paar  fttr'jene,  und  zugleich 
auch  umgekehrt:  die  Punkte  der  erstem  sind  in  demselben  Sinne 
die  Brennpunkte  der  zweiten  Parabel. 

Aus  den  vorigen  Sätzen  folgen  unmittelbar  nachstehende: 

Stehen  zwei  gerade  Kegel  AT,  K^»  Ober  dem  nämlichen  Ke- 
gelschnitte, und  man  trägt  die  Kanten  PA,  des  einen  auf  den 
Kanten  PK  des  andern  ab,  entweder  alle  nach  dem  Mittelpunkte 
Ar.hiUf  wo  sie  auch  Ober  diesen  hinausreichen  können,  oder  alle 
auf  der  Verlängerung  Ober  den  Kegelschnitt  hinaus,  so  sind  in 
jedem  Falle  die  Endpunkte  derselben  gleicbweit  von  dem  Mittel- 
punkte AT  entfernt,  d.  h.  sie  liegen  in  einem.  Kreise  oder 
FSH»  in  welchem  die  Kegelfläch'c  AT  von  einer  Kugel  JH  oder  N 
berührt  wird. 

Man  hat  ferner  den  nahezu  gleichlautenden  Satz:  Steht  ein 
gerader  Kegel  AT  Ober  einem  KegelschniU,  und  man  trägt  auf 
jeder  Kante  PK  desselben  die  ihr  entsprechenden  Leitstrahlen 
PA,  PB  des  Schnittes  ab,  und  zwar  den  einen  Strahl  PA,  wel- 
cher nach  dem  dem  Nittelpunkte  AT  des  Kegels  näher  liegenden 
Brennpunkt  fflhrt,  nach  diesem  Mittelpunkte  hin,  den  andern  aber 
nach  entgegengesetzter  Richtung,  so  liegen  die  Endpunkte  der 
abgetragenen  Strahlen  in  dem  einen  und  andern  Falle  in  einem 
Kreise  ERG,  FSH,  in  welchem  der  Kegel  von  einer  Kugel 
N  berührt  wird;  und  umgekehrt:  Trägt  man  die  Kanten  PK  des 
Kegels  auf  den  entsprechenden  Lcitstrahlen  I*A,  PB  des  Schnittes 
ab,  und  zwar  für  den  dem  Scheitel  K  nähern  Brennpunkt  A 
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nach  (liesciii  iiiii,  IVii'  den  andern  />'  (laij;t';,'('ii  aul'  der  Verlänge- 
rung des  Strahls,  su  liogeii  die  Kiidpuaktc  derselheri  beziehlich 
in  einem  Kreise  ./  oder  H.  Schliesslich:  Beschreihl  man  um 
die  BrenDpmiklc  A  und  B  eines  Kcgelsclinilts  7\\(i\  Kreise  unter 
der  Bedingung,  dass  die  Summe  ihrer  Radien  AA^  +  B  =  CD 
s=:  Hanptaxc  des  Schnittes,  und  tra<;t  die  DilTercnz  der  Radien 
und  Leitstrahlen  j?  also  PA^  und  PB^  auf  der  zugehörigen 

Kante  PK  des  geraden  Kegelü  ab,  so  liegen  die  Eodpunlite  in 
einem  und  demsellieu  kreise. 
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Der  Kegelschnitt  als  Projeetion  des  l^relse«. 

§  25.  Kreis  und  Kegelsohnitt  Im  geraddn  Kegel. 

Um  die  in  §  7  iih^'clritefrn  hariiionisclien  Kigenscliafleii  des 
Kreises  in  bequemer  Weise  ;iiif  die  Kegelsrhnilte  überzutragen, 
müssen  wir  neben  Jiarinoniscbcn  Punkten  und  harmonischen 
Strahlen  noch  harnionische  Khenen  in  unseie  Delrachtung  ein- 
führen. Wir  nennen  vier  liar  nioniseiie  Khenen  vier  Kbencn,  welche 
von  einem  Punlile  aus  dureii  vier  mit  diesen»  Punkte  nicht  in 
einer  Fhene  liegende  harmonische  Strnldeu  gelegt  werden  können. 
Vier  harnioniselie  Ebenen  werden  auch  erzeugt  durch  eine  Gerade 
und  vier  harmonische  Punkte,  welche  mit  der  Geraden  nicht  in 
derselben  Ebene  liegen.  Vier  harmonische  Ebenen  werden  von 
jeder  Geraden  in  vier  harmonisciien  Punkten,  von  jeder  Ebene 
in  vier  harmonischen  Strahlen  geschnitten;  es  fällt  also  nicht 
schwer,  zu  drei  gegebenen  Ebenen  bei  bestimmter  Zuordnung  die 
vierte  harmonische  zu  cooBtrairen.  Als  spezielle  Fälle  seien  hier 
erwähnt:  1)  Zwei  Ebenen  und  ibre  beiden  winkelhalbirendeii 
Ebenen.  2)  Vier  parallele  Ebenen,  welche  durch  vier  harmoai- 
sehe  Punkte  geiegl  sind.  [Man  scbliesst  daraus,  dass  im  Sinne 
der  harmonischen  Eigenscbaften  ein  System  paralleler  Ebenen 
aurgefasst  werden  kann  als  ein  System  von  Eliencn,  welche  duri  h 
dieselbe  unendiich  entfernte  Gerade  gehen.]  3)  Drei  parallele 
Ebenen»  von  denen  die  eine  in  der  Mitte  swischen  den  beiden 
andern  Hegt,  und  irgend  eine  unendlich  entremte  Ebene.  [Um 
den  Satz  nicht  umslossen  2u  mössen,  dass  zu  drei  Ebenen  bei 
bestimmter  Zuordnung  stets  nur  eine  vierte  harmonische  eiistirt, 
bedient  man  sich  des  Ausdrucks:  die  unendlich  entfernte  Ebene 
des  Raumes,  vras  heissen  soU»  dass  in  Ansehung  harmonischer 
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Kigonscharten  alle  unendUch  ciiireroten  Punkte  des  Raumes  so 
aufgefasst  werden  können,  als  lägen  sie  auf  einer  und  derselben 
Ebene.] 

Wählt  man  nun  einen  kreis  M  in  dei-  Ebene  E  und  einen 
durch  M  gehenden  geraden  Kegel  mit  der  Spitze  [öder  dem  Mit- 
telpunkte] D,  der  ansserhalb  der  Ebene  £  liegt,  so  (ritt  Folgen- 
des ein:  Jedem  Punkte  der  Ebene  E  entspricht  im  Allgemeinen 
ein  geradliniger  Strahl  durch  J),  so  dass  jeder  Punkt  auf  dem  ent- 
sprechenden Strahle  liegt,  und  jeder  Strahl  durch  seinen  entspre- 
cbenden  Punkt  geht;  jedem  Punkte  des  Kreises  M  entspricht  ein 
Strahl  des  Kegels  i>,  dem  Biittelpunkte  des  Kreises  di«  Axe  des 
Kegels.  Zu  jeder  Geraden  in  E  gehört  jetzt  eine  Ebene  durch 
und  umgekehrt,  namentlich  entspricht  der  durch  D  parallel  lu 
£  gelegten  Ebene  die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene  E; 
zu  einer  Tangente  des  Kreises  M  gehört  eine  Tangentialebene 
des  Kegels  2>.  Vier  harmonische  Punkte  in  E  bestimmen  vier 
liamionische  Strahlen  in  1>  und  vier  harmonische  Strahlen  in  E 
ergehen  vier  harmonische  Ebenen  durch 

Schneidet  man  den  Kegel  P  durch  eine  Ebene  Ei,  welche 
weder  durch  J9  geht»  noch  der  Ebene  E  parallel  liuft,  so  erbftlt 
man  als  Ort  der  gemeinsamen  Punkte  von  D  und  E^  einen  Re- 
gelschnitt IT,  der  durch  den  Kegel  mit  dem  Kreise  M  in  nach- 
folgende Beziehung  tritt:  Jedem  Punkte  von  M  entspricht  der- 
jenige Punkt  von  E,  welcher  mit  ihm  auf  derselben  Kante  des 
Kegels  D  liegt,  und  ebenso  sehneidet  eine  Tangentialebene  von 
D  auf  E  und  Ei  entsprechende  Tangenten  von  M  und  K  aus. 
Zu  vier  harmonischen  IHinkteii  in  der  Ebene  des  Kreises  findet 
man  zugehörige  vier  harmonische  Punkte  in  der  Ebene  des  Ke- 
gelschnittes E,  zu  vier  harmonischen  Strahlen  tu  der  erstgenann- 
ten Ebene  vier  harmonische  Strahlen  in  der  zweiten  u.  s.  f. 

Auf  Grund  dieser  einfachen  Betrachtungen  lassen  sich  dem- 
nach eine  Reihe  von  Sitzen,  welche  vom  Kreise  gelten,  ohne 
jegliche  MQhe  auf  einen  beliebigen  Kegelschnitt  Qbertragen,  in- 
dem man  einfach  bedenkt,  dass  irgend  ein  Kegelschnitt  mit  einem 
willkfiriichen  iürelse  stets  in  die  vorhlu  untersuchte  Lage  gebracht 
werden  kann.  Man  constmire  nimlich  über  dem  Kegelschnitt 
einen  geraden  Kegel,  J\\as  auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist] 
und  suche  unter  den  zur  Axe  des  Kegels  senkrecht  stehenden 
Ebenen  diejenige  aus,  welche  einen  Kreis  ergibt,  der  mit  dem 
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gegebenen  Krei<;o  gleichen  Hadiiis  hat.  £&  ^ergehen  sich  dann 
aus  den  folgenden  links  stebeaden  Sätzen  unmilUiliMir  die  auf  der 
rechten  Seite  beilndliclien. 

Eine  Gerade  hat  mit  einem  Eine  Gerade  hat  mit  einem 

Kreise  zwei,  einen  oder  keinen  Kegclsciuiiltc  zwei,  einen  oder 

Punht  gemein,  jt>  nachdem  sie  keinon  Punkt  genlein»  je  nacli- 

denselben  sc-bneidel,  hei'fdn't  oder  dem    sie    denselben  sciineidet, 

niriil  sclnieidel.    Der  Kreis  ist  berührt   oder   nicht  schneidet, 

desshalb  eine  Curve  zweiten  Gra-  Der  Kegelschnitt  ist  dessbalh 

des.  eine  Curve  zweiten  Grades. 

Von  einem  Punkte  aus  lassen  Von  einem  Punkte  aus  lassen 

sich  an  einen  Kreis  zwei,  eine  sich  an  einen  Kegelschnitt  zwei, 

oder  keine  Tangente  legen,  je  eine  oder  keine  Tangente  legen, 

nachdem  er  ausser  dem  Kreis«,  je  nachdem  er  ausserhalb  des 

auf  demselben,  oder  innerhalb  Kegelschnittes,  auf  demseihen 

desselben  liegt.    Der  Kreis  ist  oder  innerhalb  desselbn  liegt. 


p  in  der  Ebene  eines  Kreises  p  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
Gerade,  von  denen  irgend  eine  Schnittes  Gerade,  von  denen  ir- 
den Kreis  in  p^  und  ^^^^  S^nd  ehie  den  Kegelschnitt  in 
mOge,  und  bestimmt  jedesmal  zu  Pi  und  pf  trelfen  möge,  und 
Pf  Pf  und  p^  den  vierten  harmo-  bestimmt  jedesmal  zu  p,  Px  und 
nischen,  p  zugeordneten  Punkt  p^  den  vierten  harmonischen,  p 
p\  so  Ist  der  Ort  dieses  Punktes  zugeordneten  Punkt  p',  so  ist 
p'  eine  Gerade  P,  welche  die  der  Ort  dieses  Punktes  p  ebne 
Polare  des  Punktes  p  in  Bezug  Gerade  P,  welche  die  Polare  des 
auf  den  Krete  heisst  Umgekehrt  Punktes  p  in  Bezug  auf  den  Ke- 
wird  p  der  Pol  der  Geraden  P  gelscbnitt  heisst.  Umgekehrt  wird 
genannt.  p  der  Pol  der  Geraden  P  ge- 


In  Bezug  auf  einen  Kreb  ge-  In  Bezug  auf  einen  Kegel- 
hört zu  jedem  Punkte  der  Ebene  schnitt  gehört  zu  jedem  Punkte 
stets  eine,  aber  auch  nur  eine  der  Ebene  stets  eine,  aber  auch 
Polare  und  zu  jeder  Geraden  nur  eine  Polare  und  zu  jeder 
stets  ein,  aber  auch  nur  ein  Pol.  Geraden  stets  ein,  aber  auch 
Liegt  der  Pol  p  ausserhalb  des  nur  ein  Pol.  Liegt  der  Pol  p 
Kreises,  so  schneidet  die  Polare  ausserhalb  des  Kegelschnittes,  so 


desslialb  eüie  Curve  zweiter  Klasse. 


Der  Kegelschnitt  bt  dessbalh 
eine  Gnrve  zweiter  Klasse. 
Zieht  man  aus  einem  Punkte 


Zieht  man  aus  einem  Punkte 


nannt 


« 
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P  den  Kreis  in  zwei  Punkten  schneidet  die  Polare  P  den  Ke- 

iiiiil  isl  /ngleicli  die  Reridinui^s-  gel.schiiill  in  zwei  Pnnklen  und 

s«'liiio  (kr  von  p  aus  nii   den  ist  zugleich  die  Jjernln  iinj'ssi'line 

Kreis  gele^'len  Tangenten.    Ile-  der  von  ;>  aus   au  den  Ke^el- 

fiiidel  sieh  />  auf  ileui  Kreise  s<  hnilt  gi-Icglen  Tan;»«Milen.  lie- 

selhst,  so  isl  die  zugehörige  Po-  linih'l   sieh  ]>   an!    (h'in  ivegel- 

lare  «He  Taiii^enlc  in  //.    Wmn  sehnillc  seihst,  so  ist  die  /ngr- 

sehli«'ssli(h  der  l'oi   im  liiiitiii  hörige  l'olare   die  Tangent«'  in 

d«'s  Kreist'S  liegl,  so  sdineidet  p.     Wenn   sehiiessheh   der  l*ol 

die  i*olare  den  kreis  nicht.  im    Innern    de^^  Kegrlsehnittes 

liegl,  so  selnniih't  die  Polare 
den  Kegelsehnill  niehl. 

Die  P(dare  iri.M'nd  «  ines  I'nnk-  Die  P<dare  irgend  eines  Punk- 
tes in  Pe/ng  auf  t  inm  Kreis,  les  in  He/ng  anl'  i'inen  Kegel- 
drr  g»'/tielmel  vorliegt,  kann  schnitt,  »Irr  i;f/iMrliiM't  vorliegt, 
inillelst  Unt  aU  aih  in  i  <»n-  kann  millelsl  des  Lineals  allein 
struirl  \v)'i(l<  n  :, IUI  Ii  »  i  Liihl  diese  eonslrnirt  werden;  aneli  eruihi 
<',nnstrucli<ni  zugl«!i(  Ii  die  mögli-  diese  (ioiisirnetion  zugleich  die 
rhen  Taugenten,  die  von  niem  niögli«  licn  Tangenten,  die  von 
l'nnkte  aus  an  den  Kreis  gehen,  d«-ni  Punkte  ans  au  den  Kegel- 
liliear.  sehuitt  gehen,  linear. 

Bewegt  .sich  ein  I*uukt  p  auf  newe«jl  sich  ein  l'unkt  p  auf 

einer  (ieraden  ii ,  so  dreht  sich  einer  (geraden  C, ,  so  dreht  sich 

seine  Polare  in  Uezug  auf  einen  seine  Pcdare  in  Pe/ug  auf  einen 

festen  Kreis  um  einen  Punkt,  festen   Kegelsehnill    um  einen 

welcher  der  Pol  von  ^' isl.  Um-  l'inikl.  welcher  der  Pol  von  G 

gei^ebrt,  dreht  sich  eine  Gerade  ist.    IJnigekchrt,  dreht  sich  eine 

C,  um  einen  festen  Punkt  p,  so  Gerade  C  um  einen  festen  Punkt 

durcblaud  der  Pol  von  G  in  De-  p,  so  durchläuft  der  i*ol  von  G 

zug  auf  einen  gegebenen  Kreis  in  Pezug  auf  l  incn  gegebenen 

eine  Gerade»  welche  die  Polare  Kegelschnitt  eine  (Krade,  welclie 

?on  P  ist.  die  Polare  tod  P  ist. 

§  2(j.   Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon. 

Die  Sätze  von  Pascal  und  Prianchon,  welche  in  §  4  und 

%  G  für  den  Kreis  und  in  §  23  für  jeden  Kegelsclmitt  abgeleitet 

worden  sind,  lassen  sich  zufolge  der  Betrachtungen  in  §  26  so- 
fort vom  Kreise  auf  den  Kegelschnitt  übertragen.   Sie  beweisen, 

dass  einerseits  durch  fOnf  seiner  Punkte  und  andererseits  durch 
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fünf  seiner  Tangenten  ein  Kegelschnitt  bestimmt  ist,  auch  dienen 
sie  als  Mittel,  um  in  dem  einen  oder  andern  Falle  heliebig  viele 
andere  Punkte  und  Tangenten  des  kegelscbniltes  mittelst  des 
Lineais  allein  /ii  construircn  *;. 

Sind  z.  I{.  die  fünf  Punkte  1,  2,  3,  l,  5  fest,  während  der 
sechste  G  sich  in  dem  Kegelschnitte  K  bewegt,  so  bleibt  von  den 

Fig.  103. 


drei  Durchschnitlspunkten  gegenüberliegender  Seiten  des  Sechs- 
ecks 1  2  :t  4  5  6  blos  A  fest  und  C  bewegen  sieb,  jedoch  ver- 
möge des  PascaKschen  Satze«;  so,  dass  die  durch  sie  bestimoite 
Gerade  G  stets  durch  A  geht,  also  sich  um  diesen  Punkt  A  drebtl 
Wenn  daher  umgekehrt  durch  A  irgend  eine  Transversale  G  ge- 
zogen wird,  so  muss  dieselbe  die  zwei  Testen  Geraden  2  3,  3  4 
stets  in  zwei  solchen  Punkten  C,  B  schneiden,  welche,  wenn  si« 
beziehlich  niit  den  festen  Punkten  5,  1  durch  Gerade  C'5,  ^1 
verbunden  weiden,  irgend  einen  neuen  seclisten  Punkt  6  des 
Kegelschnittes  k  bestimmen.  Wenn  also  G  wn  A  gedreht  wird, 
so  mOasen  C  und  B  sich  so  bewegen»  oder  die  Geraden  C6,  Bl 


*)  In  d«n  Figuren  108,  104  and  lOft  ist  der  Beqnemlielikeit  wegen 
•tsit  eines  allgemeinen  Kegelsehnitls  ein  Kreis  geseiohnet  worden. 
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sich  um  die  festen  Punicte  1  so  ilreheo,  dass  der  Ponltt  6  den 
ganzen  KegelscIiniU  durchlSull  und  beschreibt,  demnach  ist  durch 
die  fOnf  festen  Punlite  1  2  3  4  5  nur  ein  eintiger  Regelschnitt 


Fällt  6  in  seiner  Bewegung  endlich  mit  dem  festen  1  zusam- 
men» so  viird  Bl  Tangente  in  1.  Daraus  lernt  man,  in  den 
fanf  festen  Punkten  12  3  4  5  Tangenten  an  IC  zu  legen,  wenn 
JC  nicht  gezeichnet  Torliegt,  sondern  nur  jene  f&nf  Punkte  gege- 
ben sind.  Durch  den  Durchschnitt  C  der  festen,  gegebenen  €e- 
raden  2  3,15  und  durch  A  ziehe  man  <?,  so  rouss  diese  Gerade 
der  festen  3  4  in  demjenigen  Punkte  B  begegnen,  durch  welche 
die  Tangente  in  1  gebt,  wodurch  diese  gefunden  ist;  ebenso  die 
abrigen.  Diese  Gopstruction  gründet  sich  also  auf  folgenden  be- 
sondern  Satz  [wobei  nSmIich  eine  Seite  des  eingeschriebenen 
Seclisecks  unendlich  klein,  d.  b.  eine  Tangente  wird]:  Bei  jedem 
irgend  einem  KegelschnitI  eingeschriebenen  Fünfeck  fallen  die 
Durchschnitte  J,  C  zweier  Paar  Gegenseiten  mit  dem  Durchschnitte 
B  der  fünften  Seite  und  der  Tangente  in  der  ihr  gegenüberliegen- 
den Ecke  in  irgend  eine  und  dieselbe  Gerade. 

Sind  andererseits  fünf  Tangenten  1.  2.  3,  4,  5  eines  Kegel- 
schnittes /r,  fest,  80  sind  in  Rücksicht  des  Sechsecks,  welches  sie 

Fig.  104. 


luil  irgend  einer  sechsten  G  l)ilden,  aiit  Ii  die  vier  Ecken  a.  />,  r.  d 
fest,  so  wie  die  llauptdiagonale  A^,  und  es  muss  daher,  wenn 

Steiner,  Kleiuen(ar(li«orie  iI'T  ko^relMlinitle.  ]2 
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die  Tangente  6  ihre  Tage  9ndert,  der  Durchschnitt  (7,  der  zwei 
übrigen  (lanpldiagonalen  J?, ,  6',  jene  feste  Gerade  dnrchlauren, 
so  dass  nnigekehrt  jodrm  I*unkte  C,  in  eine  bestimmte  Tan- 
gente 6  entspricht,  nnd  zwar  so,  dass  dnrcli  ffiiif  Tangrnlcn  alle 
übrigen  oder  der  Kcgelscliiiitl  A',  bestimmt  ist.  J-älll  die  Tan- 
gente 6  endlich  auf  1,  so  fällt  e  rnil  //  und  f  mit  <lem  Herührungs- 
punkte  1  zusammen,  und  .uici»  umgekehrt;  für  diesen  Fall  ist 
also  i9j  —hh  beslijnmt,  mit  ihm  au(  Ii  und  durrli  diesen  C',, 
welche  Gerade  sofort  1  ergibt,  d.  h.  wenn  fünf  seiner  Tangenten 
gegeben  sind,  so  ist  der  Kegelschnitt  bestimmt  und  es  sind 
die  Berührungspunkte  jener  Tangenten  leicht  zu  fmden  vermit- 
telst des  Satzes:  Bei  jedem  irgend  einem  Kegelschnitt  umgeschrie- 
benen Fünfecke  IreflVu  zwei  Diagonalen  ail,  hh  nebst  derjenigen 
Geraden  c  1 ,  welche  die  lüiirie  Kckc  mit  dem  Herülu'iujgspuidite 
1  ihrer  (■egenseite  verbindet,  einander  stets  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  (iy 

Aus  den  beiden  S;Uzeii  über  das  ein-  und  umtrescbriebeiie 
Sechseck  lassen  sich  weiter  1  nli^eninpen  für  das  \  iereck  und  das 
Dreieck  ziehen,  welrhe  n'sjMM  tlve  einem  gegebenen  Kegelschnitte 
-eingeschrieben  oder  umgeschrieben  sind. 

Werdeil  nämlich  bei  einem  eingeschriebenen  Sechseck  zwei 
Selten  gleicbsjuu  aus  dem  Kegelschnitte  ansgegestossen .  so  dass 
sie  in  Tangenten  übergehen,  so  muss  dennoch  die  Kigenschaft 
des  Pascarscben  S.ilzes  bestehen  bleiben,  so  dass  die  vier  Seilen 
jedes  eingeschriebenen  Vierecks  nebsl  zwei  Tangenten  in  irgend 
zwei  Ecken  desselben  als  sechs  Seiten  eines  ejii;,feschriebenen 
Sechsecks  anzusehen  sind,  für  welches  tier  genannte  Satz  gellen 
muss.  Hält  man  die  vier  Seiten  des  Vierecks  ah  cd  fest,  so  sind 
dabei  noch  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich  die 
Tangenten  an  den  gegenüberstehen  Ecken  [«  nnd  c  oder  b  und  d\ 
sich  beünden,  oder  aber  an  aufeinanderfolgenden  Ecken  [wie 
a  und  d,  d  und  c,  c  inid  h,  b  und  a\  Nach  diesen  Fällen 
hat  man  nur  die  Nummern  der  sechs  Seiten  des  Sechsecks  zu 
verändern,  um  den  Satz  für  jeden  Fall  insbesondere  nnwenden 
zu  können.  Für  die  Seiten  1  2  3  4  5  0  folgt  z.  B.,  dass  die  drei 
Punkte  ABC  in  einer  Geraden  Q  liegen,  d.  h.  in  Bezug  auf  das 
Viereck,  dass  die  DurcbscbniUe  C  der  Gegenseiten  eines  dem 
Regelschnitie  eingeschriebenen  Vierecks  ab  cd  und  der  Durch- 
scboiu  £  der  Tangenten  in  zwei  Gegeoecken  desselben  stets  in 


Digitized  by  Google 


Die  8ftU6  Ton  Pascal  und  BrUnehoa.  $  26. 


179 


einer  Geraden  G  Hegen.   Für  die  Ordnung  7,  //,  III,  IV,  V,  VI 
folgt  aber  auch,  dass,  die  nämlichen  PnidUe  A,  T  mit  dem  Diircli- ' 
schoitie  J)  der  Tangeiiteo  in  6.  d  auf  derselben  Geraden  liegen. 


welche  folglich  mit  G  2usammenfilli.  För  den* andern  Fall,  wo 
die  Seiten  des  Sechsecks  in  der  Ordnung  1  2  3  4  V  VI  genom- 
men werden,  folgt,  dass  A,  F,  £  in  einer  Geraden  liegen ;  ebenso 
befinden  sich  auch  /,  C  in  einer  Geraden.  Man  findet  in 
dieser  Welse  för  das  rollstindige  Viereck  abed  [die  Definition 
des  vollstindigen  Vierecks  schliesst  sich  durchaus  der  in  $  5 
gegebenen  für  das  Tollstindige  Vlerseit  an]  und  das  zugehörige 
umgeschriebene  Vlerseit  drei  Gerade  G  und  zwölf  Gerade  g  [im 
Sinne  von  CHJ"},  Andererseits,  wenn  man  von  der  Betrachtung 
des  YollslSndigen  Vierseils  ausgeht,  erhält  man  drei  Funkle  Gf 
und  zwölf  Punkte 

Es  zeigt  sich  aus  diesen  Entwicklungen  unmittelbar,  dass  ein 
Kegelscimitt  durch  vier  Puukte  und  die  Tangenle  in  einem  der- 
selben, oder  durch  vier  Tangenten  und  den  Berfihrungspunkt  der 
einen  bestimmt  ist,  und  wie  sofort  die  drei  andern  Tangenten, 
oder  die  drei  andern  Berfihrungspunkte,  sowie  ferner  beliebige 
andere  Punkte  oder  Tangenten  des  Kegelschnitts  Mos  durch  Ziehen 
gerader  Unten  zu  finden  sind. 


Fig.  105. 
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riehen  bei  dem  Socliseclte,  welches  einem  Kegelschnitt  ein- 
ges< luichen  ist,  drei  Seiten  in  Tangenten  über,  und  zwar  die 
,  erste,  dritte  und  fünfte,  oder  die  zweite,  vierte  und  «sechste,  so 
ergibt  sieh:  Dass  bei  jedem  irgend  einem  Kegelschnitte  einge- 
scliriebenen  Dreieclte  die  drei  Punlitc  A,  B,  C,  in  ueiciien  die 
Seiten  mit  den  Tangenten  in  den  negenecken  sich  schneiden,  alle- 
mal in  irgend  einer  Geraden  C  liegen.  Ebenso:  Dass  bei  jedem 
umgeschriebenen  Dreieciie  die  drei  Punkte,  in  welclien  die  drei 
Seiten  von  deo  Ber&hrungssehnon  geschnitten  werden,  in  einer 
Geraden  Hegen.  Oder:  Dass  bei  jedem  Kegelßchnitte  die  Seilen 
irgend  zweier  zusammengehöriger  Dreiecke  [ein-  und  umgeschrie« 
benen]  sieb  in  drei  solchen  Punkten  schneiden,  welche  in  der- 
selben Geraden  sieb  befinden.  Andererseits  folgt,  dass  bei  jedem, 
irgend  einem  Kegelschnitte  umgeschriebenen  Dreiedr  die  drei  Ge- 
raden J^B^Ci,  welche  die  Ecken  mit  den  BerQhrnngspunkten 
der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  einander  in  einem 
Punkte  Gl  treffen.  Ebenso  ergibt  sieb  noch,  dass  der  Kegel- 
schnitt einerseits  durch  drei  Punkte  und  iwei  der  Tangenten  in 
denseli>en,  und  andrerseits  durch  drei  Tangenten  und  die  Berüh- 
rungspunkte zweier  derselben  bestimmt  ist,  so  dass  sich  daraus 
beliebig  viele  andere  Punkte  und  Tangenten  leicht  mittelst  des 
Lineals  allein  finden  lassen.  Als  spezieller  Fall  des  el»en  abge- 
leiteten Satzes  findet  man:  Der  BerQhrungspunkt  einer  Hyperbel- 
tangente halbirt  das  zwischen  den  Asymptoten  liegende  StAck 
derselben.  Man  braucht  zum  Beweise  nur  zu  beachten,  dass  die 
Asymptoten  der  Hyperbel  Tangenten  sind,  deren  Beröhrungpunkte 
im  Unendlichen  liegen. 

Aus  den  bisherigen  Betrachtungen  ergibt  sich,  dass,  wenn 
man  von  einem  Kagelschnitt  f&nf  Elemente,  d.  h.  entweder  fOnf 
Punkte  oder  ffinf  Tangenten  kennt,  derselbe  im  Allgemeinen 
vollkommen  bestimmt  ist  Die  SStze  von  Pascal  und  Brianchon 
weisen  aber  auch  auf  den  Schluss  bhi,  dass  umgekehrt  durch 
jede  beliebige  Tönf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  ein  Kegelschnitt 
bestimmt  ist.  Eine  Bestlitigung  findet  diese  Bemerkung  darin, 
dass  nach  §  19  irgend  vier  Gerade  in  der  Ebene  als  Tangenten 
einer  Parabel  gewihlt  werden  können,  denn  neben  diesen  vier 
Geraden  ist  auch  die  unendlicb  entfernte  Gerade  der  Ebene  eine 
Tangente  dieser  Parabel,  so  dass  dieselbe  in  1¥irklichkdt  durch 
ffinf  Tangenten  gegeben  ist.   Man  kann  also  sagen :  Ein  Kegel- 


Digitized  by  Google 


Die  Sitae  Ton  Pascal  nnd  Brianehon.  S  26. 


181 


sclinitt  ist  durch  Tuof  seiner  Punkte  oder  füiir  seiner  Tangenten 
vollkoromeD  besUnimt;  umgekehrl  lässt  skvh  durrh  jede  frinf  Puokle 
ein,  aber  nur  ein  Kegelschnitt  legen,  und  ebenso  exislirt  steU 
eia,  aber  nur  ein  Kegelscboilt»  der  fünf  gegebene  Gerade  berfibrC. 
Zwei  KegeUebnitte  köonen  aus  diesem  Grande  nie  mehr  als  vier 
Punkte  oder  vier  Tangenten  gemein  beben.  Hierbei  ist  die  noch 
nicht  hervorgehobene  Voraussetzung  gemacht,  dass  weder  drei 
der  Punkte  des  untersuchten  Kegelschnitts  in  einer  Geraden  lie- 
gen,  noch  drei  seiner  Tangenten  durch  einen  und  denselben 
Punkt  gehen;  diese  speziellen  F&Ue  erledigen  sich  aber  sofort, 
indem  dann  Kegelschnitte  fuftreten,  die  entweder  aus  den  sftmmt- 
lichen  Punkten  zweier  Geraden  bestehen,  oder  aber,  deren  Tan- 
genten die  sdmmtiicben  Geraden  sind,  welche  durch  den  einen 
oder  den  andern  von  zwei  festen  Punkten  gelegt  werden  können. 

Von  grossem  Belange  ist  noch  eine  Folgerung,  welche  wir 
aus  dem  Pascai'schen  und 'dem  Briancbon'schen  Satze  in  ihrer 
allgemeinen  Fassung  ziehen  wollen.  Es  ist  nämlich  bis  jetzt  nur 
gezeigt  worden,  dass  jeder  Kegelschnitt  als  Projection  des  Kreises 
aofgefasst  werden  kann;  aber  es  gilt  auch  der  umgekehrte  Satz, 
dass  jede  beliebjge  Projection  des  Kreises  ein  Kegelschnitt  ist, 
also  nicht  nur  diejenigen,  welche  durch  den  geraden  Kegel  ver- 
mittelt werden.  In  der  That,  wenn  wir  einen  Kreis,,  der  hi  der  * 
Ebene  £  liegt,  vermittelst  geradliniger  Strahlen,  die  durch  einen 
festen  Punkt  D  ausserhalb  der  Ebene  E  gehen,  auf  eine  andere 
Ebene  piojicirt,  welche  nicht  durch  JO  geht  und  nicht  zu  E 
parallel  ist,  so  erhält  man  in  Ei  eine  Figur,  fOr  welche  sowohl 
der  Satz  von  Pascal  als  derjenige  von  Brianehon  gilt,  d.  h.  jede 
beliebige  Projection  eines  Kreises  ist  ein  Kreisschnitt. 

2um  Schlüsse  geben  whr  noch  zwei  Anwendungen  der  Sitze 
von  Pascal  und  Brianehon. 

Die  erste  besteht  in  dem  Bewebe  des  bereits  liergeleiteten 
Satzes  19] :  dass  der  Hübenpunkt  eines  der  Parabel  umschrie- 
benen Dreiecks  in  der  Leitlinie  derselben  liegt,  welcher  Beweis 
-  mit  lliiHe  eines  Brianchon'schen  Sechsecks  geführt  wird.  [Wir 
nennen  Brianchon  srhes  Sechseck  jedes  Sechseck,  in  welchem  sich 
die  drei  Hau{>t(liagonalen  in  demselhcii  l*unkte  schneiden.  Ebenso 
heisst  jedes  Seciiseck,  in  welt  heni  die  Dm  chsciuiittspunkte  der 
gegenül»erliegeii(luii  Seiten  in  einer  Geraden  liegen,  ein  l'ascal- 
sches  Seciiseck.  Jedes  solche  Sechseck  bat  die  Eigenschall,  dass 
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seine  Ecken  auf  einem  Krgolsrliriitl»!  liegen,  während  die  Seilen 
eines  Brianchonschen  Seclisecks-  Tangenten  eines  Kogeiscliniltes 
sind.]  ZunAchst  erinnern  >vir  an  den  Salz,  dass  der  Durclischnitt 
zweier  zu  einander  reclitwinliliger  Tangenten  der  Parabel  auf  die 
Leitlinie  fUit.  Selen  nun  1  und  I,  2  und  IJ  zwei  Paare  zu  ein« 
ander  senkrecht  stehender  Parabeltangenten,  ferner  3  und  die 
unendlich  entfernte  Gerade  (r«  der  Ebene  zwei  weitere  Tangenten 


der  Parabel,  lo  bilden  1  /  2  //  8  ein  firianchon'sches  Sechs- 
eck, in  welchem  die  Hauptdiagonalen  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den müssen.  Wir  wfthlen  die  Reihenfolge  der  Seiten  des  Sechs- 
ecks in  der  Art.  dass  (l  3)  und  (//  (?•),  (2  3)  und  (/  ^»),  (1  /)  und 
(2  II)  zu  Gegenecken  werden.  Die  erste  Hauptdiagonale  ist  unter 
dieser  Voraussetzung,  da  (//  G»)  der  unendlich  entfernte  Punkt 
Ton  JJ,  also  die  von  (1  3)  nach  (//  G»)  gezogene  Gerade  parallel 
zu  //  ist,  weiter  nichts  als  das  Perpendikel,  das  Ton  dem  Punkte 
(1  3)  auf  2  gefüllt  werden  kann^  also  die  zu  2  geliörigc  Höhe 
des  Dreiecks  (12  3).  Ebenso  fillt  die  zweite  Hauptdiagonaie  des  * 
Sechsecks  mit  der  zu  1  gehörigen  Höhe  desselben  Dreiecks  zu* 
sammen.  Durch  den  Scliniltpunkl  dieser  Hauptdiagonalen,  resp. 
durch  den  Höhenpunkt  «les  Dreiecks  (1  2  31  muss  auch  die  drille 
Hauptdiagonaie  gehen,  wehiie  aber  weiter  nichts  ist,  als  die 
Leitlinie  der  Patabul.    Damit  ist  der  aufgestellte  Salz  bewiesen. 


Fig.  106. 
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Alit  HOlfe  des  Pascarschen  Salzes  ISsst  sich  nachweisen,  dass 
de^  HdbeopuDlit  eines  der  gleichseitigen  iiyperbel  einegeschrie- 
benen Dreieclts  ebenfalts  auf  dieser  Hyperbel  liegt   Seien  1  2  3 
die  gegebenen  Punkte  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel.  4  der 
Höbenpunkt  des  Ton  ihnen  gebildeten  Dreiecks  und  6  und  6  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  Hyperbel,  so  dass  also  die  Ricli- 
tungen  fon  Strahlen,  i»elche  von  ^. 
einem  beliebigen  Punkte  der  * 
Ebene  aus  nach  5  und  6  gehen.  k 
zu  einander  senkrecht  stehen.  |;\\ 
Es  ist,  um  den  Beweis  unseres 
Satzes  zu  fahren,  .einzig  zu  zei-        { ,    .  \ 
gen,  dass  das  Sechseck  12  3 
4  5  6  ein  Pascal'sches  Sccliseck 
ist,  d.  h.,  dass  die  Dun  lischnitts-  \    , '  \  f^. 

punklf  seiner  Gegenseiten  auf       f  , 
einer  Geraden  liegen.  Nun  schnei-      ^    ^.-r'-  ' '   \  \^ 
den  «icli  (1  2)  und    4  5)  in  /y,     ^     :  .  -  '"-"^ — ^do 

(2  3)  und  [b  6)  in  dem  unend-       )     ^  \' 
lieh  t'iillernU'ii  Piinkle  q  (h'r  Ge- 

radiMi  (2  3)  uihI  schliesslich  4)  und  (fi  1)  in  r;  weiuj  also  p, 
q,  r  in  derselben  Gciiidcii  liegen  sollen,  so  müssen  [pr]  und  (2  3) 
pai  allel  sein.  Im  hi  eic(  ke  (1  4  /<)  steht  (1  6)  [oder  (1  2)] 
jienkiecht  auf  1  oder  (4  />  ,  \Neil  die  IVichtungcn  der  unend- 
lich enireiiilcn  l'uiikte  h  und  6  senkrecht  zu  einander  >leheu, 
elienso  steht  3  4)  [oder  (4  r)]  senkrecht  auf  (1  2)  [oder  (1  />)], 
tieiimiu  h  schneiden  sich  (1  r)  und  I  l  r)  im  ilrdieiipuiikl  ties  «je- 
natnilen  {»reiecks  1  ^ p)  und  pr  ist  die  dritte  Hohe  des>ell)en. 
Es  stehen  also  pr  und  f2  31  heiile  auf  1  X  senkrecht  und  sind 
dcn)zufolge  parallel.  Der  hiermit  hewioene  S.itz  l.i^'-t  sich  auch 
in  folgende  Fassung  hringen:  Jede  gleichseitige  Ily|ici  l»el,  welche 
einem  gegehenen  hreieck  eingesduiebeu  ist,  geht  auch  durch  den 
Höhenpunkt  desselben. 

Ein  zweiler  |{e\veis  beruht  auf  folgendem  Gedankengange: 
Zieht  man  vdu  einem  l'unkte  .)/  aus  Stralilen  nach  den  drei  Ecken 
eines  Dreiecks,  und  errii  biet  in  .]/  I'ci  jietidikel  auf  dic'^e  Strah- 
len, so  liegj'U  die  Scimillpunklc  derseihen  mit  den  Gegenseiten 
des  Dreiecks  \\\  einer  Geraden;  diess  ergibt  si»  Ii  einlach  durch 
Poiarisaüon  des  Satzes,  „dass  die  drei  Höben  eines  Dreiecks  sich 
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in  einem  IMirtklc  schiieideii,"  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Kreis 
mit  dem  Millelpuiiiile  AI.  Man  kann  nun  wi-Ucr  zeigen:  Wenn 
die  von  M  aus  nach  einem  der  dem  Dreiedie  eingescbriei>enen 
Kreise  gezogenen  Tangenten  senkrecbt  zu  einander  stehen,  so 
berührt  die  erwähnte  Gerade  diesen  Kreis.  .  Wird  dieser  letztere 
auf  einen  um  JU  geschlagenen  Kreis  pplarisbt,  so  ergibt  sich  der 
vorbin  bewiesene  Satz. 

Aus  demselben  wollen  wir  einige  Folgerungen  ziehen:  Es 
sei  wieder  4  der  Uöbenpunkt  des  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
eingeschriebenen  Dreiecks  12  3,  femer  7  der  Durchschnitt  von 
(1  4)  und  (2  3}  und  8  der  Durchschnitt  von  (2  4)  und  (13),  so 
.  sind  die  Dreiecke  247,  148,  137  ähnlich,  und  demzufolge 


(14)  zwei  Sehnen  der  IlyiM'rhel,  die  sich  rechtwinklig  sclineiden; 
wir  haben  also  den  Satz:  Die  Hechtecke  unter  den  Abschnitten 
zweier  einander  rechtwinklig  durchschneidender  Sehnen  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  sind  ciiwnider  gleich.  -  Halten  wir  im 
Dreieck  1  2  die  Seile  1  2  fest,  verrücken  aber  d<ii  l'inikt  3 
auf  der  Hyperbel,  so  dass  der  AVinkel  bei  1  ein  rechter  \>ird, 
so  ndlt  der  Höbenpunkt  4  in  den  Scheitel  1  hinein  und  17  wird 
zur  Tangente  im  Punkte  1,  d.  h.:  In  jedem  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  eingeschriebenen  rechtwinkligen  Dreieck  ist  das  Per- 
pendikel vom  Scheitel  des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse 
eine  Tangente  der  Hyperbel.  Dieser  Satz  kann  aucli  wie  folgt 
ausgesprochen  wer<lrii :  Wenn  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels 
aur  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegt,  und  man  dreht  den  Win- 
kel um  seinen  Scheitel,  so  bleibt  die  von,  seinen  Schenkeln  ab- 
geschnittene Sehne  stets  senkrecbt  zur  Tangente  im  Scheitel. 

S  ^>  Polareigensoluiften  der  X«geilsoliiiitte. 

Zu  jedem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  gehört  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  stets  eine^  aber  auch  nur  eine  Polare,  und 
jeder  Geraden  entspricht  ein,  aber  auch  nur  ein  Pol.  Irgend 
dne  durch  den  Pol  gelegte  Transversale  schneidet  auf  der  Po- 
laren irgend  einen  Punkt  aus,  welcher  in  bekainiler  Zuordnung 
der  vierte  harmonische  Punkt  ist  zum  Pole  und  den  Srhnittpunk- 
len  der  Transversalen  mit  dem  Kegelschnitte.  Sui  hl  man  also 
den  Pol  der  unendlich  enHurulcn  (Geraden  in  Bezug  auf  einen  vor- 


oder  (27)  .  m)  =  (17)  .  (47).   Ks  sind  aber  (2  3)  und 
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gfU'gtcii  Kegelschnitt,  so  muss  die  ausgesprochene  Eigenschart  ihre 
Gültigkeit  noeii  besitzen,  und  es  muss  demnach' der  Pol  in  der  Milte 
liegen  zwittchen  den  heiden  Punkten,  welche  eine  beliebig  durch  ihn 
gelegte  Transversale  aur  dem  Kegelschiiilte  ausschneidet.  Es  hat 
aber  gar  kein  anderer  Punkt,  als  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
die  angegebene  Eigenschaft,  demzufolge  ist  der  Pol  der  unend« 
lieb  entfernten  Geraden  der  Ebene  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
acbnitt  der  Mitlelpankt  dieses  Kegelschnittes.  Umgeltebrt  ist  die 
Polare  des  Mittelpunkts  eines  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  den- 
selben die  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene.  Wenn  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  innerhalb  desselben  liegt,  so  sind 
Ton  ihm  aus  keine  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  möglich,  und 
derselbe  bat  keine  unendlich  entfernten  Punkte,  d.  b.  er  Ist  Ellipse. 
Befindet  sich  der  Mittelpunkt  ausserhalb  des  Kegelschnittes,  so 
ist  derselbe  Hyperbe],  und  er  hat  zwei  unendlich  entfernte  Punkte, 
welche  mit  dem  Nittelpunkte  verbunden  zwei  Tangenten,  die 
Asymptoten  der  Hyperbel,  ergeben.  Schliesslich  kann  der  Mittel- 
punkt auf  dem  Kegelschnitte  seihst  liegen,  d.  b.  die  anendlich 
entfernte  Gerade  der  Ebene  Ist  eine  seiner  Tangenten  und  er 
selbst  eine  Parabel. 

Durch  diese  Betrachtungen  rechtfertigt  sich  aufs  Neue  die 
Bezeichnung  »tdie  unendlich  entfernte  Gerade  der  Ebene,"  denn  alle 
unendlich  entfernten  Geraden  der  Ebene  haben  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  nur  einen  einzigen  Pol;  wären  näm- 
lich deren  zwei  vorbanden,  so  bitte  der  Kegelschnitt  zwei  Mittel- 
ponkte  und  die  Verbindungsgerade  derselben  wOrde  auf  dem  Ke- 
gelschnitte eine  Strecke  ausschneiden,  welche  in  zwei  verschie- 
denen Punkten  gehälftet  wQrde,  was  unmöglich  ist.  Da  nun 
alle  unendlich  entrernten  Geraden  denselben  Pol  gemein  haben, 
so  müssen  sie,  da  zu  jedem  Pol  im  Allgemeinen  nur  eine  Polare 
gehört,  als  iu  eine  und  dieselbe  Gerade  zusammenfallend  betrachtet 
werden. 

Jede  durch  den  Millel|)Unkl  eines  Kegelschnittes  gehende 
Gerade  heisst  lUin  huiessci-  und  ihr  Pul  liej-t  in  unendlicher  Ent- 
feiimng.  rnjgckelirl  ist  die  Polare  jedes  unendlich  entrernten 
Punktes  ein  hiircfirncsscr. 

Aus  den  tiniii(i<-i{^i>nschar(en  Non  Pol  und  i^olare  leitet  man 
sofoil  den  Salz  ah:  Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  (ieraden, 
80  dreht  sich  die  Berührungssebuc  der  beiden  vuu  ihm  aus  au 
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den  Kegelschiiilt  gelegten  Tangenten  um  einen  festen  Punkt,  den 
Pol  jener  Geraden.  *  Nun  ist  fOr  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel 
gezeigt  worden,  dass  die  BerUhrungssehne  der  beiden  von  irgend 
einem  Punkte  der  Leitlinie  ans  an  den  Kegelschnitt  gezogenen 
Tangenten  durch  den  zugehörigen  Brennpunkt  geht.  Ein  Brenn- 
punkt und  die  zugehörige  Leitlinie  eines  Kegelschnittes  sind  also 
stets  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  denselben. 

Ein  Dreieck,  welches  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kegel« 
schnitt  die  Eigenschaft  bat,  dass  die  Polare  einer  jeden  seiner 
Ecken  mit  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Obrigen  zusam- 
roenfftlll,  heisst  ein  Tripel  harmonischer  Punkte  des  Kegelschnitts. 
Es  gibt  unendlich  viele  solche  Tripel,  denn  man  kann  einen  der 
drei  Punkte  wilikörlich  «§hlen,  ebenso  noch  auf  der  Polaren  des- 
selben den  zweiten,  und  dann  ist  erst  der  dritte  Punkt  des  Tri- 
pels vollstftndig  bestimmL  Der  Durchschnittspuiiki  irgend  zweier 
Seiten  des  Tripeldreiecks  ist  der  Pol  der  dritten  Seite;  man  kann 
also  sagen:  Die  drei  Seiten  eines  Tripeldreieclis  bilden  ein  Tripel 
harmoniscliei*  Strahlen.  Aus  der  Construction  der  Polaren  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  die  durchaus  nach  $  6  . 
[Fig.  15]  für  jeden  beliebigen  Kegei^chnitl  ausgeföhrt  werden 
kann,  erkennt  man  die  Kicbtigkeil  des  naclifolgenclen  Satzes:  In 
einem  vollständigen  Viereck ,  dessen  Ecken  a  a  ß  ß'  auf  einem 
Kegelsclinillc  liegen,  bilden  die  drei  Diagunalpunkte  ppp"  [Durch- 
scliiiillspuukle  gegenüberliegender  Seilen]  ein  Tripel  bannonisclier 
Punkte.  Dieses  Tripel  ist  aber  allen  Kegelscbnitten  gemein,  welche 
durcb  die  Ecken  des  vollständigen  Vierecks  geben  und  lerner  ist 
es  das  einzige  Tripel,  welcbes  irgend  zweien  dieser  Kegelschnille 
gemein  sein  kiinn.  In  der  Tbal,  sei  «  einer  von  den  vier  Stiinilt- 
piiuklen  der  beiden  Kegeiscbnille,  so  besliiiunt  t  r  mit  dem  Tripel 
pp  p  d.'is  A'iereck  uu'ßß'  vollständig,  nnd  zwnr  linear,  w.dirend 
ein  anderes  Tripel  qq  <i"  ollenbar  ein  .iiuieres  \'i('re(  k  ergeben 
würde,  was  widrr  die  \ Drausselznng  ist.  Zwei  Kegelsrbnitte, 
weirbe  sich  in  vier  Tiiiiklen  sclmeiden,  haben  also  inuner  ein, 
aber  aucli  nur  ein  Tripel  bannonisclier  Punkte  gemein,  welclies 
durch  die  Schnittpunkte  linear  bestinunt  ist.  Man  kann  das  hk  h  so 
ausdrücken:  Schneiden  sich  zwei  Kegelschnitte  in  viel  Punkten, 
so  existireii  stets  drei,  aber  auch  nur  drei  l'imkte,  für  welche 
die  beiden  I'olaren  iu  liiusicbt  der  gegebenen  KegeUchoille  zu- 
sammenlaiien. 
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Ein  Punkt  p  allein  bestimmt,  wie  bereits  bemerkt,  das  Tripel 
noch  nicht;  man  kann  aur  der  Polaren  P  desselben  noch  unend- 
lich viele  Punktenpaare  p  p"  annehmen,  welche  das  Tripel  ver- 
vollständigen. Sind  f  und  t  die  Durchschnitte  von  P  mit  dem 
Kegelschnitte,  so  sind  p  und  p*  ihnen  barmonisclt  zugeordnet, 
und -umgekehrt:  jedes  zu  s  und  l  harmonisch  zugeordnete  Punk- 
tenpaar ergibt  mit  p  ein  Tripel.  Ebenso  wird  durch  einen  Strahl 
das  Tripel  noch  nicht  bestimmt;  man  kann  nämlich  von  dem 
Pole  dieses  Strahles  aus,  Insofern  diess  möglich  ist,  Tangenten  an 
den  Kegelschnitt  legen,  und  jedes  Paar  von  Strahlen,  welches  diesen 
Tangenten  harmonisch  zugeordnet  ist,  ergibt'  ein  Tripel.  Von 
einem  Tripel  harmonischer  Punkte  liegt  stets  einer  innerhalb  des 
Kegelschnittes,  die  beiden  andern  ausserhalb;  von  den  drei  Strah- 
len eines  Tripels  schneiden  zwei  den  Kegelschnitt,  der  dritte  aber 
trilfl  ihn  nicht  « 

Da  bei  einem  Kreise  die  Polare  stets  senkrecht  steht  auf 
der  Verbindungsgeraden  von  Pol  und  Blittelpunkt,  so  ist  der  Mit- 
telpunkt zugleich  der  H6henpunkt  aller  dem  Kreise  zugehörigen 
Tripel;  es  ist  zudem  klar,  dass  diese  Tripel  nur  stumpfwinklige 
Dreiecke  bilden  können.  Der  Kreis  Ist  durch  eines  seiner  Tripel 
vollstiindig  bestimmt;  dasselbe  bildet  nach  der  eben  geroachten 
Bemerkung  ein  stumpfwinkliges  Dreieck,  dessen  HObenpunkt  m 
der  Mittelpunkt  des  zu  bestimmenden  Kreises  ist.  Um  den  Radius 

Fig.  108. 


dieses  Kreises  zu  finden,  ziehe  man  die  Gerade  mp.  wo  p  ein 
Tripelpunkt  Isi ,  und  suche  deren  Ourrlischnitt  p  rnil  p  p" .  Ks 
seien  iiuu  $  und  i  die  Durchschnilte  des  Kreises  niil  mp,  so  muss 
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ms^  ^  mfi  s=  mp  .  m}p  seio,  wodurch  s  und  i  bflstimnit  sind. 
Zur  Coostruction  lege  mau  einen  Halbkreb  über  pp,  liebe  an 
diesen  die  Tangente  von  m  aus,  so  isi  die  Lfinge  derselben  «ler 
Radius  des  gesuchten  Ereises. 

Wihlt  man  den  Mittelpunkt  p  eines  gegebenen  Kegelschnitts 
als  den  einen  Punkt  eines  ihm  sugehOrigen  Tripels,  so  liegen  die 
beiden  andern  p'  und  p'  im  Unendlichen;  von  den  drei  Strahlen 
des  Tripels  ist  der  eine  pp'  die  unendlich  entrernte  Gerade  der 
Ebene,  die  beiden  andern  pp'  und  pp'  sind  Durchmesser  des 
Kegelschnittes.  Da  p  der  Pol  von  pp"  ist,  so  folgt,  dass  die 
beiden  von  p'  aus  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  in  den 
Endpunkten  des  Durchmessers pp'berikhren;  zudem  sind  sie  offen- 
bar diesem  Durchmesser  parallel.  Es  gilt  Aehnliches  von  p"  in  Bezug 
auf  pp',  so  dass  man  den  Satz  hat:  Wenn  von  einem  Tripel  harroo- 
..  nischer  Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  eine  Strahl 
die  unendlich  entfernte  Gerade  ist,  so  sind  die  beiden  andern 
zwei  solche  Durchmesser,  von  denen  jeder  den  Tangenten  in  den 
Endpunkten  des  andern  parallel  ist  [insofern  diese  Tangenten 
wirklich  vorhanden  sind].  Bei  der  Ellipse  sind  also  diese  Durch- 
messer conjugirt,  und  dass  dasselbe  auch  von  der  Hyperbel  gilt, 
lisst  sich  leicht  beweisen;  also:  Irgend  zwei  conjugirte  Durch- 
messer eines  ke^'clschnilts  bilden  mit  der  unendlich  entfernten 
Geraden  ein  Tripel  harmonischer  Strahlen.  Ist  der  Kegelschnitt 
eine  Hyperbel,  so  bilden  die  unendlich  entfernten  Punkte  der 
Asymptoten  mit  den  unendlich  entfernten  Punkten  irgend  eines 
Paares  coqjugirter  Durchmesser  ein  System  von  harmonischen 
Punkten,  woraus  folgt,  dass  irgend  ein  Paar  cuojugirter  Durch- 
messer der  Hyperbel  zugeordnet  harmonisch  zu  den  Asymptoten 
liegen,  namentlich  gilt  diess  auch  von  den  Azen,  welche  die 
Asymptotenwinkel  halblren. 

Unter  den  Kreis^D,  welche  mit  einem  gegelienen  Kegelschnitte 
conzentrisch  sind,  gibt  es  stets  solche,  welche  denselben  In  vier 
Punkten  schneiden.  Irgend  einer  dieser  Kreise  hat  mit  dem  Ke- 
gelschnitt ein,  aber  auch  nur  ein  Tripel  harmonischer  Strahlen 
gcmeiti,  vou  denen  der  eine  die  unendlich  entfernte  Gerade  der 
Ebene  ist,  well  die  Pole  dieser  Geraden  nach  Kreis  und  Kegel- 
schnitt in  den  gemeinsamen  Blittelpunkl  fallen;  das  guineinsame 
Tripel  i)csteht  also  ausserdem  noch  aus  tiiicm  Paare  von  Strah- 
len, >velche  zugleich  cunjugiilc  Durchmesser  für  den  Kreis  und 
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für  den  KegelscIiniU  siud.  Nun  bilden  alle  Paar  ronjngirler  Diirrli- 
roesser  dos  Kreises  rechte  Winkel,  und  umgekehrt.  Irgend  ein 
Paar  senkrechte  Durchmesser  <les  Kreises  sind  conjugirt.  Es  giht 
also  in  eioem  Kegelsclinille,  der  einen  Mittelpunkt  hat  und  kein 
Kreis  Ut,  stets  ein,  aber  auch  nur  ein  Paar  zu  einander  senk- 
rechter,  conjugirler  Durchmesser. 

Man  kann  niclit  beliebige  sechs  Punkte  in  der  Ebene  wählen 
lind  festsetzen,  sie  sollen  in  liestlmmtcr  Ordnung  genommen  zwei 
Tripel  pp  p'  und  q4q  eines  und  desselben  Kegelschnittes  sein» 
sondern  damit  diess  möglich  ist,  müssen  die  sechs  Punkte  auf 
einem  und  demselben  Kegelschnitte  liegen,  dann  aber  ist  die  Be- 
stimmung eine  vollkommene,  d.  b.  es  gibt  stets  einen,  aber  auch 
nur  einen  Kegelschnitt,  fOr  welchen  die  genannten  Punkte  zwei 
Tripel  bilden.  Zum  Beweise  hedOrfen  wir  des  Satzes,  dass  ein 
Kegelschnitt  K  und  eine  Gerade  G  in  seiner  Ebene,  welche  ihn 
nicht  trifll,  stets  so  projicirt  werden  können,  dass  der  Kegel- 
schnitt zum  Kreise,  die  Gerade  aber  zur  unendlich  eotfernlen 
Geraden  in  der  Ebene  dieses  Kreises  wird.  ZunAcbst  fähren  wir 
eine  ProjecÜon  so  aus,  dass  die  Gerade  G  ins  Unendliche  gerOckt 
wird;  diess  geschieht,  indem  man  einen  beliebigen  Punkt  0  im 
Räume  wfthlt,  von  ihm  aus  K  und  Q  auf  eine  Ebene  projicirt, 
w^elche  zur  Ebene  durch  0  und  C  parallel  ist.  Da  K  und  G  nach 
Voraussetzung  keinen  Punkt  gemein  haben,  so  wird  K  eine  Ellipse 
geworden  sein,  welche  durch  Parallelprojection  [wodurch  die  un- 
endlich entfernte  Gerade  wieder  unendlich  entfernte  Gerade  wird] 
leicht  in  einen  Kreis  zu  verwandeln  ist.  So  wie  ein  Kegelschnitt 
durch  Projecllon  immer  wieder  zu  einem  Kegelschnitt  wird,  so 
verwandelt  sich  auch  ein  Tripel  stets  wieder  in  ein  Tripel  der 
Projection. 

Sei  nun  K  der  vorgelegte  Regelschnitt  mit  den  beiden  Tri- 
peln pp  p"  und  q<i  q'\  sei  femer  G  =  p  y"  diejenige  Gerade  des 
ersten  Tripels,  welche  K  nicht  schneidet,  so  können  wir  K  und  G 
so  transformiren .  das  sie  zu  einem  Kreise  und  der  unendlich 
entfernten  Geraden  in  dessen  Ebene  \verden.  In  der  transror- 
mirlen  Figur  sind  pp  p"  ein  Tripel  in  Bezug  auf  den  Kreis,  und 
zwar  ist  p  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises;  soll  also  ein  Kegel- 
schnitt durch  die  Tripelpunkle.  oder  auch  nur  durch  ;/  und  />" 
gehen,  so  nuiss  er  eine  gleichseitige  Hyperbel  sein.  Durc  h  // //' 
qq  q    ist  eine  sieicliseilige  Hyperbel  bestiuuut,  welche  nach  einem 
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im  vorigen  §  Im  uicseiicn  Salze  ihii  rh  den  Ilölienpiinkt  des  von 
q"  gebildeten  I»reierks  geht,  nnd  dieser  Höhenpnnkt  ist,  weil 
qq  q    ein  Tripel  det»  Kreises  bilden,  der  Punkt  p.    Die  Punkte 

Fig.  lOB. 


ppp'qq'q"  liegen  in  der  (ransrorniirten  Figur  auf  einem  und  . 
demselben  Kegelscboitlc,  also  befanden  sie  sich  bereiu  in  der 
ursprünglichen  Lage  auf  einem  Kegelschnitte.  Dass  nun  um- 
gekehrt sechs  beli<^bige  Punkte  auf  eioem  Kegelschnitt  stets  zwei 
Tripel  harmonischer  Punkle  eines  neuen  Kegelschnittes  sind, 
wird  bewiesen,  indem  man  den  Kegelschnitt  der  sechs  Punkte 
so  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  projicirt,  dass  zwei  von  ihnen 
ins  Unendliche  rücken,  und  dann  den  eben  gegebenen  Beweis 
röckwfirts  verfolgt. 

Es  ist  bemerkenswerth.  dass  auch  die  Strahlen  zweier  Tripel 
eines  Kegelschniites  Tangenten  eines  neuen  Kegelschnittes  sind. 
Wir  gehen  zum  beweis  auf  die  einfache  Figur  zurQck.  in  weiche 
wir  vorbin  den  Kegdscboitt  und  die  beiden  Tripel  projicirten. 
Wir  hatten  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  p»  dann  auf  der 
uDeodlicb  entfernten  Geraden  der  Ebene  zwei  Punkte  p  und  p**, 
welche  von  p  aus  unter  rechtem  Winkel  gesehen  werden  und 
schliesslich  ein  Tripel  qq*q*.  Jetzt  ist  zu  zeigen,  dass  pp**,  p"p, 
PP»  qf*  V?'  Tangenten  eines  und  desselben  Kegelschnittes 
sind.  Dieser  Kegelschnitt  ist  durch  p'p",  pp',  qf,  fq,  qq' 
bestimmt,  und  zwar  ist  er  doe  Parabel,  weil  p'p"  die  unendlich 


Digitized  by  Google 


Polarei^enschafteo  der  Kegelschnitte.  §  27. 


191 


entfernte  (HTade  «Ilt  KIjcik*  ist.  IKiss  iniii  aiuli  i>" j»  dif  Paiabcl 
berührt,  folgt  daraus,  dass  ]>  als  lluht  iipiiukt  drs  von  d«*ij  Pai  ahei- 
langeuteii  y'v",  y  77  j^chiliUlrri  Dreiecks  in  der  F.rillinie  der- 
selben liegt;  errichtet  man  ;d>er  in  einem  IMnd^le  »it  r  Leitlinie 
ein  Perpendikel  auf  eine  Paraltellanyenle,  so  henilirl  diese->  INt- 
pendike!  die  Parabel  ebenfalls,  deini  die  I.eillinie  ist  der  Ort  der 
I>iirclis(bnittsj)unkte  rechtxunkliger  Tan^'cnlen,  es  ist  also  p" p 
eine  Tangente  der  eben  bcstimniltii  Pinabel.  I>ass  allijemein 
zwei  beliebige  Tripel  harmonischer  Strahlen  eines  Kegelschniltes 
Tangenten  eines  neuen  Kegelschniltes  sind,  und  dass  umgekehrl 
irgend  sechs  Tangenten  eines  Kegelschniltes  in  bestinnuter  (irup 
pirung  zu  zweimal  dreien  als  zwei  Tripel  eines  andern  Kegel- 
schnittes aufgefasst  werden  können,  soll  nicht  weiter  ausgeführt 
.  werden. 

Da  üureiians  analog  uie  beim  Kreise  Pul  und  Polare  in  Bezug 
auf  einen  Kegelschnitt  sich  eindeutig  entsprechen,  so  folgt,  dass 
die  Sätze,  welche  wie  für  die  i*olarisalion  in  Hinsicht  eines  Kreises 
auch  für  die  Polarisalion  in  Hinsicht  eines  Kegelschnittes  ihre 
Gültigkeil  beibehalten,  insofern  nur  von  metrischen  Eigenschaften» 
wie  von  Strecken,  Winkeln,  Axen.  Prennpunkten  n  s.  w.  abge- 
sehen wird.  1^8  folgt  daraus  sofort,  dass  die  l*olartigur  eines 
heUebigen  Kegelscbnittrs  in  Ib'/ng  auf  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt wieder  ein  K<>gelsciinill  ist,  und  zwar  gleichgültig,  ob  man 
die  zu  polarisirendc  von  diesen  drei  Curven  auffasse  als  durch 
Punkte  oder  als  durch  Tangenten  erzeugt.  In  der  That,  wenn 
für  die  ursprüngliche  Figur  der  Satz  von  Pascal  hesleht,  so  gilt 
für  die  PolarQgur  der  Salz  von  Brianchon,  und  umgekehrt;  übri- 
gens bestimmt  jeder  von  diesen  beiden  Sätzen  für  sich  allein 
genommen  eine  Curve  bereits  als  Kegelschnitt.  Von  den  unend- 
lich vielen  Sätzen»  die  sich  paarweise  durch  die  Polarisation  ent- 
spreeben,  beben  wir  nur  die  nachfolgenden,  im  Verlaufe  unserer 
Betrachtungen  bereits  bewiesenen  Sätze  hervor: 

Ein  vollstllndiges  Vierseit  wird  Ein  vollstfindiges  Viereck  wird 
gebildet  durch  vier  beliebig  in  gebildet  durch  vier  beliebig  in 
der  Ebene  gegebene  Gerade,  der  Ebene  gegebene  Punkte, 
von  denen  keine  drei  durch  den-  von  denen  keine  drei  auf  der- 
selben Punkt  laufen,  und  von  selben  Geraden  liegen,  und  von 
denen  keine  zwei  paralfel  sind,  denen  keiner  üi  unendlicher  Ent- 
Oasselbe  ziblt  vier  Seiten,  sechs  femung  sich  befindet  Dasselbe 
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Ecken  [Durchsclinittspunkle  der  z§lilt  vier  Ecken,  sechs  Seiten 
Seiten]  und  drei  Diagonalen  [Ver-  [Verbindongsgeraden  der  Ecken] 
bindungsgerade  gegenriberÜegen-  und  drei  Diagonalpunkte  [Durch- 
der  Ecken].  Auf  jeder  Diagonale  achnitlspunkle  gegenQl»erliegen- 
befinden  sich  vier  harmonische  der  Seiten].  Durch  jeden  Dia- 
Punkte,  von  denen  einerseits  die  gonalpunkt  gehen  vier  harmoni- 
Ecken  des  Vierseits,  anderseits  sehe  Strahlen,  von  denen  einer- 
die  Durchschnittspunkte  der  an-  seits  die  Seiten  des  Vierecks, 
genommenen  Diagonale  mit  den  anderseits  die  Verblndungsgera- 
beiden  andern  zugeordnet  sind,  den  des  angenommenen  Diago- 

nalpunktesmit  den  beiden  andern 
zugeordnet  sind. 
Bei  einem  Dreiecke,  das  einem  Bei  einem  Dreiecke,  das  ef- 
beliebigen  Kegelschnitte  einge-  nem  beliebigen  Kegelschnitte  um- 
scluieben  ist,  treffen  die  Tangen-  schrieben  ist.  schneiden  sich  die 
ten  in  den  Ecken  die  gegenOber-  Verbindungsgeraden  der  Ecken 
liegenden  Seiten  in  drei  Punkten,  mit  den  BerQhrungspunktcn  der 
ivelche  auf  einer  Geraden  liegen.  gegenQberliegenden   Seiten  in 

einem  Punkte. 

Drei  Punkte,  von  denen  jeder  Drei  Geraden,  von  denen  jede 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  in  Bezug  auf  ebien  Kegelschnitt  die 
derJ*ol  der  Verbindungsgeraden  Polare  des  Dorchschnitlspunktes 
der  beiden  übrigen  ist.  heissen  der  beiden  dbrigen  ist,  heissen  ein 
ein  Tripel  harmonischer  Punkte  Tripel  harmonischer  Strahlen 
desselben.  Zwei  Tripel  harmo-  desselben.  Zwei  Tripel  harmo- 
nischer Punkte  desselben  Kegel-  nischer  Strahlen  desselben  Ke- 
Schnittes  sind  Punkte  eines  neuen  gelschnittes  sind  Tangenten  eines 
Kegelschnittes.  neuen  Kegelschnittes. 

u.  s.  w. 

Legt  man  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  8  von  vier  in  der 
Reihenfolge  ab  cd  harmontechen  Strahlen,  von  welchen  also  a  und  r, 
b  und  d  zugeordnet  sind,  irgendwie  auf  die  Peripherie  eines  Krei- 
ses, so  schneiden  die  Strahlen  aus  demselben  vier  Punkte  a$cb 
aus,  welche  wir  vier  harmonische  Punkte  des  Kreises  nennen 
wollen.  Vier  solche  Punkte  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  mit 
.  jedem  beliebigen  Punkte  des  Kreises  vier  harmonische  Strahlen 
bestimmen,  denn  sei  S'  ein  solcher  Punkt,  so  sind  die  Winkel, 
welche  S*a  und  S'h  [die  Strahlen  unbegrenzt  gedacht]  mit  ein- 
ander bilden,  resp.  den  Winkeln  gleich,  welche  durch  5a  und  Sh 
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erzeugt  werden.  Wenn  aber  ?ier  Strahlen  unter  sich  dieselben 
Winkel  l)il(l<M),  wie  ihre  entsprechenden  in  einem  System  liarmo- 
nisclier  Strahlen»  so  sind  sie  ebenfalls  harnioniscii.  Sind  umge- 
kehrt die  Ecken  eines  Kreisvierecks  in  der  Reihenfolge  abcb 
gegeben,  so  ist  der  Ort  der  Punkte,  von  welchen  aus  diese  vier 
Punkte  durch  harmonische  Strahlen  in  der  Zuordnung  a  und  e, 
b  und  d  projicirt  werden,  der  Kreis,  welchem  dieses  Viereck  ein- 
geschrieben ist.  Polarisirt  man  die  vier  harmonischen  Punkte 
des  Kreises  in  Bezug  auf  den  Kreis  selbst,  so  erhSIt  man  vier 
Tangenten  desselben,  wcldic  von  jeder  heliebigen  andern  Tan- 
gente in  vier  harmonischen  Punkten  geschnitten  werden.  Solche 
Tangenten  heissen  harmonisciic  Tangenten  des  Kreises,  and  man 
hat  demnach  den  Satz:  Die  Tangenten  in  vier  harmonischen 
Punkten  eines  Kreises  sind  vier  harmonische  Tan^nten  desselben, 
und  umgekehrt,  die  vier  Berflhrungspnnkte  von  liarmonischen 
Tangenten  eines  Kreises  sind  vier  harmonbche  Punkte  desselben. 

Durch  Projection  gehen  diese  Sätze  in  die  nachfolgenden, 
allgemeinern  Ober: 

Bestimmen  vier  Punkte  abcb  Bestimmen  vier  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  mit  irgend  obed  eines  Kegelschnitts  mit 
einem  Punkte  S  desselben  in  be-  irgend  einer  Tangente  T  des- 
stimmter  Zuordnung  vier  barmo-  selben  in  bestimmter  Zuordnung 
nische  Strahlen,  so  erzeugt  jeder  vier  barmonlscbe  Punkte,  so 
andere  Punkt  des  Kegelschnitts  schneidet  jede  andere  Tangente 
mit  ab  cb  vier  harmonische  Strab*  des  Kegelschnittes  abed  in  vier 
len  in  derselben  Zuordnung.  harmonischen  Punkten  von  der- 
selben Zuordnung. 

Die  Tangenten  in  vier  harmo-  Die  vier  BerQhrungspunkte  von 
nischen  Punkten  sind  vier  har-  harmonischen  Tangenten  sind 
raoniscbe  Tangenten  des  Kegel-  harmonische  Punkte  des  Kegel- 
schnittes, und  werden  von  jeder  Schnitts,  und  sie  bestimmen  mit 
beliebigen  andern  Tangente  in  jedem  Punkte  desselben  vier  bar- 
vier  harmonfecben  Punkten  ge-  monische  Strahlen, 
schnitten. 

Die  vier  Scheitel  von  einem  Die  vier  Tangenten  in  den 
Paare  conjuguter  Durchmesser  Scheiteln  eines  Paares  conjugirter 
eines  Kegdscbnittes  sind  vier  Durchmesser  eines  Kegelschnittes 
harmonisdie  Punkte  desselben,   sind  vier  harmonische  Tangenten 

desselben. 
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Sollen  vier  beliebig  gelegene      Sollen  vier  beliebig  gelegene 

Punkte  abcb  mit  einem  Punkte  (»erade  ahcd  von  einer  (ieraden 

S  in  bestiiniiilcr  Zuordnung  vier  T  in  bestimmter  Zuordnung  in 

barmoniscbe  Strablen  cizcui^'en,  vier  barmonisrlien  Pinikten  ge- 

80  ist  der  Ort  dieses  Punktes  S  srlinilteii    werden,    so  umbülll 

ein  i)estimmter  Kegelschnitt,  wel-  diese  (icrade  7'  einen  bestimmten 

eher  durch  die  vier  Punkte  ab cb  Kegehcbnitt,   welcher  die  vier 

gebt.  Geraden  abcd  berührt 

28.  KegelsohnittbÜfloliel  und  Kegelsohnittsohaar. 

Da  durch  irgend  fünf  Punkte  oder  tünf  Tangenten  im  Allge- 
meinen stets  ein  Kegelschnitt  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  durch 
vier  Punkte  ahcd  eine  unendliche  Anzahl  von  Kegelschnitten  geht» 
und  dass  eben  so  irgend  vier  Gerade  ABCD  von  einer  unend- 
lichen Anzahl  von  Kegelschnitten  berfdirt  werden.  Zieht  man 
durch  einen  der  vier  Punkte,  z.  M.  durch  d  irgend  eint!  Gerade 
G  und  nimmt  in  derselben  einen  bestimmten,  übrigens  behebigen 
fünften  Punkt  c  an,  so  ist  durch  die  fünf  Punkte  abcdr  ein 
Kegelscbnitt  vollkommen  bestimmt,  und  zwar  kann  er  die  Gerade 
G  ausser  in  den  zwei  Punkten  d,  e  in  keinem  andern  Punkte 
IrelTen.  Es  ist  demnach  durch  jeden  Punkt  in  G  ein  eigenthüm- 
licber  Kegelschnitt  bestimmt,  und  daher  gibt  es  ebenso  viele  dem 
Viereck  abcd  umschriebene  Kegelschnitte  K  {abcd),  als  in  der 
Geraden  G  Punkte  vorhanden  sind.  Analoges  Gndei  anderseits 
statt,  wenn  man  in  einer  der  vier  Geraden  ABCD,  etwa  in  D, 
einen  beliebigen  Punkt  g  annimmt  und  durch  denselben  irgend 
eine  fünfte  Gerade  E  zieht.  —  Die  Gesammlheit  aller  Kegelschnitte 
durch  vier  feste  Punkte  K  lab  cd)  beisst  KegeUchniilbüschel  ond 
die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte,  irelche  vier  Gerade  berübren, 
K(ABCD),  beisst  KegelscbnUtscbaar. 

Zieht  man  dorcb  iwei  der  vier  gegebenen  Grundpunkle  des 
Bfiscbeis,  etwa  durcb  d,  c»  beliebige  Gerade  6,  JST,  und  verlangt 
in  diesen  zwei  Punkte  e,  f,  die  demselben  Kegelscbnitt  angehören, 
80  sind  sie  wie  folgt  zu  finden:  Man  flzire  das  Sechseck  efedabe 
mit  den  Sellen  12  3  4  5  6,  so  bemerkt  man,  dass  die  fönf 
Seiten  desselben,  13  4  6  6,  fest  sind,  also  auch  die  Durch- 
schnittspunkte von  1  und  4,  2  und  6,  welche  A  und  B  hassen, 
ebenso  der  Punkt  C,  in  welchem  6  AB  geschnitten  wird. 
Durch  diesen  Punkt  geht  aber  auch  3,  daher  muss  das  Punk- 
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tcnpaar  rf,  iti  welchem  irfinnd  ein  Kcyclsc  Imill  des  Küschelä  die 
Geraden  (iü  scbiicidd,  stets  mit  dem  festen  Puukle  C  in  einer 
Geraden  liegen  und  also  werden  alle  jene  Paare  erhalten,  wenn 

Fig.  110. 

\ 


eine  Gerade  JT  um  (7  gedreht  wird.  Es  entspringt  daraus  der 
Sals:  Wird  der  Kegelschnillbüschel  IC  {ab cd)  durch  irgend  zwei 
Gerade  G  und  B,  wovon  jeder  durch  einen  der  Grundpunlite  d,  e 
geht,  geschnitten,  so  dreht  sich  die  Verbindungsgerade  X  der 
aweiten  Durchschnitte  e  und  f  von  G  und  H  mit  JC  um  einen 
festen  Punlit  C,  welcher  mit  den  Ohrigen  beiden  Grundpunkten 
a,  6  in  einer  Geraden  liegt.  Der  polare  Saht  ist  leicht  herzu- 
stellen  und  lautet  wie  folgt:  Werden  auf  zwei  der  Grundtangen- 
ten C  und  J>  der  Kegelschnittschaar  £  {AB CD)  zwei  Punkte 
und  «2  angenommen,  von  welchen  aus  die  beiden  noch  möglichen 
Tangenten  S  und  F  an  einen  beliebigen  Kegelschnitt  der  Schaar 
gezogen  seien,  so  beschreibt  deren  Durchschnitlspunkt  bei  Ver* 
ftndening  des  Kegelschnitts  eine  Gerade,  weiche  durch  den  gemein- 
samen Punkt  von  A  und  B  ^eht 

Werden  in  den  Geraden  G  und  H  zu  den  zweimal  drei 
Punkten  g,  d,  e  und  c,  /  die  vierten  harmonischen,  g  zugeordneten 
Punkte  y  und  z  bestimmt,  so  iSsst  sich  zeigen,  dass  die  Gerade 
gx  stets  durch  einen  bestimmten  festen  Punkt  p  geht,  wälu*end 
die  Gerade  ef  sich  um  den  Punkt  C  dreht.  Denn  zieht  man  Cg, 

13* 
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80  wird  der  Punkt,  in  welcheni  sie  von  yz  getroffen  wird»  zu  den 
drei  festen  Punliten  CJ>g  harmonisch  sein,  und  ef,  yz  müssen 
sich  auf  der  festen  Geraden  <fc,  in  treffen;  Ist  nun  auch  P 
veränderlich,  so  muss  doch  der  Stralil  Pzy  stets  durch  einen 
festen  PunlLt  p  gehen,  weil  er  mit  Pg»  PD,  PC  harmoniscli  ist. 
Es  ist  aber  die  Gerade  yz  offenbar  die  Polare  des  Punittes  g  in 
Beziehung  des  jedesmaligen  Kegelschnittes  abcdef;  daraus  folgt: 
Die  Ptilaren  Irgend  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Eegelschnltt- 
*  bQschel  treffen  einander  in  einem  und  demselben  Punkte;  und 
polar  ergibt  sich:  Die  Pole  irgend  einer  Geraden  in  Bezug 
auf  eine  Kegelschnitlschaar  liegen  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Der  Pol  der  unendlich  entfernten  Geraden  der  Ebene  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  Ist  bekanntlich  dessen  Mittelpunkt, 
daher  liegen  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  einer  Schaar 
K  {ABCP)  in  einer  Geraden.  Die  drei  Diagonalen  des  Vierseits 
treten  in  der  Schaar  als  Kegelschnitte  mit  unendlich  kleiner  Ne- 
benaxe  auf.  [Ein  solcher  Kegelschnitt  wird  von  jeder  Geraden 
berührt,  welche  durch  einen  seiner  Endpunkte  geht.]  Es  folgt 
daraus,  dass  die  Mitten  der  drei  Diagonalen  eines  voilsUndigen 
Vierseits  in  einer  Geraden  liegen. 

Da  die  Polare  des  unendllcli  entfernten  Punktes  eines  Durch* 
messers  der  zugeordnete  [conjugirte]  Durchmesser  ist,  so  ergibt 
sich  der  Satz:  Zielit  man  in  einem  Kegelsdmittböschel  nach  Ir* 
gend  einer  Richtung  die  Durchmesser,  so  laufen  'deren  conjugirte 
alle  durch  denselben  Punkt.  —  Im  Kegelschnittbfiscbel  IC  {ab cd) 
befinden  sich  auch  die  drei  Kegelschnitte,  welche  jo  ans  einem 
Paare  von  Gegenseiten  des  vollstSndigen  Vierecks  ab  cd  bestehen. 
Da  nun  alle  Polaren  eines  Kegelschnittes,  der  aus  zwei  Geraden 
besteht,  durch  den  Schnittpunkt  dieser  Geraden  gehen,  jio  iol^i : 
Zieht  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  nach  den  Ecken  des  Dia- 
gonaldreiecks in  ehiem  vollständigen  Viereck  Strahlen,  und  sofort 
aus  jedem  dieser  Diagonalpunkte  den  vierten,  dem  nach  dem  an- 
genommenen Punkte  gehenden  zugeordneten  Strahl,  so  treffen  steh 
diese  drei  Strahlen  in  einem  und  demselben  Punkte. 

Für  die  Kegebchnitte,  die  demselben  Viereck  abed  umge- 
schrieben, oder  demselben  Vierselt  JBCD  eingeschrieben  sind, 
lassen  sich  aus  der  Schaar  Parabeln,  welche  demselben  Dreieck 
eingeschrieben  sind,  mit  Hülfe  früherer  SStze  folgende  Eigen- 
schalten ableiten: 
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Es  sei  da8  Dreieck  ABC,  sein  Höhenpunkt  p  und  der  ihm 
umgescbriebene  Kreis  m  g^gelieii.  Jeder  Punkt  b  des  leUlern 
isl  der  Brennpunkt  einer  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen 


Fig.  III. 


Parabel,  deren  Leitlinie  durch  p  gebt;  der  Strahl  ph  steht  aur 
der  Polare  P  des  Punktes  p  in  Beiug  auf  die  Parabel  senkrecbl. 
Es  Ist  dessbalb  der  Ort  Yon  P  ein  Kegelscbnilt,  welcher  p  tum 
Brennpunkt  hat.  Projicirt  man  nun  die  Parabelschaar  (ABC^ 
von  irgend  einem  Punkte  D  aus  auf  eine  Ebene  E^,  su  gclit  sie 
in  4^ne  Kegelschnittschaar  c\  D^)  über,  deren  ylerte  Grund- 
tangente Dl  die  Projection  der  unendlich  entfernten  Geraden  in 
der  Ebene  der  Parabeln  ist,  und  in  Bezug  auf  diese  Kegelsdmitt* 
Schaar  kann  man  den  Punkt  p  als  einen  beliebigen  ansehen. 
Man  hat  also  allgemein  den  Sats:  Die  Polare  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  eine  Kegelscbnittschaar  sind  die  Tangenten  eines  neuen 
Kegelschnittes;  und  durch  Polarisation:  Die  Pole  einer  beliebigen 
Geraden  in  Bezug  auf  einen  Kegelsclmlttbfischel  liegen  in  einem 
neuen  Kegebebnltte. 

Der  iwelte  dieser  beiden  SStze  Itsst  sich  auch  wie  folgt  be- 
weisen: Sind  auf  der  gewSblten  Geraden  G  irgend  vier  har- 
monische Punkte  tt,  ß,  y,  S  gegeben,  so  erseugen  diese  mit  dem 
Böschel  die  IHinkte  u,  x,  y,  in  welchen  sich  Ihre  simmtlicben 
Polaren  resp.  schneiden.  Die  vier  Polaren  von  o^^'d  in  Bezug 
auf  einen  der  Kegelschnitte  des  Büschels  sind  abo*  vier,  vom 
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Pole  p  der  Geraden  G  oder  aßyd  ausgebende  harmonische  Strali- 
len,  die  resp.  durch  u,  x»  y»  z  gehen»  Tolglich  liegen  alle  Pole 
p  so,  dass  sie  niil  uxyz  vier  harmonische  Strahlen  beaUmmen, 
(I.  h.  auf  einem  KegelachnilU  der  durcli  u,  x,  y,  z  geht.  Es  ist 
leicht  uacbzuweiaen,  daas  dieser  Kegelschnitt,  wie  auch  die  Ge- 
rade G  liegen  mOge,  stets  die  DiagooalpunlUe  des  too  den 
Grundpunkten  des  BQschels  gebildeten  ToUstftndigen  Vierecks 
enthalt. 

Wir  bemerken  einige  spezielle  Fälle  der  eben  bewiesenen 
Sätze:  Zieht  man  in  eüier  Kegelschnittschaar  nach  irgend  ehier 
Richtung  parallele  Durchmesser,  so  shid  die  ihnen  conjugirten 
Durchmesser  die  gesaromten  Tangenten  ehies  Kegelschnitts,  wel- 
cher die  drei  Diagonalen  des  TollstAndlgen  Vierseits  beröhrt,  und 
ebenso  die  Gerade,  welche  die  Mitten  dieser  Diagonalen  verbindetv 
Umgekehrt,  wird  dem  Vierseite,  welches  die  lelztgenjinnten  Ge- 
raden bilden,  irgend  ein  Kegelschnitt  eingeschrieben,  so  ist  jede 
Tangente  desselben  ein  Durchmesser  eines  der  Kegelschnitte  der 
Schaar,  und  dann  sind  die  diesen  Durchmessern  coigugirten  Durch- 
messer unter  sich  parallel.  —  Da,  wie  leicht  einzusehen  ist,  die 
Milte  einer  Seile  eines  ?ollstSndigen  Vierecks  der  Mittelpunkt 
eines  bestimmIeD,  dem  Viereck  umschriebenen  Kegelschnittes  Ist, 
80  folgt:  Die  Mittelpunkte  der  Kegelscboitta  eines  BOschels  liegen 
in  emem  neuen  K^elschnitto,  welcher  durch  die  dr^  Dlagonal- 
puukte  des  von  den  Grundpunkten  des  BOschels  gebildeten  voll- 
'  standigen  Vierecks  und  durch  die  sechs  Millen  der  Seilen  des- 
selben gehl.  Liegen  die  vier  Grundpunkte  {ahed)  des  Büschels 
so,  dass  d  der  Hdheupunkt  des  von  abe  gebildeten  Dreiecks  ist, 
60  besteht  der  KegelschnlUsbflschel  aus  lauter  gleichseitigen  Hy- 
perbeln, und  der  Ort  ihrer  Mittelpunkte  Ist  der  Kreis,  welcher 
durch  die  Millen  der  Seiten  des  Dreiecks  abc,  sowie  durch  die 
Fusspunkte  der  Höhen  dieses  Dreiecks  geht. 

Wenn  die  vier  Grundpunkte  abed  eines  Kegelschnlttsbö- 
schels  ein  convexes  Viereck  bilden,  so  dass' keiner  von  ihnen  in 
dem  Dreieck  liegt,  welches  die  drei  andern  bestimmen,  so  ist  der 
Mittelpunktskegelschnitt  des  BOschels  eine  Hyperbel,  und  es  be- 
finden sich  sonach  im  Büschel  zwei  Parabeln,  deren  Mittelpunkle 
die  unendlich  entfernten  Punkte  dieser  Hyperbel  sind.  Sei  jetzt 
p  der  unendlich  entfernte  Punkt  in  der  Axe  einer  der  beiden 
Parabeln,  so  besimmt  er  im  Büschel  ein  System  paralleler  durch 
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ihn  gehender  Durclimcsscr,  «leron  conjuf;irto  Durcliiiiesscr,  wie 
bewiesen  worden  ist,  sich  in  eimin  l'iiiiklc  J>^  schneiden  müssen. 
Aber  einer  dieser  (onjugirlen  Durchiufsser  ist  die  nnendlirli  ent- 
fernte Gerade  [welche  der  Axe  der  angenommenen  Parabel  ent- 
spricht], folglich  liegt  /),  ebenfalls  im  rnendiichen,  d.  Ii.  die  Ke- 
gi'lsrhnille  des  liüschels  halx-n  ein  S\ stein  conjiigirter  lUnch- 
inesser ,  die  nnler  sich  parallel  laiileii  iiiid  resp.  mit  den  Axen 
der  beiden  im  liüschel  enilialtenen  Parallel n  gleichgerichtet  sind. 

Befindel  sich  im  Bnscliel  [ab cd)  ein  Kreis,  so  mnssen, 
weil  sämmtliche  Paare  conjngirler  Dnrchmesser  des  Kreises  rechte 
Winkel  einschliessen,  die  genamilen  Systeme  conjngirler  Durch- 
messer senkrecht  zu  einander  stehen,  d.  h.  die  Axen  der  Kegel- 
schnitte des  llnschels  sein.  Also:  Die  Axen  sämmllicher  Kegel- 
schnitte, welche  durch  ein  Kreisviereck  gehen,  sind  unter  sich  resp. 
I)arallel,  und  namentiich  auch  parallel  den  Axen  der  beiden  unter 
ihnen  befmdlichen  Parabeln,  so  dass  also  diese  Parabelaxen  senk- 
recht zu  einander  stellen. 

In  dem  Büschel  Ireten  auch  die  drei  Kegelschnitte  auf,  die 
je  in  zwei  Gerade  zerfallen;  die  Axen  eines  solchen  Kegel- 
schnittes sind  die  Winkelhalbirenden  der  beiden  Geraden,  aus 
denen  er  besteht.  Aus  dieser  Bemerkung  lassen  sich  einige 
Sätze  in  Bezug  auf  die  vier  Punkte  ableiten,  in  «lenen  sich  ein 
kreis  und  ein  Kegelschnitt  IrefTen.  Es  müssen  z.  B.  die  Strah- 
len ab  und  eil,  nr  und  bd.  ad  und  bc  mxi  jeder  der  Axen 
resp.  gleiche  Winkel  bilden;  hfdt  man  also  den  Kegelschnitt  fe.st 
und  veräDdert  den  Kreis  derart,  dass  er  stets  durch  a  und  b 
gjebt,  80  ?er9ndert  die  Sehne  cd  ihre  Lage  in  der  Weise,  dass 
sie  stets  irgend  einer  ihrer  Lagen  parallel  bleibt.  Werden 
a  und  b  als  zusammenrallend  angenommen,  so  berührt  jeder 
Kreis  durch  a  und  b  den  Kegelschnitt  in  a.  l'iiier  allen  diesen 
berührenden  Kreisen  gibt  es.  einen,  von  welchem  noch  einer 
der  Punkte  c  und  d  mit  «r  und  b  /usammeufällt;  dieser  Kreis 
heisst  der  Krümmungskreis  des  Kegelschnittes  in  dem  Punkte  a 
und  kann  mit  Ilöife  der  entwickelten  Eigenschaften  leicht  con- 
slruirt  werden. 
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Das  fttr  die  synthetische  Geometrie  bahnbrechende  Weik 

Jacob  Steiners:  „Systematische  Eiitwickelunpf  der 
A bhilii;.(i ei t  ^geometrischer  Gestalten  vou  ein- 
ander'^  Berlin  18^ ,  enthält  üi  seiner  Vorrede  einen  toU- 
standigen  Plan,  nach  welchem  der  herOhmte  Verfasser  die 
Resultate  seiner  Forschungen  in  fttnf  einander  folgenden 
Theileii  nie«]«'rziile«7en  gedachte.  Von  diesen  ist  nur  der  erste, 
allerdings  wiihtij^ste  Theil  erschienen,  welcher  die  Prinzipien 
enthält y  auf  denen  die  synthetische  Geometne  in  ihrem  heuti- 
gen Standpunkte  beruht.  Indessen  wurde  Vieles  von  dem  In- 
halte des  fünften  Tkeiles,.  welcher  eine  „ausführliche  und 
umfassende  Behandlung  der  Kurven  und  f^lächen 
zweiten  Orades  durch  Konstruktion  und  f^estiitzt 
auf  projektivische  Eigenschaften enthalten  sollte, 
iii  den  Vorlesungen,  welche  Steiner  während  einer  Reihe  von 
Jahren  an  der  Berliner  Universität  gehalten  hat,  vorgetragen, 
Biniges  ist  in  Crelle's  Journal  ffir  reine  und  ange- 
wandte Mathematik,  sowie  schon  früher  in  den  Annales  de 
mathematiques  par  M.  Gergonne  verölfentliclit  worden. 
Jene  geistreichen  und  zur  eigenen  Forschung  anregenden 
mündlichen  Vorträge,  denen  sich  der-  grosse  Geometer  mit 
besonderer  Liebe  untensog,  kamen  indess  nur  wenigen  Jüngern 
der  Wissenschaft  zu  Gute  und  die  in  diesen  Vorlesungen 
anseinandergeset/ien ,  liinsiclitlich  ihrer  Aiiseliuiiliclikeit  und 
Fruchtbarkeit  unübertroilenen,  8ynth<;tibcheu  Methoden  und 
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Betrachtungen  scheinen  nachgerade  der  tiefahr  nahe,  Tergeesen 
oder  You  der  immer  weiter  sich  anshreitenden  aUmachtigen 
analytischen  Methode  in  den  Hinter^nnd  ^edran^  m  werden ; 

es  tTsclioiiit  <]ali«T  als  eino  IMliclit  (Icntsclicr  \\'iss('ii.s('liaft ,  dies 
ZU  vcrliüteii  wild  die  Wcgo,  welche  iler  sihr»2»ferisclie  (ieist  des 
grossteii  (ieometers  seiner  Zeit  den  imTiiittelbaren  Schülern  zeij^, 
der  Nachwelt  zu  er)ialten,  um  dadurch  den  zahkeichen  Ent- 
deckungen auf  die  Spur  zu  kommen,  welche  noch  heute  Rathsei 
sind  f flr  die  wissenschaftliche  Welt.  Hierzu  gesellt  sich  fdr  den 
Herausgoher  noch  di«»  hesundcrc  Pflicht  (lankl)arer  Pietät  j^etjen 
seinen  hochverehrten  Lehrer.  Im  Wiiiteräemester  1852/53 
hatte  ich  das  Glück,  eine  von  Steiner  unter  dem  Titel: 
„Ueber  die  neueren  Methoden  der  synthetischen 
Geometrie''  angekündigte  UniTersitaiBTorlesung  zu  hdren 
und  zugleich  durch  persSnÜchen  Yerk^  mit  dem  grossen 
Meister  in  den  Ideeiij^an«?  seiner  Schopfnnp^en  ein^etührt  zu 
werden.  Die  damalige,  wenn  auch  mangelhafte,  dtxh  sorg- 
faltig ausgearbeitet«  Nachschrift  liegt  der  heutigen  Bearbei- 
tung zu  Grunde.  Durch  die  Güte  des  Herrn  Dr.  0.  F.  Geiser, 
Docenten  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich, 
welcher  als  Neffe  des  verstorbenen  Steiner  testamentarisch 
mit  der  Veri)fi"entlichung  seines  wisseiiscliaf'tlichen  Nachlasses 
beaui'tragt  ist  .  wurde  mir  die  Bearbeitung  dieses  Abschnit- 
tes bereitwilligst  überlassen  und  der  Theü  der  hinterlassenen 
Manuscripte  Steiner's,  welcher  sich  auf  „die  geometrischen 
Gestalten''  bezieht,  zur  Verfügung  gestellt;  aus  diesem  reichen 
Schatze  habe  ich  Alles  ^  was  in  den  vorgeschriebenen  Gang 
der  Darstelhing  gehi)rte,  mit  (»ewissenhaftigkeit  aut'genom- 
meu  und  aus  imvoUeudeten  Auizeiclmungen  zu  ergänzen  oder 
herzustellen  versucht.  Dass  es  schon  früh  in  Steiner's  Ab- 
sicht gelegen  hat,  diesen  auf  die  Kegelschnitte  bezüglichen 
fünften  Abschnitt  seines  grossen  Werkes  vollständiger,  als 
es  im  ersten  Theil  geschehen  konnte,  und  abweichend  von 
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der  d(n*ti^eii  Büliaudlung  allein  von  den  (  iriuiilpriny.ipien  aus 
darznsteUen,  zeigt  die  vollständig  erhaltene  Einleitung  zu  • 
einer  nicht  vollendeten  Abhandlung;  die  erstere  ist  in  einem 
Konvolut  von  Papieren  unter  der  Aufschrift  ^^Aufldänuigs- 
Bposchüre  183^134^'  eiitliallni  und  lautet  folprendcniiassen: 
,,l^el)r'r  einige  merkwürdige  Lehren  tler  neuereu  synthe- 
tischen (ieonietrie.    In  dieser  Abhandlung  werde  ich 
zunächst  die  Betrachtungen  ^ber  projektivische  Gerade 
und  Strahlbfischel ,  welche  im  ersten  Theile  der  von  mir 
verfassten  Schrift:      Systematisehe  Entwickelung  der 
Abhängigkeit   geonictrisdier  (Gestalten    von  einander", 
enthalten  sind,  kurz  wiederholen  und  sodann  die  natur- 
gemasse  Erzeugung  der  Kegelschnitte  aus  jenen  Gebil- 
den ableiten,  sowie  femer  den  Ursprung  verschiMener 
merlrwflidiger  Eigenschaften  y  wie  z.  B.  der  sogenannten 
liivohition  und  der  th(V»rie  des  pohiires  reciproques  etc. 
auä  denselben  nachweisen. 

In  der  genannten  Schrift  wurden  der  alt -herge- 
brachten Weise  zu  Liebe  die  Kegelschnitte  aus  dem 
Kegel,  der  einen  Kreis  zur  Basis  hat,  hergeleitet.  Ob- 
wohl ieh  die  Unzweckmassigkeit  dieses  Verfahrens  schon 
damals  deutlii  Ii  liililte,  so  glaubte  ich  doch,  um  nicht 
zu  sehr  von  dem  gewöhnlichen  (Jange  abzuweichen, 
demselben  folgen  zu  mOssen.  Allein  der  Umstand,  dass 
man  gezwungen  ist,  die  Umkehrung  eines  Satzes  zu 
behaupten  f$  38,  II),  der  sich  durch  die  Blementar- 
geonu'trif  nicht  l)ci ricdigcnd  beweisen  lässt  —  nämlich 
des  iSatzes,  duss  jeder  Kegel  zweiten  Grades  von  einer 
Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten  werden  kann  — 
zeigte  die  Nothwendigkeit,  jene  Darstellungsweise  zu 
veriassen  und  eine  dem  Gegenstände  angemessenere  auf- 
zufinden. Die  hier  folgende  genügt  dieser  Forderung 
im  höchsten  Grade,  indem  sie  die  Erzeugung  der  Kegel- 
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schnitte  durch  projektivische  Gerade  und  Striihlhüschel 
als  eine  unmittelbare,  systematisch  nothweudige  (»ileubart 
und  dieselbe  rein  synthetisch  auf  die  möglichst  einfache 
Weise  bewerkstelligt.  Ebenso  wird  das  wahre  Wesen  der 
Involution  und  der  th^orie  des  polaires  redproqaoi  durch 
besondere  Eif^enschaften  der  genannten  projektivischen 
Gel)il(le  geuÜt'iibai"t ,  indem  ihre  nothweiidige  Entstehung 
auf  überraschende  Weise  aus  diesen  Eigenschaften  sich 
nachweisen  lässt  und  zugleich  ihr  inniger  Zusammenhang 
sich  kund  giel^t,  was  fibrigens  in  der  mehrerwähuten 
Schrift  bereits  angedeutet  worden  (§  45).  Die  Schwierig- 
keit, (he  hierbei  in  Uücksicht  auf  die  Kegelschnitte  zu 
ü))erwinden  war,  bestand  darin,  zu  beweisen,  dass  das 
d\irch  zwei  schiefliegende projektivischeGerade 
hervorgebrachte  Erzeugniss  identisch  sei  mit 
dem  Erzeugniss  zweier  projektivischer  Strahl- 
büschel,  die  sich  in  schiefer  Lage  befinden.  Diese 
Schwierigkeit  ist  jetzt  nicht  nur  sehr  leicht,  sondern  ich 
möchte  sageji,  sie  ist  auf  die  einfachste  Weise  gehoben, 
nämUch  durch  consequentes  Festhalten  der  geringsten  An- 
zahl von  Elementen,  durch  welche  die  Projektivitat  jener, 
Gebilde  bestimmt  wird,  und  zwar  durch  diejenigen  Ele- 
mente, welche  sich  sowohl  in  Hinsicht  der  Gcltilde,  als 
in  lie/.ug  auf  den  Kegelschnitt  am  bemerkbarsten  nuicheu. 
Dailureh  köunen  nun  zugleich  alle  übrigen  Lehren, 
welche  den  Gegenstand  des  ersten  Theiles  der  genannten 
Schrift  bilden,  zweckmassiger  entwickelt  werden,  weil 
nunmehr  die  Betrachtungen  in  der  Ebene  sich  bis  zu 
ihrer  Vulh'ndung  ausführen  lassen,  ohne  dasfs  es  nöthig 
wird,  den  Büschel  im  Kaume,  der  ihr  entgegensteht, 
zu  Hülfe  zu  nehmen.  Die  Eigenschaften  des  letzteren 
lassen  sich  dann  umgekehrt  leicht  aus  jenen  der  Ebene 
ableiten,  was  der  natürlichere  Gang  ist.    Der  Kegel 
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zweiten  (irades  erhält  dabei  eiin'  allj^enieiiR-ie  Erklänuipf, 
die  nicht  mehr  anleine  i)e.s(»ndere  üi^ensciiaft ,  an  seüie 
Kreisschuitte,  geknüpft  ist,  und  nicht  allein  die  ver- 
schiedenen Eigenschaften  aller  seiner  ebenen  Schnitte, 
sondern  auch  die  Eigenschaften,  welche  ihm  im  Ganzen 
znkomnien,  seine  zwei  Erzeu^unpfsai*ten  durch  projekti- 
vi.sehe  (ichilde  sind  dann  mit  sriner  Entsteiuui<jr  zugleich 
bekannt.  Auch  führt  die  gegenwärtige  Erzeugungsweise 
der  Kegelschnitte  schneller  nnd  direkter  als  jene  frühere 
Betrachtungsweise  in  ihre  innere  Natur  hinein  und 
•  schliesst  uns  am  unmittelbarsten  den  organischen  Zusam- 
nionliang  ihrer  zalilreiclien  Eigenschaften  und  (iehcim- 
nisse  auf.  Ich  liemerke  hier  noch ,  dass  ilie  I^etruchtuug 
projektivischer  Gerader  und  Strahlbüschel  sich  so  ver- 
einfachen lässt,  dass  sie  ohne  Hülfe  trigonometrischer 
Ausdrücke  durchgeführt  werden  kann,  wodurch  sie  ge- 
eignet wird,  der  Elementargeometrie  einverleibt  zu  wer- 
den und  darin  manche  zweckmässige  V  erljessermig  zu 
bewirken,  indem  zu  ihrem  trocknen  Inhalt  die  belebenden 
Porismen,  die  Theorie  der  Transversalen  und  besonders 
die  vollstöndige  Lehre  von  den  Kegelschnitten  hinzutritt, 
dergestalt,  dass  alle  diese  Gegenstande  sich  ebenso  leicht 
und  einfacli  ))('han<leln  lassen,  als  nach  der  Vtisherigen 
Methude  der  Kreis.  iJass  in  meiner  mehrerwäliuteu  Schrift 
trigonometrische  Ausdrücke  eingeführt  worden,  ist  kein 
Irrthum  oder  Mangel  in  der  Darstellung,  wie  man  beim 
ersten  Anblick  leicht  wähnen  möchte,  sondern  die  Ent- 
wiekelungen der  folgenden  Theile  bedürfen  derselben, 
um  zu  der  allseitig  vuüeudeten  Ausbildung  zu  gelungen, 
der  sie  fähig  sind.^' 

„Den  24.  Mai  1836/' 
Diese  vor  dreissig  Jahren  geschriebene  Einleitung  habe 
ich  geglaubt,  der  gegenwärtigen  Bearbeitung  ungekürzt  vor- 
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aiisschioken  su  dürfen,  weil  ich  bemüht  gewe<$en  hin,  in 
dem  iiier  ausgesprochenen  Sinne  die  Lehre  Ton  den  Kegel- 
schnitten darzustellen.  Von  der  versprochenen  Abhandlung 
selbst  finden  sich  unter  den  Papieren  nur  Bruchstücke,  welche 

vorzuirswei.se  die  Tlieorie  der  liivolutioii  (das  i'uiikt-  und 
Straldsystem )  hehandeln,  ieruer  den  erwähnten  lieweis  von 
der  Identität  der  ))eiden  Erzeugnisse  projektivischer  Gerader 
und  projektivischer  Strahlbüschel  und  einige  JNotizen  über 
Involutions- Netze  enthalten.  Unter  den  übrigen ,  mir  zur 
Einsicht  gestatteten  Manuskripten,  welche  aus  den  Terschie- 
densteji  Zeit<'j»t)(  li('ii  lierrühren ,  landen  sich  zur  Verw  ertliung 
für  den  vorliegenden  Zweck  Untersuchiuigeu  über  Kegel- 
schnitt-Bü:3chel  und  -Schaaren,  insbesondere  über  „konjugirte 
Kegelschnittbfischel"  und  y^harmonisch- zugeordnete  Kegel- 
8chnitte'%  manche  schwer  zu  entrathselnde  kurze  Aufzeich- 
nungen und  viele  Bemerkungen,  die  vemrathlich  den  Vor- 
lesungen ilircii  lirsj)rnng  venhinken.  Alles,  was  über  die 
Ebene  hinauaging  und  sich  gritsstentlicils  auf  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  bezog,  musste  für  jetzt  unberücksichtigt 
bleiben.  Der  Anfang  einer  beabsichtigten  Darstellung  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten,  wie  sie  Steiner  in  seinen 
Vorlesungen  vorzutragen  ])flegte,  findet  sich  noch  an  einer 
si)äteren  stelle,  welche  mit  den  charukteristiacliun  Worten 
beginnt: 

,,Juni  1849.  Der  veränderte  Gang,  der  nach  §  18 
(Syst.  Entw.  d.  A.  g.  6.)  eintritt,  ist  seit  Jahren  in 
den  Vorlesungen  verbessert  und  einige  Mal  sogar  mit 
Begeisterung  vorgetragen  worden,  musste  aber  jedesmal 
mit  saurer  Mülu-  wictlrr  erst  neu  hergestellt  werden, 
was  in  der  neuesten  Zeit  bei  Abnahme  an  Kifer  und 
Gedächtniss  stets  schwieriger  wurde.  Es  wird  nun  kaum 
möglich  sein,  die  in  einzelnen  Perioden  in  günstigen 
Licht -Momenten  vorgetragenen  Sätze  und  Beweise  wieder 
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henronurufeiiy  um  den  besten  Gang  der  Betrachtung 
endlich  festzustellen  .  . 

Hierauf  folgen  verKchiedene  Aufeeichntiiigen  ans  den 

Vorträ<^eii  im  Hommersonicstcr  ISIO,  die  al)er  zum  fp*össten 
Tlu'il  Wiederholiuigeu  sind  und  nur  bid  zu  dem  erwähnten 
Identitötebeweise  reichen. 

Hmsichtlich  der  Vertheilimg  und  Behandlung  des  Stoffes 
habe  ich  mir  nur  wenig  Abweichungen  von  der  zu  Grunde 
li»'<;oii(lf'ii  Ausarbt'itiin;^  der  Stoiiicrschoii  Vorlesung?  erlaubt, 
währt'iid  die  Menge  deH.selbeii  crhi  libcli  vergrössert  istj  auch 
die  Steiner'sche  Terminologie  habe  ich  »bis  auf  wenige  Aus- 
nahmen festgehalten;  der  Gebrauch  der  Bezeichnung  „Punkt- 
reihe'' anstatt  „Gerade"  (als  kontinuirliche  Aufeinanderfolge 
sämmtlicher  Punkte  einer  unendlich  -  langen  geraden  Liinie) 
ist  sc  liou  so  iibbt  li  gewunbMi ,  dass  er  keiner  Entsebuldiguiig 
bedarf.  Der  erste  Ab.selmiit  (projectivische  Beziehiuig 
gerader  Punktreihen  und  ebener  Strahlbüschel  auf  einander) 
enthalt  eine  kurze  Wiederholung  der  ersten  in  der  syst. 
Entw.  niedergelegten  Prinzipien ;  hier  wie  in  der  Folge  habe 
ich  (hf  von  Moebius  in  (be  (ieomctrie  eingeführte  Aultassung 
♦»ntgegengesctzter  (;rl*>ssen  (Strecken  und  Winkel)  durch  Be- 
rücksichtigung des  Kichtungs-  und  Drehung» -Sinnes  festge- 
halten, wonach  z.  B.  wenn  a  und  h  zwei  Punkte  bezeichnen, 
durch  „aV*  nicht  blos  der  absolute  Abstand  beider  Punkte,  son- 
dern die  in  dem  Sinne  von  a  nach  6  durchlaufene  Strecke 
bedeutet,  also  ab  +  ba  =  0  ist.  Die  ebenfalls  von  Mot-bius 
herrührenden  Beziehungen  zwisclieji  den  24  mi')gHelien  Wer- 
ihen  eines  Doppelverhältnisses  (§  6)  habe  ich  aufgenommen. 
Sodann  ist  die  Bestinmiung  der  doppelten  Systeme  ent- 
sprechender gleicher  Strecken  und  Winkel  bei  zKrei  projekti- 
vischen  Punktreihen  und  Strahlbüscheln  (§§  12,  Di)  und 
eine  ausführliche  Behandlung  tler  Involution  (des  Punkt-  und 
Strahl -Systems,  §§  16  und  17)  hinzugekommen.  Der  zweite 
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Abschnitt  (der  Kegelscluiitt  als  Erzeugniss  projektivischer 
Gebilde)  defiuirt  den  Kegelschnitt  auf  doppelte  Art  iind 
weist  die  Identität  beider  Erzeugnisse  nach  (§  23).  Der 
Pascal'sche  (und  Brianchon'sche)  Satz  erscheint  nur  als  ein 
etwas  veriinderter  Ausdruck  der  Projektivitat  zweier  gleich- 
artiger (lelülde.  Die  Eiiitlieiluiig  «ler  Kegelschnitte  geschieht 
durch  Berücksichtigung  der  unendlich  -  entfernten  Punkte 
(§  25).  Zu  den  Kriterien  für  die  Erzeugung  der  verschiede- 
nen Kegelschnitte  durch  zwei  projektivische  Punktreihen 
ist  das  fRr  die  gleichseitige  Hyperbel  hinzugekommen,  welches 
ich  nirgends  gft'uuden  h;i)»e.  Die  Steiner'sclie  Erweiterung  des 
berühmten  liexagrauiDuun  uiysticum  (§  28)  schien  mir,  ob- 
wohl sie  etwas  von  dem  Gange  der  Untersuchung  abführt, 
doch  mitzutheilen  erlaubt,  zumal  ich  das  hier  zusammenge- 
stellte Tableau  der  60  Sechsecke,  aus  deren  Grujtpirung  die 
Lage  der  Pascarschen  Linien ,  Bteiiier'schen  Punkte  und  Gera- 
den in  der  von  Hesse  angegebenen  Weise  am  ansclmulichsten 
hervortritt,  anderswo  vermisst  habe.  Das  naturgemässe  Auf- 
treten des  Punkt-  und  Strahlsystems  beim  Kegelschnitt  (§  29) 
führt  zu  den  Polareigenschaften  desselben  (§§  30,  31),  welche 
möglichst  vollstöndig  auseinandergesetzt  sind.  Als  besondere 
Fülle  dieser  iillgenieinen  lieziehuiigeu  er;,n_'l)(Mj  sich  dann  die 
Eigenschaft en  der  konjugirten  Durchmesser,  der  Axen  des 
Kegelschnitts  (§§  32,  33)  und  der  Brennpunkte  (§§  35,  36). 
Die  metrischen  Beziehungen  treten  dabei  ungezwungen  und 
fast  ohne  Rechnung  hervor  (§  33).  Auf  die  Fokaleigen- 
schaften -wird  dann  noch  etwas  näher  eingegangen,  um  die 
Brücke  v<)ll.standig  herzustellen,  welciie  die  hier  durchge- 
führte Auffassung  der  Kegelsclinitte  mit  derjenigen  mehr 
elementareif  Behandlung  derselben  verbindet,  bei  der  die 
metrischen  Eigenschaften  der  Brennpunkte  den  Ausgangs- 
punkt bilden.  Der  letzte  Paragraj)h  (t?  .37)  Über  den  Krüm- 
mungshulbmesäer  der  Kegelschuitie  ist  mehr  als  ein  Anhang 
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za  betrachten,  bestimmt,  die  Nützlichkeit  des  Prinzips  der 
projektiTischen  Beziehung  an  einem  besonderen  Beispiel  Tor 
Augen  zu  fllhren. 

Der  dritte  Abselniitt  ist  dem  Kefjel.schiiittbüschel 
uüd  der  Kegelfchnittschuar  gewidmet.  Von  den  drei  niit- 
getheilten  Entsteh ungsarten  dieser  Gebilde  ist  die  erste 
(Steiuer'sche,  §  38)  die  anschaulichste,  erfordert  aber  die 
Realität  der  vier  Mittelpunkte  (Gnmdpunkte)  des  Büschels; 
bei  der  zweiten  (§  40)  können  auch  zwei  von  diesen  Punk- 
ten imaginär  sein;  die  dritte  (§41)  ist  die  allgemeinste  und 
liefert  auch  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier  imaginären 
Mittelpunkten  durch  reelle  Konstruktion.  Die  charakteristische 
Eigenschaft  des  K^elschnittbfischels,  von  jeder  Geraden  in 
den  Punktenpaaren  eines  Punktsystems  getroffen  zu  werden, 
tritt  bei  allen  drei  Entstehnngsarten  unmittelbar  hervor. 
Die  Untersuchung  der  verscluodenen  Arten  von  Kegelschnit- 
ten, welche  in  einem  liüscliel  und  einer  Schaar  vorkommen 
und  wie  sich  dieselben  in  Gruppen  vertheileu,  lässt,  wie 
mir  scheint,  den  Vorzug  der  synthetischen  Methoden 
recht  deutlich  erkennen;  hieran  knüpfen  sich  die  Polar- 
Eigenschaffcen  dieser  Gebilde  und  einige  besondere  F%lle. 
Einen  neuen  oder  doch  wenig  bekannten  ( »egenstaiul :  ,,drei 
konjugirte  KegelscknittbüscheP'  behandelt  §  50.  Endlich 
werden  die  gemeinschaftlichen  Punkte  und  Tangenten  zweier 
beliebig  gegebenen  Kegelschnitte  ermittelt  (§  ö3)o!md  die 
verschiedenen  Fälle ,  welche  hinsichtlich  der  RealitaC  dieser 
Elemente  eintreten  können,  genauer  diskutirt.  Der  letzte 
Paragrajdi  dieses  Absclinittes  behandelt  einen  bisher  wenig 
untersuchten  Gegenstand:  Die  harmonisch-zugeordueten  oder 
sich  polar  selbst- entsprechenden  Kegelschnitte,  mit  denen 
im  Zusammenhange  die  Aufgabe  gelöst  wird:  „Zu  zwei  ge- 
gebenen Kegelschnitten  einen  solchen  dritten  zu  finden,  in 
Bezug  auf  welchen  als  Basis  der  eine  die  Polarfigur  des 
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.  andern  ist/'  Hier  tritt  schon  der  imagin&re  Kegdsdmitt  auf 
nnd  verlangt  eine  Erweiterung  des  Begriffes  ^  welche  in  dem 

vierteil  Abschnitt  durcli  «las  liivolutioiis  -  Netz  (Polar- 
.sy.stemj  gegeben  winl.  Die  Polarei^euschafteu  eines  Kegel- 
sclinitts  werden  unabhängig  von  demselben*  autgelasst  und 
liefern  ein  stets  reelles  Gebilde^  das  InTolntions-NetK,  welches, 
je  nachdem  es  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist,  einen  reellen 
oder  imaginären  Kegelschnitt  vertritt ,  ebenso  wie  das  Punkt- 
system auf  einer  (»eraden  ein  reelles  Punktenjjaar  (Asyiiij)- 
totenpiinkte)  oder  ein  imaginäres  vertritt.  Von  den  ver- 
schiedenen liestimmungsarten  •  des  Netzes  (§  57) ,  deren 
Zahl  durch  Hinznnahme  anderer  Memente  leicht  beträcht- 
lich Termehrt  werden  kann,  ist  die  allgemeinste  vennit- 
telst  fBnf  beliebiger  Paare  konjugirter  Punkte  durch  eine 
zwar  iiiiistäit(lli(  he  al)er  lineare  Konstruktion  bewerkstelligt. 
Die  tolgenden  l*uragraphen  enthalten  zum  Theil  eine  VVie- 
derhohmg  früherer  Betrachtungen  auf  der  allgemeineren 
Grundlage y  indem  die  ausgeeeichneten  Elemente  des  Netzes: 
Durchmesser,  Mittelpunkt,  Brennpunkte  mit  ihren  hervor- 
ragendsten Eigenschaften  fRr  das  Netz  ähnlich ,  wie  fQr  den 
reellen  Kegelschnitt  ennittelt  werden.  Die  Annaiiine  zweier 
belitdng  i:<'p.|jenen  Netze  in  der  Ebene  (ij  Ol)  führt  /um 
Netz -Büschel  und  zur  Netz-iSehaar*,  dadurch  werden  die 
früheren  Gebilde  des  Kegelschnitt- Büschels  und  der  Kegel- 
schnitt-Schaar verrolls^ndigt,  indem  auch  die  imaginftrAi 
Kegelschnitte,  welche  ihnen  angehören  können,  zum  Vor- 
schein kuninien.  Der  letzte  Paragraph  (§  62)  untersucht 
das  aus  drei  beliebig  angenommenen  Netzen  oder  Kegel- 
schnitten gebildete  Kegibchnitt-Netx  und  die  Thpelkurve 
und  bildet  somit  den  Uebergang  znr  Theorie  der  Kurren 
dritten  Grades. 

Ans  der  vorstehenden  Inhaltsangabe  und  bei  einer  ge- 
naueren Durciiäiciit  des  Buches  wird  der  kundige  Leäer 
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eriBennen,  daas  ich  manche  Besnltate  aufennehmen  mir  ge- 
stattet habe,  welche  im  Laufe  der  Zeit  hinzugekommen  sind 

lind  von  deiicu  ich  nicht  mehr  ermitteln  l^onnte,  ob  St«iner 
.sie  früher  als  Andere  get'uiKleii  hat,  oder  nicht,  wenn  sie 
sich  eben  in  dem  systematischen  Ent wickelungsgange  natur> 
gemSss  darboten  imd  der  Steiner'schen  Anschanimgsweise 
ungezwungen  anschlössen.  Ich  glaube,  dass  dies  nicht  zum 
Nadiihefl  eines  Buches  geschehen  ist,  welches  seines  ganz 
elunientaren  Cliarakters  -^vegen  vorzugsweise  bestimmt  ist, 
als  Lehrbuch  zur  Einführung  der  studirendeu  Jugend  in  die 
s^thetische  Ueometrie  zu  dienen.  Aus  diesem  Grunde  lag 
mir  auch  weniger  daran ,  die  in  Anwendung  gebrachten 
Methoden  bis  zur  Kussersten  Grenze  auszubeuten  und  die  in 
unerschöpflicher  Menge  sich  darbietenden  Sätze  und  Eigen- 
schaften mit  möglichster  Vollstän(Hgkeit  aufzureihen,  als 
vielmehr  die  fruchtbaren  Betrachtungen  selbst,  welche  zu 
jenen  führen,  in  das  klarste  Licht  zu  setzen;  dem  Leser 
sollte  auch  noch  Etwas  zu  thun  übrig  bleiben  und  überall 
da  z.  B.,  wo  nach  dem  in  der  Natur  des  Gegenstandes 
begründeten  Prinzip  der  Dualität  einer  lietiiu  litung  sich  die 
polar  gegenüberstehende  anschloss,  ist  diese  entweder  Ijlos 
angedeutet,  oder  es  sind  die  abweichenden  Punkte  allein 
ansgefOhrt;  möchte  der  Leser  daher  noch  recht  viel  Stoff 
zur  Eri^nzung  und  Erweiterung  und  besonders  die  Auf- 
munterung zur  eigenen  Forschung  aus  dem  Vorgetragenen 
entnehmen. 

Wds  meinen  eigenen  bescheidenen  Antheil  an  diesem 
Buche  betriflt,  so  Tcrzichte  ich  selbstrerständlich  in  Anbe- 
tracht der  Entstehung  desselben  auf  jeden  Anspruch,  wie 
auf  jede  Priorität,  ohne  darum  die  Verantwortlichkeit  für 

dasjenige,  was  etwa  Irriges  in  demselben  vt^rkommen  sollte, 
von  mir  abzulehnen.  Icli  halte  meine  Arbeit  für  hinreichend 
belohnt,  wenn  dadurch  das  Studium  der  Steiner'schen  Schrif- 
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teil  erleichtert,  das  Interesse  für  synthetisch  -  geometrische 
Forschungen  von  Neuem  angeregt  und  insbesondere  die  stndi- 
rende  Jugend  zu  einem  der  interessantesten  und  frachtbar- 
sten  ]l*elder  mathematischer  Spekulation  hingeftthrt  wird. 

Schliesslich  bleibt  mir  noch  übrif,',  Herrn  Dr.  Geiser 
hiermit  ölt'eutlicli  meinen  Dank  auszusprechen  für  die  freund- 
lichst gestattete  Einsicht  in  die  Steiner'schen  Manuskripte 
und  das  bereitwillige  Abtreten  seines  Anrechtes  zur  Ver- 
öffentlichung dieser  Vorlesung. 

Breslau  im  September  1866. 

Heinrich  Sehröter. 


Digitized  by  Google 


INMLTSVERZEICIINISS. 


Erster  Abschnitt- 

ProjektiviBOhe  Beziehung  gerader  Funktreihen  und  ebener 
Stralilbtisehel  auf  «Inaader. 

Seit« 

§    1    ^Jriiudgeltildo   1 

§    2.  I'rojektivipchc  Hfzirlumg  der  (Jriini]<,'i'1iil(k'  auf  einandor  .  .  1 

§   3.  Unondlicli  -  ciitfi  rntt  r  Punkt  der  Puuiitreiliü  uud  i'arailcl- 

htrahl  d'-s  Sti  nlill>üs(  lu-ls   2 

§  4.  Ut'berciiistijumunj,'  der  Aufeiiianderrolge  von  dcu  8trahleu  des 
StraUlbiuschck  uud  deu  eni»prechcndcu  Punkten  der  Punkt- 
veihe   s 

S  5.  Doppeheiliftltiuis  (anharmonlsche  Funktion)   4 

%  6.  Tenchiedene  Weithe  eines  Doppelverliikltiusses  durch  Ver^ 

tauachung  der  demente   7 

§  7.  Verftnderung  des  Werthes  eines  DoppelTerbaltnisses  bei  der 

Bewegung  einca  seiner  Elemente   8 

§  8.  Harraonisdie  Elemente   11 

§  9.  Vorkommen  hamonisoherElemente  beim  vollständigen  Viereck 

niul  Viorseit   16 

§  10.  AUgeniPm«^  Folf»erungon  aus  der  Gleichheit  der  Doppelvcr- 
hältniese.  Kon.str<iktion  entsprechender  Elemente  zweier  pro- 
jektivischer  (_Jeliilde   18 

§  11.  licdinguny  für  die  pcrspcktivi.sthe  Lage  zweier  pro jektivischcr 

Gebilde   24 

$  12.  Besondere  Elemenie  bei  iwei  piojektivischen  Pnniktreihen. 

Doppdtes  -System  entsprechender  g^ei<dier  Strecken   28 

§  18.  Beeoodere  Elemente  bei  swei  prcyektivischen  Strahlbflsdieln. 

Doppeltes  System  entsprechender  gleicher  Winkel   38 

8  14.  Auf  einander  liegende  projektivische  Gebilde.  Doppelele- 
mente  88 

§15.  Konstruktion  der  Doppelemente  mittels  eines  festen  Kreises  46 

Schröter,  Thcotte  «1.  Kc^rUchn.  b 
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§  16.  Ponktaysiem  (bivolntion  tob  Pnnktenpaaren)   60 

f  17.  Strahlqrrtem  (IiiTolation  Ton  Stralileiipauwi)   62 

§  18.  yorkommen  von  Ponktisytfceaieii  und  Stmhbyiteineii  beim 
YoUatftndigen  Viereck  and  Yieraeit.    Die  Haapts&tse  der 

Theorie"  <lor  TransTenalen   66 

§  19.  Besondere  Fälle  projekttviflcher  fiesiehung:  Aebnlichkeit, 

Gleichheit   TU 

Zweiter  Abscbnitt: 
Der  Kegeleclmitt  als  Braeugniss  projektivischer  Gebilde. 

S  80.  Zwei  projektiviBche  Ponktreihen  in  allgemeiner  (nidit  per- 

spektiviKchcr)  Lage   81 

§21.  Die  BeriihnmgBpunktft  auf  den  Projektionsstrahlen   88 

§  22.  Zwei  projektivische  Strahlbüschel  in  allf^emoiner  liage   96 

§  23.  Identität  der  KrzeiigniBse  zwei(^r  projektivischer  Punktreihen 

und  zweier  iiiojcktivischcr  Striihllnisehel   100 

§  24.  Der  Kreis  aln  Kr/euffuiss  projektiviseher  (Jel»ilde   107 

§  26.  Eintheiluii^'  der  Kegelschnitte   110 

§  26.  Bedingungen  fBr  die  Erzeugung  der  verschiedenen  Kegel- 

schnitte  durch  swei  projektiTiaohe  Ponktreihen   118 

§  87.  Das  einem  Kegelaehnitte  nmbesehriebene  Yieraeit  und  ein* 

beschriebene  Viereek   188 

§  88.  Das  Heugranunmn  mysticum  nnd  die  8teiner*sche  Enreite- 

rung  desselben  188 

§  89.  AuftretendesPunktsystcms  nnd  StrahlsjBt^ms  beim  Kegelschnitt  188 
§  80.  Pol  und  Polare  des  Kegelschnitt«.    Konjugirte  Punkte  und 
Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt    Tripel  koi\jngir- 

ter  Punkte  und  Strahlen   146 

§-31.  Einif?e  Folgerungen  aus  den  Polar -Eigenschaften  des  Kegel- 
schnitts   163 

§  88.  Durchmesser  und  Mittelpunkt,  das  Strahlpystem   der  kon- 

jugirten  Durchmesser  und  die  Axen  des  Kegelschnitt«   166 

§  38.  Konstruktion  der  Axen  und  einige  daraus  hervorgehende 

melasohe  Beaehongen  174 

§  34.  Bestimmung  aoleher  Pnnkte  in  der  Ebene  eines  KegelsehmttB, 
für  welche  das  sugekOrige  StraU^ystem  dn  liyperboltseh> 
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§        Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte ,  welche  sich  auf  ihre 

Brennpunkte  beziehen  

§  31t  Der  Krümmungshalbmesser  der  Kegelschnitte   21i 

Dritter  Abschnitt: 
*  KegelBohnittbÜBohel  xind  KegelschnittBchaar. 
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Erster  Absclinitt 


Projektiv ische  Bezieliuug  gerader  Puiiktreiheii  und 
ebener  StrahlbÜsehel  auf  einander. 


S  1.  Qvimdgebflde. 

Die  süinintltchen  auf  einan<lci'  foljjeiulen  Puiiklc  ciiuT  (iiihmkI- 
lirh  laii^'en)  geradt'ü  Linit;  iieiiiil  man  «'inc  gcr  a  d  <■  I*  im  k  I  r  c  i  Ii  o 
odf-T  scIilecliUveg  Punklrfiliu,  wnui  nur  von  gorailcn  Pnnküciht  n 
die  Ucd«!  ist.  Die  Gorad«;  seihst,  deion  Funkle  aufgefasst  werdiMi, 
soll  derTi  ägei"  der  l'unklrcilie  lieissen.  Die  säninilli«  hcn  durch 
einen  l*unkt  in  einer  Khenc  gehenden  Strahlen  (unendlich  lange 
gerade  Linien  :  nennt  man  ein  ebenes  Strahlbü  sehe!  oder 
schlechtweg  Slrahlhüschel ,  wenn  nur  vou  ebenen  Slrahlhüscheln 
die  Hede  ist.  Der  Punkt,  diu  (  h  welchen  sämmtliche  Stralden  gehen, 
lieissl  der  .M  i  1 1  e  I  p  u  ii  k  I  des  Strahihnscheis,  Die  Punkte  der  Piuikt- 
reiiie  und  die  Slrahleii  des  Strahlhüscliels  huisseii  Kieiueutc 
dieser  geomelrisclien  Gebilde.  ^ 

§  2.  Frojektivisohe  Beziehung  der  Grundgebilde 

auf  einander. 

Diese  beiden  einfachslen  geome-  (Fig* 


Irischen  Gebilde  (Piinktreihc  und 
Strabibüsciicl)  sind  von  gleicher 
Mächtigkeit  und  einfacher  Unend- 
Üchkeil,  d.  Ii.  es  giebt  ebenso  viel 
Punkte  aur  einer  Geraden,  als  Strah- 
len durch  einen  Punkt  Dies  er- 
kennen viir,  indem  wir  die  beiden 
Gebilde  zn  einander  in  Beziehung 


setzen.  SSmmtliche  durch  einen  Punkt  B,  den  Mittelpunkt  eines 
StrablbQschels  gehende  Strahlen     b,  c,  ä . , ,  x  . ,  treffen  eine 
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hcli»*l)it;e  (iiiclil  diircli  B  gelieiido)  (ier.nle  91  in  den  vv^^.  IMink- 
Icn  abct)  •  .  .  .  r  .  .  (Fig.  1)  und  >t»'II<Mi  eine  derartige  lU^zitdimig 
zwischen  den  Klenienlen  I»eider  Cieljildc  Iicr,  dass  jeder  Strahl 
des  Slraldiiüsdiels  durch  den  {^deic  hnainigen  Punkt  der  Punkt- 
reihe  geht  nnd  nmf,'ekehrl  jech  r  l'unkl  der  Punktreihe  auf  dem 
gieiciniariiif^cn  Sirald  des  Str;ddhfisciiels  liegt.  Zwei  solche  zu- 
sannnenliegende  Kleniente  htisscn  entsprechende  Klenjente 
und  diese  Lage  der  heiden  (iehilile,  hei  welcher  jeder  Strahl  des 
Strahlhüschels  durch  den  entsprechenden  Punkt  der  Piinktreihe 
gehl,  perspektivische  Lage.  Die  durch  die  perspektivische 
Lage  heider  (ichilde  hergestellte  eindeutige  Ikziehung  der  Ele- 
iiieiile  auf  einander  kann  nun  festgehalten  werden,  widirend  di«' 
pei  sjicklivischc  Laye  aufgeholten  wird  (etwa  dadurch,  dass  das 
Slrahlliiischel  /»  und  die  Punklreihe  9t  heliehig  in  dei-  Lhene 
verschohen  werden),  ahcr  die  entsprechenden  Kleniente  in  irgend 
einer  Weise  z.  W.  durch  Hezeichnnng  mit  gleichlautenden  Buch- 
slahen  lixirt  werden.  Die  auf  diese  Art  von  der  persjiektivischcn 
Lage  unahhängig  gemachte  eindeutige  Beziehung  der  Kiemente 
heider  Ciehilde  auf  einander  heisst  projek  Ii  vis(  he  Dezhliung 
und  die  Ciehilde  seihst  pro  j  ek  I  i  v  isc  Ii ,  wenn  iln  <!  enlsprecheu- 
den  lüi'iuente  so  liegen,  dass  jene  in  pcrspeklivischc  J..age  ge- 
bracht werden  künneu. 

0 

%  3.    Unendlich  entfernter  Punkt  der  Punkteeilia  und 

Parallülstrahl  dea  Stralübüschels. 

Die  Zusaniniengehöi  igkeit  eutspre(  liendei'  Klenienle  liissl  sich 
hei  der  pers|n'klivis(  hen  Lage  der  heiden  Grninlgehildc  auch  so 
aullassen.  das>  in:iii  einen  veränderlichen  Strahl  .r  des  Slrahl- 
hüschels  um  den  IVliitfipiuikt  />'  drehl,  wodurch  sein  Si  linittpunkt 
V  mit  dem  Träger  IH  auf  deniselhen  fortrückt.  Dabei  tiin  nun 
ein  Mal  der  besondere  Fall  ein,  dass  der  Strahl  x  in  paralhde 
Lage  zu  dem  Träger  91  gelan^it  und  dadurch  der  Schniltpunkl  r. 
welcher  sonst  innner  eine  beslimmte  angehbarc  Lage  auf  91  hatte, 
der  Wahrnehmung  enls<hwindet  oder,  wie  man  sich  ausdriickl. 
ins  !'nendliche  rin  kt.  Ih'trachtt'u  \\'\v  den  Strahr.T  kurz  vt)r  un«l 
kurz  nach  dieser  jtaralleh'n  Lage,  so  winl  der  eidsprechende 
Punkl  V  eiiiin.d  nach  der  einen  Seite  nnd  das  andere  Mal  nach 
dei'  aiuiein  Seile  hin  sehr  weit  enlfernt  liegen,  während  es  hei 
üer  parallelen  Lage  selbst  zweifelhaft  bleibt,  ob  er  nach  der 
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einen  oder  nach  der  andern  2Seilo  iiin  liegt.  Trolzdeni  nehmen 
wir  der  Uehereinsliininung  wegen  an,  dass  auch  der  l'arallel- 
slrahl  den  Träger  ^  nur  in  einem  Punkte  trelTe,  und  nennen 
diesen  (obwohl  er  sich  der  Wuhrnehmung  cnt/ieht)  den  unend- 
lich entfernten  Punkt  der  Punklreihe,  den  wir  uns  sowohl 
nach  der  einen  Seite  als  auch  nach  der  andern  Seile  hin  liegend 
vorstellen  können.  Der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Geraden  ^ 
ist  ein  ausgezeichneter  und  hei  Verrückung  derselben  unverän- 
derlicher Punkt,  welcher  die  charakteristische  Kigenschaft  be- 
sitzt, dass  jeder  nach  ihm  hingehende  Strahl  mit  der  Oraden 
parallel  ist. 

Der  imendlich  entfernte  Punkt  verbindet  gewissormassen  die  ' 
nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  WM'lanfenden  Knd»'ii  der  geraden 
liinie  und  stellt  eine  Kontinuität  her  entsprechend  der  kontiimir- 
lichen  Drehung  des  Strahles  im  Strnhlliüschel. 

§  4.   Ueberoinstimmung  der  Aufeinanderfolgo  von  Strahlen 
des  Strahlbüschols  und  den  entsprechenden  Punkten 

der  Funktreihe. 

Aus  der  eben  betrachteten  zusammengehörigen  Ikwegung: 
der  Drehung  des  Strahles  x  um  B  und  dem  Fortrücken  des 
entsprechenden  Punktes  r  auf  %  ergiebt  sich  zugleich  eine 
Uebereinstimmung  der  Aufeinanderfolge  entsprechender  Elemente 
oder  des  Dreliungssinnes  mit  dem  Richtungssinn.  Der  Strahl  x 
kaini  sich  um  den  Mittelpunkt  Ii  entweder  in  dem  einen  oder 
enigegeiigesetzten  Drehungssinue  herumbewcgen  .rs  entweder 
wie  der  Zeiger  einer  Uhr,  auf  welche  man  sieht,  oder  ent- 
gegengesetzt); dem  entsprechend  nuiss  der  Punkt  r  entweder 
in  ilem  einen  (von  links  nach  rechts)  oder  in  dem  entgegen- 
gesetzten Hichtungssinne  (von  rechts  nach  links)  auf  dem  Träger 
fortrücken.  Sin«l  «  und  b  zwei  besondere  Lagen  des  sich 
drehenden  Strahles  x,  so  kaim  x  auf  doppelte  Weise  aus  der  Lage  a 
in  die  Lage  b  übergeführt  werden,  entweder  in  dem  einen  oder  ent- 
gegengesetzten Drehungssinne.  Diese  Zweideutigkeit  hört  aber 
auf,  sobald  wir  drei  besondere  Lagen  ahc  annehmen  und  ver- 
langen, der  veränderliche  Strahl  solle  von  a  durch  b  nach  c  ge- 
lungen (ohne  indessen,  während  er  sich  von  a  nach  b  bewegt, 
in  die  Lage  von  c  gekommen  zu  sein).    Durch  die  Aufeinander- 

1* 
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folge  a  b  c  ist  der  Drehuugssinii  von  x  mit  bosüiiimt  (Fig.  2). 

(Pig  8.)  ^  ""'^  ^  ^'^^^^  besondere  Lagen 

\  ,     /  V  «1''^  forlrfick enden  Punktes  r,  so 

kann  r  von  a  nach  b  auf  doppelte 
Weise  gelangen,  entweder  direkt 
oder  durch  den  unendlichen  ent- 
fernten Punkt  i§  '.}).  Diese  bei- 
den Wege  haben  entgegengesetz- 
ten Itiehtungssinn.  Die  Zweideutigkeit  liört  aber  auf,  sobald  v^ir 
drei  bestuidere  Lagen  abc  annehmen  und  lestsetzen,  der  Punkt  v 
solle  von  vi  durch  6  nach  c  gelangen  (ohne  auf  dem  Wege  von  a 
nach  b  die  Lage  c  eingenommen  zu  haben) ;  durch  die  Aufein- 
anderfolge ahi.  ist  der  Kichtungssinn  von  r  mitbesliuunt   Fig.  3). 

iPi^,  ^  ]  Da  nun  «6c  und  abc  entsprecIiciKh^  Ele- 

mente der  beiden  projek  Ii  vischen  liebilde 


^       mm.    .  sind,  so  wird,  sobald  durch  die  Auf- 

^  ^  t  einanderfolge  ahr  der  Drehungssinn  des 
Sil ahl büscheis  festgestellt  ist,  durch  die  zugehörige  Aufeinander- 
folge abc  der  Richlungssiim  der  Punktreihe  unzweideutig  nulbe- 
stimmt,  und  nehmen  wir  im  Sirahlbüschel  den  entg«!gengesetzlen 
Drehungssinn  durch  ilie  Aufeinanderfolge  acb,  so  wird  durch  die 
Aufeinanderfolge  acb  auch  der  zugehörigi'  lUchtungssInn  in  der 
Punktreihe  entgegengesetzt.  Durch  diese  Demerkung  wird  später 
jede  Zweideutigkeit  liiusiclilUch  der  Lage  eutspreclieader  £le* 
mentc  auigelioJ^eu. 

§  5.    Doppolverhältniss.   (Anharmonische  Funktion.) 

I  m  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  LIemente  der  beiden 
(Jrumlgebild«',  welche  durch  die  perspektivische  Lage  derselben  her- 
vorgerufen wir<l.  unabhängig  von  letzterer  darzustellen,  suchen  wir 
Heziehungen  aul  zwischen  den  Absländen  lieliebigcr  Punkte  der 
l*unktreihe  und  den  W  iidveln,  welche  die  enisprec  henden  Strahlen 
nul  einandei-  bilden,  solchergestalt,  dass  diese  Iteziehungen  von 
der  relativen  Lage  der  beiden  Gebilde  unabhängig  sind. 

Seien  abcb  .  .  .  beliebige  Punkte  der  IHniktreilie  91,  so  soll 
nach  dem  Vorgange  von  Möbius  durcli  die  NcbcueinandersLcUung 
der  ßuchslalien 

ab 

niclil  allein  die  Strecke  zwischen  den  Punkten  a  und  b  (ilir  Ab* 
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stand)  beieiclmet  werden,  sondern  auch  der  Richtungssinn,  in 
welcheoi  die  Strecke  von  «  nach  h  hin  auf  dirdttem  Wege 
durchlaufen  wird,  so  dass  also 

(I.)  ab  +  ba  =  0,  d.  h.  \)a  =  —  ah 

ist,  ^Yonach  dann  für  irgend  drei  I*unkle  abc  der  Geraden  die 
GülüglieU  der  Gleichung 

(IL)  ...  a(  +  Bcsac  oder  alb  +  &c  +  ca  =  0 

allgemein  stattfindet,  mag  der  Punkt  c  zwischen  a  und  h  oder 
ausserhalb  der  Strecke  liegen,  und  für  irgend  vier  auf  der  Gera- 
den lieflndliche  Punkte  aBcb  u.  a.  eine  Beziehung  gilt,  die  wir 
nur  desshalb  anführen,  weil  wir  sogleich  von  ihr  Gebrauch  ma- 
chen werden:  da  nämlich 

ob  +  bc  =  ac 

ab     =  ab  4"  bb  . 

so  Tolgl 

ob  .  ab  +  bc  .  ab  =:  ac .  ab  +  <i€ .  bb 
ab<(ab  —  oc}  =  ttc  .  bb  —  b  c .  ab 

(III.)  ....  ab  .  cb  +  bc  .  ab  +  ca  .  bb  =  0. 

Scioii  ferner  abcd,  «  .  die  onlsprechenden  Strahlen  des  mit 
der  Punktreihe  abc  . . .  perspektivisch  liegenden  Strahlbüschels 
B  und  bezeichne 

{ab) 

den  Winkel  zwischen  den  heidcn  Strahlen  n  und  b  von  einem 
veränderlichen  Strahl  x  in  demjenigen  Drehungi^sinne  von  a  nach 
b  Iiiti  hcschrichcn,  wehlier  übereinstimmt  mit  dem  Richtungs- 
sinnt*  ticr  Strecke  ab  (§4),  dann  lassen  sich  ^p.^ 
leicht  Bi  zirliungen  ermitteln  zwischen  den  Win- 
keln des  Strablbuschüls  und  den  entsprechen- 
den Abschnitten  auf  der  Punktreihe,  indem 
man  nach  bekannten  Sätzen  der  Elementar- 
geometrie die  Flftche  des  Dreiecks  J^ab  auf 
doppelte  Weise  ausdrückt;  das  aus  S  auf  9C  gefällte  Perpendikel 
trelfe  in  p,  dann  wird 

^a  .  ^b  .  shi  (ab)  ^Bp  ,üh 

oder 

■•#-1  ab   /ii\._/fh 

Mniml  mau  ein  drittes  Paar  c  und  c  cnlsprecliender  iiileuicule  hiniq» 


Digitized  by  Google 


6 


Enter  Absehnllt.  ProJektlTiiehe  BeBiehimif  g«rmd«r 


80  treten  in  gleicher  Weise  zwei  neue  Relationen  hinzu: 

Nur  die  rechten  Seiten  dieser  Beziehungen  cntlialtcii  Stücke, 
welche  von  der  perspektivischen  Lage  beider  Gebilde  abhängen, 
während  die  linken  Seiten  frei  davon  sind;  es  gelingt  aber  nicht, 
aus  diesen  drei  Gleichungen  (1)  und  (2)  jene  Stücke  zu  elimini- 
ren ;  wir  ziehen  daher  nocli  ein  viertes  Paar  entsprechender  Cle- 
niente  d  und  h  in  die  Betrachtung  und  erhalten  drei  neue  Rela- 
tionen 

ab   7?a./?b.     bb_  Jib  .  ßb  ,      cb   /ic  .  ffh  , 

suiiafi)  // p     '  sin  (^.rf)  Bp     '«in  (er/)       "    //p  4 

Aus  diesen  0  llclalionen  (1)  (2)  (3)  können  wir  mm  in  inelu  - 
laclier  Weise  andere  ahleilen,  die  unabhängig  sind  von  den  Stücken 
Ba  Bh  Iii  nt)  />').\  also  bestellen  bleiben,  wenn  die  perspekti- 
vische Lage  aufgehoben  wird;  es  folgt  nämlich  u.  a.  die  Beziehung 

f.%  ac  ,  ab   sin  (ac^    sin  {atf) 

^  '    ' bc  *  bb        sin  [bc)  '  »in  [fjt/) 

und  alle  fd)rigen  Relationen,  wenn  wir  in  irgend  einer  Weise  die 
vier  Punkte  abcb»  in  derselben  Weise  aber  auch  ab  cd  per- 
mutiren. 

Der  Ausdruck  ^  •  ^»  welchen  wir  der  Künt  wegen  mit 

(ai&cb) 

bezeichnen  wollen,  heisst  das  Doppelverhältniss  (oder  das 
anharmonische  Verhältniss,  die  anharmoDische  Funktion)  von  vier 
Punkten,  und  um  die  Bihlungsweiso  desselben  leichter  zu  über, 
sehen,  nennen  wir  a  und  &  ein  Paar  zugeordneter  Punkte, 
c  und  b  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte;  dann  sind  zur 
Bildung  des  Doppelverhältnisses  die  einfachen  Verhältnisse  der 
Abslande  jedes  Punktes  des  einen  Paares  zugeordneter  Punkte 

von  den  beiden  Punkten  des  anderen  Paares:  ^  und  durch 

DC  DO 

einander  zn  tbeilen;  welche  von  den  vier  Punltten  übrigens  auf 
diese  Weise  einander  zugeordnet  werden,  ist  «n  sich  gleicfagfllllg» 
nur  sollen  bei  der  Bezeichnung  (a(cb)  die  beiden  ersten  und 
die  beiden  letzten  als  zugeordnete  Punktenpaare  festgehalten  wer- 
den. Ebenso  heisst  der  Ausdruck 

Bin  (ac)  ^  sin  (ad) 

sin  (6  c)  *  sin  {bd)  » 
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welchen  wir  mit  {ah cd  bezeichnen,  das  Doppelverhälliüss  von 
vier  Siralileii  dos  SlruhibüscheU  und  es  werden  dabei  ebenfalls 
a  und  b,  c  und  d  als  zugeordnete  aufgefassL 

Die  gefundene  Beziehung  (4)  sagt  also  aus: 

Bei  zwei  projektivisclio!»  Gt  hildpn:  einer  l^unlit- 
reibe  und  einem  Strahl büsc Ii el  liudel  zwischen  i  rf,'i'iid 
vier  entsprechenden  Elemenlenpaaren  abct)  und  ubcd 
immer  die  Gieichbeit  der  Doppelverbältnisse  stall: 

(abcb)  =3  {abedj, 

§  6.  Teraobledene  Werthe  eines  DoppälTerhUtiilflseB  duroh 
Vertanaohuiig  der  Elemente. 

Ehe  wir  aus  dem  geAmdenen  Resultat  Folgerungen  lielien, 
wollen  wir  untersuchen«  in  welchem  Zusammenhange  die  24  Werthe 
des  Doppel verhSltnisses  mit  einander  stehen,  welche  wir  erhallen, 
wenn  wir  die  Elemente  dessellien  auf  alle  möglichen  Arten  mit 
einander  vertauseben.  Set  der  Werth  des  DoppelveriilltniaBee 

SO  criiennen  v^ir  zuiiiichsl  ans  der  Bildungsweise  desseit>en,  dass 

(1)  .  .  .  .  (ab  cb)  =  (ba  bt)  =  (cb  ab)  =  (bc  ba) 
femer,  da 

ÄC  .  ab  _  1 
bc  "  bö      ab  ac 

l>6  ■  bc 

(2)  (abcb)  •  (abbc)  =  l. 

Endlich  giebt  die  Relation  (III)  $  5  zwischen  irgend  vier  Punk- 
ten einer  Geraden: 

ab .  cb  +  bc.ab  +  ca.i&b  =:0 

folgende  Reziebung  zwischen  Doppelverbtitniasen 

ac   ob  ,  ttb   ob  I 
bc' bb     cb  •  cb  ~  . 

oder 

(3)  (abcb)  4-  («cl)b)  =  1 

und  iiieraus  lassen  sirli  die  Werlhe  des  Doppel  Verhältnisses  fDr 
alle  21  niöglirlien  Vei  t.uischungcn  folgendermassen  durch  einen 
Werth  desselben  k  ausdrücken: 
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(abcb) 

=  (bobc)  = 

(cbab) 

=  (bcbo) 

=  Ar 

fabbc) 

l  *•  V  V  V  J 

=  fbacb) 

(b  c  a  b) 

=  (cbba) 

k 

(acbb) 

c=(cabb)s=3 

(bbac) 

s=(bbca) 

=  1— Ar 

(acbb) 

=  (cabb)  = 

(bbac) 

=  (bbca) 

  1 

1— A- 

{ahU) 

z=  (baclb)  = 

(ecab) 

=  (cbba) 

A— 1 
—  * 

.(abcb) 

=  (babc)  = 

(cbab) 

=  (bcba) 

Ar 

Dieselben  Beziehungen  ergelran  sich  für  das  Doppelverhält- 
niss  Ton  vier  Strahlen  {abedj  aus  der  in  $  5  nachgewiesenen 
Oieichhcit  der  DoppdverhSltnisse 

(abcb)  =  {ab  cd), 

§  7.    Veränderung  des  Werthes  eines  DoppelverhältniBsee 
bei  der  Bewegung  oin&s  seiner  Elemente. 

Für  die  Folge  ist  es  nülzlicli  zu  wissen,  \^1e  sich  der  Werüi 
eines  Doppelverti&Jtoisses  verändert,  wenn  eines  seiner  Elemente  alle 
möglichen  Lagen  annimmt],  während  die  drei  andern  rcst^^eballen 
werden.  Nehmen  wir  das  Doppclverhftitniss  von  vier  lUinklen 
(abcb)  und  lassen  den  I'unkt  b  sich  bewegen,  so  bleiht  von  dem 

DoppelverhSltnisse     :  ^  das  erste  Verhftitniss  unverändert  und 

PS  variirt  nur  das  zwcilc.    Uutmucheu  wir  dalier  zunächst,  wie 

sich  das  Verbältniss  ^  verändert,  während  x  alle 

möglichen  Lagen  auf  der  Geraden  aB  einnimmt  Es 
treten  hierbei  zwei  wesentlich  versdüedene  Fälle  ein:  entweder 
liegt  t  auf  der  endlichen  Strecke  zwischen  ab  oder  auf  einer 
der  beiden  unendlichen  Strecken  ausserhalb  ab;  im  ersten  Falle 
haben  die  Strecken  ar  und  hx  entgegengesetzten.  Im  zweiten 
Falle  gletehen  Richtungssinn     5; ;  vrir  nehmen  daher  Im  ersten 

Falle  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  ~  mit  dem  nega- 
tiven Vorzeichen  ( — ),  im  zweiten  Falle  roll  dem  posittven  Vor- 
zeichen (H-)  und  unterscheiden  dadurch  die  beiden  Gebiete  auf 
der  geraden  Linie,  In  welclien  der  Punkt  t  liegen  kann.  Wenn 
nun  X  mit  a  zusammenfällt,  so  bl  der  Werth  des  Verhältnisses 

^  gleich  0,  er  bleibt  negativ,  solange  sich  x  von  a  nach  b  hin 
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bewegl;  er  wird  —  1,  wenn  r  in  die  Bülte  m  zwischen  aund 
h  (alh»  wScbst  (absolut  genommen),  wShrend  a  von  m  nach  b 

geht,  und  wird,  wenn  r  in  b  hineinfallt,  unendlich  gross  (cx>); 

dai>ei  liegen  die  absoluleu  Wertbe  des  Vcriiältnisses  während 

t  zwischen  a  und  m  liegt,  zwischen  0  und  1»  während  %  zwischen 
m  und  b  liegt,  zwischen  1  und  oo  und  küne  zwei  gleichen  Werthe 
Itönnen  vorkommen;  das  Verhiltniss  nimmt  also  alle  negativen 
Werihe  von  0  his  oo  und  jeden  nur  ein  Mal  an;  geht  t  weiter 

über  b  hinaus,  so  wird     positiv  und  uiminl  ab  von  tlcui  Wcrlb  oo 

an,  welchen  es  in  b  hatte;  je  weiter  x  gelaugt,  deslo  mehr  nähert 

sichderWerth  des  Verhältnisses  dem  Werthe  + 1*  da  ^  =  1  +  |^; 

'         bv         *  br 

für  den  nnerullir:li  entfernlon  Punkt  selbst  wird  daher  das  Ver- 
bältniss  den  Grenzet  rth  -f  1  annehmen;  geben  wir  durch  den 
unendlicii  enlfcrnteii  Punkt  auf  die  andere  Seile  der  («eraden 

über  (SS),  so  wird  der  Werth  des  Verhältnisses  ^  <  1,  weil 

jetzt  b  von  x  entfernter  liegt  als  a,  während  es  vorher  umge- 
kehrt war;  nähert  sich  r  mehr  und  mehr  dem  Punkte  e,  so 

niniuil  der  Werth  ^  immer  mehr  ab  bis  zum  Werthe  0,  der  dann 

eintritt,  wenn  x  wieder  mit  a  zusammeufnllt.  Für  das  ganze  Gebiet 
ausserhalb  der  Strecke  ab,  welches  durch  den  unendlich  entfernten 
Punkt  in  zwei  Abschnitte  zerfällt,  ist  demnach  der  Werth  des 
Verhältnisses  positiv  und  zwar  auf  dem  einen  Abschnitte  >  1 
(nimmt  von  oo  bis  1  ab),  auf  dem  andern  Abschnitte  <  1  (nimmt 
von  1  bis  0  ab),  für  den  unendlich  entfernten  Punkt  selbst  4- 1 ; 
jeder  positive  Werth  des  Verhältnisses  kommt  aber  nur  ein  Mal 

vor.    Im  Ganzen  nimmt  also  das  Verbältniss  ^  bei  der  Bewegung 

von  V  alle  positiven  und  alle  negativen  Werthe  von  +  ^  i 
und  jeden  nur  ein  Mal  an.  Will  man  vom  Vnrzciclien  absehen 
und  nur  den  absolnlen  Werth  des  Verhrdtnisses  auffassen,  so  tritt 
ein  solcher  inuner  zwei  Mal  auf,  einmal  für  eine  bestitnmte  Lage 
zwischen  ob,  das  andere  Mal  ausserhalb  ab;  die  Punkte  gruppircn 
sich  also  daim  paarweise,  wie  z.  13.  der  Millelpunkt  m  und  der 
unendlich  entfernte  l'unkl  dem  Werihe  1  entspricht;  durch  das 
hinzugefügte  Vorzeichen  beben  wir  aber  diese  Zweideutigkeit  auf. 
Uieraus  ergiebt  sich  nun  auch  die  Veränderung  des  Doppel- 
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verhällnisses  (abcb),  wenn  eines  seiner  Elemente  sich  bewegt. 
Sei  b  dies  veränderÜche  Element,  so  wird  in  dem  DoppeiverhMt- 

nlsse  ~ :     allein  das  Verfaältniss  ^  sich  ändern  und  alle  posi- 

bc   bb  bb 

tiven  und  negativen  Werllie  ihirchlaufen;  die  niil  dem  konslanlen 
Werthe  ^  mulliplicirleu  reciproken  Werthe  dieses  Verhältnisses 

werden  daher  auch  alle  positiven  und  n^aüven  Werlhe  io  steti- 
ger Aufeinanderfolge  annehmen  und  jeden  nur  ein  Mal.  Wie  die 
positiven  und  negativen  Werthe  mit  der  Veränderung  von  b  einan- 
der folgen,  hängt  von  den»  Werthe  des  Verhältnisses  ab, 

welclier  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  c  ausserlialb  ab 
oder  zwischen  ab  liegt: 

1)  Liegen  aBc  der  Art:  J"",  so  ist  ^  positiv 

und  der  Werth  des  Doppel  Verhältnisses  (abcb) 

wird  für  b  im  iJnendJklien     »  + 

wfthrend  b  von  oo  bis  a  geht  -f 

wenn  b  fai  a  hioeiBföllt      =  oo 

während  b  von  a  bis  b  geht  — 

wenn  b  in  B  hindnfani      =  0 

während  b  von  b  Ms  c  geht  -f- 

wenn  b  in  c  hinehifUH     =  +  1 

während  b  von  cbisinsUnendl.  geht -|-. 

2)  tieften  abc  der  Art:  ,  so  ist  J-^  negativ 
und  der  Werth  deö  Doppelverhältiiisses  (abcb) 

wird  (Ar  b  im  Unendlichen  P-  =s  — 

bc 

während  b  von  oo  his  a  gehl  — 

wenn  t)  in  ci  hineinrällt  =  oo 
während  b  von  vi  ins  c  geht  + 

wenn      b  in  c  hineinfällt  =  ^  1 
während  b  von  c  his  b  geht  + 

wenn     b  in  b  hineinfällt  =  0 
während  b  von  b  his  oo  geht      — . 

Die  beider»  zugeordneten  Punkte  a  und  b,  fdr  welche,  wenn  b 
hineinfällt,  das  Doppelverhältniss  die  Werthe  oo  und  0  annimmt, 
bilden  die  Uebergänge  von  den  positiven  bu  den  negativen  Wer- 
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iheii  desselben;  ausserdem  Irill  einniid  der  besondere  Wcrlli  -f  1 
auf,  wenn  b  in  c  liineinlidlt,  also  das  andere  I*aar  zut,'eordiieter 
i'unkle  zusanimenffdll  und  für  den  unendlich  enUerulca  i*uakl 

gehl  das  Doppelverhällniss  ia  das  eiufacbe  ^  über. 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhfillnisse  zwischen  irgend 
vier  Paar  entsprechenden  Elementen  einer  Ponktreibe  und  ehies 
mit  ihr  projektivischen  StrahlbQschels  kAnnen  wir  auf  einen  ganz 
gleichen  Verlauf  des  Werlhes  von  {abcd)  schUessen,  wenn  von 
den  vier  Strahlen  einer  z.  fi.  d  das  ganze  StrahlhÖschel  durchlSiilt 

S  8.  HunnontMlie  Blemente. 

Unter  allen  Wertlien,  wrielie  ein  DoppelverlLiilniss  annelinien 
kann,  gieht  es  einen,  ^^e!^ller  seines  häufigen  Vorkonnnens  u<  <;(  n 
von  hesoiulerer  \Viclili^:Keil  ist;  che  wir  daher  in  den  allj,'eniei- 
nen  Hclrachlungen  rorliahren,  \n ollen  wir  diesen  besonderen  Füll 
näher  ins  Auge  fassen.  Dieser  wirhti«;ste  spccielle  \V»:rth  eines 
Doppelveriiälloisses  ist  —  1,  und  wenn  das  DoppelverbäUoiss  von 
vier  Tuakleo 

(aBcb)=!— 1 

ist,  so  heissen  diese  vier  harmonische  Punkte  und  zwar 
a  und  h  zugeordnete  harmonische  Punkte,  ebenso  c  und  b 
zugeordnete;  da  das  Doppelverhällniss  von  vier  harmonischen 
Punkten  —  1  ist,  so  folgt  (§  7),  dass,  wenn  c  svrischen  a  und  B 
liegt,  nothwendig  b  ausserhalb  ab  liegen  muss  und  umgekehrt, 
dass  also  bei  vier  harmonischen  Punkten  ein  Paar  zugeordneter 
Punkte  durch  das  andere  Paar  getrennt  wifd  und  zwischen  ihren 
Abstinden  die  Bedingung  stattfindet 

/i\  ac   1   ab  j     ca  ,  cb  ^ 

W  b'c**'bb  =  ^'''*^''bi  +  rb  =  ^ 

oder  die  Verhältnisse  ^  und      haben  gleichen,  aber  enlge^^en- 

gesetzten  Werth.  Aus  den  Beziehuugeu  in  §  6  ergiebt  sich  für 
k  =  —  1,  dass»  wenn 

Ca  b  c  b  I  =  ~  1 
(abcb)  =  (abbc)  =  (babc)  =  (bacb) 
=  (cbab)  =  (cbba)  =  (bcab)  ^  (bcba)  =  —  1 , 
dass  man  also  sowohl  ein  Paar  zugeordneter  harmonischer  Punkte 
unter  sich,  als  auch  mit  dem  andern  Paar  vertauschen  kann,  ohne 
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die  harmonische  Eigenschaft  aiifziihohnn.  Ferner  erjjiehl  sieh  aus 
§  7,  dass,  >venn  man  irgend  drei  Puniile  abc  aul  einer  deradcn 
willkührUcli  annimnil  und  z>vei  z.  0.  ci  und  b  als  zugeordnet 
aud'asst,  nur  ein  ehiziger  heslimnitcr  vierler  dem  c  zugeonhUer 
harmonischer  INmkl  b  cxislirl,  welciier,  wenn  c  zuisclien  ab  liegt, 
ausserhalb  ob  liegen  muss  und  umgekehrt;  eine  eiidaclie  Kon- 
struktion desselben  allein  mittels  des  Lineals  ergiebl  sich  später 
(siehe  §  0).  Iiier  erwfdmen  wir  nur  noch  einige  metrische  He- 
zielnnigen,  >\ eiche  sich  aus  dem  besonderen  Werthe  — 1  des 
Doppel  Verhältnisses  ergeben. 
Wenn  näoilicb 


dasheissl,  der  reciproke  Werth  desAhstandes  eines  von 
dem  zugeordneten  harinoniscben  Punkte  ist  gleich  dein 
arithmetischen  MilUl  aus  den  reciproken  Werlhender 
Abslände  des  ersten  von  den  beiden  andern  zugeord- 
neten Punkten. 

Ferner  fütiren  wur  die  MiUe  m  zwischen  zwei  zugeordneten 
Punkten  ab  eüi>  also 


Schreiben  wir  diese  Ueziehung  dergestalt 


ftiit  ^  ^<ib  =  iiibf 


dann  wird  die  vorige  Relation 


ab     am  mb 


uud  durch  Vertauscbung  von  a  und  b 


aib  oc  mg . 

bb  ~"  cb""  bb  • 


Pmiktreilieii  nnd  ebener  StraUb&tdiel  auf  diiAiider.  ff  8.  13 

aus  den  beiden  Beziehungen 

wtt  ht     mo.    '  bb 

ab      cb      ac  et 

folgt  durch  OinzufQgung  Ton  1  auf  beiden  Seiten 

mb  bb     nie  cb 

ab      cb     ac  cb 

und  hieraus  i'olgt: 
(III)  (ma)^=  (mb)^=  mc .  mb 

^   '  mb      Hb/  Vab/ 

Auch  kann  u.  A.  noch  die  Relation  bemerkt  werden: 

f  ca  .  cb  =*cm . 
^  ^  \l>a.bb«bm.fec 

welche  alle  sich  leicht  in  Worten  ausdrücken  lassen;  ähnliche 
metrische  Relationen  ergeben  sich,  wenn  wir  die  Mitte  n  zwischen 
den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten  c  und  b  einfahren. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Beziehung  III.  für  vier  har- 
monische Punkte:  das  Quadrat  des-Abstandes  der  Mitte 
zwischen  zwei  zugeordneten  Punkten  von  einem  dersel- 
ben ist  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Abstünden  dersel- 
ben Mitte  von  den  beiden  andern  zugeordneten  Punkten. 

Halten  vdr  bei  vier  harmonischen  Punkten  ein  Paar  zuge- 
ordneter Punkte  ob  fest,  so  bleibt  auch  deren  Mitte  m  unverftn- 
dert;  bewegen  wir  dann  c,  so  TerSndert  sich  mit  ihm  der  vierte 
harmonische  Punkt  b  in  der  Weise,  dass  das  Rechteck  mc .  mb 
konstant  bleibt.  Wir  können  hlerdorch,  während  wir  von  vier 
harmonischen  Punkten  das  eine  Paar  zugeordneteter  Punkte  fest- 
halten, das  ganze  System  von  Paaren  zugeordneter  Punkte  ver- 
folgen, welche  mit  den  beiden  festen  harmonisch  liegen,  und 
merken  Insbesondere  zwei  spedelie  Fälle :  1)  wenn  c  hi  m  liegt, 
so  liegt  b  im  Unendlichen,  d.  h.  zwei  beliebige  Punkte 
einer  Geraden,  die  Mitte  zwischen  ihnen  und  der  un- 
endlich entfernte  Punkt  sind  immer  vier  harmoni- 
sche Punkte  und  zwar  die  beiden  ersten  zugeordnet,  die  beiden 
letzten  zugeurdnel;  2)  wenn  c  in  b  oder  in  a  hineinfallt,  so  muss 
auch  b  hineinfallen,  d.  Ii.  wenn  von  vier  harmonischen 
Punkten  ein  Paar  zugordnete  zusammenfallen,  so 
muss  in  diesem  Pnnkle  auch  einer  des  andern  Paares 
zugeordneler  Funkle  liegen,  oder:  vier  harmonische  Punkte 
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können  insbesondere  so  liegen,  dass  drei  zusauimenrallen  und  einer 
at^esooderl  isU  Weil  (xndlicb  mc  .  mb  =  (ma)-  positiv  ist,  so 
mOssea  mc  und  mb  gleichen  HichtungssiDO  haben,  d.  h.  c  und  b 
immer  nur  derselben  Seile  von  m  liegen;  ivährend  also  c  von  m 
nach  a  fortschreitet,  gebt  der  vierte  harmonische  Punkt  b  vom 
Uoendlichen  in  entgegengesetztem  Riclitungssinnc  nach  a  (denn 
je  grösser  von  dem  konstanten  Rechteck  die  eine  Seite  wird, 
desto  kleiner  muss  die  andere  werden),  iiiid  wenn  c  von  m  nnch 
fortrückt,  bewegt  sich  b  vom  unendlidi  entfernten  Punkt  elteu- 
falls  nach  l>  hin  (vergl.  §  7). 

Dieselben  Betrachtungen  können  wir  nun  direkt  übertragen 
auf  vier  Strahlen,  deren  Üopjielverhältniss  den  Werth  — 1  liat. 
Solche  vier  Strahlen  abcd  eines  Strahlbüscliels,  für  welche 

{abcdj  s=  —  1 

ist,  licissen  vier  harmoiiisclie  Sliahloii  und  /.w  a  b  z  u 'j.  v - 
ordnete,  cd  z  iigi'ord  lu;  l  c  Strahlen;  der  Werl  Ii  des  Üoppel- 
verliälluisses  liefert  zwischen  den  Winkeln  die  Beziehung 

^  ^  Sin  t6c)      Sin  ~ 

Aas  der  Gleichheit  der  DoppelyerfaMtnisse  (S  5)  folgt,  dass, 
wenn  man  irgend  vier  harmonische  Punkte  mit  einem 
Punkt  B  durch  Strahlen  verbindet,  diese  vier  harmo- 
nische Strahlen  sind,  und  wenn  man  irgend  vier  har- 
monischeStrablen  durch  eine  bellebigeGerade schnei- 
det, die  vier  Schnittpunkte  vier  harmonische  Punkte 
sind,  zugleich  auch  zugeordnete  Strahlen  die  zugeordneten  Punkte 
enthalten  und  umgekehrt. 

Hiernach  ergiehl  sich  die  relative  Lage  von  vier  harmonischen 
Strahlen  aus  der  von  vier  harmonischen  Punkten.  Zwei  zugeord- 
nete Strahlen  ab  theilen  nSmIich  die  ganze  Ebene  in  vier  Winkel« 
rüume,  von  denen  zwei  und  zwei  (ScheilelwinkdrSume)  gleidi 
sind;  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  kann  nun  nicht  in 
dieselben  ScbeltelwInkeh'Sume  fallen,  sondern  wenn  der  Strahl  e 
in  das  eine  Paar  ScheiteIrSume  flillt,  so  rauas  der  zugeordnete  d 
in  das  andere  Paar  Neben-ScbeitelrSume  fallen  oder  wie  man  sich 
kürzer  ausdrückt:  bei  vier  harmonischen  Strahlen  wird  ein  Paar 
zugeordneter  Strahlen  durch  das  andere  Paar  getrennt  Femer 
giebt  es  zu  drei  beliebig  gewählten  Strahlen  nur  einen  bestimm- 
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tan  vierten  harmonischen,  der,  wenn  zwei  als  zugeordnet  fest- 
geselit  sind,  d(>ni  dritten  zugeordDet  ist.  Ebenso  übertragen  sieh 
die  roelriscben  Relationen  II,  III,  IV,  auf  vier  iiarmonische  Strahlen: 
Da 

sin  (da)    ,   »in  {db)  _ 
sin  {ca)   '  sin  {cit) 

und 

{da)  =»  {de)  +  {ca);    {db)  =  {de)  +  {eb) 

bei  feslgelialtonoin  Drcliungssinu,  so  crgicbl  sich  durcli  Auilösung 
der  sin  der  Suinmtn 

(9) .  •  «  .  cotg  [cd)  =  i  {cotg  (ca)  +  cotg  (c&)}. 

• 

Auch  die  übrigen  metrischen  Beeiehungen  Ewiscben  vier  liar^ 
manischen  Strahlen,  analog  III  und  IV  ergeben  sich,  wenn  man 
mit  m  einen  Halbirungaatrahl  des  Winkels  {ab)  heaöchnet,  also 

(fl  m)  =  (w  b)  =  —  {b  m)  =  —  {ma); 

die  lielatiou  (1)  iässt  sieb  dann  so  scbreiben 

ein  Uam)  +  (mc)}       ein  {{am)  +  jmd)} 

ein         +  (mc)|      ein         +  " 

und  giebl  auri^'clösl  mit  Ik'rücksiclitigung  der  vorigen  Helaliunen 

(Hir)  —  tjrjw«)        ii:  {md)  ~Jp  {ma)  ^ 
tg  (wc)  4-  tg  U««)  tg  +  tg  (Wirt) 

('« (•)       tg  (;//«)  ^ 
tjT  (w/rt)       tg  (in*/) 

(3)  .  .  .  .  Ig^  {ma)  =  tg^  (ffi6)  =  Ig  [mc) .  tg  (mW). 
Ferner 

dn  {(am)+  (««c)|  +  dn  {(6m)  +  (me)|  s=2  sin  {ac)  ^  sin  (6c) 
auljj^elöst 

2cos  {am) .  sin  (mc)  s  sin  (ac)  +  sin  {be) 

ebenso 

*  2gos  (am) .  sin  (md)  s=i  sin  (ad)  +  sin  (6d) 

anderseits 

28ln  (am)  cos  (mc)  as  sin  {ac)     sin  (6c) 
2 sin  (am)  cos  (mt/)  =  sin  (ad)  —  sin  (6d). 

Es  folgt  aber  aus  (1) 

sin  («r)  -f-  sin  {hc)  ^  sin  (//r)  _    sin  (««/)  -|-  ein  (bd)       sin  {bd) 
sin (6(7)  —  Htn(ar/)  *"*  ein  ij/d) '   sin  (ic)  —  siu  {ac)       ein  (6c)' 

woraus  daiui  folgt: 


\ 
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...  sin  2{mc)        f8in^(6f)'i2  _  i  sin  (ac)l  2 

W  •  •  •  •    8in2(mrf)       \»ia  {//([)}         \sin  (ar/)/- 

Dil!  BcziL-liunjj  (3)  lässl  ähnlich  wie  (III)  die  Ahliängigkeil  eines 
Paares  ziigt'onlneltT  Strahlen  von  dem  andern  und  der  llalhirunys- 
linie  ilins  Winkels  erkennen;  hallen  w'w  ab  und  also  auch  die 
llalhirnngslinie  in  des  Winkels  [üb]  lest  und  verändern  c,  so  wird 
auch  der  vierte  harmonische  Strahl  d  sich  hewegen,  aher  das 
IVoiiiikl  tg  (mcj .  tg  (mr(  konstant  hieiben;  Tälll  insbesondere  c  auf 
w,  so  muss  tg  {md)  =  cc  werden,  also  d  zu  m  senkrecht  stehen 
oder  was  dasselbe  sagt:  d  wird  der  llalhirungsslrahl  des  Neben- 
winkels von  [ab).  Wir  schliessen  also:  Wenn  zwei  Strahlen 
den  Winkel  und  Neben  wink  el  zweier  andern  lialhiren, 
so  bilden  sie  mit  jenen  vier  harmonische  Strahlen  und 
sind  einander  zugeordnet;  alicr  auch  umgekehrt:  Wenn 
von  vier  harmonischen  Strahlen  zwei  zugeordnete  zu 
einander  rechtwinklig  sind,  so  halbiren  sie  die  Win- 
kel der  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen.  (Wir 
erkennen  lerner  leicht,  <lass  dieselbe  Ilelation  (.^)  bestehen  bleibt, 
weini  wir  statt  der  einen  Halbirungslinie  m  des  Winkels  («6)  die 
andere,  zu  ihr  senkrechte  Halbirungslinie  des  Nebenwinkels 
setzen).  Fällt  zweitens  bei  <ler  Ihiweguiig  v«m  c  dieser  Strahl  auf 
«oder/>,so  muss  auclw/ aul  denselben  fallen,  also:  Wenn  von 
vier  harmonischen  Strahlen  ein  Paar  zugeordneter 
zusammenfallen,  so  muss  auch  einer  des  andern  Paa- 
res hineinfallen,  oder:  vier  harmonisclie  Siralilen  können  die 
besondere  Lage  haben,  da.ss  drei  zusammenfallen  und  iler  vierte 
abgesomlerl  liegt.  Ilinsichllich  der  Bewegung  sehen  wir  endlich, 
dass,  NNährenil  c  das  (iebiel  zweier  Scheilehäume  des  Winkels  [ah) 
durchstreift,  der  zugeordnete  Sü'ahl  d  das  (lebiet  der  beiden  an- 
dern Neben  -  Sclieilelräume  in  enlgej^eiii^eselztcnj  Drehungssinne 
durchstreift  und  dass  beide  ciamal  in  a,  das  andere  Mal  in  b  zu- 
sammenkommen. 

S  9.  Vorkommeii  bamonischer  Elemente  beim  voUatän- 
dlgen  Viereck  und  Vierseit. 

Harmonische  Punkte  und  Strahlen  bieten  sich  bei  sehr  vielen 
geometrischen  llntersuchunj^en  dar;  des  Folgenden  NM'-jen  müssen 
wir  auf  ihr  V(»rkonnnen  beim  vollständigen  V  iereck  und  \  ierseil 
aurmerksau)  maclicu.    Sind  uämlicli  et  C|b|  irgend  vier  Punkte 
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der  Ebene  {Fig.  5)  (dn  follsU&ndiges- Viereck),  so  giebt  es  drei 
Paar  Verbindungslinien  je  zweier  der*  "        (Fig.  5.) 
selben  (drei  Seltenpaare)  nämlidi 

cb    c,&,  die  sieb  in  a  (reifen  niüguii 
cc,   bb,    -     -    -  ^  - 

cb,  c,b  •    -   -  i?,  - 

Diese  drei  Sclinillpiinkle  l)il(l<  ii  das 
sogenannte  Diagonaidreieck  ties  vtillslfin- 
digen  Vierecks  nnd  seine  drei  Seilen 
lieissen  die  drei  l)  i  ;i  ^  o  na  1  en  des  voll- 
ständigen N'iereeks.  seine  Krken  di«'  D  i  a  g  oii  a  1  ji  ii  ii  k  t  c  dessrllM'ii; 
ziehen  wir  welche  Linie  cb  ninl  c,b,  r»'sp.  in  b  und  b,  lirllV, 

so  ist,  weil  die  vier  Strahlen  //a,  />'b.  />'c,  die  (icrad«'  c,b, 
resp.  in  vib,c,b,  Ireflen,  das  Doppelverhrdlnlss  «ler  vier  Strahlen 
eiiunal  gleich  (abcb)  und  zweitens  gleieli  (abiC,  b|}  (§5),  mithin 

(abcb)  =  (ab,  c,b,). 
Die  vier  Strahlen     a,  ^jb, ,  i?|C,,  i^,  b,  treflcn  aher  die  (leradc 
cb  in  den  resp.  Punkten  abbc  und  Cib|  in  abiCib],  uiitliiu  ist 

(a(iC|bi)3s  (abbc) 

folglich  auch 

(abcb)  =  (abbc). 
Nun  ist  aber  allgemein  (§  0,  2)  (abcb)  (abbc)  =  1,  folglich 

(abcb)2  =  1. 

(abcb)  seihst  also  -f  1  oder  —  1;  den  Wcrtli  +  1  kann  dies 
Doppclverbäitniss  nach  S  7  nicht  haben,  weil  derselbe  nur  dann 
auririlt,  wenn  zwei  zugeordnete  Punkte  zusammenfallen,  was  hier 
offentiar  nicht  der  Fall  ist,  mithin  muss 

(abcb)  =  - 1 

sein,  d.  h.  (g  8)  die  vier  Punkte  abcb  sind  harmonisch  gelegen, 
ebenso  abiCibi:  folglich  sind  auch  die  Tier  von  B  ausgehenden 
Strahlen  vier  harmonische  Strahlen  und  ebenso  die  vier  durch 
laufenden  Strahlen;  da  von  den  letzteren  sowohl  die  Gerade  CC| 
als  auch  bbi  in  vier  harmonischen  Punkten  getroffen  wird,  durch 
welche  die  vier  von  a  ausgehenden  Strahlen  laufen,  so  sind  auch 
die  letzteren  vier  harmonische  Strahlen.  Wir  können  daher  fol- 
genden Satz  aussprechen: 

Beim  vollständigen  Viereck  bilden  in  jedem  der 
drei  Diagonalpunkte  die  beiden  Seiten  und  die  beiden 

SehrSur,  Theori«  d.  Kefetodin.  2 
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Diagonalen,  wpIcIk;  du  ig  Ii  (lt'nsell>«ii  geh»' n,  vier  har- 
monische Straiilcn  und  zwar  je  ein  Paar  /ugcurdnele. 

Diesellin  Figur  hlsst  sich  auch  anders  auffassen:  Wir  können 
die  vier  V«  rhindungslinicu  et)  Cji),  cCj  bb,  als  vier  heliebifjje  Ge- 
rade in  der  Ebene,  ein  vollständiges  V'ierseil  ansehen;  (Uese  vier 
(ierach'ii  schneidjMi  si(  Ii  in  drei  Punklenpaaren .  den  sechs  E(  kcn 
des  vollständigen  Vierseits  oder  den  drei  Paar  Gegeneckeii,  nämlich 
B  inul  <x,  c  und  bj ,  b  und  c, ;  die  drei  Verhindungslinien  dieser  drei 
Paar  Gegenecken  lieisseii  Diagonalen  des  vollständigen  Vierseits, 
ihre  Schnittpunkte  die  Diagunalpunkte.  Uiernacli  laulel  der 
vorige  Satz: 

lieini  voUsl  äiidigeii  \  i  eis  eil  bilden  auf  jeder  der 
drei  Diagonalen  die  beiden  Ecken  des  Vierseils  und 
die  Schnittpunkte  der  beiden  an  «lern  Diagonalen  vier 
harmonische  Punkte  und  zwa  r  je  ein  Paar  zugeordnet  e. 

Es  rolt;L  bieraiis  leicht  eine  Konstruktion  sowohl  des  vierten 
harnioriischen  Punktes  als  auch  Strahles  zu  drei  gegebenen  allein 
mil Hülle  des  Eineals,  wenn  zwei  als  zugeordnete  angmonnnen  sind: 

1)  Sind  aul  einer  Geraden  drei  Punkte  alu  gegeben,  inid  soll 
der  vierte  harnionischc  dem  c  zugeordnete  Punkt  b  gefiniden  wer- 
den, während  vi  und  b  das  eine  Paar  zugeordneter  Punkte  ist, 
so  ziehe  man  durch  c  einen  beliebigen  Strahl  und  nehme  zwei 
beliebige  Punkte  x  und  y  auf  demselben»  verbinde  x9l,  xh,  yd» 
yh  und  bestimme  die  Schnittpunkte 

(xa,  yh)  und  (a:b,  ya), 
deren  Verbindungslinie  die  Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte  b  triOl. 

2)  Sind  drei  durch  einen  Punkt  0  gehende  Strahlen  abif  ge- 
geben und  man  soll  den  vierten  harmoDischen  dem  c  sngeordne- 
teil  Strahl  //  finden,  während  ab  das  andere  Paar  zugeordneter 
Strahlen  sind ,  so  ziehe  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  e 
irgend  zwei  Gerade,  welche  a  und  b  resp.  in  ah  und  a,  trelfeo; 
dann  giebt  der  Schnittpunkt  (abp  ba,)  mit  0  Terbunden  den  ge- 
suchten vierten  harmonischen  Strahl  d. 

§  10.    Allgemeine  Folgerungen  aus   der   Gleichheit  der 
Doppelverhältnisse.  Konstruktion  entsprechender  Elemente 
zweier  projektiv ischer  Gebilde. 

Die  am  Ende  des  §  ö  bewiesene  Gleichheil  der  Doppelver- 
hältnisse zwischen  irgend  vier  Punkten  einer  Geraden  und  vier 
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Strablen  eioes  StraUbflachel«»  welche  durch  jene  gehen: 

(abcb)  =  {abed) 

liefert  /.uvOnlerst  zut-i  allgemeine  Sfilze,  deren  specielle  Fälle  für 
hnniionische  I*unkle  und  Strahlen  wir  bereits  augewendet  haben, 
nämlich : 

1)  Zieht  man  dincli  ein  hr  liehig  es  S  Ir  a  Ii  1 1»  ü  seh  ei 
von  vier  Strahlen  ahrd  irgend  welche  Gerade  (Trans-  . 
versalen),  die  jene  resp.  in  den  Pnnkleii  ab  et)  Ir*  fltii, 
so  ist  der  Werth  des  Du[>pelverhüilni:>ses  (abcb)  innner 
derselbe 

(aBcb)  =  con«t 

welches  aurli  die  Lage  dei-  hindurchgehenden  Trans- 
versale sei,  nämlicii  gleich  dem  Wert  he  des  Düppel- 
Verhältnisses  der  vier  Slralilcn  [abcd). 

2   Verhindel    man  irgend  Pnnklr  abcb  einer 

Geraden  mit  hei  i  eiligen  Punkten  der  Khene  durch  je 
vier  Strahlen  nhcd,  so  haben  diese  Strablbüscbei  im- 
mer dasselbe  Doppelverhälmiss 

{ab cd)  £=5  cofisL 

welches  auch  die  Lage  ihres  Mitlelpunktea  sei,  nlm- 
lieh  das  DoppelverhAltniss  der  Wer  Punkte  (abcb). 

Da  ferner  diese  Gleichheit  der  DoppelferhUtnisae  zwischen 
entsprechenden  Elementen  der  beiden  in  perspektivischer  Lage  be- 
findlichen Gebilde  ganz  unabhängig  ist  ?on  der  perspekÜTischen 
Lage,  indem  sie  nur  die  AbstSnde  der  Punkte  und  die  Winkel 
zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  enth&lt,  so  liieibt  sie  auch 
.bestehen,  wenn  die.perspektiTische  Lage  aufgehoben  wird,  und 
enthftlt  das  allgemefne  Gesetz  fOr  die  projektiTische  Be- 
ziehung (S  2)  eines  Strahlbflschels  und 
dner  Punktreihe  auf  einander.  Wenn  wir 
also  die  Strahlen  eines  StrahlbOschels  und 
die  Punkte  einer  Pnnktreihe  projektivisch 
auf  einander  beziehen  wollen,  so  dürfen 
wir  drei  Paar  Elemente  abc  und  al^c  wlll- 
kflhrüch  als  entq»rechende  annehmen  (Fig. 
6),  denn  erst  zwischen  vier  Paaren  besteht 
die  BedhBgung 

(a6cd)  sss  (al^cb). 

2* 
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Durch  jene  drei  Paar  ist  aber  die  nezieliuiit:  vollsläinlig  «md  ein- 
deutig,' bestiniinl;  denn  nclinien  uir  ciiicii  beliehigcn  vierten 
Strahl  d  de>  Strahlhfisehcls,  so  ist  dei-  W  erth  von  {ab  cd]  gegeben, 
nn«i  da  ^atufc)  densrllxMi  gegebenen  Wrrll»  ijal ,  so  giebt  es  nur 
einen  bestinnnten  Punkt  7  ,  welcher  diesen  Werth  helert,  wo- 
lern  man  auch  das  Vorzeielien  <les  Werthes  von  ab  et)  berii(  k- 
sichligt.  (Will  fuau  vou  dem  Vorzuicbcn  absehen,  so  würde  durch 

die  vorige  Glelchuiig  das  VerbMtniss  ^  nur  seinem  aiwolulen 

Warthe  nach  gegeben  sein  und  die  Lage  des  Punlites  b  wftre  dann 
zweideutig;  ob  aber  l)  zwisclien  ab  oder  ausserhalb  ab  liegt,  ent* 
sciieidet  alsdann  die  Uebereinstinimung  des  Drehungssinnes  mit 
dem  Richtungssinn  in  beiden  projelitivisclien  Gebilden  und  diese 
gestattet  nur  eine  Lage  von  b;  siebe  §  4).  Demnacli  gehört  zu 
jedem  Slrahie  d  nur  ein  einziger  entsprechender  Punkt  b  und  auch 
umgekein  t ;  lassen  wir  den  Strahl  d  das  ganze  Strahlbüschcl  durch- 
streichen ,  so  wird  der  entsprechende  Punkt  die  ganze  Punktreihe 
durchlaufen.  Wir  können  also  den  allgemeinen  Satz  aus- 
sprechen : 

Sä  mnillichePaare  entsprechen  der  Elemente  zw  ei  er 
pro jektivischer  Gebilde  (eines  Strahlbüsehels  und 
einer  Punktreibe)  sind  vollständig  bestimmt  durch 
drei  l*aar  entsprechender  Klem enle ,  welche  willkühr- 
lieh  angenommen  werden  können;  zu  jedem  vierten 
l<]lement  des  einen  Gebildes  kann  das  entsprechende 
Kienienl  des  andern  aus  der  Gleichheit  der  Doppel- 
Verhältnisse 

{abcx]  =  (aber) 

unzweideutig  ermittelt  w  erden  und  die  beiden  G ebildc 
lassscn  sich  dadurch,  wenn  sie  in  beliebiger  (allge- 
meiner) l^age  sich  befinden,  in  ihre  ursprüngliche  per- 
spektiviscbe  Laiie  zurückbringen. 

Wir  werden  bald  Konstruktionen  ermitteln,  um  enlsprerlu  nde 
Elemente  bei  allgemeiner  Lage  der  Gebilde»  allein  mittels  des 
Lineals  zu  erhalten.  (Siehe  Ende  des  §). 

Die  beiden  im  Anfange  dieses  §  ausgesprochenen  Sätze  lassen 
sicli  mit»  in  dem  Sinne  erweitern,  dass  man  an  Stelle  von  vier 
Strahlen  und  vier  Punkten  das  ganze  Strahlbüschel  und  die  ganze 
Puuktreihe  treten  lässt  und  an  Stelle  der  Gleichheit  der  Doppel- 
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(Piff.  7.) 


Verhältnisse  die  (Iiircli  dieselbe  gegebene  projeküvbdie  Beziehung 
entsprechender  Eieineiite  zweier  (leliilde. 

Wir  sagen,  zwei  i*unl(treiheii  abcb 
...T...  und  ttibiCib, .. . ti...  befind)en 
sieb  in  perspektivischer  Lage,  wenn  sie 
sich  in  demsellien  Straldliüscliel  B  lie- 
finden,  d.  Ii.  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  a  vi| ,  b  t>,  .  . .  r  ij 
sämtullich  durcli  einen  IMnikl  D  laufen 
(Fig.  7);  der  Punkt  B  lieisst  dabei  Pro- 
jeklionspunktfdiesännntln  h(>nStraU-  %^ 
leti  aai,  bl\,  cc,  ...  l'rojeklions- 
sirahleu,  diejenigen  l^unkte,  Mel<  li<>  ;iur  demseihen  Projcktions- 
slrabie  liegen,  e  n  t  s  p  r  e  c  Ii  e  n  d  e  i '  u  n  k  l  e.  Diese  lieziebung  ent- 
sprechender Punkte  der  lieiden  Punklreilien  ist  demselben  (be- 
setze iMiterworfen,  wie  die  Irüher  bctrarlilete  Beziehung  zwiselicn 
Strablbüscliel  und  Puuktreihe,  dass  uAinlieii  für  irgeiul  vier  Paar 
entsprechender  Elemente  die  Gleichheit  der  Doppelverbältnisse  statt- 
findet (a  b  c  v)  ==  (a,  b,  C|  Ti)  Dach  S  10.  1). 

Diese  Dezieiiun^'  l)leil»l  ;dso  liesteheii,  auch  wenn  die  pcrspekÜ- 
visclie  Lage  nurgelioln'n  wird,  und  heisst  für  die  allgemeine  Lage 
der  beiden  Punklreilien  die  projektivische  Beziehung  derselben, 
oder  die  (^ehildc  selbst  projektivisch.  Der  vorhin  für  Sirahlbüschel 
und  Puiiktreihe  ausgcsprocheni  allgemeine  Satz  gilt  jetzt  in  ganz 
gleicher  Weise  für  zwei  projektivis(  h« 
Punklreilien.  Anderseits  sagen  wir, 
zwei  Strahlbüschel  ahc(l...x  —  und 
0]  d]    r/, . . .  j*,  ...  befinden  sich  in 


(Fig.  8.) 


perspeklivisc  her  Lage ,  wenn  ihre 
Strahlen  durch  die  Punkte  derselben 
Punktreibe  gehen  oder  die  Schnitt-  2^^<^X 
punkte  entsprechender  Strahlen  (rtrt|) 
{bbi)  (cc,) . .  (xXi)  auf  derselben  Ge- 
raden ^  liegen  (Fig.  8);  diese  Gerade  heisst  alsdann  der  per- 
spektivische Durchschnitt  der  beiden  Strablbüscliel  und 
Immer  zwei  entsprechende  Strahlen,  welche  durch  densel- 
ben Punkt  des  fierspektivischen  Durchschnitts  gehen.  Diese  Be- 
ziehung eolsprechender  Strahlen  der  beiden  Strahlbüschel  auf  ein- 
ander ist  demselben  Gesetze  unterworfen,  wie  die  früher  unter- 
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Buclile  ßeziehung  zwischen  Strahlböschel  und  ruiiklreihe, *  dass 
nämlich  für  irgend  vier  Paar  entsprechender  Elemente  die  Gleich- 
heit der  Doppelverhältuisse 

[abcs^  =:  c,a',) 
stallündel  (nach  §  10,  2);  sie  bleibt  also  bestehen,  anch  wenn 
die  perspektivische  Lage  aurgehoben  wird,  und  heisst  ebenfalls  fin* 
die  allgemeine  Lage  zweier  Slrahlbüschel  projcklivische  Be- 
ziehung derselben,  oder  die  Gebilde  selbst  projektivisch.  Der  vor- 
hin für  Straldbüschel  und  Punklreihe  ausgesprochene  allgemeine 
Salz  gilt  jetzt  in  ganz  gleicher  Weise  für  zwei  projektivische  Strahl- 
büschel. 

Wir  haben  biedurch  eine  eindeutige  gegenseitige  Abhän- 
gigkeit der  Elemente  zweier  Gebilde  (mögen  diese  1)  Slrahlbüschel 
und  Ptinktreihe  oder  2)  zwei  Punktreihen  oder  3)  zwei  Strahl- 
büschel sein)  aus  der  perspektivischen  Lage  derseihen  abgeleitet 
ond  durch  die  Gleichheit  der  DoppelverhftltDisse  zwischen  irgend 
vier  entsprechenden  Elementenpaaren  unabbSnglg  von  der  per- 
spektivischen Lag«  aiisgedrOckl,  so  daas  wh*  auch  umgekehrt 
schliessen  können: 

Wenn  die  Elemente  zweier  Gebilde  in  der  Weise 
einander  entsprechen,  dass  zwischen  irgend  rieren 
des  einen  Gebildes  und  den  entsprechenden  des  an- 
dern die  Gleichheit  d(;r  Doppclverhiitnisse  staltfindet, 
zugleich  aber  auch  Uebereinstimmung  des  Drehungs- 
sinnes (oder)  und  Richtungssinnes  (§4)  herrscht,'  dann 
sind  die  beiden  Gebilde  projektivisch  d.  h.  können  in 
perspektivische  Lage  gebracht  werden. 

Hieraus  folgt  ein  allgemeiner  sehr  tiünfig  zur  Anwendung 
kommender  Satz: 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Gebilden  (Punkt- 
reihen oder  Strahlbüschel)  in  der  Verbindung  mit  ein- 
ander stehen,  dass  das  erste  mit  dem  zweiten,  das 
zweite  mit  dem  dritten,  das  dritte  mit  dem  vierten 
U.S.  r.  das  vorletzte  mit  dem  letzten  projektivisch  ist» 
so  ist  auch  das  letzte  mit  dem  ersten  projektivisch. 

Wir  wollen  liicvon  sogleich  eine  Anwendung  machen  zur  Kon- 
struktion entsprechender  Elemente  bei  zwei  projcktivischen  Gebil- 
den, deren  Beziehung  durch  drei  Paar  wÜlkOhrlich  gew&hlte  £le* 
menlenpaare  bestimmt  wUil: 
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(Fig.  9.) 


a)  Sind  auf  zwei  Geraden  %%i  drei  Paar  Punkte  a(c  und 
a,  b|  C|  wttlkülu^icli  gegeben  und  sollen  diese  entaprecliendePuniiten- 
paare  sweier  projektivischen  Punkireihen  sein,  so  ist  durdi 
sie  die  ganie  projcküfische  BezieliuDg  Test  bestimmt  und  es  kön- 
nen beliebig  viele  andere  Paare  ent^ 
sprechender  Punkte  allein  mittels  des 
lineab  in  folgender  Welse  konstrulrt 
werden:  Man  siehe  aai  und  nehme  in 
diesem  Strahl  zwei  beliebige  Punkt» 
B  und  jP,  an  (Fig.  9),  dann  treffen 
sich  Bh  und  J9,bi  in  ferner  Bt 
und  ^1  Ci  in  y  ;  man  siebe  ßf  und 
Terblnde  irgend  einen  Punkt  |  dieser 
Linie  einmal  mit  B  und  das  andere 
Mal  mit  wo  diese  Strahlen  S  und  %  treffen,  hat  man  allemal 
iwei  entsprechende  Punkte  t  und  ti  der  beiden  Punktreihen ;  bewegt 
man  |  auf  der  Geraden  ßy,  so  erhftlt  man  dadurch  sftmmtllche 
Paare  entsprechender  Punkte.  Die  Riclitigkeit  dieser  Konstruktion 
ist  mit  Hälfe  des  vorigen  Satses  evident,  denn  bezeichnen  wir 
noch  den  Schnittpunkt  von  ßy  mit  aaj  durch  a,  so  Ist  die  Punkt- 
reihe  aber.,  projeküvlsch  mit  der  Punktreihe  «ßyi,  wdl  beide 
perspektivisch  liegen  (im  Strahlböschei  S) ,  femer  «ßy^  projektl- 
visch  mit  a|b|C|i;|,  well  beide  perspektivisch  liegen  (Im  Strahl* 
bttochel  Bi),  fddglich  auch  aber.,  projektivisch  mit  ai  Cj  Ti 
w.  z.  b.  w. 

Andere  Konstruktion.  (Fig.  10).  Man  nehme  hi  dem 
Stralde  aOf  einen  beliebigen  Punkt  B  an 
.und  stehe  durch  ai  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  von  B'b  und  Bt  resp.  in 
ß  und  y  getroffen  wird;  dann  mögen 
sich  ßf>i  und^^Ciin^i  treffen;  verbhi- 
det  man  irgend  einen  Punkt  r  der  ersten 
Punktreihe  mit  B  und  trifft  2^;;  in  |  die 
Gerade  ßy,  so  wird  |  die  zwdte  Punkt- 
refthe  in  dem  gesuchten  entsprechenden 
Punkte  Ti  treffen. 

b)  Sind  durch  die  Mittelpunkte  B  und  B^  drei  StraMenpaare 
abe  und  «i^iCi  willkflhrllch  gezogen  und  sollen  dieselben  ent- 
sprechende Straiden  zweier  projektiviscber  StrahlbQschel  B  und  B^ 
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sein,  so  isl  durch  sie  die  ganxe  projekUvisohe  BedebuDg  voUkom- 
men  besümmt  und  es  kADoen  beliebig  viele  andere  Paare  ent- 
sprechender Strahlen  allein  mittels  des  Lineals  in  folgender  Weise 
konstmhrt  werden:  Dnrch  den  Schnittpunkt  {a,  aj)  siehe  man 
zwei  beliebige  Gerade  K  und  %  und  bestimme  die  Schnittpunkte 
{%b):^h  («c)=sc  («,*,)  =     («,«,)  ^  CCi)  0. 

Jeder  durch  0  gebende  Strahl  trIOl  %  und  9(i  in  iwei  solchen 
Punkten  t  und  T|  *  dass  dieselben  mit  B  und  Bf  verbunden  zwei 
.  entsprechende  Strahlen  der  beiden  Strablböschel  liefern  und 
wir  erhalten  durch  die  Bewegung  der  Geraden  um  0  die  simmt- 
llchen  Paare  entsprechender  Stralden.  Der  Nachweis  der  Richtig- 
keit dieser  Konslruktion  sowie  die  Uebertragung  der  zweiten  im 
vorigen  Falle  a)  angegebenen  Ktfnatruktlon  wird  für  den  Leser 
ohne  Schwierigkeit  sein. 

c)  Sind  drei  Strahlen  abc  eines  Strahlböschels  B  und  drei 
Punkte  aib|€|  einer  Geraden  %  wiUkflhrlich  gegeben  und  sollen 
dies  entsprechende  Elemente  zweier  projektivischen  Gebilde  B,  %i 
sein,  so  ist  durch  sie  die  ganze  projektivische  Beziehung  vollstin- 
dig  bestimmt  und  es  können  beliebig  viele  andere  Paare  entspre- 
chender Elemente  allein  mitteis  des  Lineals  in  doppeller  Weise 
konstruirt  werden:  entweder  man  schneide  das  Strablbüschel  B 
durch  «ine  beliebige  Transversale,  wodurch  man  drei  Schnittpunkte 
Abc  auf  derselben  erhSlt,  suche  nach  a)  zu  abc  und  aib|Ci  be- 
liebig viele  Elementenpaare  rii  und  ztehe  ^r,  so  ist  dieses  der 
jedesmal  entsprechende  Strahl  zu  tii  oder  man  verbinde  einen 
beliebigen  Punkt  ^,  mitaibfCi  durch  drei  Strahlen  suche 
nach  b)  zu  abc  und  aj^iCj  beliebig  viele  Paare  entsprechender 
Strahlen  xxi ;  der  Schnittpunkt  von  Xi  mit  %i  liefert  demjenigen . 
Punkt  Ti*  weicher  dem  Strahle  x  entsprechend  ist. 

§  11.   Bedingung  für  die  perspektivische  Iiage  sweier 

proiielEtivisofaer  Gebilde. 

Zwei  projektivische  Gebilde:  ein  StrahlbAschel  und  eine 
Punktreihe  befinden  sich  dann  in  perspektivischer  Lage,  wenn 
jeder  Strahl  des  Strahlbuscheis  durch  den  Ihm  entsprechenden 
Punkt  der  Punktreihe  geht  (g  2)  oder  jeder  Punkt  der  Punkt- 
reihe auf  dem  ihm  entsprechenden  Strahl  des  StrahlbQschek 
liegt.  Dies  ist  der  Fall  fQr  jedes  Elementenpaar,  sobald 
es  nur  für  irgend  drei  Paar  entsprechender  Elemente  statt- 
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fludet,  weil  durch  diese  drei  PMre  die  gaiize  projeküvische  Be- 
ziehung besümml  wird.  Hat  naii  daher  ein  Strahl büscliel  und 
eine  mit  ihm  projelttivisdie  Puolttreihe  in  irgendwelcher  l^age,  so 
dürfte  es  hAchätens  zwei  Mal  forltonimen,  dase  Strahlen  durch  die 
ihnen  enUprcchendeo  Panlit«  fiekmi  denn  litoe  es  drei  Mal  vor» 
so  müssten  sämmtttcfae  Strahlen  durch  die  ihnen  enlsprechenden 
Punkte  gehen  und  die  beMen  Gebihie  lügen  perspektivisch. 

Zwei  projektiviscbe  Punktreihen  beAnden  sich  In  perspekti- 
vischer Lage,  wenn  die  Verbhidungsstrahlen  simmtlicher  Paare 
elitsprechender  Punkte  (Projektlonsstrahlen)  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  (Projektionspuuki)  gehen  ($  10) ;  dies  wird  auch  hier 
för  sümmtliche  Paare  der  Fall  sein,  subald  es  f&r  irgend  drei 
Paare  stattfindet,  weil  durch  drei  Paare  die  ganze  projektiviscbe 
Beziehung  bestimmt  wird.  Derjenige  Prujcktionsstrahl,  welcher 
bei  der  i»d\spektivischen  Lage  der  beiden  Punktreihen  nach  dem 
Schnittpunkte  ihrer  TrSger  hingeht,  trifft  sie  In  zwei  zusammen- 
liegenden, im  Schnittpunkte  vereinigten  Punkten,  welche  entspre- 
chende Punkte  sind ;  umgekehrt:  wenn  im  Schnittpunkte  der  Trft- 
ger  beider  Punktreihen  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind, 
so  wird  der  sie  verbindende  Projektionsstrahl  seiner  Richtung 
nach  unbestimmt  oder  kann  jede  Gerade  sein,  die  durch  diesen 
Schnittpunkt  geht;  suchen  wir  daher  den  Schnittpunkt  zweier  be- 
liebiger anderer  Projeklionsstrahlen  auf  und  Verbinden  ihn  mit 
dem  Schnittpunkte  der  Träger,  so  können  wir  sagen,  dass  durch 
ihn  drei  Projektionsstrahlen  gehen,* dass  also  die  beiden  Punkt- 
reihen  pcrsj)eklivisch  liegen;  wir  können  daher  f&r  die  perspek- 
tivische Lage  zweier  Punktreihen  folgende  einfachere  Bedingung 
setzen: 

L  Wenn  zwei  projektiviscbe  Punktreihen  so  lie- 
gen, dass  in  dem  Schnittpunkte  Ihrer  TrSger  zwei 
entsprechende  Punkte  vereinigt  sind,  so  befinden  sie 
sich  In  perspektivischer  Lage,  d.  h.  die  Verbindungs- 
linien sftmmtllcher  Paare  entsprechender  Punkte  lau- 
fen durch  einen  Punkt 

In  gleicher  Welse  verhilt  es  sich  mit  der  perspektivischen 
Lage  zweier  projektlvlscher  StrahlbQBchel;  dieselbe  findet  dann 
statt,  wenn  «He  Schnittpunkte  sftmmtUcber  Paare  entsprechender 
Strahlen  auf  derselben  Geraden  liegen,  und  dies  Ist  der  Fall,  so- 
bald drei  von  diesen  Schnittpunkten  In  einer  Geraden  Uegen;  diese 
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Bedingung  wird  aber  wieder  dadurdi  erfüllt,  dase  auf  die  Ver- 
Undnngslinie  der  BHUelpunlite  swei  entsprediende  Stralilen  zu- 
sammenfallen, weil  deren  Sclmittpiiol^t  jeder  beliebige  ihrer  Punlite 
sein  kann;  die  Verbindungslinie  der  SchnittponkCe  zweier  belie- 
biger anderer  Strahlenpaare  enthftlt  dann  also  drei  solcher  Punlite 
und  die  Gebilde  liegen  somit  perspektifisch;  also: 

0.  Wenn  zwei  projcktiTische  Strahlbdschel  so  lie- 
gen» dass  auf  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  susammenrallen,  so  be- 
finden sie  sich  In  perspektivischer  Lage,  d.  b.  die 
Schnittpunkte  simmtlicher  Paare  entsprechender 
Strahlen  liegen  auf  einer  Geraden. 

Diese  heidcii  Sälze  werden  in  <Ier  Folge  die  iiäufigsle  An- 
wendung finden ;  beispielsweise  wollen  wir  ein  I*aar  geonietriscLe 
Sätze  aus  ihnen  al)Ieilen: 

Werden  zwei  sich  in  «  trelleiide  Gerade  von  drei  durch  einen 
Punkt  gehenden  Strahlen  in  den  Punkten  ahy  luid  ^^,61/1  ge- 
troiTen  (Fig.  Iii  und  nehmen  wir  auf  yy,  zwei  heliehige  l'unkle 
cc^  an,  so  werden,  weil  die  Punkte  aaby  und  ««,//, y,  pei*spekti- 
visch  liegen,  wenn  wir  c  unl  den  crstercn  und  c,  mit  den  letzte- 
ren verbinden,  in  c  und  r,  zwei  projektiviselie  Strahlbüscliel  von 
je  vier  Strahlen  eulstelien;  diese  haben  ali<  1  ,  weil  cy  imd  c^y, 

zusannuenlallen  auf  cc^  nothw en- 
dig perspektivische  Lage  (I; ,  mit- 
hin liegen  die  drei  Schnittpunkte 
{ca,  Cjflj)  (c6,  nnd  a  oder 
{ab,  fl^l>^)  in  einer  Geraden  d.  h.  * 

W  e n n  z  w  ei  Dreiecke  abc 
und  (l^b^r^  so  liegen,  dass 
die  V  e  r  1)  i  n  d  u  n  g  s  I  i  n  i  e  n  i  h  - 
r e r  E c k e n  aa^^  b ,  er,  d u r c h 
einen  Punkt  laufen,  dann 
liegen  die  Schnittpunkte 
ihrer  korrespondir enden  Seiten 

(aft, -aifri)  (6c,  &|Cj  (ca,  C|«j) 

auf  einer  Geraden. 

Der  hl  derselben  Weise  absnleltende  gleichlaufende  Satz  ist 
zugleich  der  umgekehrte  von  diesem: 
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Wenn  iwei  Dreiecke  aAc  unda|6|e|  so  liegen,  das» 
die  drei  Schnitlpunkte  ilirer  Seiten  {ab,  (6c,  6|C|) 
und  {ca,  C|«r,)  auf  einer  Geraden  sich  finden,  so  laufen 
die  Verbindungslinien  ihrer  korrespondlrenden  Ecken 
««1,  6d|*  0C|  durch  einen  Punkt 

Denkt  man  sich  noch  ein  drittes  Dreieck  0362  so  gelegen 
(perspektivisch),  dass  66|fr2i  ee^e^  in  je  einer  durch  den 

Punkt  B  gehenden  Geraden  liegen,  so  kommt  der  vorige  Satz  drei 
Mal  zur  Anwendung  und  die  Schnittpunkte  korrespondirender  Sei- 
tenpaare liegen  drei  Mal  zu  je  dreien  auf  einer  Geraden;  diese 
drei  Geraden  laufen  wieder  durch  einen  Punkt;  bezeichnen  wir 
nämlich  diese  Schnittpunkte  in  mehr  symmetrischer  Weise: 

(6,  r, ,      c^)  =  a    {b.,  c^,  bc)  =  «,     (/>  c ,  = 
(rj  u^ .  c.^ a.^)  =  ß    (r.^ ,  ca)  =  ß^     [ca,  Cj  a,)  =  /J, 
(ö,  b^ ,  a^h.j]  =  y    {a.^h^,  ab)  =  y,    {ab,  a^  b^)  =  Yi 

so  liegen  nach  dem  vorigen  Satze  sowohl  «ßy  als  aiuli  «, 

um!  «iß-^yi  i'»  je  einer  Geraden;  fassen  wir  nun  die  beiden  Dreiecke 

aa|«2  ^'"•l  ßßißi         ^^'^  ergiebt  sich  ans  dem  Schema,  dass 


«  a,  ideuUscli  isl  niil 


ß  ß^  ideiitiscb  uiil  r.^aj 
ßxßi       '         '    c  a 


folglich  der  Sclmittpunkt 

(««(,/}  /}|)  identisch  mit 

(«,«  ,       )       -       -  c,. 

Da  nun  ecjc.  In  einer  Geraden  liegeA,  so  müssen  nach  dem 
vorigen  Salze  uß,  a^ß^,  a^ß^  sich  in  einem  Punkte  treffen.  Whr 
haben  daher  folgenden  Salz: 

Wenn  auf  drei  durch  einen  Punkt  0  gehenden 
Strahlen  sich  die  Ecken  von  drei  Dreiecken  abe^  a,  6,  Cp 
0,62^2  gelegen  vorfinden,  dass  eia|a2*  bb^b.^,  cqcj  in 
je  einem  Strahle  liegen,  dann  werden  von  den  Schnitt- 
punkten korrespondirender  Seiten: 

{b^c^,  b^c^)z=ia    {b.^c^,  bc)  =  a^    {bc,  fc,«?,)»«, 
{c^'l^,  c^a^)  =:  ß    (cjflf.^,  Cfl)  = /?!    {ca ,  c^a^)  = 
(a,  b^ ,  a^  b^)  =  y    {a.,  b^ ,  ab)  =  y^    [a  6,  Oj  6|)  = 
die  Punkte:         ^^vßiYi»  "2ß%y2         einer  Geraden  lie- 
gen und  diese  drei  Geraden  durch  einen  Punkt  Q  laufen. 
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Diese  Figur  Helen  ein  eigentliüiuliclies  ArraagenieDt  von 
15  (HM-adeii  und  20  Punkten  In  der  Art,  dass  immer  4  von  den 
20  l'unklcn  auf  einer  der  15  (irradon  lie^^M»  und  immer  3  von 
deu  15  Geraden  durcli  eioen  der  20  Punkte  lanren.  Die  20  Punkte 
entsprechen  sich  ferner  paarweise  in  der  Art,  dass,  wenn  man 
von  irgend  einem  ausgeht«  die  drei  durt-h  ihn  gehenden  Geraden 
und  die  auf  letzteren  gelegenen  Ecken  dreier  Dreiecke  aursuclit, 
die  angegebene  Konstruktion  zu  einem  luiftliramlen  anderen  I'uuide 
des  Systems  führt,  ebenso  wie  man  von  0  zu  Q  geiaagt.*) 

§  12.  Bosondero  Elemente  bei  zwei  projokti vischen  Punkt- 
reihen.  Doppeltes  System  entsprochonder  gleicher  Streokeu« 

Unter  allen  l*aaren  entsprechender  Punlite  l>ei  swei  pro- 
jekiivischen  l*uuktreihen  ^iel)i  es  einige  von  besonderer  £igen* 
tbümiichkeit ,  ^^elcllc  ihrer  Bedeutung  wegen  nSher  untersucht 
werden  sollen;  bei  jeder  Geraden  ist  der  unendlich  entrerntc 
IVnikl  von  besonderem  Interesse,  weil  er  seine  Eigenthömlicbkeil 
nklit  verändert,  wenn  die  Gerade  irgendwie  ihre  i^age  verändert 
(S  3)«  Nennen  wir  hei  zwei  projektivischen  Punktreihen  ^^i, den 
unendlich  entfernten  Punkt  der  einen  q,  den  der  andern  r,,  so 
werden  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  qt  und  i  von  besonde- 
rer Bedeutung  sein.  Deniten  wir  uns  die  beiden  Punktreilien  in 
perspektivische  Lage  gebracht,  wodurch  die  unendlich  entrernten 
Punkte  sich  nicht  indem,  und  sei  B  der  Projektionspunkt  für  die 

perspektivische  Lage 
(Flg.  12),  so  treffen 
die  durch  B  lu  den 
Trägern  der  beiden 
Punktreihen  gezoge- 
nen Parallelen  jene  in 
den  beiden  Punkten  r 
und  qi.  Die  durch  diese 
Buchstaben  r,  qi  sank- 
tionirten  ausgezeichneten  Punkte  heissen  daher  die  Durch- 
scbnittspunkte  der  Parallelslrahlen  und  sind  nichts  an- 

*)  Auf  diese  Fignr  hat  zuerst  Hesse  (im  Cre  1 1  eschen  Journal  für 
reine  und  anpewandto  Mathematik  Jid.  41  8eitc  270 1  aufmerkHani  go 
macht  und  gezeigt,  dass  dioselhe  bei  der  äteiuerscheu  Erweiterung 
dea  PaacaUchea  SaUos  auftritt  (§88). 
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deres  als  die  den  unendlich  entfernten  Pankten  ent- 
sprechenden Punkte;  sie  bleiben  uiiverilndert,  wenn  die  per- 
spektifiscbe  Lage  aufgehoben  wird,  weil  die  unendlich  enirernlen 
Punkte  selbst  q  und  Xi  sich  nicht  ilndeni.  Es  könnte  scheinen, 
ab  ob  das  bei  der  perspektifischen  Lage  in  dem  Schnittpunkt  der 
beiden  Triger  vereinigle  Paar  eCf  ein  ausgezeichnetes  Paar  ent- 
sprechender Punkte  wire;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  es 
seine  Eigenlhflnilichkeit  mit  der  Aufhebung  der  perspektivischen 
Lage  verliert  und  jedes  andere  Paar  entsprechender  Punkte  ver- 
eiidgt  ebenfalls  perspektivische  Lage  hervorrufL  Nehmen  wir 
irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  xxi  und  t^t^,  und  die 
besonderen  Paare  tXtt  (|<li*  ^  ^  wegen  der  Gleichheit  der  Dop- 
pelverhAltnlsse 

(Tt>tq)  =  (r,^,ri<|i) 

Ü  .     —      ■  Iili. 

da  Dilti  q  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  ersten  Geraden  ist 
und  allgemein 

so  wird  f&r  t^qsoo 


^  =  1,  ebenso  = 
UT  jriQi* 


mithin 
oder 

rx  .  q,i,  =     .  q,^,; 
halten  wir  also  ein  Paar  V)i),  fest  und  verändern  das  andere  Paar 
XXi,  so  bleibt  dieses  Rechteck  konstant 

VI .  qjYj  s  const. 

uml  wir  sehen  das  ganze  System  entsprechender  Punkte  vermit- 
telst der  Durchschnittspunkle  der  I'arallelstrahlen  durch  eine  viel 
einfachere  Relation  mit  einander  verbunden,  als  es  die  Gleichheit 
der  Dopiielverhältnisse  war,  denn  es  gilt  der  Satz: 

Hei  zwei  projektivisrhen  Punktrcilien  ist  das 
Rechteck  aus  den  Abständen  irgend  eines  Paares  ent- 
sprechender Punkte  von  den  Durrhschnlttspunkten 
der  Parallelstrahlen  unveränderlich. 

Dieses  konstante  Rechteck  soll  „Potenz  der  projektiv!- 
sehen  Beziehung"  genannt  werden. 
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Sobald  man  also  zu  irgend  einem  Punkte  r  den  entsprechen- 
den Punkt  Xi  bestimmen  will,  wird  man  nur  nulhig  haben,  die 
andere  Seite  eines  Rechtecks,  dessen  euie  rr  ist  und  dessen  In- 
halt durch  die  projeklivischc  Beziehung  •«^»  zu  erinillelu 
und  dieselbe  von  (\^  auf  die  andere  Gerade  =  q,  Ti  abzutragen; 
es  entstellt  dabei  aber  noch  die  Zweideutigkeit,  ob  diese  Strecke 
nach  der  einen  oder  andern  Seite  bin  abzutragen  sei  oder  wel- 
cher von  den  beiden  so  erluiltciieu  Lndpunklen  der  wü'kliche  dem 
r  entsprechende  Punkt  Vj  >'  in  wird.  Diese  Zweideutigkeit  wird 
gehoben  durch  die  Nulliwciidigkeil  der  Uebereinsliunnung  des 
Richtungssinnes  bei  zwei  prctjektiviscben  Punkfrcihcn.  Die  Punkte 
r  und  q,  theilen  nändich  jeder  «lie  beiden  Träger  in  zwei  unend- 
lich lange  Ilfdften,  welche  ein/.ehi  eiuander  entsprechen;  dies 
erkennen  wir,  indem  wir  von  der  perspektivischen  Lage  aus- 
gehend, um  den  Projektionspinikt  Ii  einen  veränderliclirn  Strahl 
drehen,  welcher  immer  zwim  enisprebende  Punkte  auf  den  beiden 
Trägern  lixirt  (Fig.  13);  wrdu  end  also  v  die  eine  Hälfte  ?l  von  r 
bis  q  (oo)  duri  bläuft ,  muss  i ,  eine  bestimmte  Hälfte  des  zwei- 
ten Trägers  von  T|  (oo)  bis  q,  durchlaufen,  und  wenn  r  die  zweite 

Hälfte  iö  von  q  (cjc)  bis  r 
durchläuft,  wird  Vj  die  andere 
euLsprechende  Hälfte  von  q, 
bis  r,  (oo)  durchlaufen;  diese 
Hälften  aber  enlsprechen  so 
einander,  dass  i'unkte,  die  auf 
der  Hälfte  91  liegen ,  ihre  ent- 
s|)rechenden  n  u  r  auf  der 
Hälfte  5X,  haben  i  iiic  lif  auf 
der  andern)  und  Punkte,  die  auf  der  Hälfte  Ü3  liegen,  ihre  ent- 
sprechenden nur  auf  23,  haben.  Die  vorhin  aufgetretene  Zweideutig- 
keit ist  also  gehoben  und  es  bliebe  nur  noch  zu  bestimmen,  wie 
die  entsprechenden  Hälften  aus  der  gegebenen  projekti vischen 
Reziehung  zu  ermitteln  seien  bei  nicht  persjiektivischer  Lage.  IHe 
ganze  Reziehung  ist  bestimmt,  sobald  vq,  und  irgend  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  xxi  gegeben  sind,  <h'nn  diese  vertreten  in 
der  Tliiil  drei  Paar  entsprechender  Punkte  rr, ,  qq,,  vr,  .welche 
bekanntlich  die  projektivische  Reziehung  vollständig  bestimmen 
(§  10);  verf(dgen  wir  nun  den  unzweideutig  bestimmten  Rich- 
tungssinn     4)  von  r  durch  x  nach  q  (oo)  und.  nennen  diese 
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UilfLe      80  ist  dadurcii  der  Richtungssinn  Ton  T]  (od)  durch 
nMb  q,  unzweideutig  niilbestimint,  also  die  entsprechende  Hftlfle 
Vf  gefunden;  die  beiden  andern  Hälften  sind  dann  natürlich  auch 
enL<;|)rerIiende  O  und  SBi*.  oder  käner,  diejenigen  Hälften»  auf 
welchen  das  eine  g^bene  Paar  rXt  U^gt»  sind  entsprechende. 

Das  Rechteck  mit  konstantem  Inhalt  und  verftnderllchen  Sei- 
ten kann  insbesondere  ein  Quadrat  werden  und  die  Seile  dieses 
Qnadrates  auf  die  entsprechenden  llAlften  von  t  und  Ton  q|  aus 
aufgetragen,  liefert  zwei  besondere  Punktenpaare»  welche  swar 
von  St  ein  er  keine  eigenen  Namen  empfangen  haben,  aber  durch 
die  Buchstaben 

g  und  0, ,  ^  und  ^ 
(Fig.  12)  sanktionirt  sind;  es  ist  also 

xr  .  q,j,  =  (rß)'  =  (r§)'. 
Selhslverstäiidlicli  behalten  die  besonderen  l*iiiH\le  ^i^,  und 
ihre  FMgeiitluiiitlirhkcil  bei  Aufliebung  der  perspektivischen  Lage  • 
und  sind  daher  eiiensn  wie  r  und  q,  ausgezeichnete  Klenienle; 
ihre  Konsirnkiion  wird  in  elementarer  Weise  mittels  eines  Kreises 
leicht  zu  bewerkstelligen  sein. 

Aus  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks  erglebt  sich 
für  irgend  awei  Paar  entsprechender  Punkte 

die  Proportion 

1?=«'^'  oder  ^^  =  '>'^\ 

worauä  durch  Uinzufügung  von  1  auf  beiden  Seiten  folgt 

VI)         rt)    XV 

h^i  1)1^1 

un<l  dies  ffdirt  zu  einem  bemerkenswerthen  Verhallen  von  Paaren 
entsprechender  Punkte.  Es  lassen  sich  nämlich  hiernach  solche 
Paare  x\)  von  INuiklen  der  einer  Punktreihe  ermitteln,  dass  die 
entsprechenden  Punkte  r,  ^,  eine  gleiche  Strecke  einschliessen, 
oder  kürzer:  es  lassen  sich  gleiche  entsprechende  Strecken  auf 
den  Trägern  der  heiden  Punktreihen  finden;  in  der  Thal,  damit 
S3  jTi^i  sei,  ist  es  nur  nolbwendig,  dass 

also  auch 
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seil  d.  b.  wenn  wir  eine  Slrccku  von  beliebiger  Grösse  von  x 
aus  abiragen  =  rr  und  dieselbe  Strecke  von  q,  aus  auf  dem 
zweiten  Trfiger  =q,t), ,  alsdann  zu  r  und  ^,  die  enlsprecbenden 
Puokte  ^1  uod    besümmeü,  so  Iii  die  Strecke 

•  Wegen  der  wlllkubriichen  Grösse  der  Strecke  xx  und  der  Zwei- 
deutigkeil, wonach  dieselbe  Strecke  in  entgegengesetzten  Rieb- 
tungen  abgetragen  werden  kann,  erhalten  wir  auf  den  beiden 
projektivischen  Punktrdben  ein  doppeltes  System  entspre- 
chender gieicher  Strecken;  tragen  wir  nimUch  eine  Strecke 
?on  beliebiger  L&nge  auf  die  erste  Gerade  von  x  aus  nach  i>eiden 
Seiten  hin  auf 

axsssxh 

und  dieselbe  Strecke  auf  die  xweite  Gerade  von  q,  aus 

und  bestimmen  die  vier  enlsprecbenden  Punkte  aib^cb,  so  ist 
nicht  nur 


Weil  nämlicb  (c,  b,  q,r,)  =  —  1  dies  also  vier  harmoniscbe  Punkte 
sind,  da  q,  die  Milte  von  c,b,  utid  r,  im  IJneiuilicln'ii  ist  8), 
so  mnss  aucb  (cbqr)  =  —  1,  also,  da  q  im  Unendiiclien  liegt,  r 
die  Mitte  von  c  b  stMu ;  aus  gieiclieni  Grunde  ist  q|  die  Milte  von 
'  o^bi;  wir  haben  nun 


Digitized  by  Google 


Pnnktreihen  und  ebener  Hinhlbliscbel  auf  einander.  §  Ii.  13.  ^ 

ca  =  bb  bfbi 

or  .  *=b,<|, 
tb  =j,c, 

cb  s=  l,  c, 

und  auf  gleiche  Weise 

ba  =3  aib| 

und  Terindern  wir  die  wiilliAhrlicli  angenommene  iJinge  to,  so 
erhalten  wir  das  ganze  doppelte  Sj'slem  entsprecliender  gleiclior 
Strecken.   Fassen  wir  das  gewonnene  Resultat  zusammen: 

Bei  zwei  projektivischcn  Punfctreihen  giebt  es 
zwei  Systeme  von  Paaren  entsprechender  gleicher 
Strecken;  jedes  Paar  des  ^nen  Systems  hat  seine  bei- 
den Endpunkte  auf  denselben  entsprechenden  Hälften 
der  beiden  Träger  (schliesst  also  die  Punkte  r  und  q, 
aus);  die  besonderen  Punkte  g  und  ^^  repräsentiren  zwei 
gleiche  entsprechende  Strecken  von  demWertheO,  eben- 
so b  und  bi;  die  Strecken  rq  und  Ti(||  haben  denWerthoo; 
die  entsprechenden  gleichen  Strecken  dieses  Sy- 
stems nehmen  also  alleWerthe  von  0  bis  oo  an;  jedes 
Paar  des  andern  Systems  hat  dagegen  seine  beiden 
Endpunkte  auf  entgegengesetzten  Hälften  der  beiden 
Träger  (schliesst  also  die  Punkte  r  und  qi  ein)  und 
die  entsprechenden  Strecken  dieses  Systems  nehmen 
nur  Werthe  an  zwischen  9b=bidi  rq qjtj  =  oo. 
Jeder  Punkt  einer  Punktreihe  ist  ein  Endpunkt  ffir 
zwei  Paar  entsprechende  gleiche  Strecken,  deren  ei- 
nes dem  einen,  das  andere  dem  andern  Systeme  an- 
gehört und  deren  Konstruktion  oben  angegeben  ist. 

Wir  werden  später  eine  wichtige  Anwendung  hiervon  zu 
machen  liaben  ($  10). 

S  13.  Beuondere  Semiinite  bei  mwni  projektlvlflohen  Strahl- 
bfintiheln.  Doppelte«  Ojw^tm  enteprediender  gi^dher 

WinkeL 

Unter  den  unendlich  vielen  Paaren  entsprechender  Strahlen 
bei  fwei  projektivischen  'Strahlbüscheln  glebt  es  einige  von 
besonderem  Interesse  und  von  ähnlicher  Bedeutung,  wie  bei 
zwei  projektivischen  Puuktreiiien  die  Punkte  tti»  ggt  und 
bbi  (S  1^}»        ganze  Doppelsyslem  entsprechender  gleicher 

SrhrüliT,  Tlimm  il.  Keftrliichn.  3 
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Slrerken  findet  sich  liinr  wiodor  als  S\ stein  cntsprorhendei* 
gleicher  Winkel,  und  so  wie  dort  die  iincmllichen  Slrerken 
rq  lind  r,  q,  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  so  sind  es  iiier  die 
S eilen kel  entsprechender  rechter  Winkel;  denken  wir 
nns  nämlicli  die  l)eideii  |irojektivischeii  Sti  nhlinlschel  7?//,  in  per- 
spektivische Lage  gehraciil,  so  giehl  es  itii  Ailgeiueinen  in  dem 
ersten  Strahlhüscliel  nur  zwei  hesondere  zu  eniander  rechtwinkelige 
Strahlen  s,  t  von  solcher  Ik'schaneniieit,  dass  die  enlsprecliendeii 
Slralden  s^f^  auch  zu  einander  rechtwird(eli}i  sind;  diese  heissen 
tlie  Sciienkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  inid  können  bei 
der  perspektivischen  Lage  so  ermittelt  werden,  dass  wir  nns  einen 
Kreis  durcii  B  und  ^,  gelegt  denken,  \u  Icher  den  perspeklivi- 
sclien  Durchschnitt  der  beiden  Stralilhiischel  zum  Durchmesser 
hat,  dessen  Mittelpunkt  also  der  Punkt  sein  würde,  in  welcliein 
die  in  der  Milte  von  7/ an!  dieser  Verhindnngslinii»  erriciitete 
Senkrechte  den  perspektivischen  Durchschnitt  trilll;  es  giebt  da- 
her im  Allgemeinen  nur  einen  solchen  Kreis  ausser  wenn  der 
perspektivische  Durchschnitt  selbst  in  der  Mitte  von  B  /?,  auf 
dieser  Verbindungslinie  senkrecht  stände';.  Dieser  Kreis  IrilU  den 
perspektivischen  Dinchsclmilt  in  zwei  INinkten  ö  und  t,  welche 
mit  B  und  verbunden  diese  besonderen  Strahlenpaare  s.v, 
und  //|  Uufern  (Fig.  15).    Da  diese  Eigenschatt  der  besonderen 


(Fig.  1&) 


Paare  .<f.?|  und  //,  unabhängii,'  von  der  pers|»ektivischeu  Lage  ist, 
so  gie])l  es  iUK  Ii  bei  zwei  projeklivischen  Str;ilillinsehe|ii  nur  ein 
l'aar  ents|ire(hende  rechte  Winkel,  deren  Schenkel  eben  durch 
die  Ihichstaben  sf  und  .v, /,  bezeidniet  werden. 

Nehmen  wir  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen'  xa'^ 
und  //  V|  .  so  w'n  iX  sich  wegen  der  besonderen  LigenllMunlichkeit 
dei  Schenkel  entsprechender  rechter  Winkel  die  Gleichheit  der 
Doppelverhällnisse 
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wesentlich  vereinrachcn 

sin  (sj-)    Hin  (sy)  sin  (.*|.''|)  ^  sin  ls'i//|) 

sin  {tx)  '  sin  {iy)       sin  (/|.T|}  '  sin  (./i.'/i) 

{sx)  =  (st)  +  {Ix)  =  90»  +  •/.•) 
tg(f«)      tg(<,X|)      t«t*,yi)  tgc«ir) 

ülsu 

Hieraus  folgt,  «lass,  wouw  wir  «las  P.uii-  yy,  IVsIIkiIIcii  und  <his 
HiHlcn*  Paar  eiiLsjircclM'nder  Strahlen  (l»!r  projektiv isduMi  Rczi«'- 
Ining  gemäss  verändern,  das  Produkt  dei*  Taiigeuleii  kouätaiil 
bleibt 

tg(/x)  .  lg(s,  a-,)  =  const., 

tl.  Ii.  bei  y.wi^'i  pr ojek ti visr Ii c n  Sir alilbrisriielii  ist  das 
Produkt  aus  den  Taniifiitcii  derjenigen  Winkel,  wel- 
che irjiriHl  zwei  entsprechende  Strahlen  n»  i  t  den  un- 
ghiehnamigeFi  Selienkehi  der  entsprechenden  rech- 
ten Winkel  (/i,  oder  ainh.v/,)  bilden,  von  ii  n  veränder- 
lichem Werl  he.  Ilieser  Werth  ist  in  dem  tiiieu  Falle 
der  reciproke  von  dem  im  andern  Falle,  weil 

Durch  dieses  ItonstaDte  Produltt,  welches  an  Stelle  der  Gleich- 
heit der  Doppelverh&llnisse  Irilt»  wird  mit  Hülfe  der  Scbenlte]  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  dne  einfachere  Relation  xwiachen 
entsprechenden  Strahlen  der  beiden  projektivischen  Strahlbuschel 
hergestellt  und  es  Hesse  sich  leicht  eine  einfache  Konstruktion 
entsprechender  Strahlen  daraus  ableiten,  wenn  man  noch  die 
Uebereinsümmnng  des  Drehungssinnes  berücksichtigte.  Ohne 
hierauf  näher  einzugehen,  bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  Fak- 
toren des  einen  sowohl  wie  des  andern  konstanten  Produktes 
einander  gleich  werden  können,  das  Produkt  also  in  ein  Quadrat 
übergeht  und  zwar  giebt  es  zwei  besondere  Strablenpaare 

g  und  9, ,  k  und  /<i , 
für  welche  dieser  Kall  eintritt : 

tg  {tx)  .  tg  (*i  a:,)  =  lg-  (Oj)  =  lg'  f/,) 
=  tg- (/Ä)  =  tgM*|Ä,}. 
Für  diese  besonderen  Strahlenpaare  ist: 

3^ 
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(»ri  =  ('is'i)  =     =  (*,<,) 

(tg)  =  ('1 9t)  (*i  »i)  m-  15). 

Endlidi  giebt  es  auch  bei  swei  projcküviscben  SlraUlbösdiebi 
ein  doppeltes  System  von  entsprecbenden  gleichen 
Winkeln,  zu  welchen  uns  dne  analoge  llelrachtung  wie  in  %  12 
fü^rt.   Aus  der  allgemeinen  Relation  folgt  nämlich 

also 

«g  («iVl)  («rO  *  i— tp  (  r,*,)  •  tg 

Sollen  nun  zwei  Slrahlcn  a  //  des  ciiu'ii  Slrahlhüscluls  (lif.sclln'ii 
Winkel  einseliiiessen,  als  die  enls|n  e(  lienden  u;, //,  des  andern,  so 
niuss  die  linke  Seile  der  lel/ten  (ileiehung  1  sein,  d.  Ii. 

i«  («I  y  1 J  -  1«  0  •  lg  ('  y)  ^  («1  Vi)  =  lg  0  -  ^  (*i  Ä^i)  i«  ')  l«  (^1  «i). 
woraus  folgt,  weil 

Hieraus  er^'iebt  sIcA  nun  eine  einfache  Konstruktion  solcher  Paare 
von  Sirahlen  und  ihrer  entsprechenden ,  welche  gleiche  Winkel  du- 
schliessen;  man  trage,  nachdem  man  die  Schenkel  der  cnlsprechen- 
den  rechten  Wlnkd  »s^tty  bestimmt  bat,  einen  Winkel  von  bc- 
lieliigcr  Grösse  an  den  Strahl  s,  sowobl  nach  einer  wie  auch 
nadi  der  andern  Orehriehtung  bin  an  und  erhält  dadurch  zwei 
Strahlen  a  und  b,  densdben  Winkel  trage  man  zweitens  an  den 
Strahl  /|  nach  beiden  Sdten  an  und  erhält  dadurch  und 
r/i ;  sucht  man  alsdann  die  entsprechenden  Strahlen  a^^b^ctl  i\\ 
jenen  vieren,  so  bilden  folgende  Paare  gleiche  Winkel: 


 M«rf)  =  (rf,«»} 

Verändert  man  die  willkfihrlich  angenommene  (.rosse  des  aniu* 
tragenden  Winkels,  so  liefern  (1)  und  (2)  zwei  Systeme  von 
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Paaren  L'nUpreclieiider  glekliiT  Winkel,  deren  eines  die  Klgen- 
scliaft  lial,  dass  beide  Schenkel  des  einen  Winkels  mal  ebenso 
die  beiden  Selienkel  des  enls|ireclicndcn  gleielieii  Winkels  inner- 
balb  desselben  Winkelraunies  nnd  {s^i^)  liegen;  (sl)  um\  {s^l^) 
gehören  seibsl  diesem  Systeme  an;  ebenso  («/f/)  und  welche 
den  Winkel  0  oder  180"  rt'prä^enliren ,  an<  Ii  (////)  uml  (/<i/(,),  wäh- 
rend das  andere  System  die  Kigenschafl  hat,  dass  die  beiden 
Schenkel  eines  Winkels  und  auch  die  des  cntsj)rechenden  glei- 
chen Winkels  durch  die  Sirahlen  und  /,  anderseits  s^  und  /, 
getreniil  werden;  in  diesem  Systeme  nimml  kein  Paar  entspre- 
chender gleicher  Winkel  deu  Werth  0  an,  vielmehr  schwanken 
die  Werlbc  zivischeu 

igh)  =  (A, g^)  und  (st)  =  (/,  *,)  =  9Cy». 

lUese  mit  den  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  vollständig 
analogen  I{csn!lale  anslYilirli«  her  vm  enlwirkeln,  krmiien  wir  nm  so 
m«'|ir  dem  Leser  fihei  lassen .  als  wir  Iiier  ein  zweites  sehr  eiii- 
laehes  .Mittel  haben,  die  lniideii  Systeme  enti^prechender  gleicher 
Winkel  anzuschauen.  Denken  wir  uns  nämlich ,  was  bekanntlich 
immer  auf  nnendlicli  viele  Arien  zulässig  ist  (§  11),  die  beiden 
projeklivischen  Slraliliitischel  in  perspektivische  Lage  gcbradit. 
so  können  wir  an!  dieselbe  Weise,  wie  wir  die  Schenkel  entspre- 
chender re(  hier  Winkel  bestimmt  haben,  nberliaiipt  die  Sdieiikel 
irgend  eines  Paares  entsprechender  gleicher  Winkel  dadurch  er- 
inilteln,  dass  wir  dmdi  die  Mittelpunkte  />ß^  der  beiden  Slralil- 
bnsc  bei  irgend  einen  Kreis  legen,  welcher  den  perspekli\ischen 
hurt  bsclinitf  in  zwei  Punkten  r  und  i)  Irillt;  aus  der  bekannten 
KigensrliaCt  des  Kieises,  dass  Peripheriewinkel  aul  gleichem  Ho- 
gen  gleich  >iiid,  folgt,  dass  die  von  /?  und  />,  nach  r  und  ^  ge- 
zogeueu  Slrahlenpaaie  gleiche  Winkel  ciuschliesseu 

(a?y)==(«,y,). 

Verändern  wir  den  durch  [>  und  j9,  gelegleii  Kreis,  wodurch 
wir  eine  Kreisschaar  (sämmtliche  durch  zwei  Punkte  gehende 
Kreise;  erhalten,  '^o  liefert  dieselbe  ein  System  von  entspre- 
chenden gleiciieii  Winkeln,  aber  nur  eines  der  beiden  Sy- 
steme. Das  andere  S^ulem  wird  dinch  eine  zweite  Kreisschaar 
bestimmt;  denken  wir  uns  nämlich  aus  B  ein  Perpendikel 
auf  den  per8|»ektivischen  Durchschnitt  gefällt  und  um  sich 
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Enter  Abflcbnitt  PxojekiiviBciie  Besiehung  gender 


selbst  i)i:>  veriangeii,  so  dass  das  Spiegeliaid  von  B 
ia  Bezug  auf  dea  pcrspeklivischea  Duichsdiiiili  isi,  8ü  wird 


bild  in  Bezug  auf  den  perspektivischen  Durchschnitt  B\  nehmen,  die 
durch  BB^^  gelegte  Kreisschaar  dasselbe  System,  die  durch  B^B!^^ 
gelegte  Kreisschaar  aber  wieder  das  erste  System  liefert.  Die  eine 
der  beiden  Kreisschaaren,  welche  die  Systeme  entsprechender 
gleicher  Winkel  liefern,  hat  allemal  ihre  beiden  Schnittpunkte  [BB^) 
auf  derselben  Seite  vom  perspektivischen  Durchschnitt,  die  an- 
dere (J?*  B^  aber  nothwendig  auf  entgegensetzten  Seiten,  so  dass 
unter  der  einen  Rreisschaar  zwei  (Idcht  zu  ermittelDde)  Kreise 
sich  vorOnden,  weiche  den  perspektivischen  Durchschnitt  berüh- 
ren, unter  der  andeni  aber  keine  solche  Berfihrungskreise  vor- 
handen sind.  Die  nach  den  Beröhrungspunkten  hin  gehenden 
entsprechenden  Strahlen  sind  g  und  9, ,  h  und  A| ;  die  ihnen  zu- 
gehj^rlgen  gleichen  entsprechenden  Winkel  haben  den  Werth  Null 

%  14.    Auf  einander  liegende  projektivische  Gebilde. 

Doppelelemente. 

Wir  haben  in  §  II  gesehen,  (I:)ss  os  ]m  allgemeiner  (nicht 
pcrspeklivisi  Iiei  i  Lage  eines  Slrahlbiisclu-Is  und  einer  mit  ihm 
projektivisciicn  i'unktreilie  nicht  drei  lUal  vorkommen  kann, 
dass  Strahlen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  gehen 
oder  Punkte  auf  den  ihnen  entsprechenden  Strahlen  liegen. 


(Fig.  16.) 


irgend  ein  durch  und  B^  ge- 
legter Kreis  den  perspektivischen 
DurdischnitI  in  zwei  solchen  I'nnk- 
ten  r  und  \)  trellen,  dass  ^'r  und 
B^\^  dieselben  Winkel  uiil  einander 
bilden,  wie  J9, r  und  />', \);  B^x  und 
i?'^  bilden  aber  auch  dieselben  Win- 
kel mit  einander  >vie  B%  und  B)^» 
folglich  ist  der  Winkel 


Wir  erhalten  also,  indem  wir  durch 
B^B^  die  ganze  Kreisschaar  legen, 
das  zweite  System  entsprechender 
gleicher  Winkel.  Es  ist  einleuchtend, 
dass,  wenn  wir  statt  J?j  sein  Spiegel- 
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weil  dann  dieses  Zusaiiinienlicgeu  bei  allen  Eleiiieuleupuareii  slall- 
findel  oder  die  Gebilde  perspeklivisch  liegen,  ob  aber  bei  all- 
gemeiner I^aj,'!'  weniger  als  drei  (etwa  zwei  oder  eines  oder  keines) 
entsprechende  Lilenieulenpaare  zusanimiMiiiegen,  ist  eine  Kardiual- 
frage  für  die  Tlieorii-,  «üc  wir  In  doppelter  Weise  atilTasseu  kön- 
nen. Seien  ahc  ...  dieSualiien  des  Slrablbüscbels  ß  und  aibjC, ... 
die  entsprei  lieadcii  Punkte  der  mit  ibin  iirojektivisdien  PinikU'eihe 
%i»  dann  wird  das  Slrabibusrhel  JB  den  Trager  ^I,  selbst,  den  wir 
uns  noch  ein  Mdl  als  einen  neuer)  Träger  %  denken  können,  iti 
einer  neuen  l*unktreibe  abc...  IreU'en  und  die  vorige  Frage 
reducirt  sieb  auf  folgende: 

Fallen  bei  zwei  l)cliebig  auf  einander  liegenden 
projektiviscben  Puuktreiben  entspreciiende  Punkte 
zusammen,  und  wie  viel  Taare'^ 

Oder  wir  können  anderseits  den  Mittelpunlil  B  mit  den 
Tunkten  ai^iCt  ...  durdi  neue  Straliien  ayb^     ...  verbinden  und 
eriiailen  in  B  zwei  concentriscbc  projektivistlie  Strabibüsdiei  ß 
'   und  27)'       obige  Frage  coincidirt  daher  niU  folgender: 

Fallen  bei  zwei  auf  einander  liegenden  (conccnlri- 
scben)  projellUvischen  Strahlbüscheln  entsprechende 
Strahlen  zusammen,  und  wie  viel  Paare? 

Es  ist  einleuchtend,  dass  mit  der  einen  Frage  die  andere 
mit  beantwortet  wird,  und  wir  wollen  uns  daher  zunädisl  mit 
der  ersten  Frage  beschäftigen. 

Sind  bei  /.^^ei  goi^ibcnen  projektiviscben  Punktreiben  die 
Durchschniltspunkte  iler  Paraiielstrahlen  r  und  q,  und  die  ent- 
sprechenden  liälflen  2133  und  ^r,^i\  (§  12,  lig.  13)  ermitlcll, 
und  denken  wir  uns  die  Tiäger  der  beiden  I'unktreihen  irgend- 
wie auf  einander  gelegt,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  entwe- 
der fallen  Theile  entsprechender  Hälften  zwischen  x  und  q|  Ober 
einander  oder  nicht,  d.  h.  die  Abschnitte  von  r  bis  oo  und 
q,  bis  oc  enthalten  Theile  entsprechender  Hälften  ül>er  ehiander; 
diese  beiden  l'älle  lassen  sirh  noch  kürzer  dadurch  von  einander 
unterscheiden ,  dass  in  dem  ersten  Fall  der  iUcblungssinn  in  bei- 
den Punktreihen  derselbe,  im  zweiten  Fall  entgegengesetzt  ist, 
was  wir  leicht  erkennen  (Fig.  17),  wenn  wir  auf  entsprechenden 
Udlflen  von  r  nacli  q  (oo)  und  von  r,  oo)  nach  q,  gehen.  Wir 
nennen  daher  in  dem  ersten  lallr  die  Punktreiben  gleichlau- 
fend, im  zweiten  Falle  ungleichlaufeud  und  können,  sobald 
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•Ii«'  iH'iiU'ii  auf  fiiiaiider  lifj^'eiuifii   |»roj»*kti\i,s<lM'ii  l'miklreilioii 

(lurcli   irjjeud  drei  Paar  <  iii>precUeii(le   l'uukU;  gegeben 

W  sogleich    edtselieideii  ,  ob 

— ~^T^  — ^  sie  gleii  liliiiireixl  odt  r  tin- 

"""''^^^  "^^^   glelchlaiireiiil  sind,  imleni 

(Pig  17)  ihren    ni(  hlungssiuii 

^                         ^  verglei<  lH  II   §  tl.  lüerans 


  ^^^.^  >^  '"'gl,  «lass,  wenn  die  aul" 

— —  ^  "~"^r  — '         *'ii'aii(ler  liegenden  Pimkl- 

^1  5l|  n*ilien      g  I  e i  (  h  I au I e nd 

sind,  der  Werth  (h-r  l'oleii/  frv.q|V,)  negativ  sein  mnss.  weil 
die  Strn  Ken  vv  iitid  q,!,  entgegengesel/.len  Hit  Iitniigssimi  haben; 
wenn  dagegen  (he  i'nnklreiheii  uiigl eiclilauieiid  siud,  der 
Wertli  der  Polenz  posiliv  isl. 

Ol»  nun  /nsainnienralh;n(h>  enisprecbenik'  l*nnkle  vorkoinnien, 
das  \\ird  in  dein  /weilen  Kall,  wenn  die  l'unklreiben  nngleieb- 
laideiid  sind,  solorl  zu  enUebeicbMi  sein;  da  nainlieb  nur  eii(- 
s|>reehende  lialflen  enls|ire(  !iende  Pniikle  enlballen,  so  werden  in 
diesem  Fall  ziisainnjenlallende  enlsprechende  Punkte  nur  aiisser- 
lialb  der  Slreeke  rq,  zu  snelien  sein;  dort  niüsscn  sie  aber 
nolhwcndig  vorkommen;  denn  während  ein  I*nnkt  r  der  ersten 
Pimktreibe  die  Hälfte  %  von  v  bis  q  oo)  durchläuft,  geht  der 
entsprerhende  Punkt  r,  auf  der  Hälfte  %^  in  enigegengeselzter 
niehlung  von  c,  (oc)  bis  q,  und  erst  dann,  weim  t  bis  ins  Unend- 
liche gekoiiiiiH'ii  ist,  gchnii;!  r,  nach  q,;  sie  laufen  sieh  also  ent- 
gegen und  überholen  sieh,  nihssen  sich  mithin  nolhwendig  irgend- 
wo gelridfen  haben:  dasselbe  (ludet  statt,  wenn  wir  die  Punkte  v 
und  V,  die  andern  Hälften  ^3  und  ^B,  in  dein  Sinne,  weh  heu  die 
|ir<»jeklivisclie  Beziehung  angiebt,  durchlaufen  lassen;  es  kommt 
daher  nothw endig  zwei  Mal  (auf  jeder  <ler  unendlichen  Strecken 
ausserhalb  iq,  ein  Mal)  vor,  dass  ents(uechende  Punkte  zusam- 
menfallen, und  Mm  diesen  beiden  sogenannten  Doppelpunkten 
der  auf  einander  liegefulen  proji  ktivisehen  Punktreilien  steht  der 
eine  so  weit  von  v  ab,  wie  der  andere  von  q, ,  wegen  der  Kigen- 
schafl  des  konstanten  llechteeks  rr  .  y\\^\-  werden  sich  hieraus 
die  Hoppelpunkle  in  elementarer  Weise  konstruiren  lassen:  hat  man 
nämlich  die  Pnukle  q  und     (oder  ^  und  ^^)  besüuiuU,  für  v^eichc 

XX  .  q,r,  =  rg'^ 
so  würde  man  nur  nülbig  haben,  io  (  (oder      eine  äeaki'ecülo 
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aaf  den  zusanuneQ  liegenden  Trftgcni  der  beiden  PunkU'eihen  zu 
errichten,  auf  dieser  rwe\  Slüclie  s=s  =  su  beiden  Seiten 
von  X  »bitttragen  und  durc4i  die  Endpunitte  der  abgetragenen  Stficlie 
einen  Kreis  su  legen,  welcher  seinen  Hitlel|iunlit  in  der  Mitte 
zwfatchen  tqi  hat;  dieser  Kreis  geht  durch  die  Doppeleiementc 
der  beiden  Punktreihen,  wie  sich  aus  bekannten  Eiementarsätzen 
ergiebt;  denn  wdre  |  ein  ausserlialb  rq^  liegender  Punkt  von 
solcher  BeschalTenheit,  dass  in  ihm  zwei ,  entsprechende  Punkte 
öber  einander  iSgen,  so  hätte  man  zur  Bestimmung  von  |  die 
Relationen : 

also  ein  Rechteck  zu  konstruiren,  dessen  Inhalt  und  Differenz 
der  Seiten  gegeben  sind;  ein  solches  Rechteck  lässt  sich  aber 
auf  die  angegehene  Weise  immer  konstruiren,  weil,  wenn  wir 
die  Differenz  der  Seiten  festhalten,  durch  Veränderung  der  Seiten 
selbst  dem  Inhalte  des  Rechtecks  jeder  belieUge  Werth  zuertheilt 
werden  kann. 

Anders  verhält  es  sich  Im  ersten  Falle,  wenn  die  auf  einan- 
der liegenden  projeltltvlscben  Punictreihen  gleiddaufend  sind;  hier 
fallen  otir  auf  das  Stuck  zwischen  r^i  Theile  entsprechender 
lläfflen  Ober  einander;  wenn  daher  zusammenfallende  entspre- 
chende Punkte  vorkommen,  so  kdnnen  sie  nur  Innerhalb  der 
Strecke  t^t  enthalten  sein.  Wenn  nun  zwischen  r<)i  ein  Paar 
entsprechender  Punkte  xXi  Oher  einander  ffele,  etwa  in  den  Punkt 
I,  so  mfisste  sein: 

r|+|qi  =  rc|,  und 

wir  hätten  also,  zur  Bestimmung  des  Punktes  £  ein  Rechtecken 
konstndreii,  fikr  welches  der  Inhalt  und  die  Summe  der  Seiten 
gegeben  sind.  Wenn  aber  die  Summe  der  Seiten  gegeben  ist, 
so  kann  man  aus  ihr  nicht  Rechtecke  von  jedem  beliebigen  In- 
halt machen,  sondern  der  Inhalt  des  grössesten  Rechtecks,  wel- 
ches man  herstellen  kann,  ist  der  des  Quadrates,  dessen  Seite 
gleich  der  HälHe  der  gegebenen  Summe  ist*);  wenn  daher  der 

*i  A  II  ni  c  r  k  II  np.    Hin  uns  in  cleinontarcM-  Weise  <l;ivt»n  zu  iilier 
zeugen,  dns»  unter  allen  Kcchtcckcu,  welchu  dieselbe  Summe  der  Sei- 
ten haben,  das  Quadrat  den  (grossesten  Inhalt  l>esiUt,  können  wir  fol* 
gendermassen  verfahren : 
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Abstand  der  Punkte  rq,  kleiiiLT  ist  als  die  (loj)|»elle  Seile  des 
ljuadrales,  d,  h.  2  .  i  g  »der  ^j^,  so  j^iebl  es  kern  Kedilcck  von 
der  verlangleu  Bescliailenheil ,  oder  wenn 

tqi  <  fl^  (oder 
50  giebt  es  keine  Doppelpunkte;  wenn  dagegen 

so  giebl  es  ein  Rechteck  von  der  verlaiigleu  tieschafl'ciiheil ,  des- 
seil  Seiten  von  r  oder  qi  aus  zwischen  rqi  abgetragen,  zu  ei 
solche  Endpunkte  liefern,  in  deren  jedem  zwei  entsprecliende 
Punkte  der  beiden  Punktreilien  über  einander  liegen;  es  giebl 
also  in  dicseiu  Fall  wieder  zwei  Doppelpunkte;  ist  insbesondere 

f<!i  =  ö^. 

so  wird  das  konslruirle  llechteck  selbst  ein  nuudrul;  die  beiden 
zwischen  r  und  q,  liegenden  I»(t|)|»elpunkle,  von  denen  der  eine 
so  weil  von  r  wie  der  andere  von  v^,  absteht,  lallen  zusanunen; 
es  giebl  also  in  diesem  (>renzralle  nur  einen  Doppelpunkt  oder 
vielmehr  zwei  /usaninienrallende. 

Auch  in  diesem  l'alle  zweier  gleichlaufenden  projekliviseben 
Pnnklreihen  können  die  l)o|»pelpunkte  durch  elementare  Kon- 
slruklion  gefunden  werden:  Man  beschreibe  über  rqi  als  Durch- 
messer einen  Kreis  und  trage  in  r  (oder  q,)  auf  der  Tangente 
dieses  Kreises  nach  beiden  Seiten  hin  Stücke 

=  ta  =  ^r  (oder  qi9i  =  ^,q,) 
ab;  die  durch  die  Endpunkte  der  abgetragenen  Stücke  xn  dem 
Triger  der  Punktreihen  gesogenen  Parallelen  treffen  den  Kreis 
in  solchen  Punkten,  dass  die  von  ihnen  auf  den  Trüger  herabge- 

Sei  A  Ii  die  pfejjebenc  Sunimo  der  Seiten  und 
M  die  Mitte  von  Aß\  ferner  A M PQ  das  Quadrat 
Ober  der  Seite  AM\  riehen  wir  BP  und  fAlleu 
Q  ans  irgend  einem  Punkte  P*  dieser  Linie  die  Per* 
pendlkel  P' M'  nm\  P'Q'  auf  AM  und  AQ,  so  hat 
das  Rechteck  AM' P'Q'  offenbar  dieselbe  Summe 
der  Seiten;  ca  ist  aber,  wenn  sich  M' P'  und  PQ 
"B  '  M'M  A.  in  .s,  P'Q'  und  l'M  in  R  treffen,  das  KechteA 
MM' SP  gleich  dem  Kechteck  PQf^i  ^kuuKruenl),  folglich  MM' P'R 
kleiner  als  PQQ'R,  mithin  das  Rechteck  ^Af'/*'0' kleiner  als  das  Qaa> 
drat  AMPQi  da  dasselbe  von  jedem  andern  in  gleicher  Weise  kon> 
stmirten  Redlteck  gilt,  so  ist  das  Quadrat  das  grösseste  unter  alten 
Rechtecken  von  gleichem  Umfang. 
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1m6«iiii}ii  Perpendikel  lu  Fusspunklcn  die  gesuchten  DofipelpunlU« 
haben.  Diese  Konstruktion«  deren  Richtigkeit  einleuchtet,  enthalt 
auch  das  vorhUi  angegebene  Kriterium,  ob  die  lh)p|ieljNiukte  reell 
vorbanden  sind  oder  nicht;  wenn  nftnilteh  rg  <  ^  rqi  («ler  Radius 
des  Kreises),  so  schneidet  die  Parallele  den  Kreis  In  zwei  reellen 
Punkten,  es  gUibt  also  Doppelpunkte;  wenn  dagegen  Tg  >  ^rqj, 
so  trifll  die  Parallele  den  Kreis  nicht,  es  giebt  also  keine  Dop- 
pelpunkte; wenn  endlich  rg  s=  ^vqi,  so  berührt  die  Parallele 
den  Ki'eis,  also  es  giebt  nur  einen  Doppelpunkt. 

Das  gewonnene  Resultat  lässt  sich,  wie  folgt,  lusaninieu- 
fassen: 

Bei  zwei  auf  einander  liegenden  projektivischen* 
Punktreihen  giebt  es  im  Allgemeinen  zwei  Mai  zwei 
zusammenfallende  entsprechende  Punkte  (Doppel- 
punkte); diese  sind  immer  reell  vorhanden,  wenn  die 
beiden  Punktreiben  ungleicblaufend  sind,  und  liegen 
ausserhalb  desAbstandes  der  Punkte  x  und  qi  symme- 
trisch zu  diesen;  sind  dagegen  die  Punktreiben  gleich- 
laufend, so  sind  die  Doppelpunkte  nur  dann  reell  vor- 
handen, wenn  der  Abstand 

und  liegen  zwischen  rc||  symmetrisch  zu  diesen  l*unk- 
Icn;  ist 

rci,  = 

s(i  rs  II  II  r  »' i  II  eil  llo  |>  |M' 1 1»  II  II  Ii  l  ((kI  e  r  v  i  c  I  in  (3  Ii  r :  di«; 

lM'i<l»;n  ih>|) |M' i  |Mi  II  k  h>  l  allrii  srlltsl  z ii  s .i  in  in  «*  ii  1 ;  dirsrr 
liegl  in  (Irr  Mitte  zwisclien  iq,  und  fnlliiill  als  zusam- 
men Ta  1 1 1>  ml  c  l'nnktr  eines  der  besonderen  Paare  gg^ 
oder  ffifii  ist  endlich 

so  liegt  kein  Paar  entsprechender  Punkte  zusammen 
(oder,  wie  man  sich  ausdrückt,  die  beidenDoppelpunkte 
sind  imaglnir).  ^ 

Sind  die  Punktreihen  gleichlaufend  und  wir  bestimmen  die 
ausgezeichneten  Punkte  gl(  und  l(|g|,  so  werden  bei  dem  Auf- 
einanderliegen der  Punktreihen  Dopi>eIelemente  nur  dann  vorhan- 
den sein,  wenn  die  Sirecken  gl^  und  t|g|  sich  in  keinem  ihrer 
Theile  decken  (ganz  ausser  einander  liegen);  sobald  g^  und  ^ig^ 
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ein  Slflck  gemeinscIiafUich  haben,  giebt  es  keine  DoppdfiUBkle: 
den  Uebergang  bildet  der  Fall,  wenn  diese  Sürecken  mit  ihren 
Endpunkten  entweder  mit  g  und  Qi  oder  mit  ^|  und*  1^  an  einan- 
der Stessen;  hieraus  können  wir«  wenn  wir  die  in  sich  festge- 
haltenen Punktreihen  auf  einander  verschieben,  den  Spielraum 
erkennen,  innerhalb  dessen  keine  Doppelelemente  vorhanden  sind. 

Es  wSre  nun  übrig,  die  analoge  Unterauchung  für  zwei  auf 
einander  liegende  (concentrische)  projektivische  Strahibüschel  auf 
demselben  Wege  durchzufahren;  statt  dessen  können  wir  das  Re- 
sultat dieser  an  sich  nicht  schwierigeren  Untersuchung  sofort  aus 
dem  vorhin  erhingten  ableiten  und  ziehen  diesen  kürzeren  Weg 
vor.  Schneiden  wir  nämlich  die  beiden  concentrischen  Strahl« 
bfischel  durch  eine  beliebige  Transversale,  welche  wir  uns  dop- 
pelt denken  als  den  Träger  zweier  Punktreihen  deren  eine 
durch  das  eine,  die  andere  durch  das  andere  Strahibüschel  flzirt 
wird,  so  haben  wir  die  beiden  concentrischen  Strahibüschel  in 
perspektivischer  Lage  mit  zwei'  auf  einander  liegenden  Punkt- 
reilien;  durch  die  Doppelpunkte  der  letzteren  gehen  offenbar  die 
Döppelstrahlen  der  ersterent  die  Konstruktion,  jener  liefert  also 
auch  diese;  sind  die  beiden  ausgeschnittenen  Punkireihen  gleich- 
laufend hinsichtlich  ihres  Richtungssinnes,  so  sind  es  auch  die 
beiden  Strahlliöschel  hinsichtlich  ihres  Drehungssinnes;  sind  jene 
aber  ungleichhmfend ,  so  sind  es  auch  die  Strahlbüschel;  wir 
haben  daher  aus  dem  Vorigen  zunächst  das  Resultat:  Bei  zwei 
auf  einander  liegenden  projektivischen  Strahlbfischeln  gUsbt  es, 
wenn  sie  ungieichlaufend  sind,  immer  zwei  Hai  zwei  reelle  zu- 
sammenfallende entsprecheiide  Strahlen  (Doppelstrahlen);  sind  da- 
gegen die  beiden  Strahibüschel  gleicblaufend,  so  können  wir  das 
dem  obigen  analoge  Kriterium,  wann  Döppelstrahlen  vorhanden 
sind,  dadurch  ableiten,  dass  wir  die  beiden  concentrischen  Strahl- 
büschel durch  eine  besondere  Transversale  schneiden,  welche 
parallel  läuft  ehier  der  beiden  Richtungen,  die  den  Winkel  (f  l,), 
also  auch  {(s^  halbiren;  diese  Transversale  besitzt  nämltoh  die 
Bigenschaft,  dass  die  beiden  auf  Ihr  ausgeschnittenen  projektivi- 
schen Punktreihcu.ihre  besonderen  Punkte  ggit^i  gerade  in  den- 
jenigen Punkten  haben,  durch  welche  die  besonderen  Strahlen 
ggihhi  der  beiden  concentrischen  Slrahlbü3ohel  gehen,  so  dass 
dann  also  das  obige  von  den  Punkten  0§Oi^i  abhängige  Kriterium 
sich  direkt  übertragen  iässt.   In  der  That,  bei  der  angegebenen 
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1^6  der  Transveraale  werden  die  Strahlen  gk,  deren  Winknl 
dorcb  die  Stralilen  «/  lialbirt  werden,  und  die  Stralilen  deren 
Winicel  ^reli  ^^s^  halbirl  werden,  mil  der  Transverwile  paarweise 
gleiche  Winkel  bilden  und  mil  Bftcksielil  darauf,  dass  die  Strahl- 
buscbel  BB^  gleieblaufend  sind,  so  liegen,  wie  sie  Fig.  18  dar- 


(Pig.  18.) 


stL'llt.  Für  irgend  2wei  enUpredieude  Slrablen  drar,  gilt  nun  die 
Relation 

lg  {sx)  .  tg  (a:|/,)  =  lg^  {sg), 

und  hieraus  wird  der  Winkel  («il,)  leieht  bestimmt  durch  (sx), 
wenn  man  die  (§  8,  8)  fikr  harmonische  Strahlen  gerundene  ganz 
gleich  lautende  Relation  in  Betracht  Eicht;  bestimmt  man  nlmÜch 
zu  gk  und  x  den  vierten  harmonischen,  dem  x  zugeordneten 
Strahl  I,  so  ist  {sQ  =  {x^l^);  was  nun  die  Lage  von  x^  anhe- 
trifll.  so  erkennen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  entsprechenden 
Quadranten  zi(  Ischen  den  Schenkeln  der  entsprechenden  rechten 
Wmkel,  dass«!  und  |  mit  der  Transversale  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  bilden  müssen;  wir  können  jetzt  zu  irgend  einem  Strahl  x 
den  entsprechenden  x^  in  der  einfachen  Weise  ermitteln,  dass  wir 
zuerst  X  in  die  symmetrische  Lage  zur  Transversale  uns  gebracht 
denken  nach  ||,  d.  h.  so  dass  «  dieselben  Winkel  mit  der  Trans- 
versale bildet  wie  ||,  und  dann  zu  den  vierten  harmoni- 
schen, dem  Ii  zugeordneten  Strahl  bestimmen,  welcher  «,  sein 
wird.  Wenn  nun  die  Strahlen  gh  , , .  x  und  A, . . .  or,  der 
beiden  coocentrischen  Strahlbflschel  BBi  die  Transversale  in  den 
Punkten  g1(  . . .  t  und  9iti  >  •  •  i^i  zvder  auf  einander  liegender 
Pttnktreihen  begegnen,  und  die  Mitte  zwischen  ^'^  mit  t,  die 
Mitte  zwischen  gj^j  mit  q,  bezeichnet  wird,  so  erhalten  wir  den 
entsprechenden  Strahl  zu  Bx,  indem  wir  zu  ^jA,  und  Bqi  den 
vierten  harmontsclien  suchen;  dieser  ist  aber  nach  $  8  der  Pa- 
rallelstrahl, folglich  ist  T  in  der  That  der  dem  unendlich  entfern- 
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ten  Tt  (od)  eateprecheiide,  ebemio  der  dkm  unendlich  entrern- 
ten  q  (od)  der  anderen  Pnnktreilie  enteprechende;  aus  der  vori- 
gen Konstruktion  entspreohender  Punkte  sti  nnd  der  bekannten 
Eigenschaft  harmonischer  Punkte  (§  8)  ergiebt  sich  femer 

« 

woraus  dann  folgt,  dass  in  der  Tliat  die  mit  g^gi^i  liezdchneten 
Punkte  jene  nusgezeidmeten  Punkte  sind,  welche  diese  Namen 
föhrwi  12). 

Nunmehr  sind  wir  iforccliligl .  das  viirldii  dir  7,\^c'i  auf  ein- 
inulcr  liegend«'  |iruj«'klivistlie  Pinikü  tMiicii  iui>y('s|ir(M  lienL'  Hcsullal 
«Ulf  /Nvei  roncenirisciie  projekÜvische  Sü^ahlbüscliel  folgciidür- 
niasäen  zu  itlMMlrii^en: 

Bei  zwL'i  aul  einaiider  liefernden  (concen  tri  sehen) 
projektivisn'hen  Stra  hl  husche  in  giehf  es  im  Allge- 
ni einen  z \v i- i  .M  a  1  zwei  z u s a ni m e n f a II e lul e  c n  t s p r e c h e n d e 
Strahlen  (  Ü  n  ji  p  eis  Ira  Ii  I  e  n  ;  diese  sind  immer  reell 
vorhanden,  wenn  die  beiden  Slrahlhnschel  u ngl ei e li- 
la nie  nd  sind;  sind  sie  dagegen  gleiclilaul end,  so  wer- 
den die  beiden  Doppelslrahlen  nur  <lann  vorhanden 
sein,  wenn  die  besonderen  Strahlen  f///  dureh  <lie 
Strahlen  nicht  getrennt  werden;  werden  dagegen  y/t 
durch  getrennt  (d.  h.  fällt  y^  in  einen  \V i n k elra um 
zwischen  und  //,  i  n  d  e  n  .\  e  h  e  n  w  i  nk  e  1 1"  a  n  ni) ,  so  g  icbl 
es  keine  reellen  hopp el strahlen;  den  liebergani^  bil- 
det der  Fall,  wenn  »lieU  inkel  (y/i)  und  {/^^y^)  an  einan- 
der stossen.  so  dass  »;nlwt'der  (/</,  (ulei-  /<//,  zusammen- 
lallen;  in  diesen»  Kalle  ^^ieht  es  nur  einen  l)op]>elstrahi 
d.  h.  die  beideu  Doppeislralileu  fallen  selbst  zusam- 
men). 

§  15.   Konstruktion  der  Boppelelemente  mittels  eines 

festen  Elreises. 

I)ie  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Konstruktionen  der 
Doppelpunkte  und  darnach  auch  der  Doppelstrablen  setsen  die 
Kenntniss  der  besonderen  Elemente  rq,  (^g,  voraus;  es  gieirt 
aber  eine  andere  viel  einfachere  Auflösung  der  Aufgalie: 

Wenn  zwei  anf  einander  liegende  projektivisehe 
Punktreihen  durch  Irgend  drei  Paar  entsprechende 
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Elemente  aOfl^BiCCi  gegeben  sind,  die  Doppelpuakte  su 
finden,  wobei  nur  das  Uneil  und  ein  fester  in  der  El»ene  als 
geseiclwet  angenommener  Kreis  benutzt  wird. 

Diese  Ton  Steiner  angegel»ene  Konstrulrtlon  l>eruht  anf  der 
elementaren  Eigenschaft  des  Kreises,  dass  Peripheriewinliel  auf 
gleichem  Bogen  gleich  sind.  Verbinden  wir  irgend  zwei  Punkte 
BBf  einer  Kreisperipberie  mit  zwei  andern  Punkten  derselben  aß 
durch  die  Strahlen  ab  und  o^b^p  so  ist  entweder  der  Winkel  {ab) 
gleich  dem  Whikel  (a|6,)  oder  gleich  seinem  Nebenwinkel;  jeden- 
falls also  sin  {ab)  =  sin  {a^b^);  lassen  wir  jetzt  dnen  Tcrftuder- 
Kchen  Punkt  |  die  Kreisperipherie  durchlaufen  und  verbinden  ihn 
mit  B  und  B^  durch  die  Strahlen  d?«,,  so  beschreiben  dieselben 
zwei  projeklivische  StrahlbQschel,  weil  die  Doppel verhiltnisse 
zwischen  irgend  vier  Strahlen  des  einen  und  den  entsprechenden 
des  andern  StrahlbQschels  olfenbar  gleich  sind  (da  die  Faktoren 
dieser  Doppelverhiltnisse  einzeln  einander  gleich  sind). 

Haben  wir  nun  auf  den  zusammen  liegenden  Trftgem  zweier 
Punktreihen  drei  Paare  entsprechender  Punkte  aoi  hhi  cci 
willkikhrlich  angenommen  und  ist  h*gend  ein  Kreb  in  der  Ebene 
gezeichnet,  so  verbinden  wir  einen  beliebigen  Peripberiepunkt 
desselben,  den  wir  uns  doppelt  denken  als  den  Mittelpunkt  zweier 
StrahlbQschel  BB^,  mit  den  Punkten  aBc  Oil^iCi  durch  Strahlen 
afrü  «1  ^1  <?! ,  welche  die  Peripherie  des  Kreises  resp.  In  aßy  a^ß^  y^ 
treffen  (Fig.  19).   Bewegen  wir  nun  zwei  entsprechende  Punkte 

(Fijf.  19.) 


t  tt  der  durch  die  angenommenen  drei  Paar  Elemente  voUstfindig 
bestimmten  projektivischen  Punktreiben  9%!,  so  beschreiben  xor,* 
ihre  Verbindungsstrahlen  mit  BBf ,  zwei  koncentrische  projeklivi- 
sche StrahlbOsehel  und  II,,, die  Schnittpunkte  mit  der  Kreisperi- 
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plierie  zwei  krumme  projeküvische  Punktreihen;  so  oft  mio  xwei 
entsprechende  Punkte  rXi  zasammenralien,  m&ssen  audi  zwei 
entsprechende  Strahlen  xx^  zusammenfallen  und  Tolglicb  auch 
zwei  entsprechende  Punkte  ||j  und  umgck<*hrt.  Nehmen  wir  nun 
irgend  ein  Punl(tenpaar  att^  auf  dem  Kreise  und  verbinden  a  mit 
"ißifi  "  •  ^i»  anderseits  Oi  mit  aßy  ...  |»  so  müssen  die  um 
a  und  «I  als  Mittelpunkte  cHialienen  StraliUiöschel  aucli  projek- 
tivisch  sein,  denn  das  Strahlböschel  (er)  ist  mit  dem  Strahlbuscliel 
(^i)  projektivisch  wegen  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  des 
Kreises,  ebenso  (or,)  mit  {B);  da  nun  {B)  und  (^,)  projektivisch 
sind,  so  sind  es  auch  (§  10)  (o)  und  («,);  diese  beiden  Strahl- 
bOschel  hallen  aber  in  der  Verbindungslüiie  ihrer  Mittelpunkte 
zwei  entsprechende  Strahlen  zusaroroenfalleml:  folglich  liegen  sie 
perspektivisch  (S  H)»  ^ho  die  Schnittpunkte  simmtllcher  Paare 
entsprechender  Strahlen  auf  einer  Geraden  (Ihrem  |ier8|iektivischen 
Durchschnitt);  dieser  Ort  des  Schnittpunktes  («r|,,  <r,D  ist  schon 
bestimmt  durch  die  beiden  Schnittpunkte 

(«ft.        und  («y,.  «,y); 

jtMlcr  I'iiiikl  «lii'scr  rif'ra«leii  iiiil  «  und  vitIhiiiiIimi  lirfrrl 
y.wv'i  SiraliliMi,  Mclcln;  Kieis  in  zwri  fnlsjirrc  liciidcii  INiiiU- 
§5,  lii'Mcii;  dies»-  (hm'.'kIi'  wird  d;ditr  scihsl  drii  Kreis  in 
soIi-Ih'M  7.»<'i  Punkten  ti  eilen,  in  deren  jed«'n  zwei  entspre- 
t  heiide   Piinkle  /usaunnenlidlen ;  diese   l'inikle    mit  /'(/',) 

verhunden  beslinunen  auf  ^^l  ^l,  die  -esuclilen  h<t|»|»el|ninkle, 
deren  Koiislruklioii  ^icli  also  in  lulgciider  dufuclieii  Weise  gc* 
slailel: 

Man  \erl)inde  die  goge  Ii  e  n  e  n  P  u  n  k  t  «•  n  |»  a  a  r  e  aa|  bbj 
CC]  mit  irj(end  einem  Pe  r  i  |i  In- r  i  e  p  u  n  k  I  e  /'(/>',  eil»  es  Te- 
sleii  Kreises  »liirt  h  Strahlen,  uelciie  die  Periplierie 
/lim  /.weiten  Male  in  uu^  /j^j  yy^  irdluii,  bestimme 
die  Schni llpunk le: 

(«ft*  «ift    («yi*  «ly) 

und  ihre  Verbindungslinie  2;  die  Schnittpunkte  der 
letzteren  mit  dem  Kreise  verbinde  man  mit  B  durch 
Strahlen,  wekbe  die  TrSgcr  der  gegebenen  aufeinan- 
der liegenden  Punktreihen  in  den  gesuchten  Doppel- 
punkten treffen. 

Da  die  <>erade  2  den  Kreis  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten 
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IrilU,  so  giebl  es  im  Allgemeinen  zwei  Doppelpunkte;  geht  die 
Gerade  S  aber  vorbei,  ohne  den  Kreis  zu  IrelTcn,  so  giebt  es 
keine  Doppelpunkte;  berührt  sie  den  Kreis,  so  giebt  es  nur  einen 
Doppelpunkt  (zwei  zusamnienr.illonde).  Das  llcsuilat  des  ^  l-i 
findet  steh  also  durt  li  diese  Konstruktion  bestätigt  und  es  würde 
nicht  schwer  sein,  die  dort  gefundenen  Kriterien  ans  ihr  von 
Neuem  luMZuIeilen.  Wir  unterlassen  dies,  ebenso  wie  die  Auf- 
lösung^ der  analoijen  Aufgabe,  die  Doppelslmlden  zweier  conren- 
trisi  her  proj<'klivis(  her  Slrahlbüschcl  zu  huden,  da  diese  auf  die 
vorige  zurückgeführt  werden  kann. 

Anmerkung.  Die  (ierade  mnss  auch  durch  ch-n  Punkt 
ßy\>  7'ßi)  ^^''^       daraus  erkennen,  <lass  nolhwendig  die- 

selben Doppelpunkte,  also  audi  dieselbe  (lerade  2  hervorgehen 
würde,  wenn  wir  liei  Aov  Konslruklioii  anslalt  des  Paares  aa^ 
das  Paar  ßß^  gesetzt  lifiltt'ii.  Wir  gelangen  daher  beiliuilig  zu 
einem  iiilt'ii'ss;iiileu  Salz  vom  Kreise: 

Hat   man  Ufiend  sechs  IMinkte  eines  Kreises 
"ißtyf       liegen  die  drei  Schnittpunkte 

{«ßi*  ß«t)  ißrt*  yßt)  «ri) 

auf  einer  Geraden. 

Dieser  Satz,  dessen  allgemeine  Gültigkeit  für  jeden  Kegel- 
schnitt wir  später  darthun  werden,  lässt  sidi  ancli  so  aus.spreclien, 
wie  ilui  Pascal  gefunden  liat: 

Verbindet  man  irgend  sechs  Punkte  eines  Kreises 
lu  einem  einfachen  Sechseck  in  der  BeihenToige: 
"ßi^^ißVi'  so  treffen  sicli  die  gegenüberliegenden 
Seiten  desselben  (die  erste  und  vierte,  zweite  und 
fünfte,  dritte  und  sechste)  in  drei  Punkten,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen.  — 

Wenn  bei  zwei  auf  einander  liegciuiru  iirojektivisclieu  i'unkl- 
rellien  ei n  Do|>|i«>l|iunkl  bekannt  ist,  so  bedarf  es  nlclit  nieln' dei 
vorigen  Konstrnklion  mit  Hülfe  des  feslen  Kreises,  mn  den  an- 
dern Doppelpunkt  /u  linden,  der  dann  iiollivv('ii(ii<:  inuner  reell 
vorhanden  ist,  sondern  dieser  lässt  sich  mittels  des  Liueuis  allein 
konstniinn  auf  folgende  Art: 

Sei  ee,  der  bekaimte  Doppelpunkt  der  beiden  projektivischen 
auf  einander  liegenden  l^unktreilien  und  v\vi,,  Ob,  irgend  zwei 
Paare  enlspieehender  Punkte,  wodurch  die  ganze  projektivische 
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Uexielniiig  hestinmt  ist,  so  ziehe  man  durcii  ce,  einen  beliebigen 
Slrabl  und  nehme  in  demselben  irgend  zwei  ]*unkt(>  BB^  >vilikQlif* 
lieh  an;  die  Schnittpuniite  [Bql,  ^, a,)  ihm!  ;7/b.  ^, &,)  verbunden, 
beslinmien  eine  (>i'r.i(l(>,  ^veiciie  den  Trüger  der  beiden  zusammen- 
liegenden Piinktrcilicii  in  dem  gesuchten  zweiten  Doppelpunkte 
trilllt.  Die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  erhellt  aus  %  10,  a). 

$  16.    Punkteystem  (Involution  von  Punktenpaaren). 

Es  giebt  einen  au^geieichneten  speciellen  Fall  zweier  auf  einan- 
der liegender  projektivischer  Punktreihen,  welcher  in  der  Folge 
eine  besondere  Wichtigkeit  erlangt;  dieser  besteht  darin ,  dass  der 
Abstand  der  beiden  Punkte  t  und  q,  Null  wird,  oder  dass  die  Punkte 
t  und  q,  zusammenfallen.  Wenn  zwei  projektivische  Punktreihen 
so  auf  einander  liegen,  dass,  die  besonderen  Puidrte  f  und 
fiber  einander  fallen,  so  fallen  sämmtUche  entsprechende  gleiche 
Strecken  des  einen  oder  des  andern  Systems  (g  12)  verkehrt  auf 
einander,  so  dass  wenn  ici)  und  swel  entsprechende  gleiche 
Strecken  sind,  x  auf  und  zugleich  ^  auf  icj  flült»  und  zwar  wird 
das  eine  oder  das  andere  System  entsprechender  gleicher  Strecken 
verkehrt  auf  einander  fallen,  je  nachdem  die  Punktreihen  gleich- 
laufend oder  ungleichlaufend  sind,  d.  h.  je  nachdem  entsprecbende 
Bftllten  Aber  einander  U^en:  fl[  auf  9[i  und  O  auf  (dann 
sind  die  Punktreihen  unglelchbufend  Fig.  16),  oder  nicht  entspre- 
chende Hftlften:  %  auf  Sb\  und  8  auf  9t,  (dann  sind  die  Punkte 
reihen  gleichlaufend):  in  dem  ersten  Falle  existiren  zwei  Dopfiel- 
punkte;  es  fallen  nSmlicb  die  Punkte  g  und  g|  Aber  einander  und 
die  Punkte  (  und  |,;  im  zweiten  Falle  exlsthren  keine  Doppel- 
punkte nach  dem  obigen  Kriterium  (S  14);  es  Allt  insbesondere 
g  auf     und  1^  auf  g|. 

Es  findet  aber  auch  das  Umgekehrte  statt:  Wenn  bei  zwei 
auf  einander  liegenden  projektivischen  Punktreihen 
irgend  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken 
verkehrt  auf  einander  fallen:  t%  auf  ^iVi,  so  fallen 
sftmmtliche  entsprechende  gleiciie  Strecken  desjeni«' 
gen  Systems,  welchem  jenes  Paar  angehört,  verkehrt 
auf  einander,  insbesondere  auch  t  auf  q,^. 

In  der  That,  denken  wir  uns  (Flg.  20)  in  den  beiden  auf  ein* 
ander  liegenden  Trigern  der  Punklrdhen  UV,  die  Punkte  ttx 
und  9 Vi  so  Hegend,  dass  r  auf  V,  und  ^  auf  Xx  Uagt,  und  nehmen 
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wir  ein  Itciiebigcs  drittes  Paar  entsurechendcr  l*ii!)kte  33,  (wo- 
durch die  projektiviscbe  Bezieiiung  vollständig  licslimmt  wird) 

(Fig.  20.) 

^      f  l  * 

an,  80  wird  der  Punkt  3  der  ersten  Punktreüie  auf  einem  ge- 
wissen Punkte  t|  der  zweiten  liegen  und  der  Ihm  entsprechende 
Punkt  t  der  ersten  Punktreihe  ^rd  bestimmt  durch  die  Gleich- 
heit der  Doppeiverhältnlsse 

Nun  ist  aber  Identisch»  S  6,  1) 
also 

{mt)«(t)ir,t,3j 
und,  wenn  w  ir  für     r,    die  darüber  stehenden  Namen  derselben 
Punkte  setzen,  =  (v^^Si);  da  also 

wird,  so  muss  t  mit  j,  zusaiiinieiilallen,  d.  h.  die  Strecke  3t  fällt 
verkehrt  auf  die  ihr  gleiche  entsprechende  Strecke  tj},;  dies  gilt 
hiernach  von  sämmtlichen  Paaren  entsj»recliender  gleicher  Strecken; 
weil  insbesondere  die  beiden  unendlich  entfernten  Punkte  r,  und  q 
der  beiden  Punktreihen  über  einander  fallen,  so  müssen  auch  die 
ihnen  entsprechenden  r  und  c)j  über  einander  fallen. 

Ein  solches  Doppeigebilde  zweier  in  der  cigenthümlichen 
Weise  auf  einander  liegenden  projektivischen  Punktreihen,  dass 
die  Punkte  r  und  q,  auf  einander  fallen  und  zugleich  das  eine 
ganze  System  entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt  auf  ein- 
ander liegt,  heisst  ein  Punktsystem  (oder  nacli  der  von  Des- 
arg  lies  eingeföbrten  Bezeichnung  eine  Involution  von  Punklen- 
paarcn)  und  die  Endpunkte  eines  solchen  Paares  auf  einander 
fallender  gleicher  Strecken  ein  Paar  konjugirter  I*unkte  des 
Punktsystems,  der  dem  unendlich  entfernten  Punkte  konjugirte 
Punkt,  in  welchem  r  und  qj  Ober  einander  liegen,  der  Mittel- 
punkt des  Punktsystems;  wenn  die  das  Punktsystem  erzeugenden 
Punklreihen  gleichlaufend  sind,  so  heisst  das  l'unktsystem  ein 
elliptischaa;  es  liegt  dann  ein  Paar  konjugirter  Punkte  immer 
auf  entgegengesetzten  Seiten  vom  Mittelpunkte,  und  bezeichnen 

whr  mit  o  den  Mittelpunkt,  mit  o?!  irgend  ein  Paar  konjugirter 

4» 
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Piinklc.  so  werden  sämnUliclie  Paare  k«njugirter  Punkte  durch 
die  Relation  zusarannengelialtea 

denn  x  und  |  treten  an  die  Stelle  zweier  entsprechender  Punkte 
t  und  ti  der  beiden  projektivSschen  Pnnktreihen  und  in  o  liegen 
r  und  qi  vereinigt,  also  gilt  die  bekannte  Relation  xx '  <|i  Vi  s=  const 
(8  12);  Doppelpunkte  können  in  diesem  Fall  nicht  vorkommen, 
wohl  aber  zeichnet  sich  ein  Paar  koiyugfarter  Punkte  vor  den  an- 
dern aus,  dasjenige  nämlich ,  welches  gleich  weil  vom  Hittelpunkte 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  hin  absteht,  Itir  welches  also 
das  konstante  Rechteck  ein  Quadrat  wird;  es  sind  dies  offenbar  die 
Punkte  g  und  g,  oder  ^  und  Indem  g  auf  und  gi  aur  ^  lällt; 
dieses  besondere  Paar  könnte  man  die  „gleich  weit  abstehen- 
den*' konjugirten  Punkte  des  elliptischen  Ptmktsystems  nennen. 

Wenn  dagegen  die  das  Punktsystem  erzeugenden  Punktreihen 
ungleichlaufend  sind,  also  das  andere  System  entsprechender  glei- 
cher Strecken  verkehrt  auf  einander  ßllt,  so  heissjt  das  Punkt* 
System  ein  hyperbolisches;  es  liegt  ein  Paar  koiyugirter  Punkte 
immer  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkte  aus  und  sSmmtliche 
Paare  konjugirter  Punkte  werden  wiederum  durch  die  Relation 
zusammengehalten 

0« .  o|=5Con8t.; 
es  fallen  Insbesondere  zwei  Mal  zwei  koi^jughte  Punkte  zusammen 
(wenn  nftmlich  das  konstante  Rechteck,  welches  die  Potenz  des 
Punktsystems  genannt  wird,  ein  Quadrat  wird);  dies  gescfaielit 
für  die  Punkte  gg^  auf  der  einen  Seite  von  o  und  fihr  l^^i  auf  der 
andern  Seite;  diese  besonderen  zusammenfallenden  Pnnktenpaare 
des  ^mktsystems  heissen  die  Doppelpunkte  oder  Asymptoten- 
punkte des  Punktsystems,  welche  nur  beim  hyperbolischen  Punkt- 
system auftreten;  sie  liegen  nadi  entgegengesetzten  Seiten  In 
gleichem  Abstände  von  o.  DeselcbneD  wir  sie  mit  g  md  h,  9o 
drOckt  die  Relation 

oa; .  o|  =  {og)^  =  (oA)^ 
.zugleich  ein  merkwürdiges  Verhalten  slmmtliclier  Paare  konju- 
girter Punkte  zu  den  Asymptotenpunkten  des  Punktsystems  aus, 
indem  x  '^  ein  Paar  zugeordnete  harmonische  Punkte  zu  g  und  A 
sind  ($  Sy  ni),  also: 

Sämmtiiche  Paare  konjugirter  Punkte  eines  hyper- 
bolischen Punktsystems  sind  zugeordnete  harmoni- 
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seil»'  PuiikU'  /II  (l(;n  beiden  Asynif>tolcii|j unkten  des- 
»ell)en,  uinl  aiicli  ningekelirl:  Sä  mint  liehe  Panre  zugeord- 
neter liariiioiiisL  Ii  er  l'unkle  zu  zwei  festen  Punkten 
e  i  n  e r  (i  e r  jui  e  n  bilden  ein  h  y  |»  e  r  b  u  1  i  s e h  e s  1'  u  ii  k  I  s  y  s  t  e  in , 
clessen  beide  Asyni  j)totenjiunkte  die  beitlen  testen 
Tunkte  sind.  IJeini  elli|itisclien  l'unktsysteni  fiiidt  t  dieses  Ver- 
Iialten  nicht  statt  trotz  der  Eigenschaft  des  konslaiitcn  K<'(  lilt  (  ks, 
weil  dort  iwd  konjn}.iirle  l'unkle  innncr  aiil  eiil^cgi-ngeselzten 
Seilen  von  o  liegen  und  die  angezogene  Eigenscbnn  harmonischer 
Punkte  die  IJedinginig  iiivolvirt,  dass  zwei  zugeordnete  I'inikte 
auf  derselben  Seite  \<>n  dem  Mittelpunkt  zwischen  den  beiden 
andern  zugeordneten  Punkten  gelegen  sind.  Es  mag  hier  noch 
ein  besou<lerer  l  all  des  l*uuklsystems  erwähnt  werden,  welcher 
den  Eebergang  zwischen  dem  ellij)tischcn  und  hyj»erbolisclien 
Punktsysleni  bildet  und  daher  das  parabolische  Punktsystem 
lieisst;  dieser  tritt  dann  auf,  wenn  die  beiden  Asymplotenpunkte 
eines  hyperbolischen  Punktsystems  zusammenfallen ;  alsdann  fallen 
die  allen  Punkten  des  Trägers  konjugirten  Punkte  im  Punktsystem 
iii  denselben  einzigen  Punkt  liin«Mn,  in  welchem  die  beiden 
Asymplotenpunkte  vereinigt  sind,  weil  (§  8),  wenn  von  vier  liar- 
moriisclii'u  Punkten  zwei  zugeordnete  zusammenfallen,  auch  einer 
des  andern  Paares  zugeordneter  IMnikte  in  diesen  hineinfallen 
muss.  W'iv  haben  also  das  einseitige  Verhallen  beim  |)araboli- 
schen  Punktsysleni,  dass  die  allen  Punkten  konjugirten  i*unkte 
in  einem  einzigen  vereinigt  sind  und  zu  diesem  wiederum  jeder 
beliebige  Punkt  des  Trägers  als  konjugirt  angesehen  werden  muss. 

Rficksichtlich  der  Potenz  des  Punktsystems  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  für  das  ellij) tische  Punktsystem  die  Polenz  eine 
negative,  für  das  hyperbolische  eine  positive  Grösse  ist, 
weil  im  ersten  Fall  je  zwei  konjugirte  Punkte  auf  entgegenge- 
setzter, im  letzteren  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkl  liegen; 
für  das  parabolische  Punktsystem  ist  die  Polenz  Null. 

Wegen  di's  häufigen  Auftrelciis  von  Punktsystemen  bei  geo- 
metrischen riitersuchuiigen  heben  wir  die  (irundeigenschaft  eines 
solchen  Doppelgebildes,  dass  es  nämlich  in  sich  projektiviscb  ist, 
noch  besonders  hervor: 

Wenn  wir  bei  einem  Punktsystem  von  Punkten- 
paaren, aus  jedem  Paare  einen  nehmen  und  diese  als 
eine  Reibe  auffassen  a6c       so  bilden  die  iLonjugirien 


54        Eitter  Abaelmitt.  Frojekttvifohe  Btninlinng  geradar 

Punkte  aßy  .  .  .  eine  mit  der  ersten  Reihe  projektiv!- 
sehe  Punktreibe  und  die  beiden  Punktreilicn  liegen 
in  der  oben  angegebenen  eigenthümlichen  Weise  auf 
einander.  Ks  ist  einieuclitenü,  dass  wir  dabei  die  konjugirten 
Punkte  eines  l>a;ires  mit  einander  verlauscben  können,  ohne  die 
projeklivische  lieziebung  zu  alterircn,  denn  da  die  Endpuoliie 
eines  solcbea  Paares  x  und  (t^)  sind,  so  könneir  wir  es  so* 
Wühl  als  xXi  auffassen .  wie  auch  als  ^j^.  Es  fol<,'l  ferner,  dass 
I^unktsysteme  dieselbe  allgemeine  Eigcnschan  der  Proi^Uvilät 
besitzen,  wie  einfache  Punktreihcn  selbst,  d.  h.  wenn  wir  ein 
Puiiklsystem  aa,  hß,  cy  ...  mit  irgend  einem  Punkte  B  durcb 
Strahleupaare  verbinden*  welche  eine  beliebige  andere  Transver* 
sale  in  den  neuen  Punkleiipaaren  a'a',  cV'  •••  trelTen,  so 

bilden  die.se  ibenfaUs  ein  Piuiklsyslem ;  denn  es  bilden  a^b^c^... 
und  ß^  .  .  .  zwei  projektivisclic  Punktreihen,  welche  steh  in 
der  eigenlhümlichcn  Lage  befinden,  dass  dem  Punkt  der  er- 
sten Punktreihe  der  Punkt  der  zweiten  ents|)riclil,  abtf  auch 
gieichaeitig  dem  I'unki  als  der  ersten  Punktreihe  angehörig 
betrachtet  der  Punkt  a>  der  zweiten  Punktreihe  entspricht;  da 
also  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt  auf  ehi* 
ander  falten,  so  bilden  auch  a*a^  c'^'  . . .  ein  Punktsystem. 
Aus  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks 

ux  .      =■  consl. 

können  wir  uns  ein  leichtes  Verfahren  ableiten,  Punktsysteme  in 
ihrem  ganzen  Verlaufe  henustellen.  Legen  wir  nimlidi  durch 
zwei  konjughle  Punkte  ««  einen  beliebigen  Kreis  und  durch  ein 
zweites  Paar  konjugvter  Punkte  bß  irgend  einen  zweiten  Kreis, 
welcher  den  ersten  in  den  Punkten  P  und  Q  treffe,  so  wird  ein 
dritter  Kreis,  welcher  durch  PQ  und  x  geht,  nothwendig  durch 
I  gehen  müssen,  weil,  wenn  PQ  den  Träger  des  Punktsystems 
in  o  trün,  oP ,  oQ  ^  oa  .  ou  ^  ob  •  9ß  ^  Q» .  o|  sein  nmss. 
Sämmtliche  durch  die  Punkte  PQ  gelegten  Kreise  (die  Kreisschaar) 
bestimmen  also  sftmmtliche  Punktenpaare  «1  eines  Punktsystems, 
das  mit  dem  angenommenen  idenüsch  ist,  dessen  Mittelpunkt 
durch  die  gemeinschaftliche  Sekante  PQ  der  Kreisschaar  (oder 
denjenigen  Kreis  der  Schaar,  dessen  Radius  unendlich  gross  ist) 
bestUnmt  wbrd.  Liegt  der  Punkt  o  ausserhalb  der  Strecke  PQ» 
so  liegt  er  auch  ausserhalb  jeder  Strecke  «|,  ausserhalb  aller 
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Kreise  der  Schaar,  das  Ponktsystem  ist  liyperboliseh;  liegt  o 
iwiaehen  PQ,  so  li^  es  aucli  inneriialb  jeder  Strecke  «|»  in* 
nerbalb  simmllidier  Ereise  der  Schaar,  das  Punktsystem  ist 
elHpliaob.  Wh»  scUiessen  sogleich  umgekehrt:  Eine  Kreis- 
schaar mit  iwei  (reellen)  gemeinschaftlichen  Punkten 
PQ  wird  von  einer  beliebigen  Transversale  immer  in 
einem  Punktsysteme  geschnitten,  dessen  Paare  kon- 
jugirter  Punkte  die  Schnittpunkte  mit  je  einem  Kreise 
der  Schaar  sind;  das  Punktsystem  ist  elliptisch,  wenn 
die  Transversale  die  Punkte  P  und  Q  trennt,  d.  h.  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  sich  hat,  hyperbolisch, 
wenn  P  und  Q  auf  derselben  Seite  von  der  Transver- 
sale liegen.  Im  letsteren  Fall  giebt  es  swel  besondere  Kreise 
der  Schaar,  weiche  die  Transversale  berühren:  die  Berfilvungs- 
punkte  sfaid  die  Asymptolenpunkte  des  Punktsystems. 

Aus  dieser  Konstruktion  eines  Punktsystems  vermittelst  der 
Kreisschaar  geht  schon  hervor,  dass  ein  Punktsystem  voll- 
ständig bestimmt  ist  durch  swel  Paar  (wiHkOhriich  an- 
sunehmender)  konjugirter  Punkte;  dies  folgt  aber  auch  aus 
der  urspr&ngUchen  Entstehung  des  Punktsystems,  denn  nehmen 
wir  a«,  k§  als  swel  Paar  koigugirte  Punkte  willkOhrlich  an,  so 
vertritt  ««  die  Stelle  von  zwei  Paaren  aa,  und  b|(,  bß  die  Stelle 
von  zwd  andern  Paaren  CC]  und  bi  b  entsprechender  Punkte  zweier 
projeküvischer  Punkireihen  abcb  und  ai^iCib]:  es  schehit  also, 
als  ob  durch  diese  vier  Paar  entsprechender  Punkte  die  projek- 
tivische  Beziehung  flberbestfanmt  sei,  da  doch  drei  Paar  ent- 
sprechende Elemente  zur  fiestinmiung  der  projektlvischen  Beziehung 
nothwendig  und  ausreichend  sind;  dieser  Skrupel  verschwindet 
aber,  da  die  vier  Paar  so  eigenthflmllch  liegen,  dass  das  vierte 
nur  eine  Folge  der  drei  andern  ist,  dass  also  kein  Widerspruch 
stattfindet  und  In  der  That  die  projektlvische  Besiehung  durch  sie 
gerade  bestimmt  wird.  Es  liegen  nSmllch  abf  zusammen  in  a, 
ebenso  boi  zusanunen  in  «r,  femer  cbi  in  b  und  bC|  in  ß\ 
folglich  ist  identisch 

(abcb)«(6i«jbiCi), 

und  da  nach  §6  1.  allgemein 

so  lulgl 
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Diese  vier  Paar  entsprechende  Glemenle  vertreten  also  nur 
Paar  and  bestinoien  voUstftndig  die  prejektivische  Bealehung» 
ake  aucli  das  ganze  Ponktaystem.  Zwischen  drei  Paaren  fceiqu- 
girter  Punkte  eines  Punktsystems  muss  folgUcb  eine  Bedingung 
bestehen,  welche  unmittelbar  hervorgeht  aus  der  Gleicbbeit  der 
Doppelverfaftltnlsse;  fOgen  wir  nämlich  noch  ein  drittes  Paar  kon- 
jugirler  Punkte  ey  den  vorigen  hinzu  und  denken  ms  dieses  als 
c  und  C|  oder  fj  und  f  (i^g.  21),  so  ist 

Mce)  =  {«,i^,c,e,) 

(Flg.  81.) 

 IL—^^  

— f  =^44-  i  ti  

oder  durch  di<>  Bezeichnung  der  conjugirten  Punkte  des  Punkt- 
systems ausgedrückt 

{aubc)  =  (uaßy), 

das  lieibi>L 

ab  ^  oc  aß  «y 
«6  *  ««  '  «y 

Dies  lilsst  sich  in  mehr  symmetrischer  Gestalt  so  schreiben: 

ab  .  aß        ac  .  ay         ,  .      •  •  ■      i*-  • 

— ^  =  - — ~  und  in  gleicher  W  eise 

ttO  .  Ctp       ttc  .  »y  ^ 


yh  .  yß 

FiMiier  köiiin'u  wir  auch  folgende  Gleichhcil  der  Do|i|)eiver- 
halliüi>se  auselzcu: 

(act>p  =  (a,Cib|f|) 
oder  in  der  aiuicni  ii(>/.(>i(  iiiiung 

{abay)  =  [aßac), 

das  heisst 

aet   ay       aa  ar 
b«  '  bY~~  ßa  '  ßc* 

da  nun  («a)  =  —  (aa),  so  hebt  sich  ein  Faktor  fort  und  es 
hleibt  die  Relation: 

aß  .  by  ,  ctt  =  oy  .  btt  ,  eß    und  durch  Vertauscliiing  je 

aß.bcya^acba.  yß    ''l"''^  ^^^J^' 

a      V       a  8»rtcr  l'uukle 

by .  ea  .  aß  sss  ba  .  cß  ,  ay 

cu .  ab  .  ßy  ssst  eb  .  ay  ,  ßa. 


(II.) 
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Diese  7  Helalionen  xwischeD  drei  Paar  fconjugirlen  Punkten 
eines  Pünktsyslems  liSngen  natQrlich  alle  von  einer  unter  ihnen 
ab;  sie  sind  von  Desargnes  aufgestellt,  der  solche  sechs  Punkte, 
«eiche  diesen  Redingunge»  genögen,  „sechs  Punkte  in  Invo- 
lution" nannte. 

Es  Ist  nocli  für  die  Folge  wichtig,  ein  Kriterium  tu  besiUen, 
welches  sofort  eutschetdet,  ob  ein  durch  zwei  Paar  konjuguler 
Punkte  gegebenes  Punktsystem  elliptisch  oder  hyperbolisch  Ist: 
dies  erkennen  wir  unmittelbar  aus  der  oben  gefundenen  Eigen- 
schaft, dass  beim  byperboliscben  Punktsystem  jedes  Paar  konju- 
gü'ler  Punkte  auf  derselben  Seite  vom  Mittelpunkt  liegt,  also  wenn 
aa  und  bß  irgend  zwei  l*aar  sind,  entweder  die  Strecke  a'a  ganz 
ausserhalb  der  Strecke  bß  oder  ganz  innerlialb  derselben  oder 
endlich  die  Strecke  bß  ganz  innerhalb  aa  liegt,  d.  h.  die  Punkte 
a«  werden  durch  die  Punkte  bß  nicht  gelrennt  (liegt  b  inner- 
halb a€t,  so  liegt  auch  ß  innerhalb  a<t,  liegt  b  ausserhalb  a«,! 
so  liegt  auch  ß  ausserhalb  aa);  weil  dagegen  beim  elliptischen 
Punktsystem  ein  Paar  konjugirter  Punkte  immer  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  vom  Mittelpunkte  liegen,  rouss  aa  durch  bß 
und  umgekehrt  getrennt  werden;  das  gesuchte  Kriterium  ist  also 
folgendes: 

Wenn  ein  Punktsystem  durch  irgend  zwei  Paar 
konjugirter  Punkte  aa  und  bß  gegeben  ist,  so  wird 
es  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches  sein,  je  nach- 
dem die  Punkte  aa  durch  bß  und  zugleich  bß  durch  ao 
getrennt  werden  oder  nicht.  Hieraus  entspringt  folgende 
Betrachtung:  Nehmen  wir  auf  einer  Geraden  vier  beliebige  Punkte 
ab  cd  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf  dreifache  Weise'  zu  Paaren 
ordnen,  nämlich: 

ab,  cd  \  fir,  hd  \  ad^  be. 

Ijei  y'Avr  dirscr  Zuonlimiigcii  \\'\t*\  (liircli  din  zuci  Piinktoii- 
paaro,  als  konjngu  tf  anfj^ofassl,  ein  PmiklsNsleni  heslitiiml  (itnl  \nii 
«li«'s(  II  drei  F'niiktsysIt'iiK'n  ist  immer  ciiK  s  t  lli|>lis(  Ii ,  dir  licideii 
andern  liyperbuliscii,  nämlicli  nach  dem  vorigen  kriteriuni  z.  Ii. 


ab,  cd 
elliplisch  (e) 


e   b  d 
ac,  bd 
hyperbolisch  (A) 


adf  be 
hyperbolisch  (AJ. 


Nehmen  wir  von  emem  beliebigen  Punkte  p  4es  Trägers  den 
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koiijugirico  Punkt  rflckBicfaÜich  dieser  drei  Piukts^fiteme  und  be- 
idcboen  wir  ilw  lieiielilidi  durch 

ffh  . 

SO  bieten  diese  Punkte  eine  leicht  erkennbare  Eigenscbafl  dar ;  es 
findet  nämlich  wegen  der  (irnndefgenschan  der  PunkUysleme  die 
Gleichkeit  folgender  Do|ipeiveriiältiiis8e  »t«tl: 

(abcp)  =  [badrCe) 
<   (acdp)  =  {cabnji) 
[adcp)  =  {dabni^X 

■ 

D\,e  letzte  Gleidiheit  lässt  sich  auch  so  scbreÜMO: 

[aedp)  B=  {dhank) 

und  zei^l,  mit  der  vurletzlen  verglichen,  dass 

{cabni)  =  {dbanki) 

oder 

{abc-Xk)  =  [baditk^), 

folgUcb  sind  und  «a,  ein  Paar  koi^ugirte  Punkte  des  Punkl- 
systems  (e)  gleicherwelae  und  ein  Paar  koigagirte  Punkte 
des  Punktsystems  (h{\  endücb  und  ein  koigugirte 
Punkte  des  Punktsystems  (A).  Hiernach  gilt  folgender  Sals: 

Vier  beliebige  Punkte  In  einer  Geraden  als  swei 
Paar  konjugirte  Punkte  aufgefasst  bestimmen  drei 
verschiedene  Punktsysteme,  von  denen  immer  eines 
elliptisch  (e)  und  die  beiden  andern  hyperbolisch 
sind  [h)  und  [h^.  Nimmt  man  von  irgend  einem  Punkte 
p  in  der  Geraden  den  konjugirten  Punkt  in  Beiug  aaf 
jedes  dieser  drei  Punktsysteme  und  heissen  diesel- 
ben bexiehiich  hwsca^Ai»  *o  sind  %h  und  «a,  ein  Paar 
konjugirte  Punkte  In  dem  Systeme  (c),  und  sca,  ein 
Paar  konjugirte  Punkte  in  dem  Systeme  (A)  und  und 
«A  <}in  Paar  konjugirte  Punkte  in  dem  Systeme  (A,). 

Auch  /.eigl  sich  das  eigenlhümlich  reciproke  Verhalten,  dass 
die  vier  Punkte  p  7t,.  tt/,  zu  den  vier  angenommenen 
l^unklen  abcd  genau  dieselbe  Beziehung  haben,  wie 
diese  zu  jenen,  d.  h.  wenn  man  von  pn^nhii/t^  ausgeht  und 
zu  a  (iie  (Iri-i  konjugirten  sucht,  erhüil  man  bcd,  was  aus  der 
IVojeklivitäl  der  Puuktreiben  hervorgeht: 


Digitized  by  Google 


Punktreiheii  und  ebener  Strahlbttaehel  auf  einander.  §  16.  59 


Wir  müsstMi  nocli  eines  besonderen  Falles  Erwälmmig  lliun, 
in  welchem  das  Ptmktsyslen)  einen  sein*  einfachen  Charakter 
annimmt;  dieser  tritt  heim  hyperbolischen  l'unkU;ysteni  auf, 
welches  nach  dem  Obigen  aus  sämmtlichen  Paaren  zugeordnel- 
harmouischer  Punkte  zu  zwei  festen  Punkten  (den  Asymploleu- 
|Hinklen  des  Punktsystems)  besteht.  Wählen  wir  nämlich  !ns< 
besondere  die  Asymptotenpunkte,  welche  zwei  Paare  konju- 
gtrter  Punkte  verlretea,  also  das  ganze  Punktsystem  bestim- 
men, so,  dass  einer  von  ihnen  h  im  Unendlichen  liegt  und  nur 
der  andere  tj  im  Eadtichen  bleibt,  so  wird,  weil  jedes  I'aar  x| 
zu  g  und  h  {-x))  harmonisch  liegt,  g  die  Mitte  jedes  Paares  sein 
niQfsen  (§  8);  wir  erhalten  also  ein  soln-  einfaches  Gebilde:  alle 
Paare  von  Punkten  .r^  einer  (leraden,  die  zu  einem  festen  g  sym- 
metrisch liegen;  derseibe  ist  ein  Asymptotenpunkt  dieses  beson- 
deren J'uuktsystems,  welches  ein  liyperbolisch-gleichsei- 
tiges  Punktsystem  genannt  wird ,  während  der  andere  Asymp- 
iotenpunkt  und  mit  ihm  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Punktsystems 
im  Unendlichen  liegt.  Es  ergiebt  sich  auch  umgekehrt:  Wenn  der 
Mittelpunkt  eines  Punktsystems  im  Unemilicheci  liegt,  so  muss  er 
zugleich  ein  Asyniptotenpunkt  sein;  denn  da  der  unendlich  ent- 
fernte Punkt  und  der  Mittelpunkt  immer  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  des  i*uuktsyslems  sind ,  so  wird ,  wenn  sie  zusammenfallen, 
am  ihnen  ein  Asymptotenpunkl;  also  das  Punktsystem  ist  dann 
immer  ein  hyperbolisch  -  gleichseitiges.  — 

Scldiesslicli  möge  noch  eine  Frage  erörtert  werden,  welclie  sicli 
tiei  geometrischen  Untersuchungen  öfters  dariiietet:  Ereignet  es 
sieii  bei  iwei  beliebig  auf  einander  gelegten  I^unltt- 
systemen,  dass  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  einen 
auf  ein  Paar  des  andern  Punktsystems  zu  liegen  kommt? 
Um  diese  Frage  su  entscheiden,  müssen  wir  die  dreimögücben  Fälle 
▼on  einander  trennen:  ob  1)  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind 
oder  2)  eines  ellipüscb  und  das  andere  byper]>oÜ8cii  oder  3)  Iraide 


a  b  c  d  p  ttg  if  A  n^^^ 
de  b  a  ftA^iti  p 


ab  c  d  p  n,  tc,,  tc,,^ 
0  a  d  c      p  rti^^  nj^ 


a  h  c  d  p  »4, 
edab^k^kiP 
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hyperbolisch  sind.  Denken  wir  uns  bei  einem  Punktsystem  jedes 
Paar  lionjagirter  Punkte  als  Durchmesser  eines  Kreises,  so  erhalten 
wir  nach  dem  Obigen  eine  Kreisschaar  und  zwar  mit  zwei  reellen 
Schnittpunkten,  wenn  das  Punktsystem  em  elliptisches  Ist,  dagegen 
mit  einer  ideellen  gemeinschafUichen  Sekante  (Linie  der  gleichen 
Potenzen),  wenn  das  Punktsystem  ein  hyperbolisches  isL  Sind 
nun  ad  1)  die  beiden  auf  einander  liegenden  lielden  Punktsysteme 
ellfpCisch,  so  haben-  die  beiden  zugehörigen  Krelsschaaren  reelle 
Schnittpunkte  PQ  und  PiQ^,  welche  gleich  weit  abstehen  nnd 
symmetrisch  liegen  von  der  gemeinschaftlichen  Centrale.  Es  giebt 
offenbar  einen  Kreis  durch  die  vier  Punkte  PQP%Qi,  welcher 
beiden  Krelsschaaren  angehört,  also  die  Centrale  in  einem  Punkten- 
paar trifft,  welches  bdden  Punktsystemen'  gemelnschafUich  tot; 
dies  ist  das  einzige  und  Immer  vorhandene.  Ist  ferner  ad  2)  das 
eine  Pnnktsystenk  elliptisch,  das  andere  aber  hyperboKscfa,  so  hat 
die  eine  Kreisschaar  zwei  reelle  Punkte  PQ,  die  andere  keine. 
Es  giebt  aber  immer  einen  einzigen  leicht  zu  ermittelnden  Kreis 
der  letzteren,  welcher  durch  P  und  Q  geht  und  dadurch  gefunden 
werden  kann,  dass  man  durch  P  und  die  beiden  Asymptoten- 
punkte gh  des  hyperbolischen  Punktsystems  (Grenzpnnkte  da* 
Kreisschaar)  einen  Kreis  legt  und  einen  andern  Kreis  konstniirt, 
der  diesen  in  P  rechtvrinkelig  schneidet  und  durch  Q  geht;  letz- 
terer gehört  beiden  Krelsschaaren  an  und  bestimmt  also  auf  der 
Centrale  das  einzige  und  immer  vorhandene  Paar  konjugirter 
Punkte,  welches'bdden  Punktsystemen  gemeinschaftlicb  Ist.  Sind 
endlich  ad  3)  beide  auf  einander  liegenden  Punktsysteme  hyper- 
bolisch, so  haben  beide  Krelsschaaren  Ideelle  gemehnschaflliche 
Sekanten;  seien  gh  und  ^jA,  die  Asymptolenpunkte  des  einen  und 
andern  Punktsystems  und  beschreibt  man  Aber  ihnen  als  Durch- 
messer zwei  Kreise,  so  kommt  es  darauf  an  zn  entscheiden,  ob 
ein  Kreis  extotirt,  welcher  schien  Mittelpunkt  ki  der  Centrale 
hat  und  beide  zuletzt  konstruirten  Kreise  rechtwinkelig  schneidet. 
Dieser  tot  nie  vorhanden,  wenn  das  eine  Paar  Asymplotenpunkte 
durch  das  andere  getrennt  wird,  also  gh  einen  und  nur  emen 
der  Punkte  g^h^  zwischen  steh  hat.  Wenn  dagegen  das  eine  Paar 
durrJi  das  andere  nicht  getrennt  wfard,  also  entweder  gh  ganz 
ausserhalb  g^h^  oder  ganz  zwischen  g^^h^  liegt  oder  umgekehrt, 
so  giebt  es  einen  elozigen  bestimmten  Kreis  von  der  terlangien 
Beschaffenheit,  welcher  leicht  zu  ermitteln  ist  Dieser  bestimmt 
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auf  der  Centrale  das  eiiisige  beiden  Punktsystemen  gemeinsdiafl- 
licbe  Paar  konjugirter  Punkte.  Das  Residtat  dieser  mit  Hflire 
V4»  Ereisschaaren  durchgeführten  Untersuchung  iSsst  sich  also 
unabliiUigig  hier?on  so  anssprectien: 

Zwei  auf  einander  liegende  Punktsysteme  haben 
immer  ein  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte, 
sobald  sie  beide  elliptisch  sind  oder  eines  elliptisch 
und  das  andere  hyperbolisch  ist  Wenn  aber  beide 
hyperbolisch  sind^  so  haben  sie  nur  dann  ein  Paar 
konjiigirter  Punkte  gemeinschaftlich,  wenn  die 
Asyiuptotenpunkte  des  einen  Punktsystems  durch  die 
des  andern  nicht  getrennt  werden;  werden  sie  gc* 
trennt  (d.  h.  liegt  ^on  den  beiden  Asjinploienpunkten  des  ehien 
Punktsystems  der  eine  zwischen,  der  andere  ansserbalb  der  beiden 
Asyrapioicnpunkte  des  andern  Punktsystems),  so  existirt  kein 
gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte.  Dass  im 
Allgemeinen  nicht  zwei  Paar  konjugirter  Punkte  den  beiden  Punkt- 
systemen gemeinsehafUich  sein  können  *  Ist  an  sich  klar,  weil 
sonst  die  Punktsysteme  identisch  sein  mOssten.   (Vergl.  31.) 

Dieraus  ergtebt  sich  insbesondere  eine  Eigenschalt  des  ellip- 
tischen Punktsystems:  In  einem  elliptischen  Punktsystem 
giebt  es  allemal  zu  einem  beliebigen  Paar  konjugirter 
Punkte  acr  ein  einziges  und  bestimmtes  anderes  Paar 
a'«*,  welches  durch  das  erstere  harmonisch  getrennt 
wird,  d.  h.  so  liegt,  dass  aaa^a*  vier  harmonische  Punkte  sind, 
und  zwar  aa  zugcordnel,  ebenso  a*.  Beim  hyperbolbcben  Punkt- 
system ist  dies  nicht  möglicli. 

Hat  man  ein  elliptisches  PunkLsystcni,  hei  dem  aa  und  a^a* 
zwei  solche  Paare  konjugirter  l*unktc  sind,  die  harmonisch  durch 
einander  getrennt  werden ,  so  steht  der  Mittelpunkt  n  des  Punkt- 
systems in  ei^enlhümlicher  Heziehung  7a\  den  Mittelpunkten  der 
Strecken  aa  und«'«',  welche  m  und  m'  lieii^sen  mögen;  es  sind 
nämlich  m  und  m'  ein  l'aar  konjugirte  F*unkte  des  gegebenen 
Punktsystems  selbst  uiul  der  vierte  harmonische  l'unkt  zu  aao 
Ist  m',  der  vierte  harmonische  zu  a^a^o  ist  m,  also  («cfom')  =  —  1 
und  aU(^i)m)  =  —  1.  nies  folgt  leicht  aus  elementaren  Sätzen, 
wenn  man  iiiter  aa  und  «'a'  als  Durchmesser  zwei  kreise  he- 
schteibl,  die  sich  reclilwinkelig  schneiden  u.  s.  w. 
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^17.    Strahlsystem  (Involution  von  Strahlenpuftren). 

Der  im  vorigen  Paragraphen  dorobgeDlUirlen  Betraditnng  atelit 
eine  gleichlaufende  inr  Seite  für  -xwei  in  der  Weise  auf  einander 
liegende  (concentrische)  projeictiTiaGbe  StraUbflsehel,  das»  dat  eine 
oder  das  andere  System  entsprechender  gleicher  Whikel  verkehrt 
auf  einander  aUt.  Da  diese  Betrachtung  der  vorigen  ohne  Schwie- 
rigkeit nadhgehildet  werden  kann,  so  genäge  es,  nur  die  Resoltnte 
hier  anzuf&hren>,  wdche  auch  unmittelbar  durch  perspektivische 
Projektion  aus  den  vorigen  al^eitet  vrerden  können. 

Liegen  zwei  projektivische  concentrische  Strahl- 
bOschel  in  der  Weise  auf  einander»  dass  die  Schenkel 
der  entsprechenden  rechten  Winkel  si,  verkehrt 
auf  einander  fallen,  s  auf  i|  und  I  auf  «,»  so  fallen  die 
Schenkel  sSmmtlicber  Paare  des  einen  oder  andern 
Systems  entsprechender  gleicher  Winkel  {xy)  {sttVt) 
oder  («y)=s(yi«])  ($13)  verkehrt  auf  einander,  näm- 
lich a  auf  yi  und  y  auf  Xj  und  swar  findet  dieses  ffir 
das  eine  oder  andere  System  statt,  je  nachdem  die 
Strahlbfischel  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend 
sind. 

Wenn  hei  swei  concentrischen  projektlvischen 
Strahlhflschein  die  Schenkel  irgend  eines  Paars  ent- 
sprechender gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander 
fallen  xy  auf  yiff|,  so  fallen  sftmmtliche  Paare  von 
Schenkeln  entsprechender  gleicher  Winkel  dissjeni- 
gen  Systems,  welchem  jenes  Paar  angehört,  vericehrt 
auf  einander. 

*  Nur  hei  den  Schenkeln  der  entsprechenden  rechten 
tt,  f|f|,  welche  beiden  Systemen  gemcfaischafkliGfa  angehören,  kann 
sowohl  das  dne,  wie  das  andere  System  In  der  angegebenen  Webe 
sur  Deckung  gebracht  werden,  indem  man  die  Strahlbflschel  ein- 
mal gleichlaufend,  das  andere  Mal  ungleichlaufend  so  auf  einander 
legt,  dass  t  auf  <]  und  t  auf  «|  flllt.  Ein  solches  Doppelgebttdc 
heisBt  ein  Strahlsystem  (oder  eine  Involution  von  Strahlen- 
paaren), die  Schenkel  higend  eines  Paares  verkehrt  auf  einander 
fallender  entsprechender  gleicher  Winkel  ein  Paar  konjugir- 
ter  Strahlen  des  Strahlsystems,  die  Schenkel  der  auf  einafider 
fallenden  eniaprechenden  rechten  Winkel  s{i^)  und  i{s^]  die  Axen 
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des  StrahUystens.  Wenn  die  das  Strahlsystem  eneugenden 
StrablbQschel  gleichlaufend  sind,  so  heisst  dasselbe  ein  elUp- 
tisehes,  wenn  sie  ungleiclilaiifend  sind,  ein  hyperbolisclies; 
fan  letaleren  Fall  liegen  die  besonderen  Strahlen  gg^  auf  einander 
und  ebenfalls  auch  hh^;  diese  beiden  Doppelslrablen  heissen  die 
Asymptoten  des  hyperbolischen  Strahlsystenis;  ihre  Winkel 
werden  gehilflet  durch  die  Axen;  Im  ersten  Fall  glebt  es  keine 
.  Doppelslrablen,  es  fallen  indessen  g  auf     und  k  auf  g^. 

Sind  irgend  dn  Paar  konjugirle  Strahlen  des  Strahl- 
Systems,  m  und    die  Axen,  so  ist  immer 

lg  (mar)  .  tg  (m^)  =  coiist. 

also  auch 

Ig  (^«)  .tfifiQ  ssz  const 

doch  liegt  beim  elliptischen  Strahlsyslem  ein  Paar  konjiigirter 
Strahlen  «|  Immer  so,  dass,  wenn  x  in  einem  Quadranten  {mfi) 
liegt,  §  in  dem  nebenliegenden  Quadranten  sich  findet,  während 
beim  hyperbolischen  Strahlsyslem  jedes  Paar  «|  In  demselben 
Quadranten  sich  findet,  also  beim  elliptischen  Strahlsystem  jedes 
Paar  ml  durch  die  Axen  mfi  getrennt  wird,  befan  hyperbolischen 
nicht;  daraus  folgt,  dass  simmtliche  Paare  konjugirter 
Strahlen  eines  hyperbolischen  Strahlsystems  tuge- 
ordnete  harmonische  Strahlen  sind  xu  den  beiden 
Asymptoten,  und  auch  umgekehrt:  Alle  Paare  zugeord- 
neter harmonischer  Strahlen  su  xwei  festen  Strahlen 
bilden  ein  hyperbolisches  Strahlsystem,  dessen  beide 
Asymptoten  die  beiden  festen  Strahlen  sind.  Beim 
elKplischen  Strahlsystem  findet  dieses  Verhalten  nicht  statt. 

Ein  Strahlsystem  Ist  ein  in  sich  i)i  ojcktifiscbes  DoppelgebUde 
in  der  Art,  dass,  wenn  man  aus  jedem  Paare  konjugirter  Strahlen 
efawB  herausnimmt  und  diese  als  ein  SirahlbOschel  abe . . .  auf- 
fasst,  die  konjugirten  Strahlen  ^ßy ...  ein  mit  dem  ersten  pro- 
jektivlsches  StrahlbOschel  bilden  imd  diife  beiden  Sirahlbfischel 
in  der  angegelieiiea  eigcnthämllelien  Weise  auf  einander  liegen. 
Wir  kitamen  dabei  die  konjugirten  Strahlen  eines  Paares  mit  ein- 
ander vertauschen,  ohne  jene  projekttvische  Beziehung  zu  alle- 
riren,  denn  da  die  Strahlen  eines  solchen  Paares  nach  der  ur- 
sprOngUcben  Entstehung  des  Strahlsystcms  als  x{ifi)  und  Xi{y) 
auTgefasst  werden  müssen,  so  können  sie  sowohl  als  gelten, 
wie  auch  als  y^y.  Das  Strahbystem  besitzt  die  allgemeine  Eigen- 
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scliall  (ior  ProjeküviUlt,  üass  es  auf  jeder  beliebigen  Transversale 
ein  Ptiiikts) stein  aiLssciineidel,  drsscii  Paare  konjiigirlcr  Punkte 
tliintii  die  Paare  konjugirlcr  Slrahloii  fixirt  uenleii,  und  uniiie- 
KcKrt,  jedes  Pniikbiyslem  inil  irgend  einem  Punkte  der  Ebene 
durch  Stralden  verbunden  liefert  ein  StrahlsysleMi. 

Kin  Stralilsysteni  ist  ToUsländig  bestimmt  diireh 
zwei  Paar  (willkrilirlicli  a nzuneliinende)  konjiii;irte 
Strahlen;  /wisehcn  diei  Slrahienpaaren  aa,  bß,  cy  fmden  die 
aus  der  Gleichheit  der  Uoppclverhältnisse  entspringenden  Rela- 
tionen statt: 

sin  {iih^  .  sin  [iiß)          «in  {ar)  .  sin  («y^ 

sin  {((Ii)  .  sin  [(C^)  »in  {(f)  .  sin  [(ty) 
rtiii  {hc)  .  sin  {l>y)  sin  (ha)  .  sin  (/»«) 
sin  {pe) .  sin  [ßy)       sin  {^u)  .  sin  {^a) 

sin  (r«) .  sin  (ro)   sin  ich)  .  sin  (cß) 

sin  (ya) .  sin  (ya)       sin  (yb)  .  sin  iyß) 
sin  [aß),  sin  (by) .  sin  (ca)  =  sin  {ay) .  sin  (ba) .  sin  (r/}) 
sin  {aß) .  sin       .  sin  (ya)  =  sin  (ac) .  sin  (6a) .  sin  {yß) 
sin  [by) .  sin  (ca)  .  sin  («r^  =  sin  {ba) .  sin  {eß) .  sin  (ay) 
{  sin  (ctt) .  sin  («6) .  sin  Ißy)  =  sin  (cA) .  sin  {ay) .  sin  {ßa). 
Es  gilt  folgendes  leicht  anzuwendende  Kriterium*  nin  zu  er- 
kennen, ob  ein  Strabbysteni,  welches  durch  zwei  g^hene 
Paare  konjugirter  Strahlen  aa,  bß  bestimmt  winl,  ein  elliptisches 
oder  hjrperboUsches  ist:  Wird  das  eine  Strahlenpaar  «er 
durch  das  andere  bß  getrennt,  also  auch  umgekehrt 
(d.  h.  fallt  b  in  einen  Winkelraum  att  und  ^  in  den 
Ncbenwinkelraum),  so  ist  das  Strahlsystem  elliptisch; 
wird  dagegen  das  eine  Strahlenpaar  durch  das  andere 
nicht  gelrennt,  so  ist  das  Strahlsystem  hyperbolisch. 

Ein  eigentliömlicbes  Auftreten  des  Strablsystems  (oder  Punkt- 
systeros) zeigt  sich  bei  folgender  Betrachtung:  Sind  drei  beliebige 
durch  einen  Pimkt  gehende  Strahlen  abe  gegeben,  so  kann  man 
zwei  derselben  in  dreifacher  Weise  als  zugeordnete  Strahlen  auf- 
fassen und  zu  dem  jedesmaligen  dritten  den  zugeordneten  vierten 
harmonischen  Strahl  konstruiren;  seien  b  und  c  zugeordnete  und 
der  vierte  harmonische  zu  a  zugeordnete  er;  anderseits  c  und  « 
zugeordnete  und  der  vierte  harmonische  zu  b  zugeordnete  ß,  end- 
lich o  und  b  zugeordnete  und  der  vierte  harmonische  zo  c  zu- 
geordnete y;  dami  ist 

{ebaa)  =  — •  1     {acbß)  =  —  1     {bary)  a=  —  1. 
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Aus  der  Gleichheit  der  DoppelverJiftltoisBe 

[achß)  =  (abcy) 

folgt,  «lüss  //  1111(1  r  ;ils  riii  I'.i;ir.  iiiul  y  ein  /wcih's  Paar  Loii- 
iiij^ii'lcr  StraliltMi  »  iiics  SlraliUNsh'iiis  gciinmiiieu  wciilni  (Itii  li'n, 
urlrlii's  ti  zu  einer  Asyinplolc  Ii.iIm  ii  miuss:  ilic  .uulrre  ,\s\in|ilole 
ist  olirr  c(,  Wi'W  es  zti  n  (l«'r  vi«  rtc  li.irnionisi  Iic  Slialil  ist.  \\rilM<'nd 
b  und  (•  (las  andere  Paar  /(i^cordiirle  Strahlen  sind;  iiiilliiii  inüsseil 
auch  a  und  a  liarnioiuseh  liej^en  /u  ß  lUid  y,  also 

{yßau)  1,  ehenso  ((tyßh]  =  —  1  und  {ßayr)  =  —  1. 

Es  tiiidet  daher  zwischen  den  G  Strahlen  uhraßy  das  eij;en- 
thfimllch  reciproke  Verhalten  statt ,  dass  iVw  di'ci  ersten  von  den 
drei  letzten  ehenso  ahhiiii^eii,  \vi«;  die  drei  lelzleu  von  den  er.slen. 

Aus  der  lielaUon 

[cbaa]  =  {yßttfij 

folgl  sodaiui ,  dass  nu.  hß,  ry  drei  l*aar  konjn^ii  te  Strahlen 
eines  Slralilsvsli^ms  oder  sechs  Strahlen  in  Invuluüon  sind; 
ebenso  hilden  aber  auch  aa,  by,  rß  eine  lnv(dulion.  <iy.  bß,  ra 
eine  neue  und  endlich  auch  tiß,  ba,  ry:  von  diesen  vier  Involu- 
tionen ist  die  erste  elliplisch,  die  drei  andern  sind  hvjieriiolisch; 
ihre  Asymploten  bilden  seihst  eine  neue  lnv(dution  u.  s.  f.  — 

Endlich  müssen  uir  noch  zwei  hes(»n(h're  l'Ydh>  eines  Slrahl- 
systoms  erwähnen,  in  welchen  dieses  einen  sehr  einrachen  Charakler 
annimmt. 

Im  Allgemeinen  giebt  es  in  jedem  Strablsyslem  nur  ein 
l*aar  zu  einander  reclitwinklij^e  knujugirte  Strahlen,  die  Axen  des 
Slrahlsyslems,  weil  es  im  Allgenu'inen  hei  xwei  pr(»jektivischen 
Slrahlhüseludn  nur  ein  Paar  eidsprechende  rechte  >Viiikel  f;ieht. 
Ainlerseitsf  dürfen  wir  aber  zur  lieslinnunni;  des  SlrahlsNsIcius 
zwei  l'aar  konjngirte  Strahlen  willkuhrlieh  anneluneu  und  es  sieht 
uns  frei,  diese  Paare  aa,  bß  so  auzuiHduueii,  dass  nicht  alhin 
a  und  a  zu  einander  rechtwinklig  sind,  sondern  auch  und  ß, 
also  ein  Slraldsysleni  zu  bilden,  welches  zwei  Paar  rechtwinklige 
konjugirte  Strahlen  hat;  ein  solches  .S'trahlsv stein  nniss  natürlich 
ein  elliptisches  sein,  weil  zwei  rechte  Winkel,  die  denselben 
Scheitel  haben,  einander  nothw endig  trennen;  belracblen  wir  aa 
ab  die  Axen  dieses  SlrahUystems,  so  nniss 

lg  (ax)  .  tg  {aQ  ^  const  s=  tg  (ab) .  tg  [aß), 

weil  aber 
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(aß)  =  (ab)  +  90»  tg  (««  =  -  ,g  li^y  folgt 
lg(«a-).tg(«|)==— 1 

und  hieraus  ergiebt  skli  wieder,  dass  der  Strahl  ^  auf  dem  kon- 
jngirten  Strahl  ar  senkrerlit  stehen  niuss,  also  saiiiinl  I  i  rlie 
Paare  koiijug irler  Strahlen  bilden  rechte  Wink«'!. 
Ein  solches  besonderes  Straldsystcni .  welches  nur  aus  recliten 
Winkeln  besieht,  die  denselben  Sdi»  iti  l  haben,  welches  also  nicht 
nur  ein  Axenpaar,  sondern  unendlich  viele  Axenpaare  hat,  heissl 
ein  Kreissj  steni*)  und  ist  ein  spe(  ieller  Fall  eines  elliptischen 
Strahlsystems.  Wir  schlicssen  also:  Wenn  ein  Str  a  hl  syst  eni 
zweiPaar  rechtwinklige  konjugirte  Strahlen  hat,  so  sind 
sä  mm  t  liehe  Paare  konjugirter  Strahlen  rechtwinklig 
zu  einander  und  das  Strahlsysleu>  ist  ein  K  r cissystem. 

Zweitens  wissen  wir,  dass  jedes  Paar  konjugirte  Strahlen 
eines  hyperbolischen  Strahlsystems  zugeordnet -harmonische  Strah- 
len zu  den  Asymptoten  sind ;  nehmen  wir  nun  insbesondere  die 
beiden  Asymptoten ,  welche  zwei  (zusammenfallende)  Strahlenpaare 
vertreten,  also  zur  Ileslinnnung  des  Sirahlsystems  gerade  aus- 
reichen, auf  einander  rechtwinklig  an,  so  muss  jedes  Paar  .t|  mit 
ihnen  gleiche  Winkel  hililen  ^§  H);  hieraus  geht  ein  Strahlsxsicn» 
besonders  einfacher  Art  hervor,  welches  ein  hyperbolich- 
gleichsritiges  Strahlsystem  heisst  und  die  charakteristische 
Kigenschalt  besitzt,  dass  seine  Asymptoten  zu  einander  rechtwinklig 
sind,  also  mit  den  Axen  Winkel  von  4;')"  bilden;  wir  können  aut  Ii 
sagen:  Alle  durch  einen  Punkt  gehende  Strahlenpaare,  welche  mit 
einem  festen  Strahl  gleiche  Winkel  machen,  bilden  ein  hyper- 
bolisch -  gleichseitiges  Straldsyslem. 

S  18.  Vorkommen  von  Pnnktqnrtemon  und  Strahlflystemon 
beim  ToUitOndlgon  Viereok  und  Vieraeit.  Die  Haupts&tie 
der  Theorie  der  Transversalen. 

Punktsysteme  und  Strahlsysteme  treten  bei  sehr  vielen  geo- 
metrischen Untersuchungen  auf;  zuerst  wurden  si(>  bemerkt  bei 
der  Figur  des  voUsländigeu  Vierecks  und  Vierseius.    Sei  AB  CD 

*)  El  wSre  vielleielit  kotrekter,  ein  solelies  Strehlirfeleni  eb  eir> 
Italares  m  nenBen,  weil  unter  Kreinjatem  leicht  etWM  Anderes  ver- 

muthct  werden  könnte;  doch  wollen  wir  die  Ton  Steiner  einmal  eingfe- 
fUlirte  Beseichnang  beibehalten. 
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ein  volbtindiges  Viereck  und  mOgen  sich  die  drei  Seitenpaare 


(Pig.  22.) 


BC,  DA  in  X 
CA,  DB  in  y 
AB,  DC  in  z 
den   drei  fNagonalpunlcten 
trefTen;  sdineiden  «1r  diese 
sechs  Seiten  des  volisUndlgen 
Viereel[S  durch  irgend  eine 
Transversale  (beliebige  ge- 
rade  Linie  in  der  Ebene) 
nnd  bezeichnen  (Fig.  22)  die 
Schnittpunkte  • 

des  Seitenpaars  BC,  DA  auf  ihr  mit  a  und  « 
*-        CA,  DB  '    '    »   b   '  ß 
AB,  DC   -     '     •   e   •  y, 
so  ist  luuftrhst  identisch  das  Doppel verliältniss 

{nxCB)^(xaBC)       (§  6.  1). 
nie  vier  Punkte  links  mxCB  von  A  aus  aiir  die  Transversale 
projiciFt  und  rc«  lits  .ra  BC  von  Daus  projidrt  liefern  die  Gleich* 
heit  der  Doppelverhiltnisse 

{(tcthr)  ==  {aaßy], 
.Ulf  der  Transversale  finden  sirli  also  vier  Paar  enl8preeln'n<l<> 
Punkte  zweier  projckdvisclier  f*unklreihen  dergestalt,  dass  die 
entsproclieiideii  ^Iciclien  Strecken  aa  und  aa  verkehrt  anf  ein- 
ander fallen;  die  Punklrciiien  liildrr)  :dso  IG)  ein  Punklsyslem, 
d.  h.  att,  bß,  cy  siiid  drei  Pn.ir  konjiigirte  Punkte  eines  Punkt- 
systems oder  sechs  l'nnkte  in  Involution;  also  gilt  der  Satz: 

Werden  die  drei  Seitenpaare  eines  vollständigen 
Vierecks  durrli  eine  beliebige  Transversale  geschnit- 
ten, so  itilden  die  Scliiiiltpunkte  drei  Paare  konju- 
girter  Punkte  eines  Punktsystems  (oder  sind,  sechs 
Punkte  in  Involution). 

Dieser  Satz  eiithMt  als  speciellen  Fall  in  sich  die  harmo- 
nische Eigenschaft  des  vollständigen  Vierseits  (§  9),  denn  m'hi  die 
l»eliebige  Transversale  insbesondere  durch  z\«ei  Diagonalpuokte  xp, 
so  werden  dies  Asyniptotenpunkte  des  Pmiktsyslenis  (zusammen- 
fallende ko^jugirte  Punkte)  und  die  Schnillpunkte  des  dritten  Seiten- 
paares musseil  zu  den  Asymptoteupunkteu  harmonisch  liegen  (§  IG.) 
Der  Satz  seihst  ist  aber  wiederum  nur  ein  specieller  Fall  eines  ail- 
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gcmciiierni,  den  wir  sjMler  firuloii  werden  unti  lu'i  \M'l(  hem  (I;is 
gnnzc  riinktsysli'iii  auf  der  Transversale  zum  VorMlu'iii  kouunt. 
Aus  dieser  Kigenscliaft  des  voilslaiidi^eii  Vierecks  ergiehl  sieh 
eine  lineare  Konstruktion  iMjüehig  vieler  Punklenpaare  rines 
l'unktsystenis.  von  \Nelelieni  zwei  l'aare  konjugirter  l'uiikle  act 
und  bß  gegeben  sind ;  um  nändieli  zu  irgend  einem  I'unkte  c  des 
Trägers  ih'u  konjugirlen  y  zu  linden,  ziehe  man  durch  c  eine 
beliehige  (ierade  und  nehme  auf  ihr  zwei  ludiehige  Punkte  J  und 
Ji  an;  verbindet  nian  yi  und  B  mit  a  und  a,  b  und  ß  und  sueht 
die  Sehniiipunkte  {Ja,  Bb)  =  7*  und  [Aß,  Ba)  =  !J  auf,  dann  geht 
P(J  durch  den  gesuchten  Punkt  y,  weil  AB  PO  ein  Viereck  isl, 
dessen  drei  Seilenpaari'  in  s«m  Iis  Punkten  der  InvohUion  gelrolTen 
werchm ;  weg«'n  der  versehie(h:narligen  Zuonhning  und  w(fil  es  (h»eh 
nur  einen  sechsten  Pimkt  y  gieht ,  folgen  hieraus  tlemeularu  Sätze, 
ücren  Ausführung  wir  dem  Leser  überlassen. 

Es  drängt  sieh  hierbei  die  Fragr  auf,  wann  für  verschiedene 
Lagen  der  Tran.>v«'rsale  das  PunkL'^ystcm  »'lliptisrh  und  wann  es 
hypci  bolisch  wird.  Nach  dem  §  10  gefundenen  Krileriuui  hrauclieu 
wir  bei  tler  IJewegung  der  Transversale  nur  zwei  Paar  koujugirle 
Punkte  (la,  bß  m  verfolgen  und  nachzusehen,  oh  «las  eine  Paar 
durch  das  an(bif  gelmint  wird,  »»der  nicht;  hierbei  stelll  sieb 
nun  das  leiclil  crkemdiare  Verhalten  heraus:  Stdiabl  von  dm  vier 
Ecken  «les  vollstiuidigen  Vierecks  eine  gerade  Anzahl  zu  bcidfu 
Seiten  d«'r  Transvcrsab-  liegt  (zwei  oder  vier  auf  der  einen  und 
zwei  oder  keine  auf  der  andern),  ist  das  Punklsyslmi  bypt'i  boliseh ; 
liegt  aber  ein«'  un<,'erad(;  Anzahl  zu  beiden  Seilen  der  Traus- 
vcrsabr  (also  eine  oder  <lrei  Ecken  auf  fini-r  Seite  und  drei  oder 
eine  auf  »ler  amlcrn  .  so  ist  <las  Punktsystem  elliptisch 

Dieses  Kritnium  gilt  indessen  mn-  dann,  wenn  die  vier  Ecken 
des  v(dlständigen  Viere(ks  so  liegen,  dass  jeder  ausserhalb  des  von 
d«'n  »h  ei  andern  gebildeten  hreieeks  si(  b  belindet  l'ig.  22);  lie<4<'n 
sie  dagegen  so,  dass  einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebil- 
deten Ih  ('ie(  ks  sich  befindet,  so  tritt  gerade  das  umgekehrte  \  erhal- 
len ein:  Eieyl  eine  gerade  Anzahl  von  Ecken  zu  beiden  Seilen  der 
Transversale,  so  isl  das  PunkLsysteni  elliptisch,  liegl  eine  ungerade 
Anzahl  von  Ecken  zu  beiden  Seiten  derselben,  so  isl  das  Punkt- 
system hyperbolisch.  *) 

*}  Annicrkunp  1-in  INinktsysteni  tritt  nnch  bei  Ewci  allfremeiueii 
auf  einander  liegenden  Puuktrcibcn  auf,  deren  Doppelpunkte  (§  14)  reell 
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Kill  lusondcrer  Fall  der  Kij^enscliufl  des  vnlisländij,'<'ii  VitT- 
(.'cks  rüiirt  zu  fiui'iii  llim|ilsnlzü  der  Tlirorir  der  Traiisvnsalcii. 
hmkcii  wiv  uns  näiiilicli  riiif  der  vier  Ecken  des  voilsUiiidif,'«'!! 
Vierecks  ins  l'neiidliche  y;(;rückl,  es  sei  JJ,  so  werden  die  drei 


(Fig.  88.) 


Slrahlon  />./,  I/It,  DC  j)arallel 
iiiid  t*s  ItleilU  nur  das  Itrcicck 
ADC  im  Kiidliclien,  dessen  Sei- 
len von  einer  Transversale  in 
tien  I*nidil<'ii  <if)r  ^'escliniltcn 
werden,  wain'end  drei  dm  i  Ii  die 
Ecken  AB(y\\\  heliehigrr  h- 
linij;  i^czo^'ene  Parallelen  die 
Transversale  in  a  ß  y  Irellen 
(Fig.  23).  Fassen  wii  nun  die  iu  lÜ  gel'uuUeue  Relaüu(i  (II)  für 
sechs  Punkte  eijier  Invoiniion 

aß  .  Oy  .  ca  =  ay  .  hct  .  cß 

ins  Auge  und  emlzcn  wegeo  der  Parallelität 

oß  ^^a/t^  hy         hC    rtt  cA^ 

äy      ÖC' *  btt'"  bA'  cß  cß* 

sind;  seien  nämlieb  aOi  and  6bi  irguiid  zwei  Paar  enUpreeliende  Puukte 
sweier  projekliviscber  Ponlttreiben,  deren  Träger  susammen  liegen,  und 
g  und  ^  die  Doppelpttnltte«  so  ist  notbwendig  die  Gleicbbeit  der  Doppel- 
verliälinisse  (fl  ^  a  6)     («3  ^  at  6| ) 

r=  {I)i^b,a,)    nach  §  G,  1, 
und  da  die  .Strecke*  .3h  vi^rkclirt  auf  die  Strecke  l}»3  fällt,  so  bildeu 
(§  16)  a^tt  a|b  und  ^t)  ciu  Pimlctaystein  oder  sind  6  Punkte  in  lovo'» 
Itttion,  also: 

Sind  bei  zwei  beliebig  «nf  einander  liegenden  pro- 
jektivischen  Piiiiktreihon  a  und  ai,  6  uud  b,  zwei  Panr  enl 
«p  reell  ende  I'unlitc  und  13  tind  h  die  Doppelpunkte,  ^o  sind 
immer  die  d  rc  i  P  u  n  k  tun  paar  u  ab|,  bei,  und  ;)|)  drei  Paare  kuu- 
juf^irter  Punlcte  eines  Punktsystems  oder  secbs  Punkte  in 
Involution. 

Hieraus  folgt  insbesondere: 

Sind  act  und  Aß  zwei  Pnaro  konjugirter  Punkte  eines 
hy  p or b ol  i  s  e  h  c  n  Punktsystems,  dessen  A  sy  m  p  t o  t  e n  p  un k  te 
g  und  h  sind,  so  bilden  immer  die  drei  Puuktcupaurc  aß,  ba 
und  gk  «ine  neue  luTolution  oder  sind  drei  Pankteupaare 
eines  neuen  Pnnktsystems. 

Hieraus  folgen  die  von  Hesse  im  63.  Unndo  dos  Grelle -Borcfaardt*- 
bchon  Journals  in  dem  Aufsatse  „aar  Involution'*  Seite  179  angege- 
beneu Sätse. 
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die  Buchslabeo  aßy  durch  ABC,  so  findea  wir 

Ab  .  Be  .  Caess  Ae  *  Ba  ,  Cb, 

d.  h.:  Werden  die  Seiteo  eines  Dreieelis  ABC  durcli 
eine  Gerade  (Transversale)  in  den  Punliten  übe  ge- 
troffen, so  bestimmt  jeder  Sclinittpunlit  auf  der  be- 
treffenden Seite  zwei  Abschnitte:  aB  und  aC,  bC  und 
bA,  cA  und  cB;  das  Produlit  dreier  nicht  zusammen- 
stossender  Abschnitte  ist  gleich  dem  Produkt  der 
drei  übrigen. 

Passen  wir  die  vorige  Relation  in  der  Gestalt  auf: 

^  bC  eA  I 

aC'  bA'  eB^"  ^' 

SO  drfickt  jeder  Paktor  das  VerhäUniss  der  lieiden  Abseimitte  aus, 
welche  der  SchiiUtpuiikt  der  Transversale  und  je  einer  Seite  auf 
dieser  bildet,  und  die  Bedingung  dafOr,  daas  die  drei  Punkte  abe 
in  gerader  Linie  liegen,  ist  die,  dass  das  Produkt  dieser  drei 
Verhftitnisse  =  1  sei;  es  giebt  aber  auf  jeder  Seite  des  Dreiecks 
noch  einen  zweiten  Theilpunkt,  welcher  absolut  genommen  das> 
selbe  Verhältnifls  der  Abschnllte  darbietet,  seiner  Lage  nach  aber 
das  entgegengesetzte  (§  7),  nimüch  den  jedesmaligen  vierten  harmo- 
nischen Punkt,  weicher  dem  Schnittpunkt  mit  der  Transversale 
zugeordnet  ist,  wahrend  die  beiden  Ecken  der  Dreiecksseüe  das 
andere  Paar  zugeordneter  Punkte  sind;  bezeichnen  wir  diese  vierten 
harmonischen  Punkte  entsprechend  mit  a^b^c^  (Fig.  24),  so 
haben  wir: 

2)    + 1" = 0: + :;^= o:  :i + :;;';=o (§8). 

(Fig.  24.)  Was  nun  dir  L.age  der 

Punkte  c-,  iM  iriOl,  so  sind 
sie  leicht  zu  konslruiren  nach 
S  8 ;  man  verbinde  den  Sclinia- 
punkt  [Ja,  Bh)  mit  C,  so 
srhiK'idct  ihre  Verbindungslinie 
die  Gerade  A  Ii  in  ^,  wegen  der 
Eigenschaft  di«  voUsiandigen 
Vierecks  AaBb. 
]Sa  schneiden  sich  also  Ja,  Jih,  Cc^  in  einem  Punkte 
ebenso  Bb,  Cc,  Au^  ^ 

Cc,  Aa,  Bbi  -  • 
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(10 


Nun  lifsgen  auch  ebiOi  io  einer  gerad«!  Linie,  weil  die  vier 
von  e  nach  bCb^A  gebenden  Stralüen  vier  hanttomsche  sind  und 
datier  aucii  die  Gerade  CB  ia  vier  barmonisdien  Punltten  treflTen 
mOssen;  von  diesen  sind  drei  aCB,  der  vierte  barmoniscKie  dem 
a  angeordnete  ist  a|,  foIgUcli  muss  der  vierte  Strahl  cA|  durch 
«1  gehen,  also  liagen 

c  />(  a^  in  einer  lieratleii 
ebenso  «  r,  ft,  - 

endlich  schneiden  sich  uucii 

Ja^    ßbi  Cr^ 

in  «'ineni  ruiikte  wegen  der  harmonischen  iügeuschafi  des  voll- 
ständigen Vierecks  ABoib^, 

Fähren  whr  nun  fai  die  Relation  (1)  die  Punkte  <ij6|i;|  ehi 
vermittehrt  der  Beiiehungen  (2),  so  ergieht  sich: 

f  ^  .      .  l^-s=  1  («  6  c  in  gerader  Linie) 

aß     bfC  c,A 
o'C 


a,ß  bC 


a^Ji     h^C  cA 


a,B    />, r .  r, ^  _  _  j  ^      ^  schneiden  sich  ui  1  l»unkte) 

«1  (      OfA    Cfli  1*11 


fi,  It    bC  f'A 

•  — 

//,  C     h  A 

aU  h,C  vA 
uC  '  hiA  ' 


=  — m^«,,  Bb,  cc     -      .   -    .  ) 


^  *;r  :-!^  =  -M^a.i^*.  ^^c,      .      .    -     .  ) 

xA 

Da  uuu  i'^  1)  der  VVerlh  euies  solchen  Verhällnisses  ^ 

positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  der  TiMilungspunkt  ansser* 
halb  der  Strecke  AB  oder  xwischen  A  und  B  liegt,  und  das 
Produkt  dreier  solcher  Faktoren  nur  positiv  sein  kann,  wenn 
keiner  oiier  zwei  von  ihnen  negativ  sind,  dagegen  negativ  ist, 
wenn  einer  oder  alle  drei  negativ  sind,  so  folgt  aus  (I),  dass, 
wenn  eine  gerade  Linie  die  Seiten  eines  Dreiecks  trifft,  von  den 
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Schiiitlpiinklcn  eiilwedHr  keiner  oder  zwei  zwischen  den  Dreiecks- 
j'ckcn  lie^M'ii  müssen,  aus  (II),  dass,  wenn  dri'i  durch  einen  Punkt 
und  die  Keken  eines  Dreiecks  t^eheiid»'  Strahlen  «lie  Seiten  de«?- 
selbrii  in  (hei  IMnikten  Irefl'eii,  cuUveder  nur  einer  oder  alle  drei 
zwischen  den  Dreiecksecken  hegen  müssen  und  dass  in  beiden 
Fällen  von  den  sechs  diu"rh  die  TluMlnti-j^spunkle  aul  den  Seileu 
gebildeten  Abschnitten  das  Produkt  dreiei*  nicht  zusammeiislos- 
seiider  gleich  dem  Produkt  der  drei  andern  ist. 

Diese  Erweiterung  des  vorigen  Salzes  gestattet  jel/l  die  lim- 
kehrung  desselben,  welche  folgend ermaassen  lautet:  Wenn  io 
den  Seiten  eines  Dreiecks  (oder  deren  Verlängerun- 
gen) ABC  sich  drei  Punkte  abe  finden,  von  solcher 
bescliaffenlieit,  dass  von  den, sechs  Abschnitten, 
welche  auf  den  Dreic«  ksseiten  durch  die  Punkte  ahe 
gebildet  werden:  a  H,  bC,  bA,  cA,  cB,  das  (absolut 
genommene)  IM-odukt  dreier  nicht  zusaromenstossen- 
d«r  gleich  dem  Produkt  der  drei  andern  nicht  zusam- 
menstossenden  Abschnitte  ist,  so  liegen  entweder  die 


drei  Punkte  abe  in  gerader  Linie  (^(' '       |!^  =  + 1 


sobald  von  ihnen  keiner  (uler  zwei  zwischen  den 
Dreiecksecken  liegen,  oder  die  drei  Verbindungs- 
linien Aa,   libj  Cc  schneiden  sich  in  einem  Punkte 


oder  alle  drei  zwis«  hen  den  D  er  k  sec  k  en  liegen. 
In  dieser  (leslalt  liefert  der  S;ilz  ein  nnlzlidies  und  oll  ange- 
wendetes Kriterium,  um  zu  erkennen,  ob  gewisse  drei  Punkte  in 
gerader  Liiue  liegen  oder  gewisse  drei  Linien  sich  in  einein 
Pimkte  s<  hm>iden,  und  isl  das  Fundament  einer  und'angreichen  und 
vorzüglich  von  franzosischen  (leoinelern  ((i.iinol,  Krianclion, 
Po  HC  ei  et  u.  A.)  ausgebildeten  Theoiie  (llieori«;  des  transveisales). 
Die  umgekehi'len  Sätze  sind  seit  lang(  r  Zeit  bekannt  und  slaunncn 
von  Menelaus  und  de  Ceva  iier.  Zuj^ieich  ergiebl  sich  bciläuUg 
dei'  Satz: 

^V  erden  die  Seilen  eine>  Iheiee  ks  durch  eine 
Triiisversali;  geschnitten  und  die  zu  den  Seh  nilt  juink- 
len  und  je  zwei  Dr  ei  e(  k  se  (  k  en  z  u  cord  n  e  t  e  n  vierten 
iHiruiuuischcu  i'uakle  auf  den  Dreiecksseileu  mit  den 


/aH  bC 
[aC'i'A' 


vA 
vB 


Ii,  sobald  von  den  Punkten  abe  einer 
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gegenüberliegenden  Ecken  verbunden,  so  laufen  diese 
drei  Linien  durch  einen  l*unkl,  und  umgeiiefart:  Verbindet 
man  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  mit  den 
Ecken  desselben  und  konslruirt  zu  diesen  drei  Strah- 
len den  jedesmaligen  Yierlen  liarmoniachen  zugeord- 
neten Strahl,  indem  je  zwei  Dreiecksseiten  das  andere 
I\aar  zugeordneter  Strahlen  sind,  so  treffen  die  so  k un- 
strutrten  drei  Strahlen  die  gegenüberliegenden  Drei- 
eeksseiten  in  drei  Punkten,  welche  in  einer  Geraden 
liegen. 

Dieser  Satz  ist  von  Iiesonderem  Interesse  darum,  weil  er  ein 
eigen thümliches  (reciprokes)  Knlspreclien  von  sänimllichen  Geraden 
einer  Ebene  zu  den  Punkten  derselben  darbietet,  worauf  hier  näher 
einzugeben  der  Kaum  nicht  gestattet.  Es  bleibt  mxli  übrig,  die 
analoge  ßetraclitung  für  das  vollständige  Viers^,  d.  h.  vier  i)e- 
iiebige  in  der  Ebene  hegende  gerade  Linien  anzustellen;  da  der 
Gang  der  Untersuchung  aber  genau  derselbe  ist,  so  genüge  ea, 
die  Ik'sultale  nnzu^'clien: 

Werden  die  drei  l*aar  Gegenecken  eines  volisläu* 
digen  Vier  sei  ts  d.  Ii.  wenn  ?lS3l£^  die  Seiten  des  v(»llstän- 
digen  Vierseits,  vier  beliebige  unendlich  lange  Gerade  in  der 
Ebene,  bedeuten,  die  Schnittpunktenpaare 

{%,  hy)  und  (i^, 

-  (23.(£) 

mit  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  durch  gerade 
Linien  verbunden,  so  bilden  dieselben  drei  Paare  kon- 
jugirter  Strahlen  eines  Strahlsystems,  oder  sind  sechs 
Strahlen  in  Involution. 

Wenden  wir  das  oben  gegebene  Kriterium  (§  17)  an,  um 
zu  entscheiden,  wann  das  Strahlsystem  ein  elliptisches  niid  wann 
es  ein  hyiierbolisches  wird,  so  linden  wir  für  die  Lage  des  Punktes 
in  dem  einen  oder  andern  Falle  verschiedene  Regionen  der  Ebene. 
Durch  die  vier  geraden  Linien  >vird  nämlich  die  ganze 

unendliche  Ei)ene  in  elf  Gebiete  zerschnitten,  von  denen  drei 
einen  endlichen,  die  andern  acht  einen  unendlich  grossen  In- 
lialt  haben:  von  diesen  elf  Räumen  sind  fünf  von  solcher 
Beschaflenbeit,  dass.  wenn  in  ihnen  der  Punkt  liegt,  sein 
StralUsystem  hyperiratiscb  wird  (wir  haben  diese  Räume  in 
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lür  jeden  in  Uiiieu  euüialleueu  l*uukl  ein  ellii)tisclies  Strahlsyslein. 

Itic  lünf  Itäume  h  sind  «'erade 


(Fig.  «5.) 


die)enij;en,  in  \vel(  lic  die  drei 
Diagonalen  des  vollständigen  Vier- 
st'its  hineinfallen,  während  die 
sechs  Räume  e  von  den  Diago- 
nalen nicht  gctroifen  werden. 

Lassen  wir  insbesondere  eine 
von  den  vier  Geraden  (es  sei  5>) 
in  die  Unendlichkeit  rücken  da- 
durch, dass  wir  zwei  ihrer 
Schnittpunkte  ins  Unendliche  versetzen,  womit  die  ganze  gerade 
Linie  ^ins  Unendliche  geht,  also  auch  ihr  dritter  Schnittpunkt, 
so  bleibt  nur  ein  Dreiseit  ^  (£  im  Endlichen  zurück;  diu 
drei  Diagonalen  werden  die  durch  die  Ecken  des  Dreiseils 
zu  den  Seiten  gezogenen  i'arallelen;  verbinden  wir  einen  belie- 
bigen l'unkt  1*  der  Ebene  mit  den  Ecken  des  Dreiseits  und  zieiieii 
durch  ilin  Parallele  zu  den  gegenüberliegendon  Dreiecksseiten,  so 
erhalten  wir  in  P  sechs  Strahlen  in  Involulion;  bczeidmen  wir 
mit  abc  die  crsteren  drei  Strahlen  und  uüt  u^f  die  letztereo, 
so  gilt  nacb  S  17  (U^)  die  ReUUon 

sio  (a/S)  sin       sin  (c«)     sin  (a^)  sin  ((«)  sin  (c/Q; 

well  aber  aßyjcesp,  paraUel  laufen  9C9(S*  so  kOnnea  wir  auch 
schreiben: 

■iii(a<g)    Bin  m)  8in(c?0_i 
Bin  (a(S) '  «n  (b«)  '  lia  (cö) 

und  erhalten  den  Salz: 

Verbindet  man  bei  einem  Dreiseit  die  Ecken 

desselben  (5)  {iS,W,  mit  einem  beliebigen  Pu nkt  n 

der  Ebene  durch  Strahlen  c,  0,  80  zerfällt  jeder 
Winkel  des  Dreiseils  durch  je  einen  dieser  Strahlen 
in  zAvei  Theilwinkel:  (cSI),  (c©).  (a53),  fa6),  (b«); 
das  l*rodukt  der  sinus  dreier  solcher  Theilwinkel, 
d ercn  Schenkel  nicht  zusammenfallen,  ist  gleich  dem 
Produkt  der  sinus  der  drei  übrigen. 

Die  VervoUst&ndigung  und  Umkehrung  dieses  Satzes  lautet, 
analog  dem  obigen,  wie  folgt: 

Wenn  durch  die  Kcken  eines  Dreiseits  drei 
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Slrahlen  abc  von  solcher  BescIiaffenheU  guhcii,  dass 
von  den  sechs  Theilwinkt;ln»  in  wulche  die  Winkel  des 
Dreiseits  durch  die  Slruliieii  zerfalleii:  (a$}(a(Sj,  (b(£) 
(b^).  (c  ^l)  (c£)  das  Produkt  (ahsolut  genommen)  der  sinus 
dreier,  die  keinen  gemeinschafliichcn Schenkel  haben» 
gleich  dem  Produkt  der  sinus  der  drei  andern  Theil- 
winkel  ist,  so  schneiden  sich  ])  entweder  die  drei 
Strahlen  abc  in  cinemPunkte,  nämlich  sobald  von  den 
Scimitipunkten  (SB,  b)       c)  der  Strahlen  mit  den 

gegenüber  liegenden  Seilen  des  Dreiseits  einer  oder 
alle  drei  zwischen  den  Ecken  des  Dreiseits  liegen,  oder 
2)  diese  drei  Schnittpunkte  der  Strahlen  abc  mit  den 
gegenüber  liegenden  Seiten  9116  6  liegen  in  einer  ge* 
raden  Linie,  sobald  von  ihnen  keiner  oder  twei  swi- 
schen  die  Ecken  des  Dreiseits  fallen. 

Es  liegt  nicht  in  unserer  Absieht,  auf  die  mannichfachen  An- 
wendungen dieser  Fundamentalsfttze  der  Transferaalentheorie  einzu- 
gehen, vielmehr  kam  es  nur  darauf  an,  den  Zusammenhang  derselben 
mit  der  Involution  anzudeuten  und  dadurch  aocli  jene  Theorie  auf 
die  gemeinsame  Quelle  projektiviscber  Beziehungen  surficksuföbren. 

§  19.   Beaondore  Fällo  projektiviscber  Besiehiiiig: 
Aohnlinhkeit,  Oloiohheit. 

Die  perspektivische  L«ge  tweier  Geblide  gestattet  einige  be- 
sondere Annahmen,  welche  zu  besonderen  FSlien  projektivischer 
Bedebung  führen  und  hier  noch  erdrtert  werden  mOssen. 

a)  Es  luinn  l>ei  der  perspektivlscben  Lage  eines  Strahlbfischeb 
und  einer  Punktreihe  der  in  S  2  ausgenommene  besondere  Fall 
eintreten«  dasa  der  BUttelponkt  S  des  Strahlhüschels  In  dem 
Trftger  %  der  Pnnktreihe  selbst  liegt;  es  treffen  alsdann  alle 
durch  B  gehende  Strahlen  die  Punktreihe  %  in  einem  einzigen 
Punkte  dem  Punkte  B  selbst,  mit  Ausnahme  eines  einzigen  durch 
B  gehenden  Strahls,  desjenigen  nfimlich,  welcher  mit  dem  Trl- 
ger  91  der  Punktreihe  zusammenfällt;  jeder  Punkt  der  Punktreihe 
darf  als  em  Schnittpunkt  dieses  besonderen  Strahles  mü  dem 
Träger  der  Punktreihe  angesehen  werden  und  die  projeklivische 
Beziehung  beider  Gebilde  gestaltet  sich  in  der  eigenthflmlichen 
Weise,  dass  allen  Strahlen  des  Sirahihflschels  ein  einziger  Punkt 
der  Punktreihe  entsprechend  ist  mit  Ausnahme  eines  Strahls» 
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welchem  säromtUcbe  Punkte  der  Piinktreihe  entsprechen.  Es  ist 
wichtig,  auch  ein  solches  Verhalten,  welches  bei  geometrischen 
Untersuchungen  sich  Afters  darbietet,  als  projelitivische'Bezlehung 
anTzufasscn*  Ebenso  kann  es  bei  der  perspektivischen  Lage  zweier 
Punkireihen  vorkommen,  dass  der  Projektionspunkt  ($  10)  in  eine 
der  beiden  Geraden  selbst  zu  liegen  kommt;  in  diesem  Fall  wer- 
den die  allen  Punkten  der  andern  Geraden  entsprechenden  Punkte 
in  einem  Puukte  der  ersteren  (dem  Projektionspunkte)  vereinigt 
sein  mit  Ausnahme  eines  Punktes,  des  Schnittpunktes  beider  Tr&- 
ger,  welchem  wiederum  alle  Punkte  der  ersten  Geraden  als  ent- 
sprechend angesehen  werden  müssen.  Ebenso  ist  es  bei  der  per- 
spektivischen Lage  zweier  Strahlbflschel,  wenn  der  perspektivische 
Durchschnitt  ($  10)  durch  einen  der  Mittelpunkte  selbst  hindurch- 
geht; in  diesem  Fall  entspricht  allen  Strahlen  des  einen  Strahl- 
biischels  ein  einziger  Strahl  des  andern  mit  Ausnahme  eines  ein- 
zigen Strahls,  dem  wiederum  sämmtUche  Strahlen  des  andern 
StrahlbOscbels  entsiirechen;  diese  beiden  isolirt  stehenden  Strah- 
len sind  der  perspektivische  Durchschnitt  und  die  Verbindungs- 
Unie  der  Hlttelpnnkte.  Wir  werden  spSter  Gelegenheit  haben, 
diesem  sogenannten  parabolischen  Fall projektivlscher  Beziehung 
dllers  zu  bq^nen. 

b)  Wenn  der  Mittelpunkt  eines  Strahlb&schels  in  die  Unend- 
lichkeit rückt,  so  gehl  das  Strahlbüschel  in  eine  Schaar  von 
Paralieliinien  Ober,  welche  dieselbe  Richtung  haben;  ein  solches 
Gebilde  ist  ebenfalls  als  ein  Strahlbflschel  anzusehen.  Das  Dop- 
pelverhftltniss  von  irgend  vier  Strahlen  ab  cd  eines  solchen 
Strahlbfischels  wird  (obgleich  die  Winkel  zwischen  je  zweien 
sämmtlich  0  sind)  gleich  dem  von  den  vier  Schnittpunkten  irgend 
einer  Transversale  mit  ihnen  sein,  und  insbesondere,  wenn  man 
durch  [xy)  den  Abstand  zwei  Parallelen  xy  bezeichnet, 

/  ,    ,t       ae  ad 

=  67  •  ftrf' 

WO  alsu  die  Abstäiidu  un  Slellc  der  siuus  <Jer  Winkel  treten. 

Wenn  zwei  Pnnktrtilion  in  pcrspecUviscIier  Lage  ihiM'n  I*ro- 
jeklionspunkl  im  üneiidlichen  leihen,  also  sämnilliclic  Projektions- 
slralilen  parallel  sind,  so  gehen  die  besonderen  Punkte  r  und  q, 
selbst  ins  Unendliche,  denn  l  in  Projcktionsstralil,  welcher  durch 
den  unendlich  enirernlcn  Punkt  der  ersten  Piinktreihe  und 
durch  den  unendlich  entfernten  Projeklionspunki  geht,  fälil  ganz 
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ins  Unendliche,  trifll  also  auch  die  andere  Pimktreihe  in  dem 
entsprechenden  Punlite  <|i,  der  im  Unendlichen  liegen  miiss;  es 
fallen  also  r  und  q  zusammen ,  ebenso  wie  r|  und  ,  oder  die 
unendlich  enlfernten  I'unktc  beider  Punklreiben  sind  enlspre- 
chende;  die  Gleiclibeit  der  Doppelvcrhältnisse  Tereinrachl  sich  in 
diiseni  Fall,  weil  die  entsprechenden  I*unkte  <|  und  qj  beide  an« 
endlich  entfernt  sind;  das  DoppelverhSltniss 

(abc(|)  =  («,6,c,q,) 

geht  über  in 

vi  c    a,c, 

bc  b,c,' 

<l.  Ii.  irgt'iul  zwei  Alisdmittf  inil  ritici  Punkt icilu;  lialuMi  dasselbe 
Vorlifdtniss  zu  eiiiaiHlor ,  die  (■iils|>iH'rli<'nd('ii  Alisr  iiiiiltf*  dor  an- 
dern, uas  di'iiii  aiirli  bei  drr  ju  rs|u'klivis(  licn  Lage  aus  brkann- 
t(Mi  Elcinenlarsälzcn  d<*r  Aclinliclikeit  foI{;l.  Aus  diesem  (irunde 
lieisseii  zwei  solclie  |»n»jikti\isrlie  Punklreihen ,  bei  denen  enl- 
sprcrliende  Sh  ecken  in  konslaiiteni  \  erliällniss  zu  i  iiiauder  sieben, 
projekliviseli-ii  Im  liebe  Punktreilien  und  lialien  dir  rbn- 
rakterisliselie  Ijjri  nsdiafl ,  dass  ihre  unendlicli  enlferiilcii  Punkte 
enlspreelieutie  l'nnkle  sind;  aurb  unji^ekebrl  sind  zwei  projekll- 
visrlie  Punkireihcn  immer  projekliviseli  -  äliidii  Ii .  s»)liid«i  ihre  mi- 
endlieli  enHei  iilrn  Punkle  enispreehende  sind.  Hie  Heziebung  zweier 
prnjeklivisch- iihnlielien  Punklreiben  ist  schon  durch  zwei  will- 
kübrlieb  als  enlspreeheiKl  .ni^euomnu'ne  Piuiklenpaare  vollsländi*; 
hestiunut,  ^^eil  die  iiueudlieli  eninrulen  Punkle  als  das  drille 
Paar  »iilspri-elieiider  Punkte  eo  ipso  gesehen  sind.*  Ks  isl  fer- 
ner zu  bemerken,  dass,  weil  hei  zwei  projekli\ is(  h  - ;iliidi<  hen 
Punklreilien  die  unendlicb  enlfernlen  Punkle  seihst  enlsprei  h»'nde 
sind,  jedem  indlieln-n  Punkle  der  eineu  IN'ilie  inuner  ein  einl- 
licber  der  andern  enls|ireeheu  muss.  Knispreehende  gleiche 
Strecken  kann  es  hei  zwei  projektivisch-ähnli«  hen  I'uuKireihen  im 
Allgemeinen  gar  nicht  gehen,  weil  das  Verhrdlniss  irgend  zweier 
enisjirecliender  Strecken  innner  dasseihe  konstante  ist;  es  mfissle 
denn  dieses  Verhrdlniss  1  sein,  dann  würden  aher  alle  ent- 
sprechenden Strecken  einander  gleich  sein 

—  a,  b, ; 

!n  diesem  Fall  heis.sen  die  Punktreihen  projckti viscb-gleich. 
Zwei  projcktivisch-gleiche  Punklreiben  sind  also  .solcbe,  bei  denen 
je  zwei  entsprechende  Strecken  einander  gleich  sind.   Für  die 
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perspektivisclie  Lage  und  bei  beliebiger  Lage  der  Träger  muss 
der  IVojektionspiinkt  nicbt  nur  im  l'ncndlicben  lirgeii,  sondern 
einer  derjenigen  lu'iilcn  unendlich-entrernlen  Punkte  sein,  welche 
in  den  l{icblnngen  der  Ilalbirnngslinien  der  Winkel  zwiscben  den 
Trägern  liegen,  was  aus  bekannten  Klenienlarsätzen  der  Kongruenz 
folgt.  Die  Beziehung  zweier  projeklivisch -gieiclier  i'nnktreilien 
ist  durch  ein  einziges  wilikfihriicli  ids  enLsprechcnd  angenomme- 
nes'Punktcn|taar  vollständig  bestinunt.  weil  sie  ausserdem  die 
unendlidi  entfernten  Punkte  als  zweites  Paar  entsprecln-nder 
Punkte  haben  und  jedes  dritte  Paar  durch  den  Werlli  1  des 
konslaiiU  ii  Verhältnisses  entsprechender  Strecken  erhallen  wird, 
aj-  r=  aiTj,  wobei  es  allerdings  zweifelbafl  bleibt,  ob  der  dem 
y  entsprc«  hendc  Punkt  r,  nach  der  einen  oder  entgegengesetzten 
Seite  vdii  a,  liegt,  was  durch  die  alleinige  Annahme  des  i^aares 
aOi  noch  nicht  bestimmt  wird. 

Werden  zwei  iirojektiviscli-ahnliche  Punklreilien  belifldi,'  auf 
einander  gelegt,  so  giebt  es  innner  ausser  dem  sclion  vorhande- 
nen unendlich-entfernten  l)(i|i|i(l|iuiikte  noch  einen  beslinnnten 
zweiten  Doppelpunkt,  dessen  Koiislruktion  sich  aus  §  15  ergiebl; 
die  beiden  Doppelpunkte  sind  also  bei  projektiviscli-fdudichen 
Punklreilien,  welche  auf  einander  liegen,  innner  reell,  mögen 
die  Punklreilien  gleichlaufend  oder  ungleiclilanfend  sein. 

Werden  zwei  projektivisch  -  gleiche  Punklreilien  beliebig  auf 
einander  gelegt  und  sind  sie  gleirblanfend ,  so  fallt  auch  der 
zweite  Doppj'l|iunkl  in  die  Uneinllielikeil  ,  was  sieh  aus  der  Kon- 
.«itruktion  desselben  ergiebt,  und  keine  zwei  entsprechende  Punkte 
fallen  im  Endlichen  zusammen ,  aber  es  kann  auch  vorkommen, 
dass  alle  Paare  entsprechender  Punkte  über  einander  fallen;  dies 
tritt  immer  ein,  sobald  irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte, 
ausser  den  uneiullich  enlfernlen,  zusammenfallen.  Sind  dii^egeu 
die  projektivisch -ijleirhcii  Punktn-ihen,  welche  auf  einander  lie- 
gen, ungleiclilanfend,  so  triebt  es  ausser  dem  unendlich  entfern- 
ten Punkt  noch  einen  Doppelpunkt  im  Kndnclien,  welcher  in  der 
Mitte  liegt  zwischen  allen  Paaren  entsprechender  Punkte.  Zwei 
solche  auf  einander  liei^'eiide  projekliviseh - gh'iclie  Punktreihen, 
welche  ungleic-hlaulend  sind,  konsliluiren  daher  innner  ein  Doppel- 
üebilde,  wie  es  bereits  oben  \(v  als  hyperbplisch-gleicb^eiliges 
Punktsystem  bezeichnet  worden  ist. 

Zwei  projektivisch -ähnliche  Puuktreilien  können  nie  so  auf 
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eüiandcr  g«'l»'gt  werd»'!!,  dass  sie  ein  l'imktsysU'iii  hiiden.  weil 
CS  Jiei  ihtien  gar  keine  ouLsprecluMid«'  gleiclif!  Strecken  gi<'bt. 

hurch  besondere  Annahme  für  <li(i  Lage  des  Projcklions- 
punkt«^  Ijei  beliebiger  l,a},'c  der  Träger  zweier  perspektivischer 
Funklreiheii  kamen  wir  zu  den  an^'e^^-lieiieii  besonderen  Fällen 
ähnlicher  un<i  gl<*icher  Punklreilien ;  lassen  wir  den  Projeklions- 
piinkl  beliebig  nnd  nehmen  für  die  Träger  besondere  Lagen  ar», 
80  erhallen  wir  dieselben  spcciellen  Fälle;  wenn  nämlich  die 
Träger  der  beiden  Punklreihen  einander  |)araliel  laufen,  so  wer- 
den die  auf  ihnen  enlstehenden  Punktreihen  bei  beliebiger  An- 
nahme des  Projcklionspunktes  projeklivisch-älmlich ,  weil  die  un- 
endlich-entfernten Punkte  entsprechende  werden;  liegt  der  Pro- 
jeküonspunkt  zwischen  den  beiden  Trägern,  so  werden  die 
Punklreihen  ungleichlaufend  sein  (ihr  Richtungssiitn  enlg<'geoge- 
setzt);  liegt  er  aber  auf  derselben  Seile  von  beiden  Trägern,  so 
werden  die  Punktreihen  gleichlaufend.  Liegt  endlich  bei  paralle- 
len Trägern  der  Projektionspunkt  im  Unendlichen,  so  werden  die 
Punktreihen  projektivisch-gleich ;  es  können  aber  auch  projektiviscli- 
glciche  Punktreihen  bei  parallelen  Trägern  dadurch  hervorgerufen 
werden ,  dass  der  Projektionspunkl  zwischen  beidea  Trigern  gleich 
weit  von  ihnen  abstehend  angenommen  wird. 

c)  Die  perspektivische  Lage  zweier  Strahlbfischel  kann  nur 
dadurch  eine  besondere  Vereinfachung  erfaln'en,  dass  der  jier- 
spektlfiscbe  Durcbsclmilt  in  die  Unendlicbkcit  rückt,  dadurch  wer- 
den je  swei  entsprechende  Strahlen  parallel;  die  Strahl büschel 
heissen  projek tivisch-gleich,  wdl  je  zwei  entsprechende 
Winkel  gleich  sind: 

{ab)  =  {a^bi). 

Die  Strahlbüschcl  haben  gleichen  Drebungssiiin,  sind  gleich- 
,  laufend;  aber  auch  bei  endlicher  Annahme  des  perspektivischen 
Durchschnitts  können  wir  projektivisch •gleiche  Strahlbüschel  er- 
halten, wenn  wir  nämlich  den  ])erspektivischen  Durchschnitt  in 
der  Mitte  zwisclien  den  Mittelpunkten  beider  SU^ahUiüschel 
aaf  Ihrer  Verbindungslinie  senkrecht  annehmen;  dann  haben  sie 
aber  entgegengesetzten  Drehungssinn,  sind  ungleichiaufend.  Zwei 
projektivisch- gleiche  Strahibäschel  sind  durcli  ein  einziges  will- 
köhrlich  angenommenes  Paar  entsprechender  Strahlen  vollständig 
bestimmt,  sobald  noch  hinzngefägt  jwird,  ob  sie  gleichlaufend 
oder  ungleicbkufend  sein  sollen,  was  sonst  unentschieden  bleibt 
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Haben  z^ci  gleicblaiifende  ])rojüktivisch-gleiche  Strahlbüschel  ir- 
gend eio  Paar  entsprechender  Strahlen  parallel,  so  sind  sriiiinit- 
liclie  Paare  entsprechender  Strahlen  parallel,  ihre  SchniltjMiiikle 
liegen  also  alle  im  IJnendlicli« n  hie  Verbindungalinie  der  Mittel- 
punkte entbftlt  aber  bei  dieser  Lage  zwei  entsprechende  Strahlen, 
die  zusammenfallen ,  folglich  sind  die  beiden  Strahlhüschel  in 
perspektivischer  Lage  (§11).  Da  nun  bei  der  pmpeklivischen 
Lage  zweier  Strahlhüschel  im  Allgemeinen  immer  die  ScIiniU- 
punkte  entsprechender  Strahlen  auf  einer  Geraden  U^en,  so 
halten  wir  dies  conseqiienter  \\  «  ise  auch  für  diesen  aosgezeich- 
neleo  Fall  fest.  Wir  sagen  daher:  „alle  unendlich  ent- 
fernten Punkte  der  Ebene  liegen  in  einer  Crraden^', 
und  nennen  diese  Gerade       die  unendlich  entfernte  Ge- 

OD 

rade;  sie  bedeutet  uns  nichts  anderes,  als  den  perspektivischen 
DurchschniU  awcier  gleichlaufender  projekü*isch- gleicher  Strahl- 
büschel in  perspektivischer  Lag(>.  Werden  zwei  projekti>i8ch -gleiche 
Strahlhüschel  roncenlriscb  gelegt,  so  fallen,  wenn  sie  gleichlau- 
fend sind,  entweder  gar  keine  entsprechenden  Strahlen  auf  ein- 
ander, oder  es  fallen  sAmmtliche  Paare  entsprechender  Strahlen 
auf  einander,  so  dass  also  die  Slr;ilill)üschel  identisch  lii«gen. 

Stehen  irgend  zwei  enlsprethcnde  Sirahlen  hei  zwei  concen- 
trisch  liegenden  projektivisch  -  gleichen  Strahlhüschein,  welche 
gleichlaufend  sind,  auf  einander  senkrecht,  so  stehen  alle  Paare 
enUprerhender  Strahlen  auf  eiiKindi  r  senkrecht,  und  dies  Doppel- 
gebilde fällt  zusammen  mit  dem  oben  (§  17}  angegebenen  Kreis- 
system. 

Wenn  die  beiden  Strahlhnschrl  dagegen  ungleichlaufend  sind» 
so  fallen  7.\vei  Pn.-<r  entsprechende  Strahlen  nnf  einander;  diese 
Doppcistrahleii  stehen  auf  einander  rechtwinklig  und  siud  die 
llalhirnngslinien  der  Winkel  irgend  eines  Paares  entsprechender  ^ 
Strahlen  {xa-^  l  Zwei  solche  concentrische  projektivisch -gleiche 
Strahlhüschel  konstituiren  daher  innner  ein  Doppel -Geliilde,  wie 
es  bereits  oben  (§  17)  als  hyperbolisch-gleichseitiges  Strahlsystem 
bezeichnet  worden  ist. 
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§  20.   Zwei  projekti'dsehe  Punktreilieii  in  allgemeiner 
(nioht  perspelEtiviaoher)  Lage. 

Natlulrin  wir  in  den»  »;i\sl(ii  AhscImiU  aus  «ler  porspeklivi- 
sclicii  Lagt'  zweier  (iebilcle  niclit  mir  das  Wesen  ihrer  |H'oj«'kti- 
visclien  liezieliuiig  abgeleitet,  suinleni  aiirli  besondere  Kleincnte 
und  eigentbüinlicbe  Verbiiiduiigeri  derselben  f;enau  nntersucht 
haben,  geben  wir  nuinnebr  dazu  ni)er,  zwei  projektiviscbe  (le- 
bible  in  allgemeiner,  d.  b.  nicbl  perspektiviscber  Laye  zu  be- 
Irarbten  und  zwar  znniiebsl  zwei  projektivisrbe  Pnnktreiben. 
Wfdirend  bei  der  [»erspektiviselien  Lage  zweier  projekliviscbei' 
l'iniklrciheM  sämmtli<'be  l*rojektioiisslrablen  dureb  einen  festen 
l'nnki,  tien  Projektionspunkt,  laufen,  werden  bei  allgemeiner  Lage 
die  Projektionsstrablen ,  il.  b.  die  Verbindungsstrablen  enlspre- 
ciieiidt  r  i'imkte  der  beiden  IMmklreiben,  nicbl  mehr  dureb  ein 
und  denselben  IMmkl  lauleii,  vielniebr  in  gewisser  Weise  die 
Ebene  erffdlen  und  das  allgemeine  Gesetz,  welchem  »licses  Gbaos 
v(m  Sii;dilen  unterworfen  ist,  werden  wir  nunmehr  zu  erfor- 
schen haben.-) 

*)  Auch  an  die  perspuktivisuLc  Luge  zweier  Uebildu  läsat  »ich  die 
£neagang  des  Kegelschnitia  «iknüpfen,  wat  wir  indessen  hier  nar  bei» 
ISnflg  erwihnen  wollen:  Zwei  projektiviscbe  Punkireihen  liegen  perapek- 
tivitehy  wenn  in  dorn  Schniitpnnkte  ihrer  Träger  zwei  entsprechende 
Punkto  vereinigt  sind  (§  11};  die  Projektionsstrahlen  laufen  dann  Sinmt- 
lieh  durch  oincn  Punkt,  den  Pfujuktiunspiinkt.  Denken  wir  uns  die  TrSf»er 
der  beiden  Punktreihen  auf  zwei  festen  (reruden  und  bei  festgehaltener 
projektivischer  Beziehung  so  Terschobcn,  das*  floeeetrive  andere  und  an- 
dere Paare  entspreehender  Punkte  in  den  Sehnittpunkt  rfieken,  so  werden 
immer  neue  perspektivische  Lagen  derselben  beiden  Pnnktreiken  auf- 
treten und  bei  kontinnirllelior  Bewegung  der  Art  wird  der  Ort  des 
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TI!pi7ii  Ix  tlarf  es  eines  cxp(!(litpn  Milk'ls,  iiui  Itelichig  viele 
l'i  üjt'kliüiLs>ü  iilil(  n  In  rzustellen,  iiiui  \\\r  haben  IxM-cits  oben 
§  10  <'in<'  Konslruklion  anj^cfjrbrn,  diirdi  \\el(  be  aus  drei 
«irfrebfMieii  Taaron  entsijri'clR'iHlrr  Piinkle,  die  zur  llestinniuinf; 
projckliviscber  Deziebiing  erfordeiliili  sind,  beliebig  viele  andere, 
als<»  beliebig  viele  I'rnjekliünssliablen  (hucli  blosses  Ziehen  von 
geraden  Linien  erniillelt  werden  können;  diese  Konsliiiklion  ent- 
hielt noeh  eine  gewisse  Willkührlichkeit,  wclrlie  passend  beuut/.l  zu 
ihrer  Vereinfaclnnij;  fidu'l.  Seien  abc  und  a,  b,  c,  drei  I'aar 
enls|»reehende  l'unkte  der  gegebenen  Pnnklj  eihen  *Dl  und  be- 
zeichnen wir  die  Projektionsslr.dilrn  avi,,  bbj,  c  Ci  resj».  durch 
ahr',  sei  ein  beliebiger .  zu  erniillelnder  vierler  ProJeküüUsslrahl 
V     oder  X  und  b(!zeichnen  wir  die  Schnittpunkte 

{x,  6)  =  J?       («,  c)  =  Jj, 

so  werden  die  vier  Strahlen  Ba,  ßh.  Sc,  Bx  mit  den  vier 
Stralilen  ^jap  Bih^,  9jC|»  B^t^  projeittivisch  sein  müsseo,  und 
da  diese  beiden  Strahlbuschel  (J)  (^|)  In  der  Verbindungslinie 
ibrer  Mittelpunkte  (B,  17,)  =s  x  zwei  entiqirechonde  Strahlen  ver- 
einigt haben»  so  liegen  sie  perspektivisch,  also  die  Schnittpunkte 
•entsprechender  Strahlen  auf  einer  Geraden  ^rem  perspektivischen 
Durchschnitt),  d.  h.  die  Schnittpunkte 


ProjektionspanktM  ein«  Hyperbel,  welehe  die  beiden  Geraden,  anf 
*  denen  die  Triger  sich  fortaeliieben,  in  Asymptoten  lint  (§  S6).  An- 
derseits  liegen  zwei  projoktivische  StrahlbUschel  perspektivisch,  wenn 

auf  clio  Vcrhinduiifrslinic  ihrer  Mittelpunkte  zwei  rntsprecliendc  Strah- 
len fulk'ii.  Dcukeii  wir  uns  die  l)eitlcn  Strnlilliiiscliol  um  (lic  festge 
haltcncii  Mittolpunktu  und  bei  fcstgehaltcucr  prujtiktiviachcr  Beziehung 
80  gedreht,  dnes  sneeewlTe  andere  und  andere  Paar«  entspreolwnder 
Strahlen  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpnnlcte  faUen,  so  Teritndert 
der  perspektivische  Durehsclinitt  jedcsinnl  seine  Lage;  der  gcsammte 
Ort,  welchen  «1er  i)orf5p»  ktivische  Durehsclinitt  wmhüllt,  ist  ein  Kc^ol- 
8c1initt,  ilcr  die  fefiton  .Mittrlpiinkte  der  Strahlbüschel  /u  15  renn 
punkten  hat  und  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  die  beiden 
StraUbSschel  gleiohlanfend  oder  nng^eiehlanfend  sind.  Dsr  Beweis  die- 
ser Behauptung' ergiebt  sieh  bei  unserem  Gange  der  Betrachtung  erst 
spftter  (§  30).  Bemerkenswerlh  ist  die  elf^cnthümliche  Analogie,  welche 
hier  zuiselien  Asymptoten  und  Brenn]»inik1en  d.  ,s  Kegelschnitts  auftritt 
und  da'^M  man  «liireli  diese  Betrnclitnnf;  unmittelbar  aus  dem  tJrnnd- 
prinzip  der  projektivi.schen  Beziehung  zu  den  Fokaicigeuschaflen  der 
Kegelsciinitte  geflihrt  wird. 
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auf  uiiiei*  Geraden.  Nun  rälll  ahor  Bh  luil  -ßbi  ziisainmeii 
iFig.  26),  also  «ler  ruiikt  [Bb,  ist  dnr  Punkt  b,  uii(i  ^,c, 

ITillt  mit  i?,  c  znsamraeii,  . 


nun  umgekehrt  einen  be- 
liebigen Projektionsslralil  x  zu  konstriiiren,  liabcn  wir  in^eml 
einen  Punkt  |  der  Verbindungslinio  cb,  mit  a  iiiid  Oi  zu  verbin- 
den; umt  a|  den  ProjekUonssti'abl  b  in  und  a,  |  den  Projek- 
lionsstralil  in  i?,,  so  ist  ein  viei*l(>r  I'rojektionastrahl  », 
nierdurcb  wird  es  leicbl,  beliebig  viele  Projeklionsstraldcn  zu 
konslniüren;  lassen  wir  den  Punkt  |  die  ganze  Linir  c(|  durch- 
wandern, so  erhalten  wir  sSrnmlliche  Projektinnsslrahlen ;  gelang 
I  insbesondere  nach  Ci  so  erhalten  wir  als  i*rnjoklionsslrahl  den 
Träger  91  der  rinm  gegebenen  Pmiktreihe  selbst;  gelangt  |  naeb 
so  tritt  der  Träger  der  andern  Punkireilie  als  Projekt ions- 
strahl  auf.  hie  Tr.lger  der  beiden  gegebenen  Pnnkl- 
reihen  sind  .ilso  stlhst  rrojekiionsslrablen.  Zngleirii 
erkennen  wir,  indem  wir  den  Pnnkt  |  die  ganze  (leradeclbi  dnreli- 
laufen  lassen,  dass  die  Slralih-n  vi^  nnd  a,;  zwei  |>ers|>ektivisehe 
Strahlbüschei  beschreiben,  folglich  die  Punkte  B  nnd  B^  auf  den 
beiden  Geraden  //  und  c  zw(>i  projeklivisclie  Pnriklreiben  erzeu- 
gen; die  Projcklioiisslrableu  b  und  c  werden  also  von  s5mml- 
lichen  ProjekUoiMStrahlen  x  in  zwei  projeklivischen  Pnnktreiheu 
geschnitten,  gerade  so,  wie  die  Träger  der  heiden  nrsprünglirh  ge- 
gebenen Punktreihen  selbst;  da  aber  an  Stelle  der  Projektionsslrali» 
leii.b  und  c  irgend  zwei  andere  treten  können,  für  die  dasselbe  gellen 
muss,  so  haben  wir  das  wichtige  Resultat  gefunden:  Die  Gesa niml- 
heit  der  Prnjektiousslrah  len  (Verbindnngslinien  entsprechen- 
der Punkte)  zweier  prnjekli viscber  Punkireilien  trifft 
irgend  zwei  unter  ibnenaliemal  In  zwei  projeklivischen 


rdso  {Bc,  C|)  ist  c;  der 
|)<  rspeklivische  Durch- 
si'hnitt  jener  beiden  Strahl- 
bAscIiel  {B)  (^,)  Ist  also 
die  Verbindungslinie 
es  schneiden  sich  daher 


in  einem  Punkte  |.  Um 


6* 
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I*u  n  k  f  rri  Ii»*!!.  Ili«'nlui(  Ii  verlieren  die  Träger  <ler  iirsprüiiylicli 
geg»;lieiieii  beiden  l'iiiiklreilien ,  welciie  selbst  Projeklionsstralileii 
sind,  ihre  liervorrugende  Stellung  und  treten  in  die  Gesaninillwil  * 
aller  übrigen  Projeklionsslrablen  ein;  denn  es  steht  uns  jetzt  IVei, 
irgend  zw  vi  andere.  Projektionsslrahlen  als  Träger  /.weiei-  neuen 
erzeugenden  Punktreihen  aulzufassen,  welche  nuü  ihnen  durch  die 
Gesanuiilhcit  der  l'rojektionsstrahlen  tixirt  Herden.  Es  ergiebt 
sich  ferner,  dass  die  (1  «'sa nini th e i l  der  Projek  t  ionsslrah - 
leii  durch  irgend  lunf,  die  wilikührlich  angencMunieii 
werden  dürfen  ,  v ol  1  st ä  iidig  best i m ni  t  ist;  denn  man  kann 
von  diesen  füid'  (ieiaden  zwei  als  die  Träger  zweier  erzeugenden 
Punktreilieii  und  die  drei  andern  als  drei  Projektionsslrahlen  auf- 
fassen ,  welche  drei  Paar  enti>|»rechende  Punkte  auf  jenen  lixiren; 
hierdurch  ist  dann  die  ganze  projeklivische  Beziehung  der  bei- 
den Punktit'ilieii  bestinuiil.  Welche  von  den  fünf  Geraden  wir 
als  Triiger  aullassen  \>ollen,  bleibt  ganz  willkührlich.  Die  obige 
Konstniktinn  eines  beliebigen  Projektionsstralils  .t  drückt  ander- 
seits eine  liedingung  zwischen  irgend  sechs  aus  der  Ge- 
sa in  ml  hei  t  der  Projektionsslrahlen  aus.  Die  sechs  Pro- 
jeklionsstrahlen  bilden  nändich  ein  Seclisseit,  von  dem  die  l'unkte 
vt  c  /?,  /?  b,  a,  als  Ecken  (d.  h.  Schnittpunkte  zweier  Seiten)  auf- 
gelassl  werden  köiuien,  und  zwar  ein  sogenanntes  einfaches  Seclis- 
seit (s.  Steiners  syst.  Entw.  g»'oni.  Gest,  S.  T2i,  indem  wir  die 
Seiten  der  Keihe  nach  so  durchlaufen,  dass  die  Eckeii  ac^i  ai 
einander  julgen;  die  drei  Verbindungslinien 

Ha  fi^a^  c  b, , 
welche  nach  dem  Obigcui  sich  in  einem  Punkte  schneiden  müs- 
sen, ei"scheineii  als  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken 
dieses  Seclisseils  der  ei^sleii  und  vierten,  zweiten  und  fünften, 
dritten  und  sechsten  Ecke}  und  wir  können  demnach  als  Bedin- 
gung zwischen  ii'genü  sechs  Projeklionsslraiiieu  folgeuüu  aus- 
sprechen : 

\Verden  irgen«!  sechs  P  r  o  j  ek  tion  t  r  a  Ii  1  e  ii  als  ein 
einfaches  Seclisseit  aufgefasst.  so  schneiden  sich  die 
d  r  e  i  V  <•  r  b  i  n  d  u  n  g  s  1  i  n  i  e  ii  d  e  r  g  e  g  e  n  n  b  n  Ii  e  g  e  n  d  e  n  E  c  k  e  n 
desselben  (ilauplcUagonaleuj  in  cineiu  Punkte,  (lirianchuir- 
scher  Salz.) 

Ans  den  sechs  Projeklionsstralileii  lässl  sich  aber  auf  sechzig 
Arien  ein  einfaclics  Seclisseit  her.sleileu;  auf  die  eigeuÜiüiulicUeu 
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Be%iehungcii  zwischen  densellioii  gehen  wir  hier  rorhuifig  iiichl 
Hn  {%  28^.  Die  (•osnrnmtheit  der  Projektioiisslralüea  besitzt 
nusser  den  bereits  gefundenen  Eigenthnmlirhkeiten  noch  die 
charakteristisclie  Eigenschaft,  dass  durch  einen  beliebigen 
iMinkt  der  Ebene  im  Aligemeinon  höchstens  zwei  Pro- 
jek  tionsstrahlen  gehen,  denn  verbinden  wir  einen  beliebigen 
Punkt  P  der  Ebene  mit  den  beiden  erzeugoiden  Punktreihen 
durch  Slraiden,  so  erliallen  wir  in  P  zwei  concentrische  Strahl- 
biischel  P  (a  b  cb  . . .)  und  P  (a,  b|  c,  bj  . . .),  welchf  projcklivisch 
sind;  diese  haben  14)  im  Allgemeinen  zwei  Doppelstrahlen, 
welche  ofleniMr  Projektionsstralden  sein  müssen.  Es  kann  aber 
auch  vorkommen,  dass  nur  einer,  d.  h.  zwei  zusammenfallende, 
o<1er  auch  keine  Doppelstrahlen  bei  zwei  coDcentrischen  projekti« 
visc-hen  Strabibüscheln  existiren.  Es  wird  nun  von  der  Lage  des 
INmktes  P  abhängen,  ob  durch  ihn  zwei  oder  nur  einer  oder 
knne  Projektionsstrahlen  iiindurcbgehen ,  und  wir  werden  dieje* 
iiigen  Gebiete  der  Ebene  aufzusuchen  haben,  in  denen  der  l*unkt 
P  liegen^  nnis«:,  ilamil  der  eine  oder  andere  Fall  eintritt.  Ver- 
folgen wir  auf  einem  Träger  %,  der  beiden  erzeugenden  INinkt* 
reihen  einen  Punkt  r>  so  sehen  wir,  dass  durch  ihn  im  Allge- 
meinen immer  zwei  Projektionsstrahlen  gehen,  nämli(  h  der  Träger 
)C>  welcher  sell>sl  ein  IVojektionsstralil  ist,  und  der  Projektitms- 
strahl  xxi',  nur  einmal  kommt  es  vor,  dass  diese  beiden  Projek- 
lionsstrahlen  zusammeiifalieii,  nämlich  dann,  wenn  der  Punkt  T| 
in  den  Schnittpunkt  der  lieiden  Träger  rückt;  nennen  wir  diesen 
Schnittpunkt  f,,  als  der  zweiten  Pnnktreihe  angebOrig,  und  seinen 
enlspn'cbenden  der  ersten  Punklreilie  f,  so  werden,  wenn  r  in 
f  sich  beOndet,  die  beiden  durch  ihn  gehenden  Projek tionsstrah- 
len in  detn  Träger  ^1  seiiist  zusammenfallen ;  durch  den  Punkt  f, 
welchen  wir  di'ii  Heröhrungspunk  t  des  Projekiionsstrahls  nen- 
nen wollen  (die  Itenennung  wird  durch  das  Folgende  erklärt)  und 
welcher  entsprechend  ist  dem  im  Schnittpunkte  beider  Träger 
liegenden  Punkte  der  andern  Punklreilie,  gehl  also  nur  ein  Pro- 
jektionsstrahl %.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem  Träger  der 
zweiten  Punklreilie;  durch  jeden  Punkt  dieses  Träg««  gehen 
allemal  zwei  Projeklionsslrahlen  mit  Ausnahme  eines  einzigen 
Cf»  welcher  dem  im  Schnittpunkte  beider  Träger  liegenden  Punkt 
€  der  ersten  Punktreihe  entsprechend  ist.  iMn-cli  den  Iteridinings- 
punkt  Ci  geht  nur  ein  Projektionsstrabi,  der  Träger  %|.  Da  wir 
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UUD  oacb  dem  Obigen  au  Stelle  der  beiden  ursfirfliigUcbeQ  Punkl- 
reibeu  zwei  neue  «Tzeiigeiule  i*irnktreiheii  setzen  liOfinen,  welciie 
aiir  irgend  /uri  Projt'ktiuiisstraiiliMi,  als  Träger  aufgefasst,  durcb 
die  (jesamiutiieil  aller  Projektiousstralilen  fixhl  werden»  so  giebt 
es  auf  jedem  l'rojeliüonsstrahle  einen  einzigen  bestininiten  Punlit, 
seinen  Iterülnungspnnkt .  \M'lclier  die  Eigenschafl  lial,  dass  für 
ihn  der  Projeklionäslrahl  der  einzige  ist,  welcher  hindurcbgebl,, 
wSlirend  dnrcli  jeden  andern  seiner  Punkte  noch  ein  zweiter  Pro- 
jelilionsstraid  liiiidurchgeht.  Der  Bernlunngsiinnkt  l  iiies  Projeli* 
lioiissdalds  ist  daher  auch  als  derjenige  Punkt  aulzurassen,  in 
wrlriieni  jener  von  sich  selbst  geschnitten  wird.  Mau  Itönnte  das 
Üedeiiken  haben,  ob  auch  l»ei  einem  Projektionsstrabi,  seither 
mit  diesem  oder  jenem  andern  als  Trager  projektivischer  i*unkt- 
reiheu  zur  Erzeugung  der  Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen 
zuaammengel'asst  wird,  immer  ein  und  derselbe  Punkt  als  neiiih- 
ruugsiiunkt  hervorgeht;  dies  bedenken  erledigt  sich  dadurcli,  dass 
immer  dieselbe  Gesammüieit  dei*  ProjekÜonsslrahien  resuUiri, 
welche  Punktreihen  man  auch  als  erzeugende  annehmen  mag; 
wenn  daher  bei  einer  Krzeugnngsweise  anf  einem  f*roj«'ktionsstraUl 
nur  ein  einziger  Punkt  sich  vurlindet  von  der  Itesr.liairenlieil,  dass 
rOr  Ihn  der  Projektionsstrahi  der  allein  hIndurcligeiieiKie  ist, 
so  kann  bei  einer  andern  Erzeugungsweise  kein  neuer  Punkt  der- 
selben Ileschafreubeit  aullreten,  \m  il  <lirsLll»e  (lesannnlheit  von 
l'rojeklionsslrahlen  wieder  auftritt.  En  giebl  also  auf  jedem  I'ro- 
jektionsstrahl  nur  einen  einzigen  beslimmten  Berührungspunkt. 
Fassen  wir  nun  die  Gesannntheit  der  Projf  ktionsstrablen  in  der 
Weise  anf,  dass  wir  zwei  entsprechend«»  Punkte  r  tf  die  beidcu 
Träger  kuntinuirlich  durchlauren  lassen  uiul  auf  der  \  <  iMiidungs- 
linie  v  v, .  d.  h.  dem  iVojektionsstrahl  jc,  den  jedesmaÜgeu  Be- 
rührungspunkt bestimmen,  so  \\ird  bei  dieser  Bewegung  der 
Projektionsstrahi  ein  gewisses  (unendlich  grosses)  Gebiet  der 
Ebene  durchstreifen,  welches  alle  solche  IMinktc  P  enthält,  durdi 
die  je  zwei  Prnjeklionsstrahlen  gehen;  dieses  (lebiet  wird  bc- 
greiizl  von  einer  gewissen  Kurve,  dem  Orte  der  Bcrfdirungs- 
(luiikle  auf  sammtliclieii  Projektioiisstrahlen ;  durch  jeden  Punkt  i' 
dieses  Orles  gehl  uur  je  ein  Projeklionsslrahl  und  der  übrige 
Theil  der  KIjcuc  eiilliall  dalicr  das  Gebiet  derjenigen  i*unkte  P 
dei-  Kbene,  durch  welche  keine  Projektionsstraiden  gehen,  deiui 
dieser  Theil  der  Ebene  wird  von  gar  keinem  Projektionsstrahi 
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getrolTeo.  Es  giebt  also  zwei  Gebiete  der  Ebene,  das  eine  ent- 
hält nur  solche  Punkte  P,  durch  die  je  zwei  Projektionsstrahlen 
gehen,  das  andere  solche  Punkte  P,  durch  welche  kein  Projek- 
tionsstrahl gehl»  und  beide  Gebiete  werden  von  einander  getrennt 
durch  den  Ort  derjenigen  Punkte,  fQr  welche  es  immer  nur 
einen  hindurchgehenden  Projektionsstrahl  giebt;  diese  Grenzkur?e 
Ist  der  Ort  sSmmtlicher  Berührungspunkte,  sie  heisst  das  Enteug- 
nlss  der  beiden  projektivischen  Punktreihen  und  ist  der  eigent- 
liche Gegenstand  unserer  Untersuchung.  Wir  können  uns  ihre 
Entstehung  in  der  Weise  anschaulich  machen,  dass  wir  uns  die 
ganze  unendliche  Ebene  schwarz  denken  und  jeden  Projektions- 
atrahl  als  unendlich  lange  gerade  Unie  von  weisser  Farbe;  die 
Gesammtheit  der  ProjekUonsslrahlen  wird  dann  einen  gewissen 
(unendlich  grossen)  Theil  der  Ebene  weiss  machen  und  den 
bbrigen  Theil  schwarz  lassen:  die  Grenze  zwischen  dem  schwarzen 
und  weissen  Theil  der  Ebene  ist  eben  die  zu  untersuchende  Kurve. 
Dass  in  der  That  die  Ortskurve  der  fierfihrungspunkte  die  Grenze 
zuischen  beiden  Gebieten  der  Ebene  bildet,  machen  wir  uns  noch 
in  folgender  Weise  klar:  Seien  a  und  b  irgend  zwei  Projeküons- 
strahlen,  er  und  ß  die  respektiven  Berährungspunkte  auf  ihnen 
und  s  ihr  Schnittpunkt.  Halten  wir  den  einen  Projektionsstrahl 
a  mit  seinem  Berührungspunkt  a  fest,  verändern  aber  auf  Ihm 
den  Schnittpunkt  s,  so  verändert  sich  der  zweite  Projektionsstrahl 
b  und  der  ihm  zugehörige  Berührungspunkt  ßi  die  Verbindungs- 
linie a/9  ist  ehie  veränderliche  Sehne  der  Ortskurve,  deren  einer 
Endpunkt  a  fest  bleibt,  während  der  andere  ß  sich  auf  ihr  be- 
wegL  Rücken  wir  nun  mit  dem  Punkte  «  allmählich  nach  a, 
bis  «  In  «  hineinfällt,  so  wird  auch  der  zweite  Projektionsstrahl 
b  mit  a  zusammenfallen  müssen,  denn. durch  a  giebt  es  nur  einen 
Projektionsstrahl;  der  Berührungspunkt  ß  muss  aber  auch  In  « 
hineinfallen,  denn  der  Projektionsstrahl  a  besitzt  nur  einen  ein- 
zigen Berührungspunkt  a.  Der  Projektionsstrahl  a  ist  abo  die 
Grenzbge  einer  veränderlichen  Sehne  «ß,  deren  einer  Endpunkt 
er  fest  bleibt,  während  der  andere  ß  allmäliiich  auf  der  Ortskurve 
nach  CK  liinrfickt  Eine  solche  Grenzlage  einer  veränderlichen 
Sehne  nennt  dian  bekanntlich  Tangente  der  Kurve  und  den 
festen  Punkt  ihren  Berührungspunkt;  die  sämmtllchen  Projeküons- 
strahlen  sind  also  Tangenten  einer  gewissen  Ortskurve  und  die 
Punkte,  in  welchen  sie  die  Ortsknrve  berühren,  diejenigen  Punkte, 
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welchen  wir  bcrciU  oben  den  Namen  BerähiiingKpunkle  beigelegt 
haben,  w«tüurcli  die  Benennung  gerechlfertigl  wird.  Da  nun 
jeder  ProjelcUousslrabl  Tangente  an  der*  Orlsfcunre  ist  und  nur 
einen  Punkt,  den  Beröhrungspunkt,  mit  ihr  gemein  hat»  so  bil- 
det die  Ortskurve  der  Berührungspunkte  die  Grenze  zwisehcn 
denjenigen  beiden  Gebieten  der  Ebene,  deren  eines  von  sfimml- 
liehen  Projektionsstrahlen  erfQllt  wird,  wihrend  das  andere  von 
keinem  getroffen  wkd.  Fassen  nir  das  gewonnene  Resultat  noch 
einmal  zusammen: 

Die  Gesammtlieit  der  Projektiousstrahlen  zweier 
projektivischer  Punktreihen  in  allgemeiner  Lage, 
deren  Trager  ebenfalls  ein  Paar  Projektionsstrahlen 
sind,  umhüllt  'eine  gewisse  krumme  Linie,  welche 
mit  jedem  Projektionsstrali I  nur  «-inen  Punkt,  den 
Berfihrungspunkt,  gemein  bat  und  also  der  Ort  die- 
ser Berührungspunkte  ist.  Sie  zertheilt  die  ganze 
Ebene  In  zwei  Gciiieie,  deren  cinc^^  von  nllcii  Projek- 
tiunsstrahlen  erfüllt  wird,  wühreud  das  andere  von 
keinem  getroffen  wird,  oder  deren  eines  alle  solche 
Punkte  enthält,  durch  welche  je  zwei  reelle  Pro- 
•  jekli onsstralilen  (Tangenten  der  Kurve)  gehen,  wäh- 
rend das  andere  diejenigen  Punkte  enthält,  durch 
\Nei(  lie  k eine  Projektionsstrahlen  gehen.  Durch  jeden 
Tunkt  der  kurve  selbst  geht  nur  ein  I'rojcktionsstraiii, 
die  Taii^MMite  an  ihr.  TUese  als  i\a^  Erzeugniss  zweier 
projektivischer  Funktreihen  definirte  Kurve  nennen 
wir  „K i'gelsrhnit t";  sie  ist  zweiter  älasse,  weil  von 
einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  sich  höchstens 
zwei  Tangenten  an  sie  ziehen  lassen. 

Die  vorhin  für  die  Gesammtheit  der  Projeklionsstrahlen  ge- 
fundenen Kigensriiaften  lassen  sieh  nach  dieser  Definition  als 
Sätze  für  <lic  Tangenten  eines  Kegelschnitts  aussprechen,  z.  U. : 
Irgend  zuei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  werden  von  sammt- 
lidien  in  zwei  projektivischen  Punktreihen  geschnitten."  Oder: 
„Werden  irgend  sechs  Tangenten  eine<  Kegelschnitts  zu  einem 
cinrachen  Sechsseil  verbniiden,  so  schneiden  sich  die  drei  liaupt- 
diagonaleu  desselben  in  einem  Punkte"  u.  s.  w. 
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§  21.  Dio  Borührungspunkto  auf  den  ProjoktionsBtrahloii. 

Ks  ist  nun  /uniichsl  ci  rurderlicli,  den  Üerührungsimukt  aul 
jedem  l'i'ojektionsstralil  /u  konstrniren,  um  uns  von  der  zu  un- 
tersuchenden Kurve  ein  ßild  iii.m  lien  zu  können.  Seien  a  l'  c  und 
a|  b|  c,  drei  l'aar  enlsprechend«'  IMinkte  zweier  erzeugender  pro- 
jcktivisiher  Piniktreilien  also  aa,,  hl\,  CC|  drei  Projeklions- 

slralden,  so  können  wir  die  §  10,  a]  angegebene  Konstruktion 
beliebig  vieler  anderer  Projektionsstralilen  dadurch  sehr  verein- 
rachen,  dass  wir  die  l'unkle  Ii  inid  P^  in  ein  Paar  enlspreehen- 
di>r  Punkte,  /..  Ii.  a  und  Oi  selbst  liineinverlegeu,  also:  wir  zieiieii 
ab|,  aC|  und  ath,  aic;  die  Schnittpunklo 

(al6i,  üih)  und  (aci.  aic) 
bestimmen  eine  gerade  Linie  8,  auf  welclier  simmüicbo  Scliniu- 
punltte  (arit  ait)  liegen  mOaaen,  nAmlich  den  perspeklivisclieii 
Durcbiiclinitt  zweier  StrablbOschel,  welcbe  in  a  und  a,  iiire  Mtt> 
telpunkle  haben  und  respekttve  mil  den  Punktreihen  a|  (|  C|  . . . 
und  abc.  •  perspektivisch  liegen,  also  projektiviscb  mit  einan- 
der sind  und  perspektivisch  liegen,  weil  die  Verblndungslhiie 
der  MittelpuDkte  zwei  entsprechende  Strahlen  enthilt.  Jeder 
Punkt  l  dieser  Geraden  £  mit  a  und  a,  verbunden  liefert  Sirah- 
len a|  und  0]!.  welche  resp.  9(i  und  9  in  zwei  entsprechenden 
Punkten  y,  und  x  trelTen,  also  den  Projektionsstrahl  x  liefern. 
Die  Gerade  fi  schneidet  aber  die  Träger  der  beiden  Punklrelhen 
in  zwei  Punkten  f  und  Ci,  deren  entsprechende  nach  der  eben 
angegebenen  Konstruktion  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Trä- 
ger vereinigt  liegen  mlkssen:  fi  und  c  (Fig.  27);  da  nun  nach 
S  20  diese  Punkte  f  und  ^  ^ 

ti,  welche  den  im  Scbnitt- 
punkle  der  beiden  Träger 
vereinigten  Punkten  ent- 
sprechen, die  Bcrälirungs- 
punkte  auf  diesen  Trägern  ^ 
alsProjektionsstrahlen  sind, 
so  geht  die  gerade  Linie  2 
durch  die  gesuchten  Kernh- 
ningspunkte  und  hestinniii 
dieselben;  da  es  aber  aul 
Jedem  Projeküonsstrahl  (wie  ccj  und  ff,)  nur  einen  Berührungs- 
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luinkl  yielil,  so  bleibt  «Ii«'  licijule  )C  unveräiiderl,  nenn  wir  zu 
ihrer  Koiislruklion  stall  der  l'aare  aa,,  bt,,  CC,  ir^'eiiil  welche 
tUidere  l'aare  eiilsjireelieinler  l'unkle  nelinien;  also  },'ill  der  Satz: 
\V»iiii  man  ans  zu  ei  projektiv!  sehen  I'uii  kl  reihen  ii- 
yend  zu  ei  l'aare  entsprerhender  l'unkle  i  X|  uiidy\^| 
heraus  nimmt,  so  liegt  der  Schuillpuulit 

(vi),,  r,\}) 

iniuicr  auf  ein  und  derselben  festen  (ieraden  1',  welche 
d  u  r  (•  h  die  beiden  1]  e  r  u  h  r  n  n s  j)  u  n  k  t  e  d  e  r  T  r  ä  e  r  b  e  i  d  e  r 
Tunk  treiben  hindnrcbgchl,  die  deu  im  ScliuiUpuukle  ver- 
eiuigt  heißenden  eidsprechen. 

Dies  lässt  sich  auch  folgenderniassen  als  Satz  aussprechen: 
Sind  aul"  einer  (ieradeii  drei  beliebige  i'unktevibc 
n  n  d  a  u  f  einer  z  w  e  i  t  e  n  I  i  e  r  a  d  e  n  d  i"  e  i  b  e  I  i  e  b  i  g  e  Punkte 
a|&|C|  gegei>en,  so  liegen  die  drei  Schnillpuukle 

(ab,,  a,b)   (bc,.  b,c)    (ca,,  C|0) 
aiil  einer  (•  erad<'n. 

Dieser  Satz  ist  einer  Erweilernii;.'  fähig .  da  <lie  Zuord- 
niuig  des  einen  Tripels  von  Pmdvh  n  zu  dem  andern  in  sechs- 
i'acher  Weise  geschehen  kann,  weil  drei  l'unkle  srclis  Vnlau- 
s<'hungen  zulassen;  wir  erhallen  daher  sechs  solcher  gerad»M 
l/niien,  die  in  eigenlbündichem  Zusannueidiange  mit  einander 
stehen;  be/eichneu  wir  bei  diesen  seciis  Zuordmmgeu  diu  Sclmitt- 
iniiikte  iu  folgender  Weise: 


1. 

U. 

lU. 

a  b  c 

ft  b  C 

a,b,c, 

b,c,a, 

c,a,b, 

iUi,  cht)  =3  «3 
(ca,,  aC|) 
(ab,,  hai)  =  y» 

(aap  cbj)  =  «2 
(bb,,  oc,)  =  §2 
(cc,.  bOi)=3  y. 

(aa,.  bc,)  =  «, 
ca,)=:  ft 
(cc,,  ab,)  =  y, 

IV. 

V. 

VI. 

a  b  c 

0  b  c 

a  b  c 

a,c,b, 

c,b,a, 

b,aic, 

(ac, ,  ba,)  = 

(ba, .  cb,)  =  hl 

(ac,,  cb,)  =  f. 

(ca, ,  ab,)  =  «2 

(ab,,  bc,)  =  62 

(ca, ,  bc,)  =  c. 

(bb,.  CC,)  = 

(aa, ,  CC,)  =  Ä;, 

(aa,,  bb,)  = 
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Aus  dem  Schema  1,  II»  III  leseii  wir  die  Ideiilitfit  folgen- 
der neun  Verbindungslinien  ab: 

«2«,  =  cb,      ßiß-t  =  ac,      y^ys  =  ^«i 

«3«!  =»  ^«1    .    ft/^i  =  ««I        YiYt  =  «^1 

und  aus  dem  Schema  IV,  V*  VI  die  Identität  derselben  neun 
Linien 

fti«!  =  c^i      AjC,  =  bCj  .         =  aa| 
C|«,  »  flCi            =«cai      c,«,  =  bb|, 

folglich  ist  z.  B.  nach  Schema  IV. 

^ßißi'  YiY-'  ■■=' 

und  (l.i  dir  di  ri  l'nnktr  in  ciinT  •^r'radt  ii  I.iiiit'  V|  li«'f;t'H. 

so  lol^t,  (l;iss  dir',  hcidni  Hi  ricrkc  /J, und  >',>',)'.  i>ers|»»'kli- 
vjsrli   liegen   (nach   dem    im        11    hewiesenen    S;«l/,r  ,    d,  Ii. 

ß\Y\'  ß:Y2'  ß-.Yi  drei  Liiiiei»  fij^j^a.  i'uiikt 

lauleii;  ciienso  weil 

inid  r^ifi:,>'.  in  gerader  Unie  £|  liegen,  laufen  l^,:^^)^«  durch  einen 
Pnnkl.  fc^s  laufen  also  von  den  sechs  erhaltenen  Linien 
drei  durch  einen  Punkt  und  die  drei  andern  ebenfiilU 
ffureh  einen  i'unkt  und  es  ist  uninittelhar  zu  erkennen,  dass  die 
lünfzehn  Geraden:  aa,,  ab,,  ac,,  ba,,  bb, ,  bq,  ca,,  cb,,  CC| 
und  l^iSs&s»  ^ji'5i'«i>  weiche  sich  in  den  zwanzig  Punkten: 
ffj  |3,  Y^  «,  ß.j  ß.. //,  f/.,  i»,  />.j  /;3'  C3  Und  den  beiden 
Sdmillpunkten  von  und  £^     i'^^  trell'en,  genau  eine  solche 

Figur  bilden,  wie  sie  am  Ende  des  ;§;  11  hesdn  irhcn  ist. 

Der  vorige  Salz  lässl  sich  auch  in  anderer  Form  ausspre- 
chen, wobei  er  als  specieller  l'  all  eines  allgemeineren  Satzes  auf- 
tritt, von  dem  (später  die  liede  sein  wird.  Die  sechs  Punkte 
a  b  c  a,  b,  c, ,  von  denen  drei  und  drei  auf  zwei  (leraden  liegen, 
lassen  sich  als  die  Kcken  eines  einfachen  Sechsecks  auflassen, 
z.  B.  ab|Ca,  bc,;  in  dieser  lleihenfolge  erscheinen  ab,  und  a,b 
als  gegenüber  liegende  Seiten,  ebenso  bC|  und  biC  endlich  auch 
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ca|  und  C|a;  der  obig«  Satz  wOrde  also  auch  so  lauten:  Bei 
«iiiem  eiiifacbeii  Sechseck,  dessen  Kcken  xu  drei  und 
drei  auTswei  geraden  Linien  liegen»  sclineiden  sich  die 
gegenüber  liegenden  Seiten  in  drei  rankten,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  und  die  secbs  Sechsecke,  welche 
!»icb  aus  denselben  Eck-Funkten  herstellen  lassen,  sind  folgende: 

(  a    c  tt]  b  Ci 

[aai  cct  hb^ 

a  c,  c  a,  b  b, 
^  a  fi,  c  b,  b  c, 
a  b,  c  Ci  b  ä| ; 

die  für  die  ersten  drei  Sechsecke  erhaltenen  Geraden  lauleii  durch 
einen  l'iinkt  und  die  iDr  die  andern  drei  Sechsecke  resultirenden 
Geraden  durch  einen  andern  Punkt.  — 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zu  dem  Gegenslande  nn* 
serer  Betrachtung  zurück.  Die  Gerade  !^  als  der  Ort  sämiiitluiier 
l^uukte  (rVi ,  Xi  \})  gehl  durch  die  Berfdirungspuukte  der  i)eid<'u  Trä- 
ger; es  bleibt  noch  übrig,  auf  jedem  andern  Prnjeklionsstraiil  den 
Dcrfihrungspunkt  zu  ermitteln;  seien  $[^|  die  beiden  Träger,  wehhe 
von  irgend  drei  IVoieklionsstrahlen  ahr  respektive  in  den  Punklen-- 
paarcn  ao, ,  bb, ,  cc,  getrofTon  werden,  so  gab  die  in  §  20  mitge* 
(heilte  Konstruktion  einen  beliebigcMi  andern  Projektionsstrabi  da- 
durch, dass  man  cb,  zog,  irgend  einen  Punkt  ^  dieser  Geraden  ndtd 
und  a,  verband;  a|  traf  0  in  //,  o,  ^  traf  r  in  und  liB^  war 
ein  Projektionsstrahl.  Fassen  wir  h  und  c  als  die  Träger  zweier 
neuen  l^unklreihen  auf,  welche  dieselbe  Gesannnthoil  der  Pro- 
jektionsstrabien  liefern,  von  denen  a,  ft  und  drei  zur  Be- 
stimmung erfordorliclie  shid,  so  erseheinen  B  Bi  als  cutsprcdiende 
lUnikle  dieser  beiden  neuen  Punktreiben,  und  um  den  Berührungs- 
punkt auf  6  zu  fniden,  müssen  wir  <1en jenigen  Punkt  auf  b  finden, 
welcher  entsprechend  ist  dem  Scimiltpunkte  (/>,  c)  auf  dem  Träger  c. 
Wir  ziehen  also  von  a,  nacli  dem  Scimillpunkle  {h,  e),  welche  Linie 
in  |„  die  Gerade  cb,  Irilll,  so  wird  a^,  (h  ii  Strahl  h  in  dem  gesuchten 
Berührungspunkte  t  treffen.  In  gleicher  Weise  können  wir  den  Be- 
rührungspunkt auf  dem  Projektionsstrald  c  ermittein;  wir  ziehen  von 
d  nach  dem  SchniMpuiiklr  'i>,  c).  welche  Linie  in  die  Gerade  cb| 
trifll,  so  wird  ai^'n  den  Sti*atd  c  iu  dorn  gesuchten  Berührungs- 
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pimkle  t'  treflen.  Wir  IcAiineu  aber  aucli  die  beröbrungspunkle  auf 
b  und  e  gleiobzeitig  QudeD,  indem  wir  b  und  e  ak  TrJIgcr  und  a^^i 
ala  drei  Projelilionastrahlen  aulTasiien  ond  dann  nach  der  vorliin 
angegebenen  Konstniiition  jene  Gerade  emiitteln,  welche  der 
Ort  der  Punkte  (ri^j,  Xi^^)  Ui  und  welche  durch  die  beiden  Be- 
rOhrung^punkl«  «of  b  und  c  gehen  muss«  Die  vorige  Komtrulc- 
Üon  vereinfacht  sich  wesentlich,  .wenn  wir  statt  der  drei  Punk- 
tenpaar« tttti  b^t  <<i  folgende  wählen:  eci,  ff|,  tri»  welche 
so  gewfthlt  sind  (Fig.  28},-  dass  e  und  fi  im  Schnittpunkte  der 
beiden  TrUger  %  %i  ver-  (Fig.  28.) 

einigt  liegen,  «i  und  f  die 
BerOhrungspunkte  auf  ^| 
und  9(  sind  und  xXi  ein 
beliebiger  Projektiousstrahl, 
dessen  Berührungspunkt  ge- 
sucht wird.  Die  Gerade  cf>i 
wird  dami  fxt ;  der  Schnitt- 
punkt (bb],  CC|)  wh-d  (ff,,  xxi),  d.  h.  der  Punkt  r;  a,  ist  der 
Berfthrungspunkt  e,  und  a  ist  der  Schnittpunkt  e;  man  zielte  also 
üyX,  d.  h.  e]T,  welches  fri  in  I  ireHe,  so  wird  e|  den  Projek- 
lionsstrahl  r  ri  in  dem  gesnriilcit  Rerülirungspuiikt  treffen  oder 
in  Worten:  Um  auf  irgend  einem  Projektioiisslrahl  x  ri  den  Ue- 
rfduungspunkt  zu  finden,  verbinde  man  die  Punkte  x  und  Ti  mit 
den  Rerührungspunkleii  f  und  Cj  der  beiden  Träger;  der  Sclinilt- 
punkl  (fr,.  e,x)  niil  dem  Srhnittpunkt  der  Trager  efi  verbunden 
liefert  eine  Gerade,  weiche  den  Prnjeklionsslrabl  rr,  in  dem  ge- 
suchten Berührungspunkte  trilTt.  Dies  lasst  sich  auch  als  Satz 
folgenderinassen  aussprechen : 

Die  drei  Verbindungslinien  der  Ecken  eines  von 
Irgend  drei  Projektiousstrablen  gebildeten  Dreiseita 
mit  den  fierüli  rungspunkten  in  den  gegenüberliegen- 
den Seiten  schneiden  sich  in  oinem  Punkte. 

Oder  wenn  man  nach  der  obigen  Definition  §  20  den  kegel- 
scbnitt  als  Erzeugniss  der  beiden  projektivischen  Punklreihen  und 
die  lYujektionsstrahicn  als  seine  Tangenten  einführt: 

Die  drei  Verbindungslinien  der  H«  rfilirungspunkte 
irgend  dreier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  mit  <ien 
gegenüber  liegenden  Ecken  des  Ton  denselben  gebil- 
deten Dreiscits  schneiden  sich  in  einem  Punkte, 


04  Zweiter  Absehniit.  % 

Nai^li  der  vorigen  KonslrukUon  lAsst  sich  sehr  eiofach 
auf  einem  beliebigen  ProjekUousstrahl  ^U*v  licröbrungspunkt  er- 
mitteln, da  die  Berfihrtingspiiiikte  e,  f  der  l>eideii  TrSger  durch 
die  oben  konstruirte  Gerade  £  bereits  gerunden  sind.  Es  ist  nicht 
unnölz,  zu  bemerken,  dass  der  Beröbningspunkt  auf  dem  Pro- 
jektionsstrabl  rti  nach  der  obigen  Konstruktion  und  wegen  der 
EigenscbafI  des  vollständigen  Vii>ro( ^)  fr v,  e,  auch  als  der 
vierte  harmonische  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  S  zugeordnete 
Punkt  erscheint,  während  r  Hj  da^  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte  sind;  wir  werden  hierauf  im  Nachfolgenden  genauer  ein- 
gehen. 

Passen  wir  in  den  beiden  projckiivischen  Punktreihen  %% 
irgend  zwei  Projektionsslrahlen  b  auf,  welche  in  den  entspre- 
chenden Punkten  aai  und  dieselben  trelTen,  so  Hegt  der 
Schnittpunkt  (ab,,  hai)  auf  derjenigen  Geraden  2,  welche  die 
Berührungspunkte  der  beiden  Träger  91  ^^(i  verbindet;  drehen  wir 
jetzt  aber  die  Auffassung  in  der  Weise  um,  dass  wir  a  und  b 
ab  Tr&ger  zweier  erzeugenden  Punktreihen  und  91  V|  als  Pro- 
jektionsstrahlen  ansehen ,  so  sind  nunmehr  a  und  6  ehi  Paar  ent- 
sprechender Punkte,  ebenso  Oi  und  Ibg  ein  zweites  Paar  entspre- 
rhcnder  Punkte;  folglich  wird  der  Schnittpunkt  (abj,  a^h),  wel- 
ches derselbe  Punkt  ist,  auch  auf  der  Verbindungslinie  der  Be- 
rAlinmgspunkte  der  beiden  Projektionsstrablen-  a  und  b  liegen 
niAssen.   Wir  haben  daher  das  bemorkenswerthe  Resultat: 

Sind  a  a,  ninl  b  b,  irj^rinl  /.wr'i  l'roj  eklionsslralilc  ii 
zweier  pr  njek  tivisclier  I* ii ii  k  1 1  (  i  lie n ,  so  liegt  «ler 
Schnillpiiiikf  (ab,,  ba,)  in  gerader  Linie  mit  <len  lie- 
r  Ahr  III)  ^'s  pii  iik  l  e  n  der  l>ci<leii  [*rojek  lioiisstia  liien. 

Hieraus  (nh^l,  wenn  wir  den  einen  Projeklionsstrahl  aa,  mit 
seinem  |{erül»rnngspunkl  «  fesllialten,  d«n  andern  l*rojektions- 
strahl  b  b,  und  seinen  ßcrülirungspunkt  ß  aber  der  projektivischen 
Heziehung  j-eniäss  bewegen  und  den  Schnittpunkt  (ab,,  ba,)  =7', 
bezeichnen,  dass  der  Strahl  aß,  \velcln*r  ii»  y,  die  feste  Gerade 
V  Irillt,  und  der  Strahl  ab,,  welcher  auch  in  j-,  der  (ieraden  i' 
lM';4)'gnet,  bei  der  liewegung  zwei  perspektivische  Strablbüscbel 
be<cln  i'ij>en ;  also  wird  die  Fin}klreilie,  welche  der  veränderlicln' 
l'ntji'ktionsstrabi  bb,  auf  den»  Träger  9t,  oder  auf  irgend  einem 
uuüeru  Prajekliünsstrahl,  i.  H.  aa,  Qiirl,  projektiviscli  sein  müs- 
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seil  iiiil  liciii  Slrahibusdtd,  welches  aß  Itesclireilit.  iJics  ^iebl 
foJgcinJcii  S;tl/: 

hie  1*  II  n  k  I  reiln',  in  \\('l(ijri  ein  hei  i  obiger  von  der 
G  esam  iiitlicil  der  Prc»  je  k  l  i  o  ii  s  s  I  ra  Ii  1  cn  grtroffen  wird, 
ist  pr  o  jekti  visrli  mit  dem  Sl  lahlhiisc  Ii  el,  dessen  Mit- 
telpunkt der  Ii  er ü Ii r  u ng s punk  l  des  erslercn  nnd  des- 
sen Strahlen  nach  den  Ii erü hm iigspunkleii  süniuil- 
licher  Projeklionsstrahlcn  hingrlicii. 

Fügen  wir  noch  einen  iliillm  Projrklionssli ;ihl  c  c,  liiii/.ii 
und  uvuiieu  die  Ucrührungspunkl«-  auf  den  l'rojeklionsslrahleu 

«r  ß  y 

die  SchuiUpuukle- 

(^q.  ci&,)  =  «f,   (ca,.  ac,)  =      (at,.  ib«,)  =  y,, 
80  liegen  nach  dem  Vorigeir 

»    ß         m  einer  Geraden, 

tmd  atich  ß\   Y\    '  ' 

iiiiiiili«  ii  in  der  (icraden  Iß.  I)i«st'  sechs  Punkte  sind  ;d>()  die 
Kcken  eines  vollsländigcn  Vierseits  und  bilden  eine  I-ii^ur,  wie 
wir  sie  in  §  l*^  k«'iineii  gelernt  haben. 

Ifallen  wir  die  bei«Ien  Projeklionsslrahlen  a  a,  nnd  b  l»,  mit 
ihren  Rerrihnnigspiinklen  u  und  ß  fest ,  bewegen  aber  den  ilrit- 
ten  Projeklionsslrahl  c  c,  der  projekli\ Ischen  lieziehinig  gemäss, 
so  verändert  sich  auch  sein  lierrihruiigspnnkt  y,  es  bewegen  sich 
nämlich  die  Punkte  «,  nnd  |3,  auf  »1er  lesleii  deradeii  V  mid 
besehreiben  zwei  projektivische  Pnnkireihen,  weil  sie  mit  ileii 
von  c  und  c,  beschriebenen  Piinklieiheii  perspektivisch  liegen; 
folglich  müssen  auch  die  Strahlen  uß^  und  |3 «,  proj(  kli\ isi  he 
Stralilbüschel  um  'u  und  ß  als  Mittelpunkte  besciüciluii:  nun 
srlmeiden  sicli  aber  u  p,  nnd  ß  rr,  nach  dem  (d)igen  Schema  im 
Punkte  y,  dem  lierülirnngs[)unkt  anl  dem  veränderlichen  Piojek- 
lionsstrahl  c  C| ,  folglich  erhalten  wir  den  wichtigen  Salz: 

Verbindet  man  irgend  /. w  e i  I! e r  Ii  Ii  r  n  ng s|mi n k  t e  nls 
M  i  l  le  I  |in  n  k  t  c  zweier  Str  a  Ii  Ib  Ii  s  (  h  e  I  iiiil  sämmtliclien 
R  e  r  ü  h  rn  ng  s  p  n  II  k  le  n  <lnrcli  Sl  rahl  en  paare,  so  er  hü  Ii 
luau  allemal  zwei  projektivische  Strahlbn schel. 
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Hiernach  eraclieiiil  der  Kegelscbnitt,  welchen  wir  als  das 
Eneiignii^s  zweier  projeküvischer  Piinktreitien ,  d.  h.  die  von  der 
(^eMmiDlhcit  der  Projeklioosstralilen  umliüllte  Kurve  definirt 
babeo,  zugleicli  als  das  Erzeugnis»  zweier  projeliUvischer  Strabl- 
bOschol,  d.  h.  der  Ort  des  Schnittpuoktes  sniniiilliclier  Paare 
entsprechender  Strahlen.  Dieselbe  Kurve,  der  Kegelschnitt,  je 
nachdem  sie  als  eine  konlinuirliche  Reihe  von  Punkten  oder  als 
eine  Itontinuirliche  Aureinanderfolge  von  berührenden  Strahlen 
(Tangenten)  aufgefassl  wird,  ist  das  Erzeugniss  zweier  projekü- 
vischer Slrablbiiscliel  oder  das  Erzcugniss  zweier  projekUviscbtf 
Punktreiben;  beide  Erzeugnisse,  welche  nach  der  in  unseren 
Grundbegrini  II  liegenden  IHialität  neben  einander  stehen,  sind 
also  identisch. 

$  22.  Etwei  pNjekttvlBdhe  StnhlbHiohel  in  allgamfliner 

Den  in  den  beiden  vorigen  Pamgrapheri  UiinligcHiiiirlen 
Belrachtungeii  stehen  ganz,  ;Mi;iIoi,'e  zur  Seite,  welche  ihren  Aus- 
gangspunkt von  zwei  j)rojt'klivis(  licn  Slralillnis(  liein  in  allfjeniei- 
iier  Lage  nehmen:  »'s  würde  erniiuieutl  sein,  diese  analogen  lie- 
Irai'litnngen  in  aller  Anslniirlielikeit  zu  wiederhiden;  vielmehr  ge- 
nüge es,  <lie  Hesnllale  liervorzulieiien ,  welelie  ohne  jede  Schwie- 
rigkeil ans  dem  (lange  der  gleiddaufenden  ik'lraelitinig  sich 
ergeben  und  weh  lie  nur  kleine  .Modiiikationen  da<lurcli  erleiden, 
dass  an  Stelle  von  Strahl  INnd^t,  an  Stelle  von  Verbindungslinie 
(«uler  Projeklionsslrahl )  Schnittpunkt  n.  s.  w.  und  umgekehrt 
Irin,  ha  wir  aus  dem  S(  hinss  der  \origen  iklrachtung  bereits 
wissen,  <lass  das  Er/engniss  zweier  projeklivischer  Slrahlhüschel 
in  allgemeiner  \.Ai;r  idenlisdi  ist  mit  dem  Erzengniss  zweier  j>ro- 
jeklivischer  Pnnktreihen ,  welches  wir  Kegelscimill  genannt  hahen, 
so  dürfen  wir  iliese  Benennung  auch  für  das  jetzt  zu  upler- 
suehende  Krzeu^iiiss  in  Anspruch  nehmen. 

Der  Ort  der  Schnittpu  nkle  entsprechender  Strah- 
len zweier  projektivischerSlrahlbüschel  in  aligemeiner 
(nicht  perspektivischer  Eage  ist  ein  Kegcls(;hni  tt,  welcher 
selbst  durch  die  Mittelpunkte  />,  F{^  der  beiden  Strahl- 
büschel  gehl;  denn  dem  Strahl  DB^,  als  dem  Slrahlhnseln'l 
(B)  augehurig,  eutsprichl  ein  l>esüromter  durcii  B^  gehender 
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Strahl»  also  ist  i^i  «In  Schnittpunkt  zweier  (Milsjtrcclicuiler  Strah- 
len, ebenso  B.  Sni(>n  .r^,  swei  entsprechende  Strahlen  luid  r 
ihr  Scbnittpankt»  also  {/{ v)  =  x,  (Bix)  und  bewegen  wir 
den  Strahl  x  um  B  Iicnim ,  bis  i  r  /iilclzl  atir  B  i?,  Dillt,  so 
wird  die  Sehne  ^,  t  ilei«  kegcisrhiiills,  welche  den  entsprechen- 
den Strahl  bildet,  sieh  um  den  festen  l*iinkt  B^  drehen,  bis  sie 
zuletzt  In  die  ('.r(  M/Ia};p  ihr  Tangente  des  Kegelschnitts  am 
Punkte  B^  fihergchl;  also  diejenigen  Strahlen,  welche  den 
In  der  Verbindungslinie  drr  Mittelpunkte  vereinigt 
liegenden  ciitsprerhcn,  sind  die  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts in  den  Mittelpunkten  der  Strahlböschel. 

Man  kann  Irgend  zwei  Schnitlpunktc  entsprechender  Strahlen 
als  Mittelpunkte  zweier  neuer  StrahtbQschel  annehmen,  deren 
Strahlenpaare  nach  sSmnitlichen  Schnittpunkten  hingehen;  solche 
zwei  StrahlbOschel  sind  immer  projektivisch  und  je  zwei  Slrahlen 
entsprechend,  die  nacJi  demselben  Schnittpunkte  gehen.  Oder: 

W  V.  II  n  III  ;i  II  1  r  g «'  n  d  /  \v  v  i  P  ii  ii  k  l  v  v  i  ii  c  s  h  c  g  e  I  s  i  Ii  ii  1 1 1  s 
mit  s.'i  III  III  l  i  i  (  Ii  (' II  diu«  Ii  S  t  r  a  Ii  i  <•  ii  pii  ü  r«>  v  c  r  hi  ii  d  e  l ,  so 
er  hfl  Ii  man  alh'nial  zwei  jiro  jck  I  ivisrln- Sl  ralilhfisrhel. 
deren  enlsprcrheiidc  Strahlen  iiiiiiicr  zw  ei  solche  sind, 
welche  nach  deuiselhen  l'unklt*  des  Kcgelsehni Iis 
gehen. 

Hieraus  folgt,  dass  der  K  e  g  e  I  sc  h  ii  i  1 1  durch  lüiil 
Pnnkle,  welch«;  w  i  1 1  k  ü  Ii  r  I  i(  Ii  angeiio  miiieii  werden 
dürfen,  vol  I  komme  ii  liest  imiiil  ist;  um  lM>lieMg  viele  an- 
dere INinkl«'  desselhcn  allein  mittels  des  Lineals  zu  konslriiireii, 
wfihle  mnu  irgend  zwei  von  den  gegelieiieii  riiiil  IMiiiklen  zu  Mit- 
tel|)nnkl<'ii  zweier  Slralilhüsclicl  und  ziehe  iiarli  d«  n  andern  di«' 
drei  Paare  entsprecheniler  Strahlen ;  dadurc  h  i>t  die  projektixisclH' 
Reziehnng  der  heiden  Strahlhüscliel  vollslaiidig  lH'>iiiiiiiil  und  he- 
lieliig  viele  andere  Paare  enispreeliender  Strahlen  sind  allein  mittels 
des  Lineals  zu  konslrniren  1<>.  h);  die  Sehuittpunkte  d<'i<ellien 
werden  Punkte  des  Kegelschnitts  sein,  f  liese  K(misIi  iiKlioii  liilirt 
zu  IVdgender  Ücdingung  zwi^heit  irgend  sechs  Punkten  eines 
Kegelsclinilts : 

Verhindel  man  irgend  se<  hs  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts in  beliebiger  Rcihenrolge  zu  einem  einfac  hen 
Sechseck,  so  schneiden  sich  die  drei  Paar  gegenüber 
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liog<>ii(l<>n  Seiten  in  drei  l'unkltMi,  welche  in  gerader 
Linie  liegen.     Pascarsclier  Satz.) 

Ferner  besitzt  der  Kegelschnilt  die  cliarakleristisclie  Ei^jeii- 
scliafl,  dass  eine  ljeliei»ige  Gerade  in  der  Ebene  ihn  im 
Allgemeinen  iirn  listens  in  zwei  i'nnkten  trifft.  Her 
Kegels  c.  Ii  n  i  1 1  ist  d  a  h  e  i'  g  I  e i  c  h  z  e i  l ig  v o  m  z  weit  e  n  Grade 
und  von  der  zweiten  Klasse,  da  <ler  Ort  eines  l'nnkles  in 
«ler  Ebene  von  .solcher  iteschalfenheil,  dass  auf  einer  beliebigen 
Gera<len  in  der  Ebene  sieh  im  Allgemeinen  höchstens  n  Punkte 
des  Ortes  linden,  eine  Kurve  Grades  und  der  Oil  ehier  ein- 
hfdlenden  Geraden  vdii  sith  lier  HeM'lialleiiljeit ,  dass  dureh  einen 
beliebigen  i'unkl  in  dei-  Ebene  im  Allgemeinen  liöelislens  u  Heniii- 
rungsstrabien  des  Orles  gehen,  eine  Kurve  //'  "^  Klasse  genaniU  uird. 
Die  iM'ideii  Scbnilliiunktc  des  Kcgelscimitts  mit  einei-  beliebigen 
Gerailen  künnen  aber  auch  in  einen  zusanunen  fallen  oder  zu 
existiren  aufliören.  lUe  s;uniiilli(  hon  geraden  Linien  der  unend- 
lichen Ebene  zerfallen  dadiii  i  Ii  in  zwei  Kategorien:  suhhe,  web  he 
den  Kegelschnitt  ni(  hl  Irellen,  also  keinen  i  reellen)  Punkt  niit 
ihm  gemein  haben,  und  solche,  welch«!  den  Kegelschnilt  in  zwei 
(reellen)  Punkten  (reden;  diese  beiden  Kategorien  werden  von 
einander  gelrennt  durch  eine  einfache  unendliche  Heilie  solcher 
Geraden,  weblie  luu'  <'inen  Punkt  mit  dem  Kegelscbiiitl  genieii» 
haben,  oder  für  welche  die  beiden  Schnittpunkte  zusammen  fal* 
len;  dies  sind  die  Tangenten  d«'S  Kegelschnitts. 

Die  Konstruktion  der  Tangenl«;  in  irgend  eiiieni  IMinkte  des 
Keg<-Ischuil(ä  wird  leicht  ausgeführt  luit  Hülfe  des  fuigeuUen 
Salzes : 

Wenn  x  und  // y,  irg  end  z  we  i  Pa  a  r  e  en  t  sp  r  er  h  e  n - 
der  Strahlen  zweier  p  r  o  j  e  k  l  i  v  i  x  Ii  e  r  Slrahlbiiscliel 
[B)  {li^)  sind,  so  läuft  die  V  erbindungslinie  der  ScbniU- 
punktc 

immer  durch  ein  iiiid  denselben  festen  Punkt  S,  wel- 
cher /.  iigleieb  d  c  i' S  (  Ii  iii  1 1  j)  n  n  k  t  der  b  ei  d  e  n  Ta  ngen  t  en 
des  K  <'g  elsch  n  il  Is  in  den  >lil  Iclpuiiklen  Ji^  der 
Stra b  Ii)  II  s c Ii el  ist;  oder  spe«  i;ili>irt : 

>Venn  a  (>  r  irgend  drei  durch  e  inen  Punkt  gehende 
Strafilen  und  /'|  c,  irgend  drei  durch  ein<'n  zweiten 
Punkt  gehende  Strahlen  sind,  su  laufen  die  drei  Ver- 


Digitized  by  Google 


Der  Kegelschuitt  al«  £n«ngntM  projoküvischer  Gebilde.  §  82.  99 


binduDgslinien  der  Schnittpunkte 

(a*,,  fl,  6)      {be^,  6,  c)      (c«,,  Cj  «) 
durch  ein  und  dennelben  Punlit. 

Dieser  Sati  ist  einer  ginz  analogen  Erweiterung  flhig,  wie 
der  gleichlautende  in  $  21 ;  die  AuslÜhrung  sei  dem  I^eser  fiber- 
lassen. 

Mit  Ufiire  dieses  Satzes  wird  nun  in  jedem  Punkte  des  Ke- 
gekchnitls  die  Tangente  zu  konstruiren  sein,  wenn  irgend  fAnf 
zur  Bestimmung  desselben  erforderliche  Punkte  gegeben  sind; 
sei  B  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangente  gesucht  wird,  und 
^1  a  (  c  die  vier  andern,  so  ziehe  man  die  Strahlen  Sa,  Bh,  Bt, 
d.  h.  4tbe  und  B^a,  S^h,  M^c»  d.  b.  a|6,c,,  bestimme  die  bei- 
den Unien  {abi,  Olk]  (6e,,  fr,e)  und  Terbinde  ihren  Schnittpunkt 
mit  B,  alsdann  ist  diese  Linie  die  gesuchte  Tangente  in  B, 

Haben  wir  in  den  Mittelpunkten  BBi  der  den  Kegelschnitt 
erzeugenden  beiden  Strahlbfisdiel  die  Tangenten  f  und  ,  d.  h. 
diejenigen  Strahlen,  welche  den  in  der  Verbindungslinie  BB^ 
vereinigten  Stralden  fi  und  e  entsprechen,  gefunden,  indem  wir 
den  Punkt  8  Mi  B  und  J9|  verbinden,  so  Iftsst  sich  in  Irgend 
ehiem  Schnittpunkte  x  zweier  entsprechender  Strahlen  xxi  dii* 
Tangente  des  Kegelschnitts  auch  dadurch  Anden,  dass  wir  den 
Punkt,  in  welchem  die  Verbindungslinie  (x^j,  «j/)  die  vereinig- 
ten Strahlen  e  und  /,  triOt,  mit  r  verbinden,  welche  Linie  dir 
gesuchte  .Tangente  Ist.  Dies  fahrt  zu  folgendem  Satz: 

Die  Seiten  irgend  eines  dem  Kegelschnitt  einbe- 
schriebenen Dreiecks  treffen  die  Tangenten  an  den 
gegenüber  liegenden  Ecken  in  drei  Punkten,  welche 
in  einer  Geraden  liegen. 

Endlich  folgt  noch  der  Satz: 

Sind  aa,  und  Irgend  zwei  Paar  entsprechende 
Strahlen  zweier  projektivischer  Strahlböschel  und 
a,  b  ihre  resp.  Schnittpunkte,  so  geht  die  Verbin- 
dungslinie (adp  a,fr)  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden 
Tangenten  in  a  und  b  am  Kegelschnitt,  iForaus  dann  de( 
umgekehrte  des  analogen  Satzes  in  S  21  folgt: 

Das  StrahlbQschel,  welches  von  allen  Strahlen  ge- 
bildet wird,  die  einen  beliebigen  Punkt  mit  sSmmt- 
itchenPuukten  desRegelscbnilts  verbinden,  Ist  projitk- 
tivUch  mit  der  Punktreihe,  welrhe  auf  drr  an  dem 
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ersten  Punkte  gezogenen  Tangente  darcb  die  Tan* 
genlen  an  sSmmtlichen  Punkten  des  Eegetsehnitts  be- 
stimmt wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  scbliesslicb  von  entgegengesetzter  Seite 
wiederum  die  Identität  beider  Erzeugnisse,  indem  wir  finden,  dass 
sftmmtlicbe  Tangenten  des  Kegelschnitts  irgend  zwei 
derselben  in  zwei  projektivischen  Punktreihen  tref- 
fen, indem  jede  auf  den  beiden  willkQhrlich  herausgenommenen 
zwei  entsprechende  Punkte  bestimmt 

• 

S  23.  Identität  der  Snengniaee  iweler  pNjektiviMdier 
Ponktrelhen  und  iwMer  projektiviadher  Stnblbllaohäl. 

Ollgleich  wir  bereits  aus  dem  Vorigen  die  Idenlltftt  beider 
neben  einander  stehenden  Erzeugnisse  erkannt  haben,  so  wollen 
wir  doch  dies  wichtige  Resultat  noch  einmal  auf  etwas  anderem 
Wege  ableiten,  indem  wir  dabei  zugleich  eine  Figur  vorföhreo, 
welche  eine  grosse  Zahl  von  Eigenschallen  des  Kegelschnitts  zur 
Anschauung  bringt. 

Wir  gehen  von  zwei  projektivischen  Punktreihen  aus,  deren 
Träger  U%  seien,  und  nehmen  in  ihrem  Schnittpunkte  zwei 
nicht  entsprechende  Punkte  h  und  yereinlgt  liegend  an;  sei  a 
der  dem  aj  entsprechende  auf  dem  TrSger  f[,  so  erscheint  der 
TrSger  TL  als  Verbindungsstrahl  aa|,  d.  h.  als  Projektionsstrabi; 
durch  jeden  Punkt  t  des  Träger;  9t  gehen  mitbin  zwei  Projek- 
tionsstrahlen, nämlich  xxi  und  der  Träger  die  einzige  Aus- 
nahme macht  der  Punkt  a;  für  ihn  fallen  beide  Projektlonsstrab- 
len  zusammen;  er  helsst  der  Beröhrungspunkt  des  Projektions- 
strahls %  und  ist  in  der  That  die  Grenztege  des  Schnittpunktes 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  (unendlich  naher)  Pro- 
jektionsstrahlen;  ebenso  giebt  es  auf  dem  Träger  %  einen  ein- 
zigen bestimmten  Punkt  b|,  welcher  dem  im  Schnittpunkte  lie- 
genden Punkt  \>  der  ersten  Ponktrelhe  entspricht;  durch  Bj  gellt 
nur  ein  einziger  ProjekUonsstrahl,  der  Träger  und  6,  helsst 
^n  Beröhrungspunkt.  Wir  setzen  ferner  die  in  %  21  unab- 
hängig bewiesene  Eigenschall  der  beiden  projektlvIscJten  Punkt- 
reihen voraus,  dass  nämlich  der  Selm iltpunkt  {x^i,  Xi\)),  wo  xxi 
und  1^1)1  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  bedeuten,  im- 
mer auf  derselben  festen  Geraden  liegt,  welche  durch  die  beiden 
Bcrfdirungspunkte  a(j  der  Träger  geht. 
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Dies  voraingwcUekt,  denkeo  wir  uns  (Flg.  2&}  auf  den  bei- 
den Trtgern  W,  drei  Paar  entsprechende  Punltle  o<ip  cq  bbi» 
weiche  sur  Bestimmung  der  ProjelttivitSt  erforderiich  sind  und 
wobei  Ot  als  im  Scbnittpunlite  {%  91,}  liegend  angenommen  wird, 
also  a  der  Berahrnngspunlit  des- Trägers  9i  ist,  wiiUiahrlich  gjB- 
wfihlt,  dann  wird  der  dem  andern  im  Schnitlpunlite  liegenden 
Pankle  h  entsprechende  b,,  d.  h.  der  Berflbrungspunkt  von  9, 
in  der  Weise  konstniirt,  dass  wir  den  Schnittpunkt 

(cb| ,  c,  b)  s= 

mit  a  verbinden  und  den  Punkt  b,  aufsuchen,  wo  diese  Verbin- 
dungslinie %  trifft    Wir  haben  nun  auf  den  beiden  TrAgeru 


(Fig.  2<J). 


9  91,  vier  Paar  ent- 
sprechende Punkte 
abcb  undttibiCfbi  und 
es  gilt  die  Gleichheit 
des  Doppel  verhftitnisses 
(abcb)  =  (eib|C|b,); 
der  Schnittpunkt  der 
beiden  Träger  hat  ei- 
nen doppelten  Namen 
b  und  0,.  Wir  denken 
uns  nun  den  Projek- 
tionsstralü  als  Trä- 
ger einer  neuen  Punkt- 
reihe nnd  beseichnen 
ihn  in  diesem  Sinne 
mit  V,;  wh*  machen 
nämlich  %  und  91, 
projektivisch  rOcksicht- 
lich  der  Punktenpaare,  welche  die  andern  Projeklionsstrahlen  auf 
ih'nen  bestimmen;  der  Projeklionsstrahl  9C  trifft  %  und  ^  resp. 
in  fti  und  c;  wir  legen  nun  dem  c  den  zweiten  Namen  bei; 
der  Projckllonastrabl  bb,  trifft  9[|  in  b,  und  9(2  in  denjenigen 
Punkte,  welchen  wir  b,  nennen;  endlich  liegt  im  Schnittpunkte 
(9{|,  91})  derjenige  Punkt,  welcher  dem  Berührungspunkt  auf  dem 
Träger  9li  entspricht;  dies  ist  aber  der  Punkt  bp  der  Schnitt- 
punkt (9l|,  %2)>  welcher  schon  den  Namen  c,  halte,  empfingt 
also  jetxt  m  dem  neuen  Sinne  den  zweiten '  Namen  b}  und  die 
drei  Paar  entsprechende  Punkte  aiO,,  bib},  bjbj  bestunmen  die 
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gaoie  projeklivische  Besiehung  der  beiden  neuen  Träger  %^  % 
so,  dass  jetzl  der  dem  Pnnkle  C|,  welclier  in  SchniUpunlit  liegt, 
entsprecliende  C}.  d.  b.  der  Berflhntngspnnlit  bei  der  neuen  Be- 
gebung von  %  und  auf  die  Weise  gefunden  ulrd,  dtse  wir 
dep  Scbnittpunkt  (aib^,  biO,)  ss  y  mit  hi  verbinden  und  den 
Punkt  €2  aufsuchen,  wo  diese  Verbindungslinie  V2 
babefi  dann  auf  den  beiden  TrSgem  VitCj  vier  Paar  entspre- 
chende Punkte  0|b|Ctbi  und  Osb^Csb}  und  es  gUt  die  Gleiolüieit 
der  Doppelverhiltnisse  (aib|Cibi)  =s  (a^^Csb,);  es  ist  also  auch 
(aicb)  SS  (a|bjC|b|)  =s  (asbjCsb]),  was  auch  naehtrSglh^  aus  der 
Figur  leicht  veriflcirt  werden  kann;  denn  es  ist  identisch 

(abcb)  {UU) 
(S  6.  1),  ferner  (babc)  &=  (aiBiC|bi),  weil  diese  vier  Punkten- 
paare In  Besug  auf  den  Projektionspunkt  x  perspektivisch  liegen; 
ferner.  (a,b,c,b,)=(b,c,bi«,)  ($6.  1)  und  (b,Cib,a,)=s(a,b,c,b,), 
weil  diese  vier  Punktenpaare  in  Bezug  -auf  den  Projektionspunkt 
y  perspektivisch  liegen,  folglich 

(abcb)  =  (aib,C|b|)  =  (ft,b,c,b,). 
Wir  denken  uns  endlich  den  vierten  Projektionsstralil  bbf 
als  TrSger  einer  Punktreihe  und  nennen  ihn  in  diesem  Sinne 
H,;  wir  machen  jetzt  %2  ^^^^  ^3  projektivisch  rOcksichtUch  der 
l*aare  entsprechender  Punkte,  welche  die  andern  Pkx»jektions- 
strablen  auf  ihnen  bestimmen;  %  trifit  %2  ^  ^  ^"'^  ^* 

wir  legen  daher  dem  Punkt  b  den  zweiten  Namen  bei;  %i 
trifll  und  in  den  Punkten  b}  und  bp  wir  benennen 
daher  den  Punkt  bi  jetzt  b^;  endlich  liegt  in  dem  Schnittpunkt 

9I3)  oder  bt  deijenige  Punkt,  welcher  dem  BerAhrungspunkt 
auf  ^2  vorigen  Beziehung  entspricht;  wir  nennen  daher 

b}  jetzt  C3  und  haben  drei  Paar  entsprechende  Punkte  a^a^. 
bjbj,  C2C3.  welche  die  projektivische  Beziehung  bestimmen,  so 
dass  jetzt  der  dem  Punkte  b,,  welcher  im  Scbnittpunkt  (Vj.  V3) 
liegt,  entsprechende  Punkt  b,  auf  tCj  in  folgender  Weise  gefun- 
den wird:  Wfar  verbinden  den  Scbnittpunkt  (a^bs,  a^h^sssst  mit 
C}  und  bestimmen  den  Scbnittpunkt  b^  dieser  Yerbindungslbiie 
mit  %;  dann  haben  wir  auf  den  beiden  TrSgern  ft,  und 
vier  IHiar  entsprechende  Punkte  a^bjCfb}  und  a^bsCjb)  und  es 
gilt  die  Gleiciibeil  der  Doppelverblitnisse  (Atb}C,b])  =  (aabsCsbJ; 
'  wir  haben  also  jeut  die  vier  Doppelverblitnisse  einander  gleich* 
(abcb)  =  (ajbiCib,)  =  (ojbjCjbi)  KbjCjbs). 
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Hieraus  folgi  zuerst  (aBcb)  =  (OjbsCsba)  und  weil  identisch 
(abcb)  a  (bcba)  ($6,  1),  dass  aucli  (bcba)  =  (asBaC^bs);  b  und 
tts  falleo  aber  susammen,  folglich  mOssen  sich  cbji  l^c,  und  abj 
In  einem  Punkte  schneiden,  oder  weil  (063.  he^  =  tf  ist,  liegen 
ab)  y  in  einer  Geraden;  zweitens  (abcb)  ^(ajbjCsb^  und  (<ibcb) 
s=:(€bab)  (S  6,  1),  also  (cbal^)  =  (a^bsCfb,);  weil  nun  c  und 
susammenfallen»  so  mössen  sich  bl^,  acj  und  l^b2  in  einem 
Punkte  schneiden;  bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  (bb}*  hh^t=sz, 
so  liegen  folglich  ac^  s  In  einer  Geraden;  endlich  ist  (atbiCib,) 
=  («s^s^sW  w«>  (*|Bi«ii>i)  =  (cib,a|b|)  (S  6,  1),  also  (cibjaib,) 
=  (tta^jCsb));  weil  aber  bi  und  bg  zusammenfallen»  so  müssen  sich 
Citts,  ttiCs  und  biba  In  ehieili  Punkte  schneiden;  nun  ist  der 
Schnittpunkt  (Citt}»  üit^  =  z,  also  liegen  bi  bj  2  in  einer  Ge- 
raden. Wir  seJien,  dass  xyz  nichts  anderes  sind,  als  die  drei 
Diagonalpunkte  des  von  den  vier  Geraden  %%i^2%  gebildeten 
voUstAndigen  Vierseits  und  erkennen  zugleich,  dass  das  Dreieck 
xyz  koincidirl  mit  dem  Oiagonaldreieck  des  von  den  vier  fie- 
röhrungspunkten  abiC^ba  gebildeten  vollständigen  Vierecks,  oder 
dass  die  BerOhningspunktc  paarweise  mit  den  Punkten  xyz  in 
gerader  Linie  liegen. 

Die  auf  die  beschriebene  Weise  hergestellte  Figur,  bei  der 
jede  der  vier  Garaden  91  ^(i^lj^s  vier  Punkte  enthält,  in  welchen 
sie  von  den  andern  und  sich  selbst  (Berührungspunkt)  getroffen 
wird  und  irgend  zwei  von  ihnen  rOcksichllicb  dieser  Punkte  pro- 
jeklivisch  gemacht  sind,  bietet  noch  eine  zweite,  nicht  minder 
wichtige  Eigenschaft  dar.  Fassen  wir  die  vier  Berührungspunkte 
auf  ab|C}b3»  so  sehen  wir,  dass  durch  jeden  derselben  vier 
Strahlen  gehen,  nämlich  einmal  der  Projektionsstrahl,  dessen 
Berührungspunkt  er  ist,  und  dann  die  drei  Strahlen  nach  den 
drei  andern  Berülirungspunkten  hin.   Bezeichnen  wir  diese  nun 


in  etwas  anderer  Weise: 

%s=a,    ab,  = 

ac2  =  '',  ati-A 

femer 

bi<i  =  «„   «1  = 

ebenso 

2(2  =  Cjb, 

=  rfj. 

endlich 

b«<l  =  a«.  b«bi  = 

fr.. 

biC  SS  c*.  91. 

=5  <f«. 

Zweiter  Abschnitt. 


SO  dasd  aiiM»  (>  SiraUltto  Doppelnamen  haben: 
uiid 

dann  Oudei  zwischen  diesen  Strahlen  ein  ganz  analoges  Verbilt- 
niss  stau,  wie  Torblu  zwischen  den  (mit  deutschen  Buchstaben) 
gleichbenannten  Punkten;  es  ist  nämlich  identisch  das  Doppel- 
verh&ltniss  {abcd)  =  {bade)  und  zugleich  (bade)  =s  (aifri^i^ft). 
weil  b  und  <i|  zusammenfallen  und  die  drei  Schnittirnnkte  {äb^), 
(de,)  =  ff,  (c<f|)  s  s  in  gerader  Linie  Hegen,  es  ist  also 
(abcd)  s  (oi^i^i'^t)        in  gleicher  Weise 

Min  (Ich  \'u'v  Str.ililltnsrliclii  siiiil  aisu  je  zwei  iiiil  ciiianiler  piu- 
jclilivii»cli  und  zugleich  ist 

[ah  cd)  =  (vxbcb); 

denn  die  vier  Puuktt-,  in  welclioii  das  Strablbüscbel  ^ihrd  vun 
der  Crrnflen  .y:  getrollVn  wird»  liegen  p«'i*spektivisch  iiiil  «Ich 
vier  l'miklen  bntc  und  liaiicn  x  zum  IVojeiiüoDspiinktc,  fuiglicb 
ist  [abcd)  =  (l^abc)  s=  (alut  .  Diese  eigcntliiimlichc  Figur 
bi<'lel  also  nur  einen  einzigen  NV«  i-lii  des  Doppelverlirdlnisses  dar, 
welciier  simolil  für  die  Punkte  der  vier  l'unktreiiicn,  als  auch 
für  die  Strahlen  der  vier  Slrahlbüschel  dersellje  ist. 

L;issen  wir  nun  eine  Iteweumig  in  der  Figur  eintreten,  indem 
wir  den  Prujeklionsälrald  bb,  oder  ^3  gemäss  der  projcklivischen 
lU'/ielnnig  der  beiden  ursprünglicli  an^M'nomnienen  Pnnklreihen 
die  y,im/v  Schaar  von  rrojrklionsslrablcn  durchlaufen  lassen, 
so  durchlaufen  b  und  b,  die  beiden  ursprünglichen  projeklivisclicn 
Pnnklreihen;  es  verändern  sich  der  Schnittpunkt  b,,  der  B«" 
rülu"im;j;spnnkl  b.,  und  die  dni  {•unkle  xt/z;  dagegen  bleiben  vi 
und  b,,  die  den  iin  Schnittpunkte  liegenden  a^V  entsprechen,  fest; 
der  Punkt  x  durchläuft  also  die  feste  Gerade  vib,;  es  bleiben  c 
und  C|  fest;  ich  behaupte,  dass  auch  der  auf  dii  oben  ange* 
gebene  Weise  koui^lruirle  Ilerührungspinikt  l<isl  bleibt;  denn 
wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks  (§  9) 
ab,  c.,b:,  sind  die  vier  Strahlen  .r(  , .  rc^,  scy  nnd  xz  vier  bar- 
nionische  Strahlen,  also  die  vier  Tunkte,  in  welchen  cc,  von  ihnen 
geschnitten  wird,  vier  harmonische  Punkte,  d.  b.  c  und  c,,  der 
Scbuittpunkt  von  CC|  mit  der  festen  Geraden  ab|  und  der  Be- 
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rOhruogspuDkt  C|  sind  vier  liannoiüsdie  Punkte,  und  iwar  c  und 
C|  zugeordnete;  es  giebt  aber  nur  einen  einzigen  vierten  liarnio- 
niscben  Punkt  zu  dreien,  von  denen  zwei  als  zugeordnete  fest- 
gesetzt sind  (S  8) ;  fotgUch  bleibt  der  in  obiger  Weise  koiislruirte 
Berfiltfungspuukt  immer  derselbe«  wie  auch  der  vierte  Projek- 
tionsstrahl bb| ,  weicher  zu  seiner  Konstruktion  diente,  der  projek- 
Üvischen  Beziehung  gemäss  sich  verludern  mag.  llleraua  folgt, 
dass  der  Punkt  y  bei  der  Bewegung  die  Teste  Gerade  (|C2  und 
der  Punkt  z  die  feste  Gerade  ac,  durcblftult;  da  z  sich  auf  einer 
Geraden  bewegt,  so  sind  die  beiden  von  c,r  und  beschrie- ■ 
benen  Strahlbuschel  perspektiviscii ,  ulso  die  l>etdeii  Punklreilien, 
in  welchen  sie  die  Geraden  ^  und  ^2  IrclTen,  |jr«)jt'ktiviscli;  mit- 
hin durclilaufen  die  l*unkt(;  b  und  b.,  zwei  projeklivische  Punkt- 
reihen, oder  die  beiden  Geraden  %  und  ^(.,  werden  von  der 
Gesammtheit  der  Projektionsstrahlen  in  zwei  projekiivischen  Punkt- 
reihen getroflen;  liälten  wir  niiderseits  %  .  reslgehaiten  und 
die  (lesammtiieit  der  IM'ojeklionsätrtdden  dureldaui'en  lassen,  su 
würden  wir  in  gleicher  Weise  gefunden  liaben,  dass  %  und 
von  sftmmtUchen  Projektionsslrahlen  in  zwei  projekiivischen  Punkt- 
rdhen  getroffen  werden;  folglich  werden  auch  ^(.,  nnd  %^  von 
simmtlichen  Projektionsstrahlen  in  zwei  projektivischen  Punkt- 
reihen getroffen  und  wir  können  jetzt  den  allgemeinen  Satz  aus- 
sprechen: 

Irgend  zwei  Projektionsslrahlen  zweier  projek- 
tivisclier  Punktreihen  werden  von  der  Gesammtheit 
der  Projektionsstrahlen  immer  wieder  in  zwei  pro- 
jektivisclien  Punktreihen  getroffen  (§  20.  Hierdurch 
verlieren  die  Träger  der  Iteiden  in's|inni^'lichei)  l'iuiktreihen  ihre 
Bevorzugung  und  treten  in  die  Reihe  aller  iilM  if^eii  Projektions- 
strahlen.  Ks  gielit  auf  jedem  Proji'ktionsstrahl  einen  einzigen 
bestimmten  Punkt  Üerührungspunkt),  in  welchem  ei-  von  sich 
seihst  getroffen  wird;  fasst  man  irgend  zwei  Projektionsslrahlen 
als  Träger  zweier  erzeugenden  Punktreihen  auf,  so  sind  ihre 
Beriduungspunkte  diejenigen,  welche  den  in  ilirem  Schniitpnnkte 
vereinigten  Punkten  entsprechen.  Es  resiiltirt  iiinner  derselbe 
Beridirungspunkt  auf  einem  Projcküonsstrnhi ,  mit  weichem  andern 
als  Träger  zweier  er/en^^i  tiden  Punktreihen  man  ihn  auch  zu- 
sammenfassen mag.  Dies  Alles  lolgl  unmittelbar  aus  der  v(it-i*;eu 
Betrachtung,  aber  no^ch  mehr:  Weil  y  und  z  auf  den  beiden 
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restcii  Gera«len  6,  Cj  uiui  acj  sich  bewegen  und  besUindig  in 
gerader  Linie  liegen  mit  h  (oder  Oi),  so  beschreiben  sie  swd 
perspelilivisch  liegeiule  I'miktreiben,  folglich  ay  und  ^^z  iwei 
projelcüvisciic  StniliJböscbel;  es  sclinuiden  sidi  aber  ay  und  hyz 
in  bs,  dem  Berüiinni^'spunlite  aut  dem  veränderlichen  vferlen 
Projeklionsstrahl ;  foiglicli : 

Die  Gesammtheil  der  Berührungspunkte  auf  den 
Projektionsstrahlen  ist  von  solcher  Beschaffenheil, 
dass,  wenn  man  irgend  zwei  von  ihnen  als  Hittel- 
punkte zweier  Strahlbüschel  mit  sänmtlichen  durch 
Strahlenpaare  verbindet,  man  allemal  zwei  projek- 
tivlsche  Stralilbfischcl  erhält  ($  21).  Ikmjenigen  Strahl 
des  einen  Slralilböschels,  welcher  auf  die  Verbindungslinie  der 
Mittelpunkte  fällt,  enisprichl  im  andern  Strablbfischel  der  l*ro- 
jeklionsstralil .  welcher  durrli  diesen  Punkt  geht  Ilieraas  ergiebt 
sich,  wenn  ulr  den  Ort  des  Scluiitipiiiikts  entsprechenderstrahlen 
der  beiden  projcklivischen  Strahlliüsrhel  verfolgen  und  die  kon- 
liniiirliclio  Iteilie  der  Srhnidpunkle  als  Kurve  auITasscn,  dass  der 
Strahl,  welcher  der  Verbindungslinir  ili>r  Mittelpunkte  in  dem 
einen  Strahlbüschel  enU^pricht»  nach  der  bekannten  Definition  der 
Tangente  (§  20)  in  die  Taii^'rnto  dieser  Kurve  an  dem  Punkte, 
welcher  Mittelpunkt  des  amlci  u  Slraldbüscliels  ist,  flhergeht.  Die 
Projeklionsstrahlen  sind  daher  die  sämmtliclien  Tangenten  der* 
jenigen  Kurve,  we  lche  von  ihren  (sogenannten)  fierfdnningspunkten 
gchildel  wird;  wir  erkennen  hieraus  die  naclizuweisende  Identität 
beider  Krzeugnisse,  welchen  wir  den  gemeinsamen  Namen  Kegel- 
schniii  hiigclogt  haben:  1)  der  Ort  des  Schnittpunkts  ent- 
spr('(  Iit'iulcr  Siralilcii  zweier  proji  kfivischer  Strahlbüschel  ist  der 
Kegelschnitt  als  kontinuirliclie  Iteihe  von  Punkten  anfgefasst; 
2)  die  von  den  säunnliiciien  Verbiiulungsstrahlen  enUprecliender 
Punkte  zweier  projeklivisrher  Punklreiheu  (Projektionsstrahlen) 
lunhrdlle  Kurve  ist  der  Kegelscliniit  als  kontinuu'liche  Reihe  von 
Berährnngsstrahlen  (Tangenten)  auf^ei'asst. 

Aus  der  obigeu  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 

[abed)  =  (abcb) 
erficht  sich  bei  der  Bewegung  von  d  und  b  schliesslich  iiocli 
das  Hosuhat: 

Die  Punkti-t-ih*>,  in  welcher  eiue  beliebige  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  von  der  Gesammtheil  der- 
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«elben  gulrorfen  wird,  ist  projektiviscb  mit  dem 
Stralilbfiscliel,  dessen  Hittelpunkt  der  Berdlirungs- 
pankt  der  ersteren  und  dessen  Strahlen  naeli  sftmmt- 
licfaen  BerQhrungspunlLten  liingehen,  indem  immer 
eine  Tangente  and  der  zugeliörige  Berfilirungspunkt 
entsprecliende  Elemente  bestimmen  und  22), 

$  24.  Oer  Krei«  ala  Sneugniss  ^pxo^tMadhat  Gebilde. 

Die  durch  die  vorige  Betrachtung  allgemein  nachgewiesene 
doppelle  Enlstehungsweise  des  Kegelschnitts  findet  ihre  Bestä- 
tigung zunächst  bei  dem  aus  der  Eleroentargeometrie  bekannten 
Kegelschnitt,  dem  Kreise,  und  die  doppelte  Erzeugung  des  Kreises 
durch  projektivische  Gebilde  iSsst  sich  aus  elementaren  Eigen- 
schaften desselben  unmittelbar  ableiten;  zugleich  wollen  wir  auch 
umgekelirt  die  Bedingungen  hieraus  ermitteln,  unter  welchen  zwei 
projeklivische  StrahlbOschel  oder  zwei  projektivische  Punklrelhen 
einen  Kreis  erzeugen.  Wir  haben  bereits  in  S  15  diejenige 
elementare  Eigenschaft  des  Kreises  benutzt,  welche  ihn  als  Er- 
zeugniss  zweier  projektifischer  Strahlböschel  erscheinen  l&ssl. 
Werden  irgend  zwei  Punkte  BB^  einer  Kreisperipherie  mit  allen 
Obrigen  Punkten  derselben  a(c  . . .  r  . .  durch  Strahlenpaare  ao|, 
66,,  cc, . . .  xxi  Terbonden ,  so  liUden  diese  unter  sich  gleiche  Winkel 
(oder  was  gleichbedeutend  ist,  Nebenwinkel),  d.  h.  {ob)  («ifr,), 
{be)  =  (6|C|),  weil  sie  äber  demselben  Bogen  stehen;  es  ist  also 
das  DoppeirerhAltniss  {abcx)  ss  (a,ö|C,d:i)  *Ue  beiden  Strahl- 
bOschel {B){B^)  sind  rQcksichliich  ihrer  Strahlenpaare  xxi  pro- 
jektiTiscb  und  zwar  projektivisch-gleieb  ($  19,  c).  Sei  e 
der  Strahl  des  Straliibascbels  (B),  welcher  auf  BBi  lallt,  so  mnss 
nothwendig  auch  {xe)  ss  (d^ie,)  sein,  d.  h.  nach  bekannter  Eigen- 
schaft des  Kreises  ist  e,  die  Tangente  am  Punkte  B,;  sie  bildet 
mit  irgend  einer  durch  ßi  gehenden  Sehne  Xi  einen  Winkel,  der 
gleich  dem  Peripheriewinkel  über  dieser  Sehne  ist;  also  die  dem 
verdnigten  Strahle  BB^  entsprechenden  Strahlen  beider  Strahl- 
bOschel sind  die  Tangenten  in  B  und  Es  Ist  noch  wesentlich 
für  die  Umkelirung  zu  bemerken;  dass  die  den  Kreis  erzeugen- 
den beiden  StrahlbOschel  nothwendig  gleichlaufend  sind,  d.  b. 
denselben  Drehungssinn  ($  4)  haben,  wie  sich  aus  der  An- 
schauung ergiebt,  wo  wir  auch  die  Peripberiepunkte  BBi  an- 
nehmen mögen.  Nunmehr  können  wh*  auch  umgekehrt  schliessen: 
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Zwei  projektivisch-gleiche  und  gleichlaufende  StraJil- 
bOscbel  erzeugen  immer  einen  Kreis,  soliald  aie  sidi 
nicht  in  perspelttivischer  Lage  befinden ;  denn  sie  sind  voUstfindig 
iwsUmmt  durch  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  aa^,  da  hiniu- 
gefögt  ist,  dasB  sie  gleichlaufend  sein  sollen  (S  19,  c);  legi  man 
also  durch  die  Mittelpunkte  B  und  den  Schnittpunkt  a  b=  («,  a) 
einen  Kreis,  so  iiefftrt  jeder  Pcrlphericpunkt  x  zwei  entsprechende 
Strahlen  zweier  gleicher  und  gleichlaufender  Strahlbäschel, 
welche  mit  den  angenommenen  identisch  zusammenfallen. 

Anderseits  kann  der  Kreis,  als  die  Gesammtheit  seiner  Tan- 
genten aufgefasst,  auch  durch  zwei  projektivische  Punktreihen 

erzeugt  werden;  werden 
irgend  zwei  Tangenten 
des  Kreises  als  Trä- 
ger zweier  Punktreihen 
genommen  (Fig.  30)  und 
habe  ihr  Schnittpunkt 
den  doppelten  Namen 
ef|,  sind  also  e|  und  f 
die  Berfihrungspunkte 
und  xti  die  Schnitt- 
punkte einer  beliebigen 
dritten  Tangente  mit  undK|,  so  ist  die  projektivische  Eigen- 
schaft der  von  r  und  r,  durchlaufenen  Punktreihen  leicht  zu 
erkennen,  indem  wir  di<?  Punkte  r  und  qj,  welche  den  unendlich 
entfernten  entsprechen  (S  12),  aufsuchen ;  dies  geschieht  dadurch, 
das»  wir  zu  ^  und  9(j  die  parallelen  Tangenten  ziehen,  welche 
in  r  und  die  ersteren  schneiden;  aus  bekannten  Eigenschaften 
des  Kreises  Tolgt  dann,  dass  das  von  diesen  vier  Tangenten  ge- 
bildete Parallelogramm  ein  Rhombus  ist,  dessen  Diagonalen  «ich 
im  Mittelpunkte  M  des  Kreises  schneiden  und  senkrecht  nur  nin- 
ander  sIchiMi;  rolglich  ist  Z.  et^  = /.  fiq|Jlf;  also  auch  die 
Nebenwinkel  gleich  /L  rrvV  =  Z.  jir<|,ri;  da  ferner  die  Winkel 
bei  xXi  und  e  durch  die  Strahlen  Mxp  Mxi»  Mt  halbirt  werden 
und  die  Siinitnr  dor  Winkel  des  Dreiecks  t=s  180^,  also  die 
Sumnie  der  liall>en  Winkel  =  90^  ist,  so  ist  der  Winkel  i  txM 
gleich  der  Summe  der  halben  Winkel  bei  x  und  T},  folglich 
i  xxM  =  Z.  xMxi  s  L  ^fqiTi:  folglich  sind  die  drei  Dreiecke 
ähnlich: 
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A  rt ?v  A  tUfti  ^  A  Af ^1  Xx 
wegen  der  Gleiclilieit  der  Winkel ;  die  ProporüooalilSt  der  Seiten 
Kefert  datier  die  Betieliung: 

r^='  "I^tI  '<\iri  =  Mx.  ilfq,. 

Aus  (li'P  IjyiMiscliiifl  (Irs  Kiiiisliiiilni  IUm  lilcrks  vv.a|V,  cr- 
ki'iiiKMi  wir  nun  12  ,  dass  (lic  von  i  i,  «liirclilaiilt'uni  Pimkl- 
n-ilirii  |»n»ji'klivisrii  sind;  da  teriier  ans  lifkaniilcii  Kigcnscliaflt'ii 

A  rilif  rx*  A  q, f, iW.  aLso  ^  oder  Kf .  qi  fi  =    r  •  ^Vq, ; 

folgHcli  sind  aocli  der  Beröhningspuniit  f  und  der  SciiniUpunld 
der  lieideo  TrSger  f|  zwei  entsprechende  Punlite  und  ebenso  eC|. 

Suchen  wir  nun  umgekelirt  die  Bedingungen  auf,  welvlie 
erforderlich  und  ausreichend  sind,  damit  zwei  projeküvische  Punkt' 
reihen  einen  Kreis  erzeugen,  so  sehen  wir  zunächst,  dass  beim 
Kreise 

ef  =  f,Ci 

sein  muss,  dass  also  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  erzeugenden 
Punktrdhen  zwei  solclie  Punkte  c  und  f|  vereinigt  liegen  mOssen, 
welche  die  Endpunkte  entsprechender  gleicher  Strecken  sind.  Es 
gicbt  nun  nach  §  12  ein  doppeltes  System  von  unendlich  vielen 
Paaren  entsprechender  gleicher  Strecken  bei  zwei  bdieblgcii  pro- 
jektivischen  Punktreihen;  die  einen  schUcssen  die  Punkte  r  und 
q,  ein,  die  andern  aus;  zur  Erzeugung  des  Kreises  vrlrd  nur 
ein  Paar  der  zweiten  Art,  übrigens  aber  beliebig  gewählt  werden 
dfirfen;  femer  bt  auch  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Trägern 
der  erzeugenden  Punktreihen  iMistimmt;  denn  bezeichnen  wir  den- 
selben mit  9>,  so  ist 

er  .  sin  |-  = 
i,q,  .sin  ^=q,iW 

er  .       .  shi'  ^s=sxM.  q,jtf  =  rr  .  i), i'i 
=  re  .  q|e|,  und  da  qjei  es  rf,  so  folgt 

sin»  = 

dadurch  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden  erzlBUgenden  Punkt- 
reihen abhSngig  gemacht  von  den  Daten  der  projektivischen  Be- 
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Ziehung,  lind  da  diese  Relation  zwri  Wertlie  rfir  den  Winkel  q> 
lirTert,  so  wird  <>^.  wenn  mr  den  Scliuiiipunkt  fegtliailen  und 
die  niclitiiiig  der  Träger  verändern,  swei  Mal  vorkommen,  dass 
die  Punktreihen  einen  Kreis  erzeugen;  nho  zusammen  gefasst: 

Zwei  heliehige  projekiivisclte  Punklreiben  können 
ininier  so  gelegt  worden,  dass  sie  einen  Kreis  er- 
zeugen; iiierzu  ist  es  nothwendig,  irgend  ein  Paar 
entsprechender  gleicher  Strecken  der  beiden  Punkt- 
reihen  desjenigen  Systems,  welche  t  und  q,  aus- 
scbliesscn  (§  12)  auszupfählen  und  zwei  nicht  ont- 
sprecliende  Endpunkte  derselben  in  dem  Schnitt- 
punkte der  beiden  Trager  zu  vereinigen,  endlich 
noch  dieNeignng  der  beiden  Träger  so  zu  bestimmen, 
dass  das  Quadrat  des  lialben  Abstandes  der  Punkte 
r  und  q,  von  einander  gleicii  der  Potenz  der  projek- 
li  vischen  Beziehung  {xx  •  wird  (was  auf  doppelte  Weise 
geschehen  kann). 

20.   Eintheilimg  der  Eegelschnitto. 

Um  uns  nnnmelir  von  der  (lestah  des  Kegeiscimitts,  trete  er 
als  Erzengniss  zweier  projeklivischer  Straldbfiscliel  oder  zweier 
projeklivisclier  Pnnkireihen  auf,  ein  anscliauiiclies  Ilild  machen 
zu  können,  müssen  wir  einige  besondere  Umstände  nrdier  ins 
Ange  fassen,  wcMu!  bei  den  erzengenden  Gebilden  vorkommen 
können,  kleben  wir  von  zwei  projekliviscbcn  Strahlbnsebeln  7?/?, 
in  allgemeiner  Lage  aus  und  denken  nns,  indem  wir  d;is  eine 
Slrahlbnscbel  B  festhalten ,  das  andere  ^, ,  ohne  es  mn  seinen 
Miltelpuukl  zu  drehen,  pnr.iile!  mit  sieb  forl^est  hoben ,  bis 
mit  B  zusammenrüllt  lotk^r  was  «lasselbe  ist,  ziehen  wir  durcli  B 
zu  sämmtlichen  Strahlen  des  Slrahlbnsebels  B^  Parallele) ,  so  er- 
lialten  wir  in  //  zwei  concenlriscbe  projeklivisrlie  Slrablbüschel, 
wie  sie  in  §  14  genauer  initersiirlit  worden  sind;  d(>rl  sahen 
>\ir,  dass  drei  l'älle  eintreten  können:  enlwccb-r  1  iialHii  die 
beiden  com cnlriseben  pro)('ktivis(  licii  Stralilbiiscliel  keine  zu- 
sammenfallende entsprechende  Strahlen  (Doppelstrablen) ,  oder 
2)  nur  ein  l'aar  znsannnenfallende  entsprechende  Strahlen,  was 
dann  das  besondere  Paar  y  und  oder  //  und  h^  sein  nmss, 
oder  .'Vi  sie  haben  zwei  Paar  zusaunneiifallende  enlspreebende 
Stiahlen.   Si  hieben  wü  nun  das  Sirahlhüschei  B^  wieder  |iarallel 
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niiL  sicli  in  sHiie  ursprfintiliclie  Laii«'  /iii  firk,  so  ««'hIlmi  dio  vor- 
bio  EUMOinietiralloiiilcn  Strahlen  |);ii.ilU-i  iaiifen,  ilir  Scliiiitlfiuiikl 
also  im  Unendüclieii  liegen.  Kach  den  vorigen  drei  Kategorien 
serfaileii  daher  die  Kegelsrhiiilte  in  drei  Galtungen: 

1)  Kill  Ivegelschiiill,  welcher  lieiiieii  uuendlich-euirenileii  l'iiiikl 
iial .  tiesstii  I'unklc  also  sämmüich  in  einem  endlichen  Slück  der 
Ivbuue  liegen,  hcissl  eine  Ellipse;  sie  kann  nur  durch  zwei 
gleicldaufciidc  projekliviscbe  SlraUibüschel  erzeugt  werden  (siehe 
das  Kriterium  §  14). 

2)  Kill  Kegelschnitt,  \\eiclier  nur  einen  einzigen  uneiidlich- 
entfernten  Punkt  hat,  heissl  eine  Paruhel;  sie  kann  nur  durch 
iwei  gleichlüurendc  projektivisehe  Shahihrisehel  erzeugt  werden, 
welche  so  liej;eii.  dass  entweder  die  hesoiidereii  }>ir,ilil«'ii  ij  uimI  7, 
oder  A  und parallel  lauleii;  da  säninitliche  uneiidlleli  niireriite 
Punkte  der  KImmh«  auf  einer  (ieradeii  (/^  liegen  lHj  und  die 
Parallel  nur  einen  Punkt  auf  V.  lial ,  so  nniss  G' ^  die  Tangente 
(Projeklionsstrahl  I  der  Paiahcl  sein  und  «lieser  Punkl  der  Ite- 
riilnungspunkt.  IMe  P.iiabel  hat  also  nur  einen  unendlich* enl- 
fernlen  Punkt  iiiul  «  lue  luiendli«  h- eiiirernle  'rangeiile. 

;V  Kin  Kegels«  Iniilt ,  w  elcher  zu  ei  iiiiendlieh  -  enirenite  Punkte 
hat,  heisst  t  ini'  11}  ix  rhel;  sie  kann  s«>\\«tl)l  durch  glei«  Illaufende, 
als  auch  «lurch  ungleiclilaulende  Slrahlhiischol  erzeugt  werden 
(je  naciulein  ihre  Millelpiinklc  su  li  auf  demselhen  odt'r  auf  ver- 
schietleiH  M  Zw«'i;;«'n  der  llvperl)«  !  Itcliiulcii ,  si«'lie  Kmle  des  §  2<!^: 
zwei  ungk'ichlüiifende  Strahlhüschel  ei  zenuen  iunner  «'iiii'  llyperhel. 

Ans  der  vorigen  iJelra«  lituiig  geht  hervor,  dass  «lur«  h  jtarallele 
Verschiebung  der  Slrahlhnsrhel  Ii  //,  ohne  Drehung  um  ihre  Mittel- 
punkte «lie  (iatlung  «les  ivegelsclmilts,  ihres  Krz«'ugnisses ,  nicht 
verändert  Nvird;  fallen  sie  ziisanuiien,  so  erscheint  also  ihr 
geiiieinscliafllich«'r  MilUljUinkt  als  spccielh'r  Fall  einer  KIlipse 
(als  imaginäres  Linienpaar),  eine  ein-^iy«'  ^eiatle  Kiuie  ;  auf- 
zufassen als  zwei  zusainmenfalleinle  tierade  As  speci«'ller  Kall 
einer  Parabel,  un«l  zwei  tieraile  ein  Miiiciipaar!  als  specieller 
Fall  einer  liyjK'rbel.  Malten  wir  «lageuen  «Ii«:  MilU  lpunkle  lu'ider 
Strahlbüscin'l  fesl  iiiul  «h  t'lieu  die  Sirahlhiis«  hei  sclb'il  um 

ihre  MillelpinjKlc .  oiiii«'  «lit-  |)i  (»j('Kli\ is«  lie  Iie/i(  Imiiil;  zu  verän- 
dern, so  \\ird,  falls  die  Slrahlltn^i  liel  migleiclil.iuleml  siinl.  ihi' 
Krz«Migiiiss  auch  seine  daUung  iiiclil  rnidern,  soiult  in  heslämlig 
Uyperhel  sein;  es  können  aber  dabei  zwei  besondere  Fälle  von 
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Interesse  oiiilretcn;  eiiiiii.il  iiämiicli  werden  hei  der  Ilr«'liim«r  z\v«i 
cnLsjM'ecIuMide  Siralileii  auf  dir  Verbindnn«;slini(!  dir  MillelpuniiLe 
zu  liegen  kommen;  dann  weiden  die  Straldi)üseliel  perspekllvisth ; 
der  Orl  der  Schnillpunkle  entspreeliender  Slrahlen  eine  gerade 
Linie  (der  perspeklivisclic  DnrclisrhniUj;  die  Punkte  der  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  müssen  aber  auch  als  Punkte,  weiche 
zwei  entsprechenden  Strahlen  gemeiuscharilicii  sind,  anf,'esehen 
werden;  milhin  degenerirt  die  Hyperbel  in  zwei  (ierade,  ein 
Linienpaar,  von  dem  eine  die  Verbindiwigslinie  der  Mittelpunkte, 
die  andere  der  perspektivische  Durchschnitt  ist.  Ein  zweiter 
besonderer  Fall  tritt  ein,  wenn  bei  der  Drehung  die  Strahlen  s 
und  ,  folglich  auch  /  und  /,  in  parallele  Lage  gelangen,  d.  h. 
die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  parallel  werden; 
eine  solche  Hyperbel»  bei  welcher  die  unendlich  entfernten  Punkte 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  heisst 
eine  gleichseitige  Hyperbel;  sie  bietet  in  vielen  Beziehungen 
eine  Analogie  mit  dem  Kreise  dar;  denn  so  wie  der  Kreis  (§  24) 
als  das  Krzeugniss  zweier  gleicher  und  gleichlaufender  projek- 
livischer  Strahlbüschel  erscheint,  kann  die  gleichseitige  Hyperbel 
auch  als  das  Erzengniss  zweier  gk^icher  und  ungleichlaufender 
projektivischer  Sirahlbüschel  aufgefasst  werden :  w  enn  nämlich  zwei 
projeklivisrli  gleiche  aber  unglcichlaufende  Strahlböschel  ein  Paar 
cnts|irecUeud<i  Slrahlen  parallel  haben,  so  haben  sie  nothwendig 
nur  noch  ein  zweites  Paar  entsprechender  Strahlcji  parallel, 
nSmIich  die  mit  jenen  einen  Winkel  von  90"  bilden;  da  aber 
zwei  ungleicldaufende  Strahlböschel  immer  zw  ei  Paar  entsprechende 
Strahlen  parallel  liaben,  so  stehen  deren  Hiditungen  auf  eiiMMidcar 
senkrecht;  die  unendlich  entfernten  Punkte  des  Erzeugnisses  zweier 
projeküvisch- gleicher  ungteichlaufender  Strahlbüschel  liegen  also 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen,  mithin  ist  dies 
ErzcugFiiss  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Die  gieit-hseilige  Hyperbel 
kann  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  auch  durch  zX^ci  beliebige 
projektivischc  Strahlbüschel  erzeugt  werden,  nidit  so  der  Kreis. 

Sind  dagegen  zweitens  die  beiden  Strahlbüschel  gleich- 
laüfeoU  und  drehen  wir  dieselben  um  ihre  festgedachten  Mittel- 
punkte, ohne  die  projektivischc  Reziehung  zu  verändern,  so  ver- 
ändert sich  der  Kegelschnitt  und  kann  Ellipse,  Parabel  und 
Hyperbel  werden.  Der  Spielraum,  innerhalb  dessen  diese  ver- 
schiedenea  Falle  eintreten,  ist  leicht  zu  irf>ersehen,  wenn  wir 
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nur  das  ein«  StrahlbQMiiel  dreben.  das  andere  B  dagegen 
unverändert  lassen.  Bei  dieser  Drehung  kommen  einmal  g  und 
fin  parallele  Lage;  k  und  A,  laufen  dann  aber  nicht  parallel,  weil 
bei  awei  glelehlaufenden  projektiTlschen  Strahl  bOscbeln  unroög- 
Heh  glelcbieitig  g  mit  gi  und  h  mit  Aj  parallel  laufen  kann  ($  14); 
drehen  wir  mm,  mit  der  parallelen  Lage  von  g  und  ^|  beginnend» 
fftr  welche  das  Eneugniss  eine  Parabel  wird.  In  einem  oder  dem 
andern  Drehuogssinne  das  Strahlhflschel  ^|  herum»  so  wird  das 
Ersengniss  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  die  Richtungen 
Ton  g  und  A  durch  die  Richtungen  von  A|  und  ^,  getrennt  werden 
oder  nicht;  gelangen  wir  endlich  bei  fortgesetzter  Drehung  in  die 
Lage,  dass  h  und  A,  parallel  werden,  so  entsteht  wieder  eine 
Parabel,  und  weiter  gedreht,  gebt  das  Erzeugniss,  wenn  es  früher 
Ellipse  war,  in  die  Hyperbel  Ober,  oder  umgekehrt;  es  giebt  also 
Bwel  Gruppen  von  Kegelschnitten,  welche  bei  dieser  Bewegung 
auftreten;  die  eme  enthalt  lauter  Ellipsen,  die  andere  lauter 
Hyperbeln;  beide  Gruppen  werden  durch  zwei  Parabeln  von  ein- 
ander getrennt.  Unter  der  Gruppe  von  Hyperbeln  tritt  einmal 
das  Linienpaar  auf,  "wenn  die  SlrahlbQschel  perspektivisch  werden, 
und  einmal  die  gleichseitige  Hyperbel,  wenn  «und  aho  aach 
I  und  i^  parallel  werden. 

§  20.  Bedingungen  für  die  Erzeugung  der  verschiedenen 
Kegelsohnitto  durch  zwei  projektivische  Puuktreihen. 

Betrachten  wir  anderseits  das  Erzeugniss  zweier  beliebiger 
projektivischer  Punktreihen,  so  erkennen  wir,  dass  dasselbe  Im 
Aligemeinen  nur  Ellipse  oder  Hyperbel  sein  kann,  aber  nicht 
Parabel;  denn  da  die  Parabel  derjenige  Kegelschnitt  ist,  welcher 
nur  einen  einzigen  unendlich -enifernten  Punkt  besilzt,  so  muss 
die  unendlich -entfernte  Gerade  G^,  da  sie  nur  einen  Punkt  mit 
diesem  Kegelschnitt  gemein  hat,  ein  Projektionsstrahl  oder  eine 
Tangente  desselben  sein;  irgend  zwei  andere  Tangenten,  alsTrl^er 
zweier  erzeugenden  Pimktreihen  aufgefasst,  werden  von  der 
in  den  unendlich -entfernten  Punkten  getrolTen,  welches  mithin 
entsprechende  Punkte  sein  mflsscn.  Zwei  Punktreihen,  deren 
nnendUch- entfernte  Punkte  entsprechende  sind,  sind  aber  noth- 
wendig  projektivisch- ähnlich  ($  19);  also  sehen  wir,  dass  eine 
Parabel  nnr  von  zwei  projektivisch-ahnlichen  Punkt- 
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reihen  erieugt  werden  kann  und  Immer  eneugt  wird, 
sobald  sich  dieselben  nicht  in  perspekü^ischer  Lage  beflnden; 
*  also  auch  umgeliehrt:  Irgend  twei  Tangenten  einer  Para- 
bel werden  Ton  allen  übrigen  in  zwei  projektiTiseh- 
flhnliehen  Punktreihen  getroffen.  (Hieraus  können  wir 
uns  leicht  ein  anschauliches*  Bild  der  Parabel  durch  Zeichnung 
herstellen,  indem  wir  (Fig.  31)  auf  einer  Geraden  eine  AntabI 


ti?isch*gleiche  Punktreihen  immer  eine  Parabel  eneugen, 
sobald  sie  nicht  perspektlTisch  Hegen.  Bemerken  wfar  hierzu  noch, 
claits  die  Parabel  keine  zwei  im  Endlichen  gelegene  paraüele 
Tangenten  haben  kann;  denn  hätte  sie  zwei  parallele  Tangenten 
und  wir  fassten  sie  als  Träger  zweier  erzeugemlen  Punktreihen 
auf,  so  mflsste  ihr  Schnitt|Hinkt,  da  er  die  beiden  unendlich- 
entfernten  Punkte  dieser  Träger  enthält  und  dieselben  bei  der 
Parabel  entsprechende  Punkte  sein  mössen,  zwei  entsprechende 
Punkte  vereinigt  haben;  die  Pnnklrcihen  wären  also  perspektivisch 
und  die  Projektionsstrahlen  liefen  alle  durch  einen  Punkt,  was 
gegen  die  Voraussetzung  Ist,  dass  sie  eine  Parallel  umhüllen. 
Die  Pnrahcl  hat  also  keine  zwei  (im  Endiiclien  liegenden) 
parallelen  Tangeuten;  anderseits  kann  freilich  jede  Tangente 
mit  der  unendlich  entfernten  Tangente  als  parallel  angeseiien 
werden,  weil  ihr  Schnittpunkt  im  Uneiidiichen  liegt. 

Um  das  Erzoiigniss  zweier  beliebiger  projeküvischer  Punkt- 
reihen, welche  nicht  ähnlich  sind,  genauer  zu  erkennen  und  ins- 
hoi^ondcrc  inn  7\\  erfahren,  unter  welchen  liedingungen  dasselbe 
Eilii^se  oder  Hyperbel  wird,  da  es  Parahel  niclil  sein  kann,  snrheii 
wir  auf  den  erzeugenden  Punktreihen  ^(?(,  die  den  unendlich 
entfernten  Punkten  entsprechenden  (d.  h.  die  Purrhsduu'tbipunkte 
«1er  Parallelstrahlen  §  12)  r  und  q,  auf,  und  da  diese  selbst  nicht 


(Fig.  U.) 


von  aequidistanten  Punkten 


K^*^  a  b  c  b  . . .  und  auf  ehier 
zweiten  Geraden  auch  efaie 
gleiche  Anzahl  von  aecpiidi- 
stanten  Punkten  Q]  Bi  C|  b| . . . 
annehmen  ond  dann  die 
Projektlonsslrahlen  aa|,bb|, 
CC} . . .  riehen.)  &  ist 
selbstverständlich,  dass  a 
"    fortiori  aueh  zwei  p  r o  j  ek  - 
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in  die  Uneodlicbkeil  fallen  können  (denn  sonst  wSren  die  Punkt- 
reihen  ibolicli),  so  werden  die  durch  x  und  q,  zu  9[|  und  91 
gezogepen  PariUelen  Projektionsstrahlen,  d.  b.  TaDgciitrn  des 
Kegelscboills  sein.  Da  man  jede  beliebige  Tangente  als  Träger 
einer  erzeugenden  Punktreitie  auffassen  darr,  so  folgern  wir: 
Bei  Ellipse  und  Hyperbel  treten  die  Tun;^enten  paar« 
weise  parallel  auf,  d.  b.  e.«  giebt  zu  je<Ier  Tangente  eine 
bestimmte  parallele.  Tangente.  Seien  (Fig.  .32)  e  und  fj  die  in 
dem  Schnittpunkte  der  Trüger  vereinigten  Punkte,  also  Cf  und  f 
die  Berabrmigspunkte. 

^  j  (Fig.  32.) 

so  muss,  wenn  r  und  qj  J 
die  den  unendttcb  ent- 
fernlen  Punkten  (r|  u.  q) 
entsprechenden  sind, 
weil  der  Schnittpunkt 

%^\)  Dilt  «1  und  f 
in  gerader  Linie  liegen 
ronss  (S  21)  und  dies  der 
unendlich  entfernte  Punkt  der  Verbindungslinie  rqi  ist,  die  Linie 
ef  mit  rqt  parallel  laufen;  die  Träger  ^^"^  ^®  durch  r  und  qj 
gesogenen  Parallelstrahlen  bilden  also  ein  dem  Kegelscbiiitt  um- 
schriebenes Parallelogramm,  dessen  Diagonale  rqi  der  Berfibrangs- 
sehne  fe,  parallel  Ifiuft;  sei  %  die  vierte  Ecke  dieses  Paralldo- 
gramms,  so  lassen  sich  jetzt  auch  auf  den  Parallelstrahlen  die 
Berührungspunkte  leicht  ermitteln.  Betrachten  wir  nSmIich  zwei 
parallele  Tangenten  xl  und  fiq,  als  TrSger  erzeugender  Punkt- 
reihen und  die  beiden  andern  als  Projektionsstrahlen,  so  wOrden 
fOr  diese  Beziehung  r  und  f,,  ebenso  d  und  qi  entsprechende 
Punktenpaare  sein,  also  der  Schnittpunkt  (rqi,  dfi),  d.  h.  der 
Mittelpunkt  M  des  Parallelogramms  mflsste  auf  der  Berührungs- 
sehne der  beiden  paralleleD  Tangenten  liegen;  t^U  trifll  mitbin 
den  Parallelstralü  durch  r  in  dem  gesuditen  Berührungspunkte  und 
ebenso  \M  den  Parallelstrahl  durch  qi  in  seinem  BerÜhrungs- 
pirakte  und  es  folgt: 

Die  vier  Berührungspunkte  auf  den  Seilen  eines 
dem  Kegelschnitt  umbeschriebenen  Parallelogramms 
bilden  selbst  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  den 
Diagonalen  des  ersieren  parallel  laufen  und  dessen 
Mittelpunkt  mit  dem  des  ersteren  zusammenfillt. 

8* 
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Dieser  MiticlptiDkt  <]i>s  nmscliricbonen  Parallelogramms  ist  zugleich 
MiUeJpuokt  des  Kegelscbnitts  (§  32). 

Um  nun  zu  erkennen ,  ob  der  erzeugte  Kegelschnitt  Ellipse 
o(]er  Ifyperbel  Ist,  fassen  wir  zunächst  zwei  parallele  Tangenteo 
als  Träger  erzeugender  Punktreihen  auf.  Die  ■  unendlich -ent- 
fernlen  Punkte  dieser  beiden  Träger  liegen  in  ihrem  Schnittpunkt 
▼ereinigt,  ihre  entsprochenden  r  und  q,  sind  also  die  BerQhning^ 
punkte  (Fig.  33);  irgend  ein  Projekt ionsstrahl  xtt  hinzugefügt 
(Fig  33)  bestimmt  die  ganze  Beziehung;  den 

Berührungspunkt  auf  ihm  erhalte  icli 
nnrh  der  Bemerkung  in  §  21  da- 
ihii-ch ,  (hiss  ich  zu  dem  Schnittpunkt  a 
des  I*rojektions8trahls  rT|  mit  der 
i;<  rührungssehne  rqi  den  vierten 
iiarmonischen  dem  c  zugeordneten 
Punkt  T  konstruire,  während  xxi  das 
andere  Panr  zugeordneter  Punkte  ist;  es  ^vird  nun  nachzusehen 
sein,  ob  t  in  die  UtieiKlIic  hkcit  gi'l.ui^t  oder  nicht;  im  ersten 
Fallr  NM'irdc  der  Kegelschnitt  Hyperbel,  im  nndeni  Ellipse 
sein.  Nun  kaiiii  8]  r  nur  dann  in  die  Unendlichkeit  fallen, 
>venn  a  in  die  Mitte  zwischen  xXi  zu  liegen  kommt;  a  kann  aber 
ülM>i-iiaii|)t  nie  zwischen  X  und  Xii  also  auch  nidit  in  die  Mitle 
dieser  variablen  Strecke  zu  iirgen  kommen,  snl><ild  die  beiden 
Punktreihen  nngleichlaufend  sind;  denn  alsdann  li^n  x  und  Xi 
immer  anf  gleich  gerichteten  Hälften  von  r  und  c|| .  nämlich  ent* 
weder  auf  den  beiden  Hälften  nach  links  oder  den  beiden  Hälften 
nach  rechts  (§  14);  also  <ler  Schnittpunkt  a  diircldäuri  von  der 
Verbindungslinie  rq,  diejenigen  beiden  unendlichen  Stücke,  welche 
ausserhalb  der  Strecke  rqi  licgfn ,  er  kommt  also  nie  /wischen 
die  beiden  Parallelen  ^(^|  und  auch  nie  zwischen  die  Punkte  tT| 
.'iitf  ihnen:  der  Berührungspunkt  t  kann  daher  nie  in  die  Unend- 
lirlikeit  gelangen,  also  der  Kegelschnitt  ist  nolhw endig  Ellipse. 
Wenn  dagegen  die  beiden  projeklivischen  l'unklreilw  n  auf  den 
parallelen  Trägern  9(?t,  gleichlanl'end  sind,  so* verhält  sich  die 
Sache  gerade  unigi'kehrl;  die  Punkte  xXi  liegen  auf  entgegen- 
gesetzt gerichteten  Hälften  von  T  ui|d  q|;  der  Punkt  a  (InrcblfiurL 
also  nur  die  endliche  Strecke  zwischen  r  und  q,  inid  liegt  daher 
immer  zwischen  tTi;  er  rouss  zwei  Mal  in  die  Mitte  von  xXf 
gelangen»  also  auch  von  rqi;  denn  verbinden  wir  die  Mitte  JH  von 
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r(|i  mit  den  beiden  projekUfischen  Punklreiben,  welche  x  und  ri 
dorchlanfen,  to  erhalten  wir  in  if  twei  concenlrische  projek- 
Uvieche  SlrahlbQieliel,  weh^e  ungleichlaufend  sind,  folglich  (S  14] 
immer  iwel  reelle  Doppebirahlen  haben;  dieees  sind  alter  iwei 
Projeküoosstrablen,  die  sich  in  M  halbiren;  ihre  Berührungspunkte 
liegen-  im  Unendlichen,  der  Kegelschnitt  ist  also  Hyperbel. 

Wir  haben  daher  gefunden,  dass  zwei  projektiviscbe 
Kunktreihen,  deren  Triger  in  paralleler  Lage  sich 
befinden,  eine  Ellipse  erteugen,  wenn  sie  ungleich- 
laufend sind,  dagegen  eine  Hyperbel,  wenn  sie  gleich- 
laufend sind.  (Aus  der  Eigenschaft  des  konstanten  Rechtecks 
rT.qiti  ergiebt  sich  folgender  Satz  in  Bezug  auf  den  l^egel- 
schnitt:  „-Wenn  zwef  feste  parallele  Tangenten  desselben  von  einer 
ver&nderlichen  dritten  getroffen  werden,  so  bl  das  Rechteck  aus 
den  lieiden  Strecken,  welche  auf  den  festen  Tangenten  durch  die 
Ber&hrungspunkte  und  die  Schnittpunkte  der  veränderlichen  Tan- 
genten begrenzt  werden,  konstant*')  Aus  dem  gefundenen  Kriterium 
leitet  sich  nun  unmittelbar  ein  neues  fOr  den  allgemeinen  Kall 
ab,  wenn  nämlich  die  beiden  Trnger  der  erzeugenden  l*unkt- 
reihen  sich  nicht  mehr  in  paralleler  Lage  befinden.  Stellen  wir 
nunmehr,  wenn  cfi  in  dem  Schnittpunkte  der  Träger  vereinigt 
li*R0Bf  <i.  und  f  die  nerfilirungspunkle  und  x  und  <)i  die  Durch- 
schnittspunkte  der  Parallelslrahlen  sind,  also  f  c,  parallel  rq,  (sielie 
oben  F^.  32)  das  Parallelogramm  her,  wciclics  \m  den  Trä« 
gern  der  erzeugenden  Punktreihen  und  den  Paralielstrahlen  ge- 
liildet  wird,  so  worden  nach  dem  Vorigen  die  Berührungspunkte 
auf  den  Paralleislraldeu  ItosUnimt,  indem  man  f  und  Ci  mit 
dem  Milteipunkle  M  des  Parallelogramms  verbindet  und  die  Schnitt- 
punkte  dieser  Verbindungslinien  mit  <len  I'arallctslruhien  aiifsin 
Sei  t  der  Berührungspunkt  auf  dem  «huxh  t  gebenden  Paraliel- 
stridd,  so  können  wir  die  parallelen  Tangenten,  deren  Iterfdu-ungs- 
punkte  €{  und  t  sind,  als  Trfiger  der  erzeugenden  Punktreihen 
auffassen  und  wissen  ans  dem  vorigen  Kriterium,  dass  der  Kef;el- 
schnitt  £Uip8e  ist,  sobald  r  und  fj  auf  ^leiih  gerichteten  Hälften 
▼on  t  und  c,  liegen;  da  nun  tf  parallel  der  zweiten  festen  IMa- 
gonale  des  Parallelogramms  läuft,  so  mnss  in  diesem  Fall  f 
zwischen  c  und  r  liegen  und  wir  schliessen  somit: 

Zwei  projektivische  Punktreihen  in  allgemeiner 
Lage  erzeugen  eine  Ellipse,  wenn  die  Berührungs- 
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punkte  ihrer  Träger  f  und  e, ,  welche  (icn  in  ihrem 
Schnill|Mn»kle  vereinigten  I'unkten  c  und  f,  enl- 
sprcchen,  zu  d  e  n  H  u  r  chsc  hn  i  1 1  s[»  uu  k  t  e  n  der  Parallel- 
strahlen  r  und  q,  s<»  liegen,  dass  f  znisehen  c  und  r, 
also  aiM  h  c,  zwischni  f,  und  qj  liegt,  dagegen  eine 
Hyperh«'!,  wenn  f  ausserhalb  der  Strecke  er,  also 
auche,  ausserhalb  der  Strecke  f,  q,  liegt,  oder  in  Worten: 
clli|)lische  Lage  findet  stall,  der  IhMidnungspnnkl  zwbchen 

dem  S<  hnittpnnkl  di  r  beiden  Träger  und  dem  Punkte  r  (oder  q,) 
liegt,  dagegen  byjterbtdische  Lage,  ^^enn  der  BerubruDgspliokl 
ausserhalb  der  Strecke  jener  beiden  Punkte  liegt. 

liiei  •aus  folgt,  dass,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  der  Träger 
zweier  projektivisclicr  Punktreihen  festhalten  und  die  projek- 
livische  lU/ichuiig  ungeänderl  lassen,  die  Träger  selbst  aber  um 
ihren  S(  htiidpunkl  drehen,  der  erzengte  Kegelschnitt  seine  Gattung 
nicht  ver.unb'rt,  d.  h.  KIlipse  bleibt,  wofern  er  es  einmal  war, 
und  ebenso  Hyperbel,  wolil  aher  seine  Forin.  Dagegen  kann  der 
Kegelschnitt  seine  Gattung  \ erändern,  «enn  wir  die  Träger  in 
Ihrer  Lage  leslhalten,  die  Punktreihen  aber  ujil  ihren  Trägern 
auf  sich  selbst  verschieben,  ohne  die  projeklivische  Beziehung  zu 
verändern.  Verschieheii  wir  nur  die  Punklreihe  "51  auf  ihrem  in 
seiner  Lage  lestgeliallenen  Träger,  so  bleibt  der  Kegeischiiill 
Ellipse,  solange  f  zwischen  f,  r  liegt;  gelangt  f  nach  f, ,  so  werden 
die  Punktreihen  persj)ektivisch ,  die  Projektionsslrahlen  laufen  also 
durch  einen  Punkt,  den  Projektionsj)unkt,  und  da  in  dem  Schnitt- 
punkt der  Träger  jetzt  zwei  entsprechende  Punkte  vereinigt  sind, 
so  nuiss  ■null  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  als  ['rojektioiis- 
slrahl  angesehen  werden;  in  diesem  L'ebergangsfalle  degenerirt 
der  Kegelschidtt  in  ein  I*unktcnpaar  und  ist  sowolil  als  Ellipse, 
wie  auch  als  Ily|»erbel  anzusehen  (das  endliche  Stück  zwischen 
deo  beiden  Punkten,  doppelt  gedacht  als  unendlich  dünne  Ellipse, 
die  beiden  unendlichen  Stücke  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden 
l'nnkle,  welche  zu  beiden  Seilen  von  ihnen  liegen,  doppelt  ge- 
dacht als  unendlich  düinn;  llyjterbel^.  So  wie  bei  der  Erzeugung 
des  Ke^M'lsi  hiiilts  durch  projektivischc  Strahlbüschel  als  l'eber- 
gang  vun  r,lli[ise  zu  llyf)erbel  die  Parabel  auftrat,  zeigt  sich  hier, 
bei  der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  projektivisch«-  Pnnkt- 
reiherj,  ein  neuer  l  ehergang  von  Ellipse  zu  Hyperbel  durch  das 
i'uuklenpaar«  ein  Uebergaiig,  welcher  bei  geometrischen  Uoler- 
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tuchongcn  liäufiger  aufzutrolen  pflrgt,  als  jener.  Sihicben  wir 
non  die  l'uuktreihe  %  auf  Uireiu  Träger  weiter  Tort,  so  koniml 
f  ausserhalb  f(T  zu  liegen,  dtr  Kegelschnitt  ist  also  nach  dem 
obigeu  Kriterium  Hyperbel  geworden;  kommt  dann  r  nach  fp  so 
wrd  r,  {oo),  d«  h.  der  unendlich-entfernte  Punkt  des  Trägers  9li 
der  Berührungspunkt ,  also  ^,  die  Tangente  der  Hyperbel  in  einem 
ibrer  uneodlich*enirerntcn  Punkte.  Eine  solche  Tangrnie  in  einem 
der  beiden  unendlich  - entfernten  Punkte  der  Ilyfierbet  beisst 
Asymptote  der  Hyperbel.  Wir  köiuien  es  leicht  einrichten» 
dass  die  Träger  der  beiden  erzeugenden  lUinktreihen  die  Asymptoleo 
der  Hyperbel  werden,  indem  wir  beide  Punktreiben  so  auf  ihren 
Trägern  verschieben,  dass  die  Punkte  r  und  q,  in  ihrem  Durch» 
schoittspunktc  vereinigt  werden ;  dann  sind  die  ihnen  entsprechen- 
den, d.  h.  die  unendlich>entrernten  Punkte  die  Berührungspunkte, 
also  die  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen  die  Tangenten  in  den 
unendlich- entfernten  Punkten  oder  die  Asymptoten  der  Hyperbel. 

Mit  Hülfe  der  Asymptoten  können  wir  uns  leicht  ein  Bild 
der  Hyperbel  machen ;  da  nämlich  in  ihrem  Schnittpunkt  die  be- 
sonderen I'unkte  r  und  q,  vereinigt  und  für  irgend  ein  Paar 
entsprechender  Pujiktc  das  Hechteck  rr  .  q,r,  konstant  ist  (§  12), 
so  bleibt  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  konstant,  welches  von  den 
Asymptoten  und  einer  beliebigen  dritten  Tangente  der  Hyperbel 
gebildet  wird,  oder  jede  Tangente  der  Hyperbel  schliessl 
mit  den  beideci  Asymptoten  ein  Dreieck  von  konstan- 
tem Inhalte  ein.  Das  konstaute  Itcclit- 
eck  aus  den  auf  den  Asymptoten  der 
Hyperbel  durch  eine  veränderliche  Tan- 
gente abgeschnilh  neu  Strecken  lieisst 
die  1* (» t e n z  der  II  y p  e r b e I .  Denken 
wir  uns  daher  die  beiden  Asymptoten 
und  eine  beliebige  dritte  Tangente  rr| 
gegeben  (Fig.  il4],  wodurch  die  i)rojek- 
tivische  Beziehung  v«illständig  bestimmt 
ist,  so  erhalten  wir  l^iclit  anilere  Tan- 
genten, indem  wir  von  v  und  v,  in  irgend 
einer  Bicblung  ein  Paar  Parallele  ziclien, 
welche  in  \\  und  \}  den  Asymptoten  begegnen;  daiui  ist  eine 
neue  Tangente,  weil  das  iJreieck ,  welches  sie  mit  den  Asyniplolen 
bildet,  denselben  Inhalt  hat,  oder  auch  weil  J^iVjsich  auf 


120 


Zweiter  Abschnitt. 


der  Berflliningsseboe,  d.  b.  hier  fi^«  befindel  (§  21).  Auf 
jeder  Tangeute  ist  feroer  der  BerObrougspunkt  der  Mit- 
telpuDkt  zwiscben  den  beiden  Sobnittpunl^ten  mit 
den  Asymptoteo,  well  er  der  vierte  harmoniBcbe  dem  ScbnUi- 
|iunl(t  mit  6«  sugeordnete  ist  Verftndem  wir  die  Ricbtang 
der  durch  t  nnd  T|  gezogenen  Parallelen,  so  können  vir 
leicht  so  viele  Tangenleu  und  auch  Punkte  der  Hyperbel  (die 
Berfdirungspuokte)  herstellen»  als  erforderlieh  iind<  um  uns  ein 
Bild  von  ihrem  Verlaufe  machen  in  können.  Wür  sehen  hier- 
aus, dass  die  Hyperbel  in  swei  In  Beiug  auf  den  Schnittpunkt 
dei*  Asymptoten  (rq,)  symmelrische  unendliche  Zweige  serfiUlt, 
welche  gans  in  iwel  Scheileh4ume  der  von  den  Asymptoten  ge- 
bildeten Winkel  hbiein  fallen,  während  die  andern  beiden  Schei- 
tehriume  leer  ausgehen;  die  Zweige  der  ilyiierbel  liegen  niodich 
In  denjenigen  Winkelraumen  der  Asymptoten,  welche  von  ent- 
sprechenden Hftlften  (S  12,  Fig.  13)  der  Träger  der  erzeiigeiiden 
Punlitreihen  eingeschlossen  werden.  Die  Richtungen  sämroUicber 
Taugenten  der  Hyperbel  fallen  *in  die  beiden  andern  Scheitel* 
räume  und  je  zwei  j>arallele  Tangenten  berfibren  die  Hyperbel 
an  verschiedenen  Zweigen;  die  Asymptoten  erschehien  ab  je  ein 
Paar  zusammenfallende  parallele  Tungenten  und  trennen  diejeni- 
gen Winkelränme  von  einander,  wdche  solche  Richtungen  ent- 
halten, in  denen  es  Tangenten  an  die  Hyperbel  giel>i,  und  solche» 
in  denen  es  keine  Tangenten  giebt  Verfolgen  wir  den  Verlauf 
eiuer  Tangente  an  der  Hyperbel,  so  erkennen  wir,  dass  sie  sieb 
von  der  Lage  einer  Asyujplote  kontlnuirlich  bis  In  die  Lage  der 
andern  bewegt,  dann  aber  gewissermassen  ihren  Drehungssbm 
ändernd  wieder  In  die  Lage  der  ersten  Asymptote  zurückkehrt; 
der  Berflbrungspunkt  durchläuft  dabei  die  beiden  Zweige  der 
Hyperbel  in  kontinuirlicher  Folge,  indem  er  luerst  auf 
dem  einen  Zw  rige  bis  zu  dem  einen  unendlich-entfernten  Punkte 
der  Hyperbel  gelil,  dann  aber  tu  dem  unendfidi-entfemten  Punkte 
des  andern  Zweiges,  welcher  der  unendlieh-enifemte  Punkt  der- 
selben Asynipiutc  ist,  übergebt  (§  3),  sodann  den  andern  Zweig 
durcliiäun  und  durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der  zuzeiten 
Asymptote  zum  ersten  Zweige  wieder  zurückkehrt.  In  diesem 
Sinne  halten  wir  uns  die  Hyperbel  als  zusaromeubängeud« 
Kurve  zu  denken  (durch  die  unendlich  entfernten  l^unkte)  und 
nicht  als  zwei  getreunle  Kurven,  und  nur  derartig  haben  wir 
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sie  zu  durcUaureii,  wie  die  Pfeile  in  Fig.  34  es  andeuten.  Wir 
erkennen  zugleich  iiei  diesem  Verisufe»  dass,  wenn  wir  uns  die 
Hyperlie]  als  Erseugniss  zweier  piojekiivischer  Strablbäscbel  den- 
ken, die  Strahlb&schel  gleichlaufend  sind,  sobald  ihre' Hittelpunkte 
sich  auf  demselben  Zweige  der  Hyperbel  beflnden,  dagegen  un- 
glelchiaufond,  wenn  ihre  Mittelpunkte  sich  auf  verscliiedenen 
Zweigen  der  Hyperbel  beflnden.  Denken  wir  uns  ^e  vorhin  be- 
gonnene Verschiebung  der  Punhtreihe  K  auf  ihrem  In  seiner  Lage 
festgehaltenen  Träger  rorigeseizt,  so  bleibt  das  Erzeugniss  immer 
Hyperbel;  gelangt  r  hi  die  Unendlichkdt,  so  rfkcken  auch  f  und  t, 
wie  überhaupt  alle  in  endlichem  Abstände  von  r  liegenden  Punkte 
in  die  Unendlichkeit  und  es  tritt  der  eigenthfimliche  in  §  19  er- 
wähnte Fall  der  parabolischen  Lage  beider  Punktreihen  ein,  bei 
welcher  das  Erzeugniss  in  ein  Punktenpaar  zerfällt,  hier  den  un- 
endlich-entfernten Punkt  auf  91  und  den  Punkt  auf  der  Ge- 
raden Es  bleibt  noch  fibrig,  die  Bedingungen  zu  ermitteln, 
unter  wdchen  zwei  projektivische  Punktreihen  eine  g  1  e i chsei  i i  g  e 
Hyperbel  zu  ihrem  Erzeugniss  haben.  Hierzu  haben  wir  nur  n6- 
thig,  die  liesonderen  Punkte  r  und  in  dem  ScfaniiL[iuukte  der  bei- 
den erzeugenden  Träger  zu  vereinigen  und  die  Ti^er  selbst  zu  ein- 
ander rechtwinkelig  zu  legen;  da  sie  nämlich,  wenn  r  und  ^^  in 
ihrem  Schnittpunkt  vereinigt  sind,  die  Asymptoten  der  Hyperbel  wer- 
den, so  hat  diese  ihre  unendlich -entfernten  Punkte  in  zwei  zu  ein- 
ander reclitwinketigen  Blehtungen  und  ist  daher  eine  gleichseitige 
Hyperbel  (§  25).  Wir  kommen  aber  auch  auf  andere  Weise  zur 
gleichseitigen  Hyperbel:  Legen  wir  die  Träger  der  bddto  erzeugen- 
den Pnnktreihen  parallel  und  gleichlaufend,  bestimmen  die  Punkte 
T<)i'  ddp  Hl  bringen  die  parallelen  Träger  in  solchen  Abstand 
von  einander,  dass  die  Entfernung  rq,  =  =  l^tdi  ^'^f^U  so  bt 
das  Erzeugniss  eine  gldchseltige  Hyperbel ;  denn  sei  Jlf  die  Hitt« 
zwischen  i  q, ,  so  liegen  q  und  0,  und  ebenso  1|  und  ^,  mit 
in  gerader  linie,  weil  gr  =  qtgi  »  ==  ^iqi;  Tolgllch  sind 
und  nach  dem  Vorigen  die  Asymptoten  des  Erzeugnisses, 
weil  ihr  Berflhmngspunkt  im  Unendlichen  liegt,  und  de  stdien 
auf  einander  senkrecht,  wenn  qx  =  =  rAf  Ist;  also  Ist  das 
Erzeugniss  eine  gleichseitige  Hyperbel.  Legen  wir  endlich  zwei 
beliebigu  piojeklivisclic  Punktreiben  so,  dass  in  ihrem  Schnitt- 
punkte irgend  zwei  nicht  ents]irechende  Punkte  e  und  f,  vereinigt 
werden,  deren  entsprechende  f  und  c^  aber  so  bescbaflen  sind. 
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dass  f  aui<serlialb  er  uiul  ihihvv  aucli  C|  anssciljjilb  f,  qj  ,  so 
lässl  sich  der  Winkel  (p  zwis<  lit  ii  den  l)eideii  Trillern  si»  heslim- 
nieii,  «lass  sie  «'ine  ^lei(li>eilii;('  Ilyperhei  erzeugen;  mit  Hülfe 
des  vorigen  Krilerinnis  fin*  zwei  erzeugende  l'nnlilreilien  in  paral- 
leler Lage  und  dnreli  eine  elenienlare  lleclinnn^  lindni  wir 
nämlich,  dass,  ^venn  AI  die  MiUe  zwischen  tqi  bedeutet,  lür  die 
gleichbeili^e  Hyperbel 

seiji  niuss ,  also : 

Zwei  beliebige  p  r  o  j  e  k  l  i  v  i  s  c  Ii  e  l*  ii  n  k  (  r  e  i  b  e  n  kön- 
nen immer  so  gelebt  werden,  dass  sie  eine  gleichsei- 
tige Hyperbel  erzen  gen;  hierzu  vereinige  man  ein 
Paar  nicht  entsprechende  !•  u  n  k  l  e  c  f,  i  n  ihrem  Sc  h  n  i  1 1- 
pnnkt,  deren  entsprechende  c,  und  f  so  liegen,  dass  [ 
au  sserba  I  b  der  Streck  e  c  V  nnd  also  auch  c,  ausscriialb 
der  Strecke  f,  q,  liegt,  nnd  bestimme  den  Winkel  bei- 
der Träger  so,  dass  das  Quadrat  des  halben  Abstandes 
der  Punkte  r  und  q,  von  einander  gleich  wird  dem 
konstanten  Reclitcck  der  projeklivischen  Beziehung 
(rv.qiT|),  multiplicirt  mit  dem  cus  des  Winkels  zwi- 
schen den  Trägern. 

In  den  besonderen  Fällen  =  0  und  (p  =  IK)"  gelien  hier- 
aus die  beidtn  vorigen  Enlslebungsarten  der  gleichseitigen  Hyperbel 
hervor. 

Aus  der  Eigenschaft  der  Asymptoten  einer  Hyperbel  gehl 
auch  die  Bestätigung  einer  in  §  20  (Anmerkung)  aufgestellten 
Behauptung  hervor;  seien  %  und  %^  die  Träger  zweier  projekti- 
vischen  Punklreihcn  in  perspeklivisciier  Lage  uiul  werden  die  in 
sich  festgehaltenen  Punklreilien  so  aul  ihren  rcsp.  Trägern  ver- 
schoben, dass  inmicr  zwei  neue  entsprechende  Punkte  v  r,  in 
dem  S(  hnittpunkle  der  Träger  vereinigt  werden,  so  wird  jedes- 
mal eine  neue  perspektivische  Lage  derselben  beiden  !*unktreihen 
hervorgerufen  und  es  kann  ii.u  Ii  dem  Ort  des  Projeklionsj)urikles 
für  alle  diese  perspeklivis(  Ihmi  Lagen  gefragt  werden,  l  ni  ihn 
zu  bestimmen,  verfolgen  wir  die  Punkte  r  und  q,,  ziehen  Paral- 
lele durch  sie  zu  den  festen  Trägern  und  cihallen  in  deren 
S(  hnidpnnkte  /?  jedesmal  den  gesuchlcn  Projeklionspunkt.  Weil 
iiini  der  projeklivischen  Ik'ziehung  gemäss  rv.q,r,  konstant  ist, 
SU  behält  das  gezeiciuicte  Parallciogranmi  konstauleu  Inhalt  also 
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auch  die  durch  die  gegenüberHegende  Ecke  B  zur  diagonale  rq, 
gezogene  ParalleU*  besllmnit  mit  den  Trägem  v'\n  Drricck 

von  kooslauteni  (vierfachem"!  Inhalt,  iimhnlll  also  eine  Ilyjierhel, 
deren  Asymptoten  sind;  da  aber  Ii  in  der  Mitte  zwischen 

den  Sclmitl|)unklen  mit  den  beiden  Trägern  liegt,  so  ist  Ii  der 
Berührungspunkt,  also  wird  der  gesuchte  Ort  eine  Hyperbel« 
welche  die  beiden  festeu  Träger  zu  ihrea  Asymptoten  iial. 

S  27.   Das  einem  Kegelsohnitto  umbesohriebeue  Vierseit 
und  einbeeofariebene  Viereck. 

Die  in  §  23  diirthgefDlirte  UnteraucbuDg  und  die  dort  io 
Betracht  gezogene  Figur  (Fig.  29)  zeigt  eine  Menge  von  Eigen- 
sctiaftcn  des  Kegelschnitts,  von  denen  einige  hier  hervorgehoben 
werden  mögen.  Das  dort  gewonnene  Resultat  Ifisst  sich  mit 
etwas  veränderter  Bezeichnung  so  aussprechen: 

Werden  (Fig.  36)  irgend  vier  Tangenten  eines  Ke- 


(Fig.  36,) 


gelscbnitts  ^33(i^  als  vollständiges  Vierseit  aufge- 
fassi,  dessen  sechs  £cl(en  seien 
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(%  =:  a  {l\  =  b  ((?.  'T)  =  c 
(ö.  (S)  =  «     {6,  5t)  =  /I      («,  ©)  =  y 

und  dessen  drei  Diagonalen  a«,  fr/S.  cy  sich  in  den 

.I'unitteu 

lrcir»*ii,  und  wirilrii  dir  vier  lici  üln  uiiy s[»iiiiklc  dor 
vi«'r  Tangen  I  »'II ,  resp.  iiiil  vi  l  c  b  hez  t'i  i  Ii  n c  t ,  als  voll- 
ständig es  Viereck  aulgefasst,  so  lallen  die  drei  llia- 
goti.i  l|>nnkle  des  lel/.teren  niil  den  l'uuktuii  xyz  ZU- 
saninien,  d.  Ii.  es  sclineideii  sich 

(ab,  bc)  =  X       (bb,  ca)  =  y       (cb,  ab]  =  z. 

Hieraus  geiil  liervi»r,  dass  der  KegelschiiiU  vullsläudig  be- 
sUmnit  isl,  sobald  von  iiiin  vier  Tangenten  und  der  Berührungs- 
punkt auf  einer,  oder  vier  I'nnkte  und  <lie  Tangente  in  einem 
derselben  gegeben  sind,  was  auch  daraus  bervorgebl,  dass  mit 
diesen  Uesliininnngsstncken  drei  l*aar  entsprccbende  Elemente 
zweier  projekliviscber  Punktreiben  oder  Slrablbüscbel  gegeben 
werden,  also  die  ganze  projektiviscbe  liezielmng  bestiminl  ist. 
Wir  linden  die  Uerührungspunkle  auf  den  andern  Tangenten, 
wenn  n  anl  '31  bekannt  sei,  indem  wir  a.r,  atj,  az  zielien  und 
ihre  Srbnitlpnnkte  mit  T  .  15,  515  aufsui  beii ,  oder  wir  linden  <lie 
Tangenten  in  beb,  wenn  dnrcb  a  bekannt  isl,  iiideiii  wir  <lie 
Scbnittpnnkte  yß(t,  in  uelcben '3(  den  VerbindtingsUllien  .r^,  a*:, 
yz  begegnel,  resp.  mit  den  andern  drei  Kcken  beb  verbinden. 

>Vir  haben  ferner  in  ;^  2']  gesehen,  dass  irgeinl  zwei  Taii- 
geiilen  eines  kegelselinills  V(ni  säinnitli(  ben  in  zwei  projeklivischen 
l'nnkli  i  ilieii  getroiren  werden,  bei  denen  also  vier  Paar  eiil- 
spre(  liende  Punkte  denselben  Werth  des  no|i|ielverliriUnlsses  lie- 
fern. In  unserer  Kigur  nmss  also  eine  beliebige  fünfte  Tangente 
des  Kegelsehnitls  von  -?l  T  in  \ier  stdehen  Punkten  getrollen 
werden,  welche  densellieii  Werth  des  Doppelverbältnisses  liefern, 
wie  die  \ier  S«  linittpunktc  ayßa  oder  yhvb  u.  s.  f.,  also  sciiiies- 
sen  wir  uingekehrt: 

Säniintlicbe  (ieraile,  welche  vier  feste  <ierade 
"^l  t\  r  in  vier  solchen  I*unkleii  treffen,  dass  der 
Werth  des  Popp  el  v  er  hä  1 1  nisses  dersel  ben  (bei  beliebiger, 
aber  feslgebalteiier  Zuordiiniig,  ^  5]  konstant  bleibt,  nni- 
hüUeu  einen  bestimmten  Kegelschnitt,  welcher  auch 
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die  vier  festen  Geraden  beröhrt,  oder  anderseils:  Sämmt- 
liche  Punkte»  welche,  mit  vier  festen  Punkten  abcb 
verbunden,  vier  Strahlen  liefern,  deren  Doppelver- 
iiältniss  (bei  beitebiger,  aber  feslgehaltcncr  Zuordnung)  kon- 
stant bleibt,  liegen  auf  einem  bestimmten  Kegel- 
schnitt, welcher  auch  durch  die  vier  gegebenen  Punkte 
gebt. 

Ist  der  Werth  des  DoppelveiiiniUiisses  bei  bestimmter  Zu- 
ordnung gegeben,  so  ist  der  Kegelsrlmilt  n.K  Ii  iIimm  Vorigen  ein- 
deutig Ijcslimmt  und  lischt  zu  ermitteln.  Ein  l>esuu(lerer  Fall 
ist  hierbei  von  Interesse,  nämlich  weim  der  Werth  des  Doppel- 
Verhältnisses  =  —  1  ist,  also  harniuuische  Beziehung  auftritt 
(S  3);  ^ir  erhalten  .nus  dem  Vorigen  folgende  Sätze: 

Sind  vier  beliebi^'e  Gerade  9tS9(£2>  in  der  £bene 
gegeben  und  wird  eine  Gerade  gesucht,  welche  von 
ihnen  \n  vier  harmonischen  Punkten  getroffen  werde, 
so  besteht  der  Ort  derselben  aus  den  sämmtliclien 
Tangenten  von  drei  bestimmten  Kegelschnitten,  welche 
selbst  die  vier  gegebenen  Geraden  berühren;  es  las- 
sen sich  nämlich  die  vier  Geraden  auf  drei  Arten  In 
iwei  Paare  theilen,  welche  die  gesuchte  G erade  immer 
in  zugeordneten  Punkten  trerren,  und  (^I^,  ^(i  und 
SB^D,  ^H^  und  für  jede  dieser  drei  Zuordnungen 

besieht  der  Ort  der  gesuchten  G  cr.iden  aus  den  sämmt- 
lichen  Taiijiciilcn   eines  Kegelschnitts,  welcher  dem' 
Vierseit  einbcschriehen  ist  und  dessen  fierüh- 

rungspnnkt  auf  je  einer  dieser  vier  Tangenten  gefun- 
den wird,  indem  man  zu  den  drei  Srhnittpunkten  mit 
den  andern  den  flerten  harmonischen  Punkt  aufsucht. 
Oder  anderseits: 

Soll  ein  Punkt  gefunden  werden,  dessen  Verbin- 
dungsstra bleu  mit  vier  festen  Punkten  ahct  vier  har- 
moniselic  Strahlen  sind,  so  besieht  der  Ort  desselben 
aus  drei  bestimmten  Kegelschnitten,  w  eiche  dem  Vier- 
eck atub  umbeschrieben  sind  .  j  c  nachdem  man  die  nach 
ab  und  cb,  oder  nach  hc  und  ab,  oder  nach  ac  und  bb 
hingehrnden  Strahlen  paare  als  zugeordnet  annimmt. 
Für  jeden  dies(!r  <lrei  Kei;elsrlini  it  c  werden  die  Tan- 
genten in  den  Punkten  abcb  gefunden,  indem  man  je 
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eioen  derselben  mit  den  drei  andern  verbindet  und 
den  vierten  barraoniscben  Strahl  aufsucht.  (Es  ist  leicht 
ersichtlich,  iImss  von  solchen  drei  Kegelschnitten  entweder  a)  alle 
drei  Hyperbeln  sind,  wenn  nämUcb  die  vier  Punkte  abcb  so 
liegen ,  dass  einer  innerhalb  des  von  den  drei  andern  gehildeten 
Hreiecks  sich  tiefindet,  oder  b)  z>Yei  Hyperbeln  und  der  dritte 
EUlipee  ist.  wenn  nämÜch  die  vier  Punkte  abcb  so  liegen,  dass 
jeder  ausserhalb  des  Ton  den  drei  andern  gehildeten  Dreiecks  aidi 
iiefindet.) 

Solche  drei  dem  Vierseit  ein  beschriebene  oder  dem  Viereck 
umbescbriebene  Kogelschnitte  heissen  harmonische  Kegel* 
schnitte  und  umgekehrt  heissen  vier  harmnnisclic  Tangen- 
ten eines  Kegelschnills  vier  solche,  welche  alle  übrigen  in 
vier  harmonischen  Punkten  treffen,  und  vier  harmonische 
Punkte  eines  Jiegelsc hn i Its  vier  solche,  weiche  mit  einem 
beliebigen  aiulnrn  Punkt  des  KegelschniKs  verbunden  vier  har- 
monische Strahlen  liefern.  Es  ist  leicht,  auf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt vier  harmonische  I^unkte  oder  vier  harmonische  Tangen- 
ten an  demsclhen  auf  unzählig  viele  Arten  zu  ermitteln,  und  aus 
S  23  geht  zugleich  hervor,  dass  vier  harmonische  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  in  vier  barmonischen-Punk- 
ten  desselben  berühren  und  umgekehrt.  Vier  harmonische 
I^unkte  auf  einem  Kegelschnitt  mfissen  ftämlich  Immer  so  liegen, 
dass  die  Verbindungslinie  zweier  lugeordnetea  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  in  den  beiden  andern  SQgeordneten  l*unkten 
hindurchgeht*  und  liicraus  folgt,  dass  es  zu  zwei  beliebigen 
Punkten  eines  KegelschnitLs ,  w  o!(  he  als  sngeordnete  gew  «Ihlt  wer- 
den* unendlich  viele  andere  Paare  zugeordneter  Punkte  giebt. 
die  mit  jenen  beiden  immer  vier  harmonische  Punkte  des 
Kegelschnitts  bilden,  uud  dass  die  Verbindungslüiien  (Seimen)  aller 
dieser  Paare  durch  einen  festen  Punkt  laufen. 

Kehren  wir  zu  der  allgemeineren  Figur  von  vier  beliebigen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  und  den  vier  Berührungspunkten 
zurück,  so  können  wir  das  Vierseit  festlialten  und  das  Viereck 
verändern,  oder  auch  das  Viereck  festhalten  und  das  Vierseit  ver- 
Andern.  Ersteres  gcsrhit  lil,  indem  wir  einen  Berührungspunkt  a 
die  feste  Tangente  durchlaufen  lassen,  letzteres,  indem  wir  um 
eine  Ecke  a  die  Tangente  %  drehen.  Wir  erhalten  dadurch  eine 
Scliaar  von  unendlich  vielen  Kegelschnitten,  welche  dieselben  vier 


uiyiii^uü  üy  Google 


Der  Kegelschnitt  als  Erzeugnis*  projektivischer  Gebilde.  §  27.  127 

TangenlCD  haben,  und  «in  Bflschel  yon  unendlich  vielen  Kegel- 
schnitten, welche  durch  dieselben  vier  Punkte  gehen,  auf  deren 
Unteranchung  wir  aber  erst  im  dritten  Abschnitt  nSher  eingehen 
wollen.  FQr  jetst  genOge  es,  indem  wir  die  vier  Tangenten 
%8<l^  festhalten,  xwei  Kegelschnitte  ins  Auge  zu  fassen,  welche 
in  den  Punkten  a(cb  und  a*('c*b'  dieselben  vier  Tangenten  be- 
rühren; für  das  zweite  Viereck  a^b'c^b^  gUt  natürlich  gans  das- 
selbe, wie  Cur  das  erste;  seine  Oiagonalpunkte  sfaid  also  auch 
xyz;  insbesondere  schneiden  sich  ah  und  a'b^  in  z.  Weil  nun 
avyz  vier  harmonUHshe  Punkte  sind,  also  ya,  y«,  yy,  yz  vier 
harmonische  Strahlen  und  (aa^  b  b*)  =  ist,  so  muss  (ab*,  Ba*) 
auf  dem  vierten  harmonischen  Strahle,  d.  h.  yy  oder  xy  liegen 
(S  9).  Die  vier  von  a  ausgehenden  Strahlen  o'(b*  a*  b  c)  treffen 
also  die  vier  von  b  ausgehenden  b  (a^bUb)  in  vier  Punkten  der- 
Mlben  Geraden  xyy;  wir  erhalten  daher  zwei  perspektivische 
Strahlbüschel  und  nach  S  6.  1  sind  mithin  die  beiden  Strahl- 
bfischel  a(a*b'cb)  und  b  (a*b*cb}  projektivisch,  folglich  liegen 
die  sechs  Punkte  AbcbaH*  auf  einem  Kegelschnitt:  in  gleicher 
Weise  zeigen  wir,  dass  auch  a  b  c  b  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen  müssen  und,  da  dieser  durch  fünf  Punkte  schon  bestimmt 
ist  (S  22j,  auf  demselben  Kegelschnitt;  folglich  liegen  alle  acht 
Punkte  obcba*b*c*b'  auf  ein  und  demselben  Kegelschnitt,  oder: 

Die  acht  Berührungspunkte  von  irgend  zwei  dem- 
selben Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitten  lie- 
gen allemal  auf  einem  neuen  Kegelschnitte. 

In  gleicher  Weise  wird  der  analoge  Satz  bewiesen: 

Die  acht  Tangenten  in  vier  gemeinschaftlichen 
Punkten  zweier  Kegelschnitte  berühren  allemal  einen 
neuen  Kegelschnitt. 

Diese  beiden  demselben  Vierseit  einbeschriebenen  Kegel- 
schnitte bieten  noch  andere  Elgenthfimliclikeiten  rücksicbilich  der 
Lage  ihrer  Berührungspunkte  zu  den  Gegenecken  des  Vlerseits 
und  den  gegenseitigen  Scbnittpunkten  der  beiden  Kegelschnitte 
llar,  deren  uAhere  Untersuchung  uns  liier  zu  wdt  führen  würde. 
(VergL  Steiner:  Lehrsfitze,  Grelles  Journal  für  reine  und  an- 
gewandte Maüiematik.  Bd.  44  Seite  275  u.  Bd.  45  Seite  219.) 

Auch  wollen  wir  hier  nicht  auf  eine  allgemeine  Eigenschaft 
desjenigen  Kegelschnitts,  welcher  die  acht  Berührungspunkte 
zweier  demselben  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitte  enthalt. 
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«!iny<!licii ,  weil  iliosell/e  aus  späteren  Heliaclilniigeii  uiiniiltelharer 
lifrvortrilt  (•;§  31  uiul  §  55).  Wir  körmicii  aus  der  in  diesem 
i\iragraj)lien  nnlersnriiten  Figur  ieiclil  zu  sogcnnnntcn  I'olar- 
Kigensciiafli  M  des  Kegelscluiills  übergilnüi ,  ziehen  es  indessen 
\or,  diese!  buu  etwas  sj>älcr  aus  ursprüogUcberea  BeUraciilungea 
abzuleiten. 

§  28.    Das  Hexa^ammum  mysticum  und  die  Steiner'sohe 

Erweiterung  dessolbon. 

Wir  Iiahen  bereits  :^  22)  gesellen,  dass  im  Allgemeinen  fünf 
l'unkte  zur  Heslimnunig  des  Kegelselinitts  uolliwerulig  sind  und 
dass  er  «lureli  dieselben  eindeutig  bestinunl  wird.  Damit  sechs 
Puidvle  aid  di'mselben  K<!geIsebnilL  liegen,  ist  eine  Bedingung 
zwischen  ihnen  erforderlich,  weiche  darin  besteht,  dass.  wenn  die 
Punkte  mit  /?  /?,  vi  &  c  t*  he/.cicbaet  werden,  die  beiden  Strabl<« 
büscbel  von  je  vier  Strahlen 

B  (a6cb)      2?i  (abcb) 

dasselbe  Doppekerhlltolss  haben;  diese  Bedbigung,  deren  Um- 
kehrung zulässig  ist,  haben  wir  bereits  oben  anders  aufgefasst 
und  daraus  das  ?on  Pascal  mit  dem  Namen  Hexagrammum 
mysticum  bezeichnete  Theorem  geschlossen,  auf  welches  wir  jetzt 
noch  einmal  näher  eingehen  wollen. 

Ziehen  wir  die  Verbindungslinien  aB  und  ac  und  lassen  die 
erstere  von  den  vier  Strahlen  ^  (a  B  c  b)  und  die  letztere  von  den 
vier  Strahlen  ^,  (aBcb)  treffen,  so  erhalten  wir,  well  jene  Dop- 
peiverhältnisse  gleich  sind,  auf  ab  und  ac  vier  Paar  entsprechen- 
der Punlite  zweier  projektlvischen  Punktreihen,  nSmüch 

0  b        (Bc,  ab)     (Bb,  ab) 

a    (^|(,  ac)         c        {Bih,  ac): 
da  der  Scimittpunkt  a  zwei  entsprechende  Punkte  onthSIt,  so 
sind  die  Punktreiben  in  perspektivischer  Lage,  also  die  Verbin- 
dungslinien entsprechender  Punkte  bufen  durch  einen  Punkt,  d.  h. 

/»',  0  Bc        K^b,  ab).  (/y,b.  acjj 

laufen  durch  einen  i'uukt,  oder  was  dasseibe  sagt,  die  drei 
Punkte 

b.  nt.  abl          b.  ac) 

liegen  auf  einer  (ici  aden ;  diese  drei  Punkte  lassen  sich  aber  als 
i)cliiiiltpuukte  gegenüber  iiegquUcr  Seiten  eines  einfachen  Seclis- 
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ecks  aDir«88enj  dessen  Ecken  in  gewisser  Aeihenrolgc  die  sechs 
Punkte  des  Kegekchoilto  sind;  in  der  Thal  dieses  Sechseck  lautet: 

h  a  t  B  ^ 

und  wir  scliUessen  daraus:  Werden  sechs  Punkte  eines 
Kegelschnitts  in  irgend  welcher  Reihenfolge  zu  einem 
einfachen  Sechseck  verbunden,  so  liegen  die  drei 
Schnittpunkte  der  gegenflberliegenden  Seiten  auf 
einer  Ceraden. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  auch  umzukehren:  Liegen  die  drei 
Schnittpunkte  von  drei  Linienpaaren  auf  einer  Geraden  und  man 
*  fasst  dieselben  als  die  gegenflberliegenden  Seiten  eines  einfachen 
Sechsecks  auf,  so  liegen  die  sechs  Ecken  desselben  auf  einem 
Kegelschnitt;  denn  seien  die  drei  Linienpaare  ab  2>,  a.^b.j,  deren 
Schnittpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  so  lassen  sich  dieselben 
als  gegenfiberstehende  Seiten  eines  einfachen  Sechsecks  auffas- 
sen, dessen  Seiten  In  der  Reihenfolge  stehen: 

a  b.t  a^  b  b^ 

und  dessen  Ia  kcn  niso  sind : 

{(ib.,)    {b.,a^)     {a^h)     {ha.,)  {h^a). 
Diese  serlis  Kcken  niüsscu  nun  aul'  einem  kcgelscluiill  liegen, 
weil  die  vier  Slralilenpaare 

(a,  b^)  {{a^b},  {a^  b.^) .  {b  n^) ,  [b^  a) } 

[a  y  /  («,  b] ,  (ö,  b.^) ,  {b  « ,1 ,  (b^  ö)| 

projeklivisch  sind  aus  folgendem  Grunde:  die  ersten  vier  Strahlen 
treffen  nämlich  und  die  letzten  vier  Strahlen  b  in  den  Punkten- 
paaren 

{(t^b)    (a,^)  («,/>,) 
(«,  b)    [b  b,)    {b  a,)    («  b) 

und  die  ei-sten  vier  Punkte  !i('<,'en  mit  den  letzten  vier  perspek- 
tivisch, wvW  di'r  IMnikt  {agbj  gemeinschaftlich  ist  und  die  drei 
anderen  Verbiodungsstrablen 

sind,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden  roflssen,  weil  die 
Schnittpunkte  ab  a^b^  0,62  in  einer  Geraden  liegen ;  hierdurch 
ist  der  umgekehrte  Satz  erwiesen  nnd  IM  sich,  wie  wir  aus 
der  Bezeichnung  der  sechs  Ecken  erkennen,  auch  so  aussprechen: 
Wenn  von  den  neun  Punkten,  In  welchen  die  Sei* 
len  eines  Dreiseits  ani«,  die  Seiten  eines  andern  bb^bj 

Selir5t«r,  Theorie  d.  Kqpetteha.  9 
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treffen«  drei  in  gerader  Linit^  liegen,  so  liegen  die 
Qbrigen  eeclis  niif  einem  Kegelscbnille. 

In  ganz  gleicherweise  wird  der  analoge  (Bri anchon'sche) 
Satz  und  sein  umgekehrter  abgeleitet  und  erscheint  als  eine  an- 
dere Ausdruciisweise  fOr  die  Gleiclüieit  zweier  Doppel  Verhältnisse: 

Werden  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  in 
irgend  welcher  Reihenfolge  zu  einem  einfachen  Sechs- 
seit  susammengefassi,  so  laufen  die  drei  Verbindungs- 
linien der  ^'egenübcr  liegenden  Ecken  dureli  einen 
Punkt,  und  umgekehrt:  Laufen  die  Verbindungslinien  von  drei 
Punktenpaaren  durch  einen  Punkt  und  man  fassl  dieselben  als  . 
gegenüberliegende  Ecken  eines  einfachen  Sechsecks  auf,  so  be- 
rühren seine  sechs  Seiten  einen  und  denselben  Kegelschnitt. 

Beide  Sitze  lassen  sich  in  Verbindung  bringen  und  führen  dann 
zu  einem  neuen  Salze.  Fassen  wir  nämlich  in  dem  obigen  Sechseck 

^1  6  a  c  ^  b 
die  Sebnittpunkle  der  Gegenselten  auf: 

(/?,(»,  /?c)    (Äb.  ah)    (5,b.  ac). 
wclrlic  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  so  haben  wir  zugleich 
drei  Punku>n|iaare,  deren  Verbindungslinien  durch  einen  l*unkl 
laufen,  nämlich: 

j&i  und  b 
B    und  c 

(/?b,  ab)   und    (^,b,  ac). 
Fassen  wir  ditise  als  gegenüberliegende  Ecken  eines  ein- 
laciien  Sechsseils  auf,  so  lassen  sieb  die  Ecken  desselben  in  fol- 
gender Reibe  zusanunen  stellen: 

i?,    (/?,b.  ac)    c   b    (ba,  bi?)  D 
und  hieraus  folgen  die  auf  einander  folgenden  Seiten 

ac        cb      ba      hB  BB^, 

Diese  sechs  Linien  jmüssen  nach  dem  Torigen  Satze  einen 
Kegels(  Iniilt  berühren;  sie  sind  nichts  anderes,  als  die  Seilen  der 
beiden  Dreiecke  abc  und  BB^\i;  whr  scliiiessen  hieraus  den  Satz: 

Wenn  die  sechs  Ecken  zweier  Dreiecke  auf  einem 
Kegclsclinitt  liegen,  so  berühren  die  sechs  Seiten 
derselben  einen  zweiten  Kegelschnitt, 
und  zugleich  den  parallel  laufenden  Sali,  weicher  der  umgekehrte  ist: 

Wenn  die  sechs  Seiten  zweier  Oreiselle  einen 
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Kegelsohnilt  berühren,  so  liegen  (li(>  sechs  £cken  der- 
selben niif  einem  zweilen  Kegelschnitt. 

Dies  lässl  sich  amiers  aurgefasst,  weil  der  Kegelschnitt  durch 
fvaf  Taogealea  oder  fünf  Punkte  eindeutig  hestimml  ist,  auch  so 
aussprechen: 

Haben  zwei  Kegelschnitte  eine  solche  Lage  zu  einander,  üass 
es  «in  Dreieck  giebt,  welches  gleichzeitig  dem  einen  um-  nnd  dem 
andern  einbesrlu-icbeii  ist.  so  giebt  es  unzähhg  viele  Dreiecke  der- 
selben BeschalTenlieit,  indem  jeder  Punkt  des  umbeschriebenen 
KegelschniUs  als  jEcke  eines  neuen  Dreiecks»  aufgefasst  werden 
kann,  dessen  zusammenstossende  Seiten  zwei  Tangenten  des  an- 
dern Kegelschnitts  sind. 

Die  besonderen  Fälle,  welche  ^ch  aus  dem  Pascal 'sehen 
und  n  rianchon'scben  Satze  ergeben,  wenn  wir  zwei  aufein- 
ander folgende  Eck«  n  des  (  itibesebriebenen  Sechsecks  zusammen- 
fallen lassen,  also  eine  Seite  desselben  zur  Tangente  des  Kegel- 
sebnitts  machen,  oder  anderseits,  Avenn  wur  zwei  Seiten  des  um- 
beschriebenen Sechsseits  zusammenfallen  lns^;pI),  also  ibren  Scbnilt- 
punkt  zum  Berührungspunkt  machen,  dürfen  wir  hier  übergehen, 
weil  ein  Theil  der  daraus  entspringenden  Sätze  in  dem  Frübeicn 
(%  20  23,  §  27)  enthalten  ist;  wir  wollen  aber  die  vollständige 
Figur  eines  Sechsecks  im  Kegelscbnilt  näher  niiiersuchen  und  die 
von  Steiner  angegebenen  Eigenschaften  derselben  herleiten. 

Sechs  Punkte  eines  Kegelscbnitts,  der  Kürze  wegen  mit 
I  2  3  4Ö  6  bezeichnet,  lassen  sich  auf  sechzig  verschiedene  Arten 
zu  einem  einfachen  Sechseck  vcriiinden;  von  sämmtlicben 
1 . 2 .  3  .  4  . 5  .  ()  Permutalionen  liefern  nämlich  immer  zwei  Mal 
sechs  dasselbe  Sechseck,  nämlich  z.  B. 


123456 
654321 


234561 
165432 


345612 
216543 


456123 
321654 


561234 
432165 


612345 
543216, 


da  man  die  sechs  Ecken  in  derselben  Reihenfolge  in  einem  und 
dem  entgegengesetzten  Sinne  durchlaufen  und  ausserdem  mit  jedtr 

Ecke  beginnen  kann.   Es  bleiben  daher  nur  — ^^^"  ^^^  =  GO 

2.6 

Permutalionen  übrig,  welche  verschiedene  Sechsecke  lirfern.  Ibi 
jedem  derselben  liegen  nach  dem  Pascal'schen  Salze  die  drei 
Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  S(>ilcn  in  einer  Geraden, 
z.  B.  l>eim  Sechseck    1  2  3  4  5  0   die  Scbnili punkte 
(12,  45)      (23,  ÖG)      (34,  61) 

9» 
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in  einer  Geraden;  solclier  Geraden,  welche  Pascal'sche  Linien 
iieissen  mftgen»  ertiallen  wir. also  seclizig  and  diese  liaben  einen 
eigenüiüniliclien  Zusanunenliang;  aus  dem  in  S  21  l)ebanäellen 
specielien  Fall  des  Pascal'schen  Satses  (in  weichem  der  Kegel- 
schnitt durcli  ein  Linienpaar  vertreten  wird)  ergiebt  sicli  nimtidi 
zunächst  auf  ganz  dieselbe  Weise  wie  dort»  dass  die  Pascal'- 
sehen  Linien  für  die  drei  Secliseclte 

12  3  4  6  6 
.1  4  3  6  5  2 

16  3  2  5  4 

sicli  in  einem  Punkte  schneiden  müssen.  Bezeichnen  wu*  die 
Schnittpunltle  der  gegenüberliegenden  Seiten 

(12,  4;-.)  =  (34,  16)  =  (50,  23}  ^= 

(45.  3G)  =  y,       (IG,  25)  =  (23,  14)  =  q., 

(3G,  12)  =  r,        (25,  34)  =  (11,  5G)  =  r^, 

>o  l'u-i^eii  /'i in  t'iinT  1*  a  sc  a  I  seilen  Linie,  <i\'li'l\  <'iiH'r 
aiidi  rii  1111(1  /•,  r,  r,  in  einer  drilleu;  es  ist  aber  aus  »iieseni 
Selieiiia  ersi(  Iii  lieh,  dass 

P\  H\  'Ii  —  IG  ;  y-i  =  23 

Vi  '"t  =  Ui^'i  =  -'^^  =1'^ 

r,       =  12       r.^p.^  =  34       r-^p.^  =  5Ü 

und  da  in  dem  Secbscclte 

125436 

(12,  34)        (36,  25)  (45,  16)  oder 

(;*,  r,  .  j>, ;        (r,  y, ,  r^j,)      (fl-,    .  q^p.j) 
in  einer  Ueradeii  liegen,  so  mOsseu  nach  einem  in  §  11  bemie- 
Menen  Salze  die  Verbindungslinien: 

P\  Pj  Yl  'h  ''l  ^2 

sich  in  einem  Punkte  selmeiden;  «iie  Pascal  seilen  Linien  der 
obigen  drei  Seelisecke  laufen  also  durch  einen  INinkl,  welcher 
Sleiner'sr.her  l*nnkl  Iieissen  soll;  ebenso  laufen  diePascal'- 
scheii  Linien  der  drei  Sechsecke 

1  2  5  1  3  G 
1  4  5  C  :i  2 
16  5  2  3  4 

durch  einen  Steiner *schen  Punkt,  welcher  sein  Gegenpnnkt 
genannt  werde.  (Dass  ein  Stein  er 'scher  Punkt  und  sein  Gegen- 
punkt allemal  ein  Paar  konjngirte  Punkte  in  Bezug  auf  den 
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KegelscbniU  aiod»  kann  erst  späler,  S  >  gezeigt  werden.)  Die 
eine  Gruppe  too  drei  Secbseclien  ist  nun  so  gebiidet»  dass  die 
erste,  dritte  und  fönfte  Eclie  fesigelialten,  die  zweite,  vierte  und 
sechste  cyliUscIi  vertauscht  vrerden,  während  bei  der  andern 
Gruppe,  wenn  wir  sie  so  schreiben: 

2  5  4  3  6  1 

2  3  4  16  5 

2  1  4  5  6  3 

die  vorhüi  vertauschten  Eclten  fest  bieiben  und  die  übrigen  drei 
cyldiscii  vertauscht  werden;  sobald  wir  aus  den  sechs  Punliien 
1  2  3  4  5  6  irgend  drei  Punkte  herausnehmen  und  sie  an  die 
ungeraden  Stellen  der  Ecken  versetzen,  lassen  sich  die  übrigen 
drei  nur  auf  diese  sechs  Arten  dazwischen  als  geradslelKge  Ecken 
einfügen  und  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  sechs  Sechsecke  ser- 
fallen  in  zwei  Gruppen  von  je  drei,  für  welche  je  drei  Pascal'- 
sehe  Linien  In  einem  Stein er'schen  Punkte  und  seinem  Gegen- 

punkte  zusammenlaufen.  Da  nun  die  sechs  Punkte  auf       ,  =  20 

Arten  sich  zu  clroicii  komliiiiiieii  lassen,  so  laufeii  die  (>()  |».i.s- 
cal  sclie»  IJnien  zu  je  dreien  durch  20  Sleiiier  schf 
l'unkle,  welche  wieder  in  in  paare  v  on  (i  e  i,' e  ii  jmi  n  k  l  e  n 
zerfallen.  Wir  werden  in  den»  s|»äler  folgenden  'laMeaii  die 
>  Seciiset  ke  so  znsaninienslcllcn  ,  dass  die  2<t  S  l  e  i  n  e  r '>chen 
Punkte  aus  iiineu  vollständig  und  in  übersichllicher  \Vci»c  hvr- 
vortrelen. 

Tlieilen  wir  zweitens  die  sechs  Punkte  des  Kegelschnitts  in 
drei  Paare  ab,  z.  B. 

12       34  aC. 

so  la:  sen  sich  diese  Paare  unter  einan<ler  und  die  Klenienle  jedes 
Paares  unter  sich,  ohiw  dass  ein  l'aai'  getrennt  wini,  auf  alle 
ni(>gliche  Arien  nin°  so  ver(aji>(  hen,  da>s  acht  verschiedene  Sechs- 
ecke zum  Voochein  kofunien ,  weil  von  den  saniiiilli<  hi  n  4s  hei'- 
vorgehenden  S«'chseckeii  innner  (5  idenlis(li  werden;  dies«'  ^  ver- 
schiedenen Se("hseeke  lassen  si(  h  aher  in  4  Paare  zei  lheilen, 
welche,  wenn  wir  sie  mit  1  alle  Im  ginnen  lassen,  so  laul(  n: 


12  3  15  0 
14  3  6  5  2 


1  2  3  A  «i  5    12  1  3  5 
143562  |ia4052 


1  2  1  3  G  5 
13  4  5  <>  2 


und  jedes  Paar  besteht,  wie  wir  sehen,  aus  zwei  Sechsecken, 
deren  PascaTBehe  Lhiien  sich  in  einem  Steiner'schen  Punkte 
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IrelTeo.  Nenoen  wir  der  Ordnung  gemäss  die  Pascal'sclieo 
Linien  dieser  acbl  SecliseGke 

'i       h       h  U 

lfl|  Wt^  t 

sodass  also  (/|  ntj)  {l^m.^  (^'''J  ('4^4)  vier  Steiner*sclie  Punkte 
sind,  so  liegen  zunScIlst  in  /,  die  drei  Punlite: 

(12,  15)       (31,  61)       loO,  2.0; 
(h<  aber  (12,  45)  am  Ii  in       iiegl,  (34.  iSV  in  /,,  nn<i  (:>('), 
in  /.^,  Ml«.'  ^^it•  ans  drr  /nsainnionslellini<4  «In-  adil  Sechset  kr  ei  - 
licnaüii,  üu  lübseii  sicii  die  vorigen  drei  IMndile  anch  so  scliruibcii: 

(12.  «4)       (34,  /j)       (56,  /,). 

Uurcli  diese  drei  in  gerader  Liide  befiinliiclien  Punkle  gehen  also 
-  drei  Linienpaare,    welche  als  gegenüberliegend«  Seilen  eines 
einraclien  Sechsecks  aurgefasst  werden  können,  so  dass  die  auf 
einander  folgenden  Seiten  etwa  folgende  wSren: 

12      /,      34  56  /, 

und  die  auf  einander  folgenden  Ecken  mithin: 

(12,  /,)    :m.  /,)   (;m.  ot,)   (:.(;.        (5r>,  /.,)   {12,  /,). 

Diese  setiis  Keken  Heften  naeli  der  ohni  l)e\viesen»'n  l'ni- 
krinnnii  des  Pasrai'sriuMi  Salzes  anf  einrin  IvrgilschniU,  ueil 
die  Sclinilljinnkle  dei-  gegenüberliegenden  St  ilen  >iel»  in  einer  Cle- 
radrii  belhiden.  Diese  seelis  Keken  können  \>ir  aber  auch  anders 
darstellen,  ucnn  wir  das  Schema  der  obigen  acht  Sechsecke  zu 
Jlfilfe  ncinnen;  es  isl  nämlich  (12,  t^)  =  (12,  4Gj  und  dieser 
l'unkt  liegt  gleichzeitig  nwf  w» , .  also  (12,  l.j  ={l^m.^)^,  in  dieser 
Weise  gestalten  sich  die  vorigen  sechs  F>ken  folgendermassen: 

^'2  "»3)    (/.^/,)    (m^m^)    (»laiwj    (/ji^)  (mj/g) 
oder  i»  anderer  Ueihcnfolge 

(/»«s)   {«h'^i)  («1«^)    («t's)    ('s '4)  (^'i)- 
Die  auf  einander  folgenden  Seiten  dieses  Sechsecks  heissen  daher 

'2  "'s        *•«  '3  '4» 
und  da  die  seclis  Ecken  desselben  auf  einem  Kegelschnitt  liegen, 

so  müssen  sich  die  gegenüberliegenden  Seiten  in  drei  Punkten 

einer  Geraden  treffen,  d.  h.  die  Punkle 

(/jÄlj)     ft«3)  ('4«j) 

liegen  auf  einer  Geraden.  In  ganz  derselben  Welse  würden  wir 
gezeigt  haben,  dass  die  drei  Punkle  {l^m^  (/4M1}  (^|M|)  in  einer 
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Geraden  liegen,  weno  wir  von  anstatt  von  Ij  ausgegangen  wären; 
mithin  liegen  alle  vier  Steiner'sclien  Punkte: 

(/,  Uli)  (/jiiij)  (/^iwa)  (/, 
auf  derselben  Geraden,  welche  wir  Steiner'sche  Gerade  nen- 
nen wollen,  und  da  sich  die  sechs  Punkte  nur  auf  15  Arten  in  drei 
Paare  Iheüen  lassen,  wie  leicht  ehiiusefaen  bt,  so  folgt,  dass  die 
20  Steiner'schen  Punkte  zu  je  vier  auf  15  Geraden 
liegen.*) 

Die  60  Sechsecke  lassen  sieh  nun  In  ein  Tableau  bringen, 
aus  welchem  die  Lage  der  20  Stelner'schen  Punkte  zu  den  15 
St  ein  er 'sehen  Geraden  klar  hervortritt;  dies  Ist  folgendes: 


X  *i  O  t  O  V 

Ii  d  3  fi  5 

1  1.  's  O  O  V  ^ 

ri  fi  ^  9  5  4 

II 

'1  4  3  6  5  2 

V  > 

'  1  6  3  2  5  4 

.    X     \ß    \f    mm  %m 

'l  2  3  4  5  6 

[l  6  3  2  5  4 

|l  2  3  4  5  6 

Ii  4  3  6  5  2 

1  2  3  4  ß  A 

1  1  1  (>  3  '2  5 

1  1  6  5  1  2  3 

"1  ' 

1  4  3  5  6  2 

A.  i 
"l  < 

'1  3  6  5  2  4 

1  4  5  3  2  (*) 

15  3  2  6  4 

1 1  5  (•>  4  2  3 

1  :\  :>  G  2  1 

l 

( 1      4  3  5  ß 

( 1  4  '>  5  3  6 

1 1  6  2  3  4  5 

a,  i 

1  3  4  6  5  2 

15  2  6  3  1 

l  3  2  5  4  6 

16  4  2  5  3 

1  6  2  4  3  5 

1  5  2  6  4  3 

1  2  1  ;i6  5 

1  4  6  3  5  2 

16  3  2  4  5 

13  4  5  6  2 

1  3  6  2  5  4 

1  2  3  5  4  6 

1542  63 

• 

126453 

[153  04  2 

12  643  6 

[146  63  2 

[1  66234 

146632 

■1 

166234 

•1 

126436 

166234 

[12  6436 

1466  3  2 

[12  6  486 

164362 

12  6346 

146632 

134266 

136642 

Ii  6  6  234 

1  24663 

1  66243 

14  2  3  6  5 

1  6  3  4  2  5 

1  2  6  3  5  1 

13  2  5  6  4 

14  3  5  2  6 

13  6  1  5  2 

15  2  4  6  3 

1  5  3  6  2  4 

1  4  6  2  5  3 

[1  4  2  3  5  6 

16  4  3  2  5 

1  2  3  6  1  5 

13  2  6  5  4 

H 

1  3  4  5  2  6 

1  6  3  5  4  2 

16  2  4  5  3 

15  4  6  2  3 

15  3  2  4  6 

*)  Plnoker,  über  ein  neues  Princip  der  Geometrie,  Crtlle's  Joiuro. 
Bd.  V  8.  968  C 
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DiesM  sind  BimmÜiche  60  rerschiedene  Sechste,  weoa 
wir  die  in  den  idenlisclien  Gruppen  p  p  p  enlliaUfinen  und 
ebenso  die  in  den  Gruppen  %  n  n  enlliailenen  nur  je  ein  Mal 
zahlen;  jedes  derselben  liefert  eine  Pascarsche  Linie.  Die 
Punlile 

p  «  «,  o,  «,  6,  Ä,  6j  Ci  c,  c  3  a,     y,         y,  «, 

sind  die  20  Stein  er 'sehen  Punlite»  in  welchen  sich  die  Pascal** 
sehen  Linien  zn  je  dreien  schneiden,  und  zwar  je  zwei  gleich- 
namige aus  dem  hiteinlschen  und  grledüschen  Alphabel  Gegen- 
]>unkte,  wie  z.  B.     und      u.  s>  f. 

Die  15  St  ein  er 'sehen  Geraden,  auf  wetehen  diese  20  Punkte 
zu  je  vieren  liegen,  sind  folgende: 

n  «1  ßx  y, 
n  «2 

«  «3  ß.\  Ya 


p  «,  a., 
P  f'i  ^2 


P  C,  Cj 


«I  *i  ^2  y.H 

6,  c,  tt.j 
«i  h 


2  h  ^3  yi 

6,  c,  «3  a, 


«s  *s  n  y» 

*S  *I  ''2 
*9  «3  /^l  §2* 


«3  ft 

Die  15  Steiner'schen  Geraden  schneiden  sich  also  zu 
je  drei  in  den  20  Steiner'schen  Punkten.  Diese  20  Punkte 
und  15  Geraden  bilden  hiernach  eine  solche  FigA',  wie  sie  be- 
reit» in  S  11  und  S  21  aufgetreten  ist  *)  Dass  hi  der  That  die  20 
Steiner'schen  Punkte  zu  je  vier  auf  den  angegebenen  15  Stei- 
ner'schen Geraden  liegen,  erkennen  wir  aus  dem  ol»en  zusam- 
mengestellten Tableau  nach  dem  für  einen  Fall  durchgeführten 
Beweise,  wenn  wir  noch  berflcksichtigen,  dass  dasselbe  Sechseck, 
immer  bei  dem  Punkte  1  angefangen,  in  doppelter  Weise  gelesen 
werden  kann,  z.  B.  1  6*3  2  5  4  und  14  52  8  6;  dass  aber  die* 
15  Steiner'schen  Geraden  zu  je  dreien  sich  in  den  20  Steiner'- 
schen Punkten  schneiden,  sehen  wir  aus  dem  letzten  Schema, 
bei  welchem  je  vier  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Punkte 
immer  in  einer  Geraden  liegen  und  jeder  der  20  Punkte  in  drei 
Horizontalreihen  vorkommt. 

Die  Bildnngsweise  des  obigen  Tableaus  von  60  Sechsecken 
ist  leicht  ersichtlich.  Wir  gehen  aus  von  dem  Sechseck  1 2  S  4  5  6 


*)  Hesse,  „eine  BemerkluigsnmPeseftrseben  Theorem",  Cielle'a 
Jonmal  Bd.  XU  &  m 
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und  bilden,  indem  wir  die  uogeradsteUigen  Eckeo  festbalCeii,  die 
geradsteUigeD  aber  cyltUsrb  fertauecheD,  die  drei  Sechsecke ,  deren 
Pascarscbe  Unten' sich  in  einem  St  einer 'sehen  Punkte  p  tref- 
fen. Hieraus  erhalten  wir  drei  andere  Gruppen  von  je  drei 
Sechsecken,  welche  die  Steiner 'sehen  Ponkte  a,  liefern» 
Indem  wir  die  sechs  Punkte  123456  in  drei  Paare  12  34  56 
thellen  und  sowohl  die  Paare  unter  einander,  als  auch  die  Ele- 
mente je  eines  Paares  unter  sich  vertauschen,  ohne  aber  die 
Paare  au  trennen.  Zugleich  bilden  wir  nach  der  oben  angegebe- 
nen Weise  die  Gegenpunkte  n  «, 

Nehmen  wir  die  erste  Gruppe  p  noch  einmal,  lassen  aber 
die  drei  in  ihr  enthaltenen  Sechsecke  cyklisch  forlrflcken,  d.  h. 
gehen  wir  von  dem  Sechsecke  1  4  3  6  5  2  aus,  wie  vorhin  von 
dem  Sechsecke  1  2  3  4  5  6,  so  erhalten  wir  vier  neue  Steiner*- 
sche  Ihmkte,  die  In  einer  Geraden  liegen,  und  gehen  wir  von 
dem  dritten  Sechsecke  163254  aus,  so  erhalten  wir  eine 
dritte  Grupi»  von  vier  Stelner'schen  Punkten,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen.  Bilden  wir  endlich  in  bekannter  Weise  diejeni- 
gen Sechsecke,  welche  die  Gegenpunkte  liefern,  so  haben  wir 
sSmmtliche  60  Sechsecke  und  sSmmtliche  20  Stelner 'sehe 
Punkte;  es  bleibt  dann  noch  übrig,  die  zweite  und  dritte  Gruppe 
von  Stelner'schen  Punkten  mit  den  richtigen  Buchstaben 
hib^b^c^e^c^  so  SU  beselchnen,  dass  o^h^f^y^,  ^i^i^^so^s 
u.  8.  f.  in  je  dner  Geraden  liagen.  Dies  ist  aus  dem  bekannten 
Kriterumi  fQr  vier  Stein  er 'sehe  Punkte,  die  in  einer  Geraden 
liegen,  unschwer  su  ermitteln  und  so  fügt  sich  das  Tableau  In 
ganz  harmonischer  Weise  zusammen.  Die  weiteren  Eigenscharten 
dieser  Figur,  welche  Cayley  und  Kirkman  hinzugefägt  haben, 
fibergehen  wir  hier  (vgl.  A  treatise  on  conic  sections  by  G.  Sal- 
mon,  pag.  317);  auch  bedarf  die  gleichlaufende  Betrachtung  eines 
dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Sechsseits  und  die  Erweiterung 
des  Brianchon'schen  Satzes  keiner  Ausführung,  weil  man  unter 
der  Bezeichnung  1  2  3  4  5  6  ebenso  gut  sechs  Tangenten  eines 
Kegelscbnilts,  als  sechs  Punkte  desselben  verstellen  kann  und 
hiernach  der  Ausdruck  der  Eigenschaften  beider  Figuren  völlig 
gleichlautend  wird. 


Zweiter  AbäuLuiit. 


§  29.  A»IMeii  4m  Pnnktiyitani  imd  BMUiyttflnyi  beim 


Knsscil  wir  den  Kt'j,'»'Is(lmill  iils  das  Kr/«  u^Miis.s  zweier  pro- 
jolilivisclH'r  J'iiiiklrciln'n  oOc  .  .  r  .  .  hikI  .  .  r,  .  deren 

TriigiT  %  und  seien,  auf,  so  «issen  wir  21),  dass  für 
frpend  zu  ei  I'aar  eiilsprcciiendt  r  I*iiiil\le  vr,  niid  \)\)^  der  Stlinitl- 
jiimkt  r\>,,  r,\^)  auf  derselben  festen  Geraden  liefil,  welche  dnreli 
die  |{errdu  niij:sjMnikte  der  beiden  Trager  gehl  Kl;;.  3H).  Wir  können 
über  aucii  nmj;;ckebrl  scbli essen ,  dass,  wenn  wir  irgend  einen 


Punkt  P  dieser  Geraden  mit  einem  Paar  enUpreGbender  Puakle  tTf 
ferUnden,  diese  Strahlen  die  TrSger  in  nret  neuen  Punkten 
9i  und  9  treffen»  welche  entspreehende  Punkte  lein  mfieeen. 
Halten  wir  nun  den  Punkt  P  fest  und  verindern  das  erste  Paar 
xxi  gemtes  der  projcliUvIselien  Beilehung  auf  den  beiden  Trägern 
lt%i,  MO  erhallen  wir  in  P  iwei  auf  einander  liegende  projek- 
tivische  StrahlhAschel»  beschrieben  von  den  Strahlen  Pt  und  Pt^; 
diese  beiden  projektlvischen  StrahlbAschel  liegen  in  der  elgen- 
thamKchen  Weise  auf  einander»  dass  dem  Strahl  Px,  wenn  wir 
Ihn  als  P\)^  (einen  Strahl  des  andern  StrahlbOschels)»  auffassen» 
derjenige  Strahl  P\)  eiiLsprichi,  welcher  mit  Pti  coincldüt,  dass 
also  die  entsprechenden  gleichen  Winkel  tP^  und  ^|PT|  ver- 
kehrt auf  ehiander  fallen;  hieraus  erkennen  wir  nach  §  17,  dass 
die  Strahlenpaare  Px  und  Pti  ein  Strahlsystem  bilden.  Zugteicfa 
wird  auf  jedem  der  beiden  Träger,  sowohl  auf  9[  durch  die  Punkte 
als  auch  auf  ^1  dnrch  die  Punkte  i  j^i  ein  Punktsystem  flxirt 
und  iwar  eiliall^  wir  su  t  den  konjugirten  Punkt     indem  wir 
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den  entaprecbeiiden  Punkt  rj  mit  ein  und  denselben  festen 
PuniLte  P  der  BerQhmngssehne  beider  Triger  Terbindeu  und  den 
Schnittpunlit  dieser  Verbindungslinie  mit  %  aufsuchen.  Durch 
Verftndening  des  Punlites  P  auf  der  Berflhrungseebne  verändert 
sich  das  Strahlsystem  und  die  beiden  Punlitsjsleme  auf  den 
TrAgern.  Es  ist  nun  leicht  lu  erkennen,  wann  das  in  />  ent- 
stehende Strahlsyslem  ein  elliptisches  und  wann  es  ein  hyper* 
bolisches  sein  wird.  Selen  nämlich  e  und  die  in  dem  Schnitt- 
punkte der  Triger  vereinigten  und  Ci  und  f  ihre  enlspreclienden 
Punkte,  also  fC|  die  fierOhrungssehne»  so  wird  diese  unendlich 
lange  Gerade  durch  die  Punkte  f  und  Ci  in  swei  Gebiete  getrennt; 
das  eine  ist  die  endliche  Strecke  swlschen  f  und  t^,  das  andere 
besteht  aus  den  beiden  unendlichen  Stücken  ausserhalb  der  Strecke 
fC],  von  f  bis  00  und  von  oo  bis  c^.  Wenn  nun  irgend  ein 
Projektionsstrahl  vt|  die  BerQhrungssehne  innerhalb  der  Strecke 
fCi  trilll,  so  entspricht  dem  endlichen  Stdck  ef  des  Trigers  % 
das  im  Unendlichen  susammenhangende  StOck  CiOofi  des  Tri- 
gers 9(|  und  dem  Im  Unendliclien  xusammenhangenden  Stflok  fooe 
des  ersten  Trftgers  K  das  endliche  Stflck'  f|C|  des  Trigers  %i\ 
hieraus  folgt  aber  nach  der  Figur,  dass  simmtUche  Projektions- 
strahlen die  Rerflhrungssehne  f  C]  innerhalb  der  Strecke  fci  treffen 
müssen  und  das  andere  Gebiet  der  Berflhmngssehne  von  keinem 
Trojektionsstrahl  getroffisn  wird  (der  Eegelschnitt  ist  Hyperbel 
nach  dem  In  g  26  gegebenen  Kriterium).  Wenn  dagegen  irgend 
ein  Projektionsstrahl  tti  die  Berflhmngssehne  f  €|  ausserlialb  der 
Strecke  fci  trilll,  so  entsprechen  sich  die  endlichen  Strecken 
ef  und  Cifi  und  die  im  UnendHehen  zusammenhangenden  Theile 
eoof  und  c,oof|;  In  diesem  Falle  mOssen  simmtUche  Projektions- 
strahlen die  BerDhrungssehne  ausserhalb  der  Strecke  fC|  treffbn 
und  das  endliche  StOck  fti  wird  von  keinem  Projek|ionsstrahl 
getroffen  (der  Kegelschnitt  bt*Ellipse,  oder  wenn  die  Punktreihen 
insbesondere  projeklivisch-ihnlich  sind,  Parabel).  Nehmen  wir 
nun  den  ersten  Fall  an,  so  wird,  wenn  P  zwischen  fei  auf  der 
fierflhrungssehne  liegt,  das  Strahlsystem  hyperbolisch  sein,  well  P\ 
und  Pfi  durch  Pt  und  PT|  nicht  getrennt  werden  (J  17),  da- 
gegen, wenn  P  ausserhalb  der  Strecke  f  e.  Hegt,  wird  es  elliptisch 
sehi,  weil  P\  und  Pfj  durch  Px  und  Pxi  getrennt  werden;  im 
zweiten  Fall  ist  es  gerade  umgekehrt;  li^  P  zwischen  fep  so 
bt  das  in  Ihm  entstehende  Sirahlsystem  elliptisch,  liegt  JP  dagegen 
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ausserhalb  der  Strecke  fCi,  so  ist  das  Strehlsystem  hyperbollscb. 
Wir  können  aber  beide  Pille  xusammenfassen,  wenn  wir  dasjenige 
(unendliche)  Gebiet  der  Ebene»  irelebes  von  sininitliGhenProjekllons- 
slrahlen  erfüllt  urird  {%  20),  ausserhalb  des  Kegelschnitts  nennen 
und  dasjenige  Gebiet  der  Ebene»  welches  von  keinem  Projektions- 
strabi getroffen  wird,  innerhalb  des  Kegelschnitts;  der  Kegel- 
schnitt selbst  ist  die  Grense  swischen  beiden  Gebieten.  Mit  dieser 
Beseichnung  lassen  sich  beide  Pille  so  snsammenfassen:  Liegt  i> 
ausserhalb  des  Kegelschnitts»  so  Ist  das  In  ihm  ent« 
stehende  Strahlsystem  hyperbolisch,  liegt  Pinnerhalb 
des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Strahlsystem  elliptisch. 
Liegt  endlich  P  auf  dem  Kegelschnitt  selbst»  d.  h.  in  einem  der 
Punkte  f  oder  ej,  so  nimmt  sein  Strahlsystem  den  einseitigen 
Charakter  an»  dass  die  konjiigirten  Strahlen  zu  simmtliclien  In  einen 
einsigen 'zusammenfallen.  Es  ist  dies  der  in  S  16  erwähnte  Deber- 
gangsfall  eines  parabolischen  Strablsystems.  Bemerken  wir  noch» 
dass  der  Unterscheidung,  ob  ein  Punkt  ausserhalb  oder  Innerhalb 
des  Kegelschnitls  liegt»  die  Unterscheidung  zur  Seite  steht»  ob  eine 
Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten  trifft  oder  in 
keinem.  Denn  wenn  eine  Gerade  den  Kegelschnitt  in  keinem  Punkte 
trifft»  so  fällt  sie  ganz  in  dasjenige  Gebiet  der  Ebene,  wekhes  von 
allen  Projektionsstrahlen  ertiUlt  wird,  also  simmtliche  Punkte  von 
ihr  liegen  dann  ausserlialb  des  Kegelschnitts;  wenn  dagegen  ein«* 
Gerade  den  Kegelschnitt  In  zwei  reellen  Punkten  trifft,  so  be* 
grenzen  diese  auf  Ihr  eine  endliche  Strecke  und  zwei  unendliche; 
die  letzteren  liegen  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wtil  sie  In  das 
von  den  Projektionsstrahlen  erfüllte  Gebiet  fallen,  die  endliche 
Strecke  innerhalb  des  Kegelschnitts. 

Wenn  der  Punkt  P  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  also 
sein  Strahlsystem  em  hyperbolisches  bt»  werden  die  beiden 
Asymptoten  desselben  offenbar  Projektionsstrahlen.  d.  h.  die  aus 
P  an  den  Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  sein,  well  in  diesem 
Fall  Px^^i  und  Pxi  ^f  zusammenfallen.  Das  Strahlsystem  ist  durch 
die  beiden  Asymptoten  vollständig  bestimmt  und  jedes  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen  sind  harmonisch  zugeordnete  Strahlen  mit  den 
beiden  Asymptoten  (§  17).  Da  nun  die  beiden  aus  P  an  den 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  immer  dieselben  bleiben,  auf 
wie  verschiedene  Welse  wir  auch  den  Kegelschnitt  als  Erzeugniss 
zweier  projektivischer  Punktreihen  auffassen  mOgen,  so  folgt,  dass 
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das  in  dem  Panktc  P  enlslehende  Strahlsy^tem»  welches  aus  der 
Eneogung  des  Kegelsclinitts  durch  zwei  projektivische  Punktreihen 
abgeleitet  wurde,  unabhängig  ist  Ton  der  besonderen  Art  dieser 
Erseugung,  d.  h.  immer  dassellie  bleibt,  wdclies  Paar  projek- 
tivisclier  Punktreilien  wir  aucli  als  erseugendes  ansehen  mögen. 
IHes  ist  allerdings  nur  für  den  Fall  erwiesen,  dass  P  ausserhalb 
des  Kegelschnitls  liegt,  also  ein  reelles  Tangenlenpaar  durch  ihn 
geht;  es  gilt  aber  auch  in  dem  andern  Falle,  wenn  P  innerhalb 
des  Kegelschnitts  liegt,  und  kann,  wie  folgt,  allgemein  nach- 
gewiesen werden.  Denken  wir  uns  auf  den  Projektionsstralilen 
xxi  nnd  t^i^j  die  Berührungspunkte  |  und  ^  ermittelt,  so  wissen 
wir  aus  S  21,  dass  |  und  ^  mit  i>  =  (r^i ,  ri  ^)  in  gerader  Unie 
liegen  mttssen,  dass  Oberhaupt  (g23  und  27)  das  von  den  vier 
Berfihrungspuokteo  fC||if  gebildete  Viereck  und  das  von  den  vier 
Tangenten  des  Kegelschnitts  in  diesen  Punkten  (den  vier  Projek- 
tionsstrahlen) gebildete  Vierseit  ein  und  dasselbe  Dtagonaldreierk 
liaben;  hieraus  folgt,  wenn  x  den  Schnittpunkt  der  beiden  Pro- 
jektionsstsahlen  tXi  und  i^^i  beseichnet,  aus  den  bekannten  har- 
monischen Eigenschaften  des  Vierecks  und  Vierseits  ($  9),  dass 
die  lieiden  Diagonalen  Px  und  Px\  harmonisch  angeordnet  sind, 
sowohl  mit  Pt  und  Px,  als  auch  mit  Pt^  und  also  sind  ($  17) 
Px  und  PXi  als  die  Asymptoten  eines  hyperbolischen  Strahl- 
systems aufimfossen,  von  welchem  Pt  und  Pa  ein  Paar  und 
Pti  und  P^  ein  iweites  l*aar  koiqugirter  Strahlen  sind;  nun  folgt 
ferner  nach  einem  Satie,  welcher  dem  in  S  (Anmerkung)  be- 
wiesenen analog  ist  und  so  lautet:  „Sind  aa  und  bß  xwd  Paar 
konjugirter  Strahlen  eines  hyperbolischen  Stralilsystems,  dessen 
Asymptoten  g  und  A  sind,  so  bilden  allemal  die  drei  Sirahlen- 
paare üß,  bv  und  gh  drei  Paare  konjugaler  Strahlen  eines  neuen 
.  Sirahlsystems'*,  dass  die  drei  Straldenpaare  Pe,  PC|,  Px*  Pxt 
und  P|,  Px  Involution  bilden  oder  drei  Strablenpaare  desselben 
Sirahlsystems  sind;  dieses  Sirahlsystem  ist  das  nach  der  ursprAng- 
liehen  Erseugung  des  Kegelschnitts  dem  Punkt  P  zugehdrige, 
weil  es  durch  die  beiden  Paare  konjugirter  Strahlen  Pt  uihI  Pti, 
Px  und  Pxi  bestimmt  wird.  Fassen  wir  nun  statt  di*r  beiden 
nrsprflnglichen  TrSger  91%,  die  beiden  Projeküonsstrahlen  xXi 
und  ab  Trilger  sweler  neuen  erzeugenden  Punktreihen  auf, 
so  sind  für  sie  I  und  ii  die  Berührungspunkte,  x  und  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  und  jr,  und     ein  zweites  Paar  ent- 
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sprecbender  Punkte,  also  der  SchoiUpankt  (r^j,  ti^)  sssP  der- 
selbe YorhiD  80  beieichnete  Punkt»  deeaen  StrthltyBleiD  bei  ,der 
neuen  Eneugung  des  Kegebchnitts  sunicfaet  das  Paar  koiyugirter 
Strahlen  Px  und  oder  was  dasselbe  ist  Pt  und  Pxi  und  dann 
Px  und  P|  als  ein  tweites  Paar  konjugirter  Strahlen  bat.  Da 
nun  die  drei  Strahlenpaare  PtPtx,  PxPt\%  PxP^  demselben 
Strahteystem  augehdren,  welches  durch  swei  Yon  ihnen  schon 
besünimt  ist,  so  colnddiren  die  Strahbysteme  In  P  bei  der  einen 
und  der  andern  Entstehungswelse  des  Kegelschnitts»  unabhängig 
davon»  ob  P  ausserluilb  oder  innerhalb  desselben  liegt  Das 
Resultat  der  vorigen  Untersuchung  lAsst  sich  also  foigenderaiassen 
rasaromenrassen: 

Jeder  Punkt  P  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
ist  der  Mittelpiinid  eines  bestimmten  dem  KegeU 
sclinitt  sugehörigen  Strahlsystems»  welches  dadurch 
erhalten  wird»  dass  man  eine  beliebige  Gerade  durch 
P  zieht»  welche  in  den  Punkten  f  und  Ci  den  Kegel- 
schnitt trifft,  die  Tangenten  in  f  und  ej  durch  die 
Sil mmtl ichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  in  zwei  pro- 
jektivlschen  Punklrcihcn  schneiden  lässt  und  immer 
zwei  entsprechende  I*  unkte  dieser  beiden  Punkt  reihen 
T  und  ri  mit  P  verbindet,  wobei  Px  und  Pxi  zwei  konju- 
girte  Strahlen  des  Strahlsystems  in  werden.  Dieses 
Strablsystem  ist  nnabh&ngig  von  der  Lage  der  Punkte 
f  und  Ci»  deren  Tangenten  als  Träger  der  den  Kegel- 
schnitt  erzeugenden  T'unktreihen  aufgefasst  werden» 
wenn  nur  f  und  Ci  mit  P  in  gerader  Linie  liegen.  Das 
Strnhisystcm  ist  hyperbolisch  oder  elliptisch,  je 
nachdem  der  Punkt «lusserhalh  oder  innerhalb  des 
Kegelschnitts  liegt;  falls  es  hyperholisch  ist,  sind 
seine  Asymptoten  die  aus  dem  i*u nk le  an  den  Kegel- 
schnitt zu  legenden  Tangenten»  also  jedes  Paar  kon- 
jugirter Strahlen  zu  iiinen  harmonisch  zugeordnet. 

Die  der  vorigen  znr  Seite  stehende  Betrachtung,  welche  von 
der  Erzeugung  des  Kegelschnitts  durch  zwei  prujditivisi'he  Strahl- 
hfischel  ausgeht,  bedarf  keiner  weiteren  Ausführung»  da  sie  der 
obigen  unmittelbar  nachgebildet  werden  kann;  es  genfige  daher 
das  Residlat  anzugehen: 

Jede  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  liegende 
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Gerade  ist  der  Trlger  eines  bestimmten  dem  Kegel- 
schnitt zugehörigen  Punlitsystems,  welches  dadurch 
erhalten  wird,  dass  man  Ton  einem  ihrer  Punkte  das 
Tangentenpaar  (^und  e,)  an  den  Kegelschnitt  legt  und 
die  Berührungspunkte  als  die  Hittelpunkte  zweier 
den  Kegelschnitt  erzeugender  projekttvischer  Strahl- 
bOschel  auffasst;  je  zwei  entsprechende  Strahlen 
dieser  heiden  projektivischen  Strahlböschel  treffen 
die  gegehene  Gerade  in  zwei  konjugirten  Punkten 
des  ihr  zugehörigen  Punktsystems.  Dasselbe  ist  un- 
abhlngig  von  der  Lage  des  Tangentenpaares 
wenn  nur  sein  Schnittpunkt  auf  der  Geraden  Hegt; 
es  ist  hyperbotisch  oder  elliptisch,  je  nachdem  die 
Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen  Punkten 
trifft  «der  nicht;  falls  es  hyperbolisch  ist,  sind 
seine  Asymptotenpu'nkte  die  beiden  Schnittpunkte 
mit  dem  Kegelschnitt,  also  jedes  Paar  konjugirter 
Punkte  des  Punktsystems  zu  ihnen  harmonisch  zu- 
geordnet 

Das  jedem  Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegdschnitts  zuge- 
hörige Strahlsystem  und  das  jeder  Geraden  zugehörige  Punkt- 
system stehen  In  naher  Verbindung  mit  einander,  wie  sich  aus 
folgender  Betrachtung  ergiebt: 

Sei  Xeine  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  eines  Kcgelsclinilts 
und  a  einer  ibrer  Piinklc,  von  weicbeni  sicii  ein  TangeiUenpaar 


(Fig.  37.) 


an  den  Kegekchnilt  legen  iSsst,  welclies  in  B  nml  9,  denselben 
berOhrt;  wird  alsdann  ein  beliebiger  Punkt  P  de»  Kegelschnitts 


144 


Zweitor  Absohnitt. 


mii  B  und  ^,  verbDDden,  so  treflTen  nach  dein  letitcn  Satte 
BP  und  1?,  P  die  Gerade  X  in  einem  Paar  konjogirter  Pualtte 
p  und  9t  desjenigen  Punkleyslems,  weldies  der  Geraden  X  in 
Betug  auf  den  Kegelschnllt  zugehört,  und  lassen  wir  den  Panlit  P 
den  ganzen  Kegelschnitt  durchwandern,  ao  erhalten  wfar  das  ganze 
Punktsystem  auf  X;  insbesondere  ist  der  konjugirte  Punkt  zu 
a  derjenige  er,  in  welchem  die  Berölirungssebne  BBi  die  Gerade 
X  (jM;  bei  dieser  Bewegung  von  P  tritt  nun  jedes  Ponktenpaar 
des  der  Geraden  X  zugehörigen  Punktsystems  zwei  Mai  auf;  denn 
treffen  BP  und  BiP  in  p  und  n  die  Gerade  X,  so  muss  auch, 
wenn  Bn  in  P,  dem  Kegelschnitt  zum  andern  Mal  begegnet, 
Bi  Pi  In  demjenigen  Punkte  der  Geraden  X  begegnen,  weicher 
der  zu  n  konjugUrte  Punkt  des  Punktsystems  ist,  d.  h.  in  p, 
also  dasselbe  Pnnktenpaar  np  wird  auch  durch  das  Strahienpaar 
BPi  und  hervorgerufen.  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt 
von  BBi  und  PP^  mit  so  ist  BPB^Pt  ein  vollständiges 
Viereck  im  Kegelsdmitt,  dessen  Diagonaldreieck  xpn  Ist;  die 
beiden  Tangenten  in  B  und  B^  sind  bekannt;  wollen  wir  zur 
Vervollständigung  der  Figur  noch  die  beiden  Tangenten  hi  Pund  P| 
ermitteln,  so  verbinden  wir  die  Schnittpunkte,  In  welchen  die 
Diagonale  px  die  Tangenten  Ba  und  B^  a  trilü»  resp.  mit  Pj  und  P, 
welches  die  gesuchten  Tangenten  sind;  zugleich  wissen  wir  aus §27, 
«kiss  die  Tangenten  in  P  und  Pj  sich  in  demjenigen  Punkt  b  der 
Geraden  X  treffen  mOssen,  welcher  der  vierte  harmonische  zu 
pna  Ist,  dem  a  zugeordnet;  und  dass  die  Verbindungslinie  PP, 
in  demjenigen  Punkte  §  der  Geraden  X  liegegnet,  welcher  der 
vierte  harmonische  ist  zu  pfcu  dem  «  zugeordnet;  folglich  ge* 
hören  (nach  %  18,  Anmerkung)  die  drei  Puiiktenpaare  a«r,  bß,  pn 
demselben  Punktsysteme  an,  welches  das  der  Geraden  X  zuge- 
hörige Ist  Suchen  wir  jetzt  das  dem  Punkte  x  zugehörige 
Strahlsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  und  betrachten  zu 
diesem  Zweck  die  in  den  Endpunkten  der  durch  x  gehenden 
Sehne  BBf  gezogenen  Tangenten  als  Trftger  erzeugender  Punkt- 
reihen, so  muss  nach  %  27  die  Tangente  In  P  die  letzteren  in 
zwei  solchen  Punkten  treffen,  welche  mit  x  verbunden  die  Strahlen 
xp  und  xn  geben,  die  daher  ein  Paar  konjuglrter  Strahlen  des 
dem  X  zugehörigen  Strahlsystems  sind,  und  da  anderseits  dem 
Punkt  B  des  einen  TrSgers  der  Schnittpunkt  a  des  andern 
entspi*ecliend  ist,  so  sind  xB  und  xa  oder  was  dasselbe  ist 
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xa  und  xu  ein  zweitefl  Paar  koiyugirter  SIrablen  des  Slrahl- 
systenis  von  x\  in  glelclier  Welse  sind  auch  noch  xb  und  xß 
ein  drittes  Paar.  Wir  selten  also,  dass  das  dem  Punlite  x 
zugeli6rige  Strahlsysiem  mit  dem  der  Geraden  X  an» 
gehörigen  Punlitsystem  perspelKli?isch  liegt»  d.  b.  je 
twei  lionjiigirle  Stralden  des  Strablsj'stems  durch  iwel  iKoigugirte 
Punlite  des  Punktsystems  gehen  und  umgekehrt.  Wenn  wir  nun 
den  Punkt  P  durch  den  ganien  Kegelschnitt  bewegen,  so  wird 
der  Punkt  x  daiwi  unverftndert  bleiben,  weil  er  der  vierte  har- 
monische zu  den  drei  festen  Punkten  BB^u  ist,  dem  «  zuge- 
ordnet Bei  dieser  Bewegung  durchlauft  das  Punktenpaar  pn  das 
ganze  der  Geraden  X  lugehörige  Punktsystem  und  du  Strahlen- 
paar  xp»  xn  das  ganze  dem  Punkt  x  zugehörige  Strablsystem. 
Dieser  eigenthfimliche  Zusammenhang  des  Punktes  x  mit  der 
Geraden  X,  wonach  das  Strahlsystem  des  einen  und  das  Punkt- 
system des  andern  In  p«rspektivisclier  l^ge  sich  befinden,  soH 
nun  im  Tolgenden  Paragraphen  weiter  ausgeführt  werden. 

§  30.  Pol  und  Polare  des  Kegelaohnitts.  Konjugirte  Funkte 
und  Strahlen  in  Besug  auf  den  KegeLsohnitt.  Tripel  kon- 
Jugirter  Punkte  und  Strahlen. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  durchgeffibrte  Untersuchung 
giebt  eine  Menge  von  wichtigen  Eigenschaften  des  Kegelschnitts, 
welche  unter  dem  Namen  der  Polareigenschaften  bekannt 
sind.  Die  zuletzt  besprochene  Bewegung  des  Punktes  P  auf  dem 
Kegelschnitt,  bei  welcher  der  Punkt  x  unverlndei-t  bleibt,  zeigt 
nämlich  zunfichst,  dass,  während  djit  veriknderiiche  Sehne  PPi 
sich  um  den  festen  Punkt  x  dreht,  der  Schnittpunkt  der  Tan- 
genten in  P  und  i*,  auf  Qer  festen  Geraden  X  läuft,  sodann  folgt 
aus  der  harmonischen  Eigenscliaft  des  Vierecks,  dass  der  vierte 
lurmonische  Punkt  ß  zu  PPxX,  der  dem  festen  Punkt  x  zuge- 
ordnet ist,  auf  derselben  Geraden  X  sich  bewegen  muss;  daher 
gilt  der  Satz: 

Zieht  man  durch  einen  I*unkt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  Strahlen,  welche  denselben  in  je  zwei 
Punkten  treffen,  so  ist  der  Ort  des  vierten  harmo- 
nischen, dem  grgebeiien  zugeordneten  Punktes  auf 
jedem  Strahl  (während  die  S<- Ii nilt punkte  das  andere 
Paar  zugeordneter  Punkte  bilden),  eine  gerade  Linie, 
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welche  den  Kegelschoilt  nicht  treffen  wird,  sobald 
der  Punlit  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  dagegen 
durch  die  beiden  Berührungspunkte  der  von  dem 
gegebenen  Punkte  an  den  Kegelschnitt  zu  legenden 
Tangenten  geht,  sobald  der  Punkt  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt. 

Die  letzte  Bemerkung  ^mIii  daraus  hervor,  dass.  vienn 
durch  den  gegebenen  i*unkl  eine  Tangente  des  Kegelschnitts 
geht,  auf  diesem  Strahl  die  beiden  Schnittpunkte,  aUo  zwei  zu- 
geordnete von  Tjer  harmonischen  Punkten  zusammenralien ,  folglich 
auch  der  vierte  dem  festen  Punkt  harmonisi-h  zugeordnete  in  jene 
beiden  hineinfallen  muss  §  8)  und  umgekehrt,  wenn  von  vier 
harmonischen  Funkten  zwei  nicht  zugeordnete  zusammenfallen,  in 
diesen  nothwendig  auch  einn  der  beiden  rd)i-igen  hineinfallen 
muss.  Uieraus  ergichl  sich  ein  bequemes  Mittel,  durch  einen 
gegebenen  Puukt  0  Tangenleu  an  de«  Kegelschnitt  zu  /.it  hcii, 
welcher  gezeichnet  vorliegt:  Man  ziehe  durch  0  zwei  beliebige 
Stralilrii  (oder  soviel,  wie  man  wiW],  weiche  in  a  und  or,  b  und  ß 
demselben  begegnen:  die  Sehnillpunkle  [aß,  ha)  und  {ab,  aß) 
mit  einander  verlMinden  geben  eine  (•«■radi',  die  ikii  Kegelschnitt 
in  denjenigen  beiden  Punkten  trillt,  deren  Verhiudungsiinien  mit 
0  das  gesuchte  Tangentenpaar  sind;  denn  wegen  der  harmoni- 
schen Eigenschaft  des  Vierecks  geht  jene  Gerade  durch  die  vier- 
ten harmonischen  Punkte  auf  den  durch  o  gezogenen  Strahlen. 
TrilTi  die  so  ermilteld^  (Gerade  den  Kegelschnitt  nicht,  so  giebt 
es  keine  Tangenten  durcli  0. 

Dieselbe  Gerade,  welche  oben  mit  X  bezeicliiiol  wurde,  ist 
aber  anderseits  auch  der  Ort  des  Punktes  b,  also  gilt  der  Sali: 
Zieht  man  durch  einen  Punkt  *in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  Strahii  ii.  welche  denselben  in  je  zwei 
Punkten  treffen,  und  bestinimi  die  Tangenten  an  letz- 
teren, so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  eines  jeden 
solchen  Tangentenpaares  eine  gerade  Linie,  welche 
mit  der  im  vorigen  Satze  crhaltuucn  identisch  ist. 

Hiernach  gehört  zu  jedem  beUebigen  l'uukt  x  iu  der  £i>ene 
eines  Kegelschnitts  eine  bestimmte  Gerade  .V,  welche  immer  reell 
vorhanden  ist,  weil  es,  wo  auch  der  Punkt  <  liegen  mag,  immer 
StraliltMi  durch  ihu  giebt,  welche  dem  Kcgelächuilt  in  zwei  reejien 
Punkten  begegnen.   Diese  dem  Punkte  x  zugehörige  Gerade  J£ 
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heisst  die  Polare  des  Punktes  in  Bexiig  auf  den  Krgelscbnilt; 
sie  Kann  auf  die  eine  oder  andere  angegebene  Art  Itonstruirt  wer* 
den  und  besitzl  nacb  dem  Vorigen  die  charal^teristische  Eigenschaft, 
dass  das  in  Beiog  auf  den  Kegelschnitt  ihr  zugehörige  PunlLt- 
sjfstem  mit  dem  dem  Punkte  zugehörigen  Strahlsystem  perspek- 
tivisch liegt  bt  der  Punkt  ausserhalb  des  Kegelschnitts  gelegen, 
so  ist  seine  Polare  die  Beröhrungssehne  des  aus  ihm  an  den 
Kegelschnitt  zu  legenden  Tangentenpaars;  ist  der  Punkt  inner- 
halb des  Kegelschnitts  gelegen,  so  giebt  es  zwar  kein  Tangenten- 
paar aus  ihm  an  den  Kegelschnitt,  aber  die  Polare  hört  nicht  auf  zu 
eiistiren,  sondern  ist  allemal  eine  bestimmte  in  der  angegebenen 
Weise  zu  konstruirende  Gerade,  welche  In  diesem  Falle  mit  dem 
Kegelschnitt  keinen  Punkt  gemein  hat;  ihr  Punktsystem  ist 
elliptisch.  Liegt  endlich  der  Punkt  auf  dem  Kegelschnitt  selbst, 
so  erkennen  wir  aus  der  zweiten  Konstruktion  der  Polare,  dass 
seine  Polare  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  diesem  Punkte 
selbst  bt.  INe  Tangente  des  Kegelschnitts  erscheint  abo  als 
besonderer  Fall  der  Polare  für  solche  Punkte,  welche  auf  dem 
Kegelschnitt  selbst  liegen. 

Wir  schliessen  ferner  aus  der  in  der  obigen  Figur  (Fig.  37) 
Torgenommenen  Bewegung,  Indem  wir  den  Punkt  b  auf  der 
Geraden  ^fortlaufen  lassen  und  bemerken,  dass  die  Berührungs- 
sehne  des  Tangentenpaars  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt  durch 
den  festen  Punkt  x  läuft,  den  folgenden  Satz: 

Legt  man  aus  den  Punkten  einer  Geraden  in  der 
Ebene  eines  Kegelschnitts  die  Tangentenpaare  an 
denselben,  so  Uuft  die  Verbindungslinie  der  Beröh- 
rungspunkte  durch  einen  festen  Punkt;  konstruirt 
man  zu  jedem  Tangenteupaare  und  der  gegebenen 
Geraden  den  vierten  harmonischen  Strahl,  welcher 
der  letzteren  zugeordnet  Ist  (während  das  Tangenten- 
paar das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  Ist),  so 
Iftuft  dieser  vierte  harmonische  Strahl  durch  den- 
selben eben  ermittelten  festen  Punkt.  Schneidet 
die  gegebene  Gerade  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten,  so  Ist  der  feste  Punkt  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Tangenten  in  den  letzteren,  liegt' also  ausser- 
halb des  Kegelschnitts.  Trifft  die  gegebene  Gerade 
den  Kegelschnitt  nicht,  so  Ist  der  auf  die  eine  oder 
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andere  Weise  zu  ermitlelodo  Puoki  innerhalb  des 

Kegnlsrhiiilts  gelegen. 

liitTiKicii  geliörl  /II  jeder  beliebigen  («erudeii  A' in  der  Ebene 
eines  Ki'geischnilts  ein  liestinunter  Punkt  x,  welcher  immer  reell 
vorlianilen  ist,  wie  auch  die  Gerade  in  der  Ebene  ii^n  mag, 
weil  es  immer  Punkte  auf  ihr  giebt.  deren  Tangenlenpaare  an 
(Un  Ki'gelsdmitt  reell  sind.  Dieser  Punkt  beisst  der  ,,PüI"  der 
Geraden  in  INv.tig  auf  den  Ke>;eiscbnilt.  b^r  bcsit/l  die  cbarak- 
terisüscbe  Eigenschaft,  dass  daii  ihm  /ii^rliürige  Slrahlsystcm  mit 
dem  der  Geraden  zugehörigen  Punktsystem  (»crspektivisch  liegt; 
beide  sind  also  gleichzeitig  elliptisch  oder  hyperbolisch.  Wenn 
insbesondere  die  Geiade  eine  Tangente  des  KcgeischniUs  ist»  80 
wird  ihr  Pol  der  Berührungspunkt.  Zu  dem  Pol  einer  gegebenen 
Geraden  gelangen  wir,  indem  wir  nus  xwei  solchen  Punkten  der- 
selben»  welche  ausserhalb  des  KegelsciniilLs  liegen,  die  Tangenlen- 
paare an  denselben  legen  und  den  Schnittpunkt  der  Berührungs- 
sebnen  aursuelien,  oder  w  enn  die  gegebene  Gerade  den  Kegelschiutl 
in  zwei  reellen  i^uuklun  schneidet,  indem  wir  den  SchnlUpuukl 
der  Tangenten  in  diesen  beiden  Punkten  aufsuchen. 

£s  geht  nun  daraus,  dass  glei<  li/.<'iiig  in  unserer  Figur  X  die 
Polare  von  x  und  x  der  Pol  von  X  ist,  ein  inniger  Zimaimen- 
bang  zwischen  Fol  und  Polare  hervor: 

Die  Pol.ire  eines  beliebigen  Punktes  hat  denselben 
zu  ihrem  Pul  und  der  Pol  einer  beliebigen  Geraden 
hat  zu  seiner  Polare  diese  Gerade. 

Da  ferner  in  unserer  Figur  die  veränderliche  Sehne  PP^  die 
Polare  des  Punktes  b  ist.  so  folgt  der  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  y  auf  einer  Geraden  .V  in 
der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  so  läun  seine  Polare 
Y  durch  einen  festen  Punkt  x,  den  Pol  jener  Geraden, 
und  trifft  die  (•  erad e  A' i  n  d  cnjcnigen  Punkten,  welche 
die  konjugirlen  zu  den  y  sind,  im  Punktsysteme,  das 
der  Geraden  A'  in  Bezug  auf  den  K  »'jielschnil  t  zuge- 
hört, während  die  Verbindungsslrahlen  des  festen 
Punktes  x  unt  dem  veränderlichen  Punkte  //  die  kon- 
juj,'lrlen  Strahlen  zu  den  Polaren  Y  in  <l eni j e n i g eii 
S I  r ;i Ii  I s y  s t  e in e  sind,  w  e I c h e s  d e m  P ii n k  t  x  in  B e z u g 
auf  den  Ke<;elsclinitl  zugehrirl.  Uni  also  auf  einer  be- 
liebigen Geraden  das  ihr  in  Bezug  auf  den  Kegelscbnill  zuge- 
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hörige  PuDktftysItm  lu  erfaalteo,  haben  «ir  zu  jedem  Punkte  x 
den  Schnittpunkt  |  seiner  Polare  mit  der  gegebenen  Geraden  zu 
bestimmen;  dann  sind  immer  a?|  ein  Paar  konjiigirter  Punkte 
des  gesuchten  Punktsystems;  in  analoger  Weise  erhalten  wir  das 
einem  gegebenen  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige 
Strahlsystem. 

(Jod  analoger  Weise: 

Dreht  sich  ein  Strahl  K  um  einen  festen  Ponkt  x 
in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts,  so  beivcgt  sich 
sein  Pol  y  auf  einer  festen  Geraden  X,  der  Polare 
jenes  Punktes  x.  Der  Punkt  y  und  der  Schnittpunkt 
des  Strahls  Y  mit  der  Geraden  X  sind  konjngirle 
Punkte  desjenigen  Punktsystems,  welches  der  Ge- 
raden X  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört;  der 
Strahl  Y  und  der  Verbindungsstrahl  des  fcstm  Punk- 
tes x  mit  dem  Pol  y  sind  konjugirlc  Strahlen  des- 
jenigen Strahlsysiems,  welches  dem  Punkt  x  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  zugehört. 

Da  nun  Punktsystem  und  Strahlsystem  iu  suli  projektivische 
Doppelgebilde  sind  16  und  17),  so  folgt  der  bemerkens- 
werthe  Salz: 

Die  Polaren  sSmnitlicher  Punkte  einer  geraden 
Punktreihe  iu  Bezug  auf  einen  Ke|;elschnitt  bilden 
ein  mit  der  l*unktreilie  projekt  i  vis(  in  s  S  t rahlbiischel 
und  die  Pole  sämmtlicher  Strahlen  eines  ebenen 
Stralilbiischels  in  Be/nt;  auf  einen  Kegelschnitt  bil- 
den eine  mit  dem  Strahlbüschel  projektivische  gerade 
Punktreihe. 

Nehmen  wir  jel/t  zwei  huliebige  inojcktiviscbe  Punklreihen 
%  Ulli)  s(»  bilden  dl«'  Polaren  in  Bezug  anC  einen  Ke^rl- 
schnitt  zwei  uiit  jenen.  .il<<>  initer  sich  projektivische  Sdaldiinsebel 
B  und  i?| ;  die  Schniliimnkte  entsprechender  Strahlen  sind  die 
Pole  der  Projektionsstrahlen  der  Punklreihen  beide  Er- 

zeugnisse sind,  wie  wir  wissen,  Kegelschnitte  und  die  Tangenten 
des  eiiMMi  die  Polaren  der  Punkte  des  andern,  ebenso  wie  die 
Punkte  des  einen  die  Pole  der  Tangenten  des  andern;  daher  gilt 
der  Salz: 

Wenn  man  von  samin  t  liehen  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts JC  die  Polaren  iu  Bezug  auf  einen  beliebigen 
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aodern  Kegelsclinilt  C  bestiiniul,  so  uiubüUeo  «iie- 
selben  einen  dritten  Kegelsclioilt  k,  uud  ^vcnu  man 
von  sämmtlichen  Tangenten  des  Kegelschnitts  K  die 
Pole  in  Bezng  auf  C  bestimmt,  so  erhält  man  die 
Punkte  desselben  Kegelschnitts  ^.  in  der  Weise, 
dass  jede  Tangente  (uud  der  Hci  ühningspunkt)  des 
einen  Kegelschnitts  einen  Punkt  (und  seine  Tan- 
gente)  des  andern  Kegelschnitts  zum  Pul  (und  zur 
Polare)  in  Bezng  auf  den  Kegelschnitt  C  haben.  Hier- 
aus folgt  zugleich,  dass,  wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  /' 
die  Polare  L  in  iiezug  auf  den  Kegelschnitt  K  annimmt,  auch 
der  Pol  von  L  und  die  Polare  t  von  P  rücksichtlich  des 
liülfskegelscliiiitls  C  für  den  neuen  Kegelschnitt  ^  Pol  und  Polare 
sein  werden.  Ilics  giehl  ein  leichtes  Kriterium,  um  zu  erkennen, 
ob  der  Polarkegeischnitl  ^  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist; 
nämlich:  Liegt  der  Mittelpunkt  von  ('  ausserhalb  K,  so  ist 
Hyperbel,  liegt  er  aufif,  so  ist  ß  Parabel,  liegt  er  innerhalb  A', 
so  ist  Kllipse. 

Dieser  Satz  gestattet  eine  direkte  Ueberlragung  der  Eigen- 
schaften des  Kegelschnitts  in  andere  (poliirt'),  z.  \\.  des  Pascal - 
scheu  Satzes  in  den  Drianchon' sehen  Salz  und  lässl  eine  voll- 
kommene Dualität  der  Eigenschaflen  des  Kegi'lschnills  erkennen, 
wie  sie  ursprünglich  schon  in  den  (irnndelemenleu  enthalten  ist, 
von  denen  wir  ausgegangen  sind.  .Allgemeiner  aufgefasüt  ist  dies 
gegenseitige  Entsj)rc(  hen  der  Piniktc  einer  Ebene  und  der  fieraden 
in  derselben  mit  Hülfe  eines  festen  Kegelsclitiitls  (Pasis)  ein 
fruchtbares  Prinzip  zur  Auflindung  neuer  Wahrheiten  (Polarisation) 
und  der  Ansgangspiuikt  einer  nmlangreichen  Theorie  (tbeorie 
des  polaires  ree  i  p  roqu  es)  gewonlen. 

Die  (irundeigenschaft  von  i*ol  und  Polare,  welche  wir  oben 
gefunden  haben,  dass  nämlich  die  Polare  .V  irgend  eines  Punktes  .r 
immer  durch  den  Pol  y  irgend  einer  durch  .r  gezogenen  (ieraden  Y 
gehl  und  umgekehrt  dei-  Pol  .r  einer  beliebigen  (ieraden  X  auf 
der  Polare  i'  eines  beliebigen  in  X  liegenden  Punktes  y  sich 
beündet,  führt  uns  dahin,  zwei  solche  Punkte  in  der  thene  eines 
Kegelschnitts  x  und  //,  für  welche  die  Polare  des  einen  durch 
den  andern  geht,  also  gleichzeitig  die  Polare  des  zweiten  durch 
den  ersten,  zwei  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  <len 
Kegelschnitt  und  in  gleicher  Weise  zwei  solche  Strahlen 
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X  und  F  io  der  Ebeoe-  eines  Kegelschnitts,  fdr  welche  der  Pol  der 
einen  auf  der  andern  liegt,  also  auch  gleichseitig  der  Pol  der  zweiten 
auf  der  ersten,  zwei  konjngirte  Strahlen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  zu  nennen.  Mit  dieser  Bezeichnung  sind  nachdem 
Vorigen  ein  Paar  koiyugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
Immer  ein  Paar  konjugirte  Punkte  desjenigen  Punktsystems»  welches 
Ihrer  Verbindungslinie  in  Bezug  auf  den  Kegelscbnitt  zugehört 
und  ein  Paar  konjugirler  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
nichts  anderes,  als  ein  Paar  ko^jugirter  Strahlen  desjenigen  Strahl* 
Systems,  welches  ihrem  Schnittpunkte  in  Bezug  auf  den  Kegel* 
schnitt  zugehört.  Dies  ISsst  sich  auch  so  aussprechen:  Stmmt- 
liehe  Paare  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt, 
welche  auf  derselben  Geraden  liegen,  bilden  dasjenige  Punkt- 
system, welches  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
zugehört,  und  sSmmIliche  Paare  koigugirter  Strahlen  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt,  welche  durch  denselben  Punkt  gehen,  bilden 
dasjenige  Strahlsystem,  welches  diesem  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelscbnitt  zugehört.  Hieraus  folgt  beil§uflg,  dass  es  durch  jeden 
beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  ein  Paar  und 
im  Allgemeinen  nur  ein  Paar  rechtwinkliger  konjugirter  Strahlen 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  giebt,  die  Azen  des  Strahbystems, 
welches  ihm  zugehört;  es  sd  denn,  dass  das  StraUsystem  *ein 
Kreissystem  wire,  bei  dem  simmtlicbe  Paare  konjugirter  Strahlen 
zu  einander  rechtwinklig  sind.  Dieser  Fall  wird  uns  spSter 
beschüftigen. 

Zu  einem  Punkte  x  gehören  unendlich  fiele  konjugirte  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  die  alle  auf  der  Polare  X  liegen; 
nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  y  derselben,  so  gehören  zu 
ihm  auch  unendlich  viele  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt,  die  simmtlich  auf  der  durch  x  gehenden  Polare  Y 
liegen.  Die  beiden  Polaren  X  und  Y  schneiden  sich  nun  in 
"  emem  Punkte  x,  dessen  Polare  Z  nach  dem  Vorigen  die  Veri>in- 
dungsUole  xy  sein  muss.  Solche  drei  Punkte  xyz»  von  denen 
je  zwei  ehi  Paar  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt shid  und  deren  Polaren  XYZ  die  (gegenöberiiegenden) 
Seiten  dieses  Dreiecks  sind  X^  (yz),  Y^  (sar),  Zs  (ary),  nennt 
man  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  oder  ein  sich  selbst  koigugirtes  Dreieck,  weil 
seine  Seiten  die  Polaren  seiner  Ecken  shid.  Zugleich  aber  nennt 
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man  auch  solche  drei  Strahlen  XYZ,  von  denen  je  zwei  ein 
Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind 
nnd  deren  l*ole  die  (gegenüberliegenden)  Koken  dieses  Dreiscits 
sind  .r=  {Y,Z),  y=[Z,X),  zv={X,  Y),  ein  Tri|)el  konju- 
girter Strahlen  in  liezug  auf  den  Kegelschnitt  oder 
ein  sich  seihst  konjiigirtes  Dreiseit,  weil  seine  £ckeD  die  INdc 
seiner  Seiten  sind.  Die  Seiten  eines  von  einem  Tripel 
konjugirter  Punkte  gebildeten  Dreiecks  sind  zugleich 
ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  und  die  ficken  eines 
von  einem  Tripel  konjugirter  Stralihn  gehildctcn 
Drciseits  ein  Tripel  konjugirter  Punkte.  Benierkon  Wir 
noch,  dass  aus  der  angegebenen  Konstiiiktion  von  Polare  und 
Pol  unmittelbar  folgt:  Das  Diagonaldreieck  eines  dem 
Kegelschnitt  einbeschriebenen  vollständigen  Vier- 
ecks oder  eines  demselben  unibeschriebenen  vollstän- 
digen Vierseils  ist  immer  ein  Tripel  konjugirter 
Punkte  und  Strahlen  in  Bezug  auT  den  Kegelschnitt. 
Diese  Tripel  spielen  eine  >\irhlige  Rolle  in  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte und  sind  in  unendlicher  Mannichraltigkeit  vorhanden.  Ein 
Punkt  X  von  drei  Punkten  eines  Tripels  kann  wUlkührlich  in  der 
ganzen  Ebene  angenonunen  Merden,  der  zweite  y  ist  dann  auf 
die  Volare  X  beschränkt  und  kann  auf  dieser  auch  noch  will- 
kübrlich  gewählt  werden»  der  dritte  :  ist  aber  durch  diese  beiden 
bestimmt,  nämlich  der  Schnittpunkt  der  Polaren  .V,  }';  ebenso 
verhält  es  sich  mit  einem  Tripel  konjugirter  Strahlen.  Zu  einem 
beliebigen  I^nikte  x  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  giebl  es 
unendlich  viele  Paare  yz,  nelrlie  mit  ihm  zusammen  ein  Tripel 
bilden;  sie  liegen  sänmitlicli  auf  der  Polare  X  des  Punktes  x 
und  bilden  dasjenige  Punktsystem,  welches  dieser  Geraden  in 
Dezug  atif  den  Kegelschnitt  augehört.  Liegt  daher  der  Punkt  x 
innerhalh  des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Sirahlsystem  elliptisch, 
die  Punktenpaare  yz  bilden  daher  auch  ein  elliptisches  l'unkt- 
System;  die  Polare  .V  trilTl  den  Kegelschnitt  nicht;  liegt  aber  x 
ausserhall)  des  Kegelschnitts,  80  ist  sein  Strahlsystem  hyperbolisch, 
abo  auch  das  Punktsystem  yz  auf  der  Polare  .V  hyperbolisch, 
welche  in  diesem  Fall  den  Kegelschnitt  trillt.  In  jedem  der  beiden 
Schnittpunkte  fällt  mithin  ein  Paar  konjugirter  Punkte  zusammen 
und  wir  haben  den  besonderen  Fall  eines  Tripels,  dass  zwei 
Punkte  yz  desselben  zusanunenrailen;  es  muss  alsdann  der  drille  x 
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aof  der  TaogeDte  in  diesem  Punkte  liegen,  also  die  drei  Punkte 
wjfz  liegen  in  gerader  Linie,  was  sonst  nie  der  Fall  sein  kann. 
In  diesem  Fall  ist  das  Tripel  unbeslinmit;  jeder  Punkt  der  Tan- 
gente kann  als  dritter  Punkt  des  Tripels  angesehen  werden,  wih- 
rend  in  dem  Berfibrungspunkte  die  beiden  andern  zusamroenrallen. 
Ein  analoger  specleller  Fall  kann  bei  einem  Tripel  konjugirter 
Strahlen  eintreten.  Im  Allgemeinen  erkennen  wh*  hieraus  leicht, 
dass  bei  einem  Tripel  konjugirter  Punkte  von  den  drei  ihnen 
zugehdrigen  Strahlsystemen  immer  zwei  hyperbolisch  und  eines 
elliptisch  ist  und  bei  einem  Tripel  konjugirter  Stralilen  von  den 
drei  ihnen  zugehörigen  Punktsystemen  immer  zwei  hyperbolisch 
und  eines  elliptisch  ist,  also,  dass  von  den  drei  Punkten  eines 
Tripels  immer  einer  innerhalb  und  die  beiden  andern  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  liegen  und  von  den  drei  Strahlen  eines  Tripels 
immer  zwei  den  Kegelschnitt  in  je  zwei  reellen  Punkten  treffen, 
während  der  dritte  ihn  nicht  triflt. 

S  31.    Einige  JPolgerungon  auH  den  Polar -Bigenaohaften 

des  KegftlBohnitta. 

Aus  der  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich  eine  Menge  von 
Beziehungen  zwischen  konjugirten  Punkten  eines  Kegelschnitts, 
von  denen  einige  hier  hervorgehoben  werden  mögen: 

Verl)indet  man  irgend  ein  Paar  l<onjugirter  Punkte 
pTt  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  B  desselben,  so  treTren  Bp  und  Bn 
den  KegeUcI) iiitt  in  zwei  Punkten  {P  und  P]),  deren 
Verbindungslinie  durch  den  Pol  der  Geraden  pn  geht. 
(Fig.  37.) 

Bezeichnen  wir  mit  .r  den  Pol  der  Geraden  pn,  so  bilden 
pnx  ein  Trifiei  iionjugirler  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
und  die  vorige  Kigenscliaft  lässt  sicli  aucii  so  anssprechen: 

Ein  Tripel  konjugirter  Punkte  besitzt  immer  die 
Kigenschaft,  dass  es  niiondlich  viele  dem  Kegelschnitt 
einbeschriebene  Urniecke  giebt,  deren  Seilen  durch 
die  Punkte  des  Tripels  geben.  Jeder  I'uukl  des  Kegel- 
schnitts kann  eine  luke  eines  solchen  Dreiecks  sein;  wird  er 
mit  zwei  Tri[M'lpiinkten  veriMiiidfU,  so  trelVeii  die  beiden  Ver- 
bindungsstrableu  den  Kegelscluiill  in  den  beiden  andern  Kcken 
dieses  Dreiecks;  verbinden  wir  ihn  mit  allen  drei  Tripelpunkten 
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und  merken  die  SchoiUpanfcte  lieeer  Verbiodungastrahlen  mit  dem 
KegelscbniU,  so  haben  wir  im  Kegelschnitt  ein  ViereciL,  dessen 
vier  Dreieclie  (die  ner  Mal  zu  je  drei  Itombinirten  Ecken)  eben- 
Talls  die  angegebene  Eigenschaft  besitzen;  das  Tripel  ist 'das 
Diagonaldreieclc  dieses  voUstftndigen  Viereclts  im  Kegelschnitt»  und 
auch  umgekehrt;  dies  Iftsst  sich  etwas  anders  so  aussprechen: 
Sind  au  irgend  ein  Paar  koqjagirter  Punkte  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  und  werden  diesell>en  mit  einem  Peripheriepunkt  o 
durch  zwei  Strahlen  verbunden,  welclie  den  Kegelschnitt  zum 
andern  Haie  in  den  Punkten  p  und  g  treffen ,  d.  h.  oa  UiBi  in  p 
und  Ott  in  9,  dann  muss  auch  der  Schnittpunkt  (per,  ga)s=:r 
auf  dem  Kegelschnitte  liegen.  Hieraus  folgt  die  Lösung  der  Auf- 
gabe: Es  soll  ein  Kegelschnitt  fconstruirt  werden,  der 
durch  drei  gegebene  Punkte  PiP^p^  geht  und  ein  ge- 
gebenes Punktsystem  (x,  |)  auf  dem  Träger  91  zu  dem 
ihm  zugehörigen  Punktsysteme  hat  ($30).  Ist  das  ge- 
gebene Punktsystem  hyperbolisch,  so  muss  der  Kegelschnitt  durch 
die  beiden  Asymptotenpunkte  desselben  gehen  und  ist  also  durch 
diese  fünf  Punkte  vollsUndlg  bestimmt;  wenn  es  aber  elliptisch 
ist,  so  sind  die  Asymptotenpunkte  imaginär  und  man  kann  folgender- 
massen  konstruiren:  TriSl  die  Verbindungslinie den  Träger  % 
in  $1  und  ist  ff,  der  zu  konjugale  Punkt  des  Punktsystems, 
ferner  der  vierte  harmonische  zu  »iP^p^i,  dem  #j  zugeordnet, 
so  wird  9,ff|  die  Polare  Ton  t^  in  Bezug  auf  den  gesuchten  Kegel- 
schnitt sein;  triffl  p^pf  in  $2  den  Träger  %  ist  ir,  der  konjngirte 
Punkt  zu  $2  und  ^  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  s^PtPz*  so 
ist  ^2^2  Polare  von  t^i  der  Schnittpunkt  (^i^i,  Qt^^)^^ 
ist  der  Pol  von  V  in  Bezug  auf  den  gesuchten  Kegelschnitt;  durch 
ihn  muss  auch  die  in  analoger  Weise  konstruirte  dritte  Gerade 
^3«,  gehen.  Die  Verbindungslinien  p^a  und  <r,jD^  (oder  <r,pj) 
treffen  sich  oder  (ff,/»,,  ffjPj)  =  jr»,  ebenso  (tfjPj ,  ü^pj^  = 
(^sPs*  ^sPs)*^*!*  Punkte  n^n^n^  liegen  auf  dem  ge- 

•  suchten  Kegelschnitt  und  p,9r,,  p,9s,,  ^3«^  schneiden  sich  in  a. 
Um  beliebig  viele  Punkte  des  KegelschdHts  zu  erhalten,  haben 
wir  nur  den  yeränderUchen  Schnittpunkt  (/>,«,  ff,|)  aufzusuchen. 

Hieran  knöpft  sich  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe:  Es 
soll  ein  Kegelschnitt  konstruii't  werden,,  der  durch 
einen  gegebenen  Punkt  p  geht  und  zwei  gegebene 
Punktsysteme  (or,  |)  auf  dem  Träger  9i  und  (y,  1})  auf 
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dem  Träger  SB  lu  den  ihm  ivgehftrigen  Punktsystemen 
liaL  Sei  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  SB)  in  dem 
ersten  Punktsystem  mit  «,  in  dem  zweiten  mit  i  lieteielinet  und 
die  koiijugirten  tu  diesen  0  und  x,  deren  Verbindungslinie  <S 
lieisse;  dann  ist  (5  die  Polare  von  t  (oder  t)  in  Bezug  auf  den 
gesuchten  Kegelschnitt,  enthält  also  die  Pole  sowohl  von  9(  wie 
von  8-  Wir  müssen  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  p  ein 
solches  Strahlenpaar  ziehen,  welches  sowohl  %  als  auch  8 
in  einem  Paar  konjugirter  Punkte  trifll;  dasselbe  wird  (S  in 
den  beiden  Punkten  des  gesuchten  Kegelschnitts  treffen,  nach 
unserm  obigen  Satze.  Ein  solches  Paar  ist  immer  reell  vorhanden, 
sobald  eines  oder  beide  gegebenen  Punktsysteme  elliptisch  sind; 
nur  wenn  beide  hyperbolisch  wären,  braucht  es  nicht  reell  zu 
sein;  in  diesem  Falle  aber  bestimmen  die  vier  Asymptotenpunktc 
und  p  vollständig  den  gesuchten  Kegelschnitt  In  den  andern 
Fällen  legen  wir  durch  p  zwei  concentrische  Sirahlsysteme  mit 
den  gegebenen  Punktsystemen  perspektivisch;  diese  haben  (§  16) 
ein  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Strahlen,  welches  das 
gesuchte  ist;  trifft  dasselbe  die  Gerade  6  In  c  und  ^,  so  U^erl 
der  veränderliche  Schnittpunkt  (cor,  ^^l)  alle  Punkte  des  gesuchten 
Kegelschnitts.  Die  den  obigen  polar -entsprechenden  Aufgaben 
werden  in  analoger  Weise  geltet 

Kehren  wir  nunmehr  zu  dem  Ausgangspunkte  dieses  Para- 
graphen zurück  und  hallen  die  Verbindungslinie  pn  fest,  ver- 
ändern aber  das  Punktenpaar  pn  auf  ihr,  indem  wir  an  seine 
Stelle  aihs  Paare  konjugirter  Punkte  des  gsnzen  der.  Geraden  pn 
in  Bezug  auf  den  Kegelsehnitt  zugehörigen  Punktsystems  setzen, 
so  bleibt  der  Pol  fest;  die  Durchbohrungssebne  läuft  also  durcli 
einen  festen  Pujikt  und  in  B  entsteht  ein  Strahlsystem;  wir 
schliessen  also: 

Dreht  man  um  einen  festen  Punkt  in  der  £bene 
eines  Kegelschnitts  einen  veränderlichen  Strahl, 
welcher  den  Kegelschnitt  In  je  zwei  Punkten  und  Pj 
trifft,  und  verbindet  einen  beliebigen  aber  festen 
Punkt  B  des  Kegelschnitts  mit  dem  veränderlichen 
Punktenpaare  PPi,  so  beschreibt  dies  Strahlenpaar 
BP,  BPi  ein  Strahlsystem. 

Dies  lässt  sich  auch  umkehren: 

Verlegt  man  in  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  den 
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Miitclpiinkt  eines  beliebigen  Strahlsystems,  so  durch- 
bohren zwei  konjugirte  Strahlen  desselben  den  Kegel- 
schnitt immer  in  zwei  neuen  PunlLten,  deren  Verbin- 
dungslinie durch  einen  festen  Punkt  Iftuft.  Dieser  wird 
ausserhalb  oder  innerlialb  des  Kegelschnitts  liegen,  je  nadidem 
das  Strahlsystem  hyperbolisch  oder  elliptisch  Ist  Der  Beweis 
ergiebt  sich  leicht;  denii  da  zwei  Paar  koqjugirter  Strahlen  das 
Strahlsystem  voilstindig  bestimmen  und  die  binden  Durdibohmngs- 
sehnen  derselben  sich  in  einem  Punkte  x  treffen,  so  wird,  wenn 
wir  alle  Sehnen  durch  x  ziehen,  nach  dem  vorigen  Satze  in  B  ein 
Strahlsystem  entstehen,  welches  mit  dem  gegebenen  identisch  ist 

Hieraus  erhalten  wir  als  besonderen  Fall,  wenn  wir  eui 
Kreissyslem  fAr  das  Strahlsystem  nehmen,  folgenden  Satz: 

Dreht  man  den  in  der  Peripherie  eines  Kegel- 
schnitts befindlichen  Scheitel  eines  rechten  Winkels 
beliebig  herum,  so  dass  die  Schenkel  den  Kegel- 
schnitt immer  in  zwei  neuen  Punkten  treffen,  so  wird 
die  Verbindungslinie  derselben  durch  einen  festen 
Punkt  gehen,  welcher  mit  dem  Scheitel  verbunden 
die  Normale  des  Kegelschnitts  liefert,  d.  h.  diejenige 
Gerade,  welche  senkrecht  steht  auf  der  Taugente  des 
Kegelschnitts. 

Die  den  vorigen  analogen  Sitze,  welche  wir  entweder  durch 
die  gleiebeu  Schlüsse  aus  unserer  früheren  Betrachtung  (Flg.  37) 
ableiten  oder  aus  clem  im  vorigen  Paragraphen  angedeuteten 
Prinzip  der  Polarisation  direkt  abschreiben  können,  lauten  fol- 
gendermassen: 

Legt  man  aus  den  Punkten  einer  beliebigen  Ge- 
raden in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  Tangenten- 
paare an  denselben,  so  treffen  sie  irgend  eine  feste 
Tangente  des  Kegelschnitts  in  Punktenpaaren  eines 
Punktsystems.   Und  umgekelirt: 

Nimmt  man  in  einer  Tangente  des  Kegelschnitts 
ein  beliebiges  Punktsystem  x|  an  und  legt  aus  je  zwei 
konjugirten  Punkten  desselben  die  anderen  Tangenten 
an  den  Kegelschnitt,  so  ist  der  Ort  ihres  Schnittpunk- 
tes eine  Gerade,  welche  den  Kegelschnitt  IriQl  oder  nicht 
trifll,  je  nachdem  das  angenommene  Punktsystem  hyperbolisch 
oder  ellipUsch  war. 
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Fassen  wir  jeUt  (Fig.  38)  zwei  beliebige  Paare  lionjiigirler 

Punkte  in  Bezu^^  auf 

°  {vig.  38.) 

den  Kegelschnilt  a  und 

«r,  fr  und  ß,  die  iiiclit 

auf  derselbeu  Geraden 

li<'<:(Mi.  ins  Auge;  sei 
A  die  l'olaro  vnn  a, 
welche  mitbin  durch 
or  gehen  niass,  B  die 
Pol?u-e  von  hy  welche 
durch  ß  geht,  und  $ 
der  Scluiilt[tiuikt  von 
A  und  ß.  Ziehen  wir 
die  Verbindungslinie 
ab,  welche  von  J  in  a 
luid  von  ^  in  b  ge- 
trüllen  wird,  so  sind 
na  und  hh  zwei  Punktoupnare  di'sjenigen  Puuklsyslems.  weiclirs 
der  Geraden  nh  in  iic/.ug  auf  den  KegelschniU  zugelifirl;  dieses 
Punktsystem  wird  aiier  auch  beslimml  durch  die  SchnittpuidUe 
der  Seiteupaare  eines  vollständigen  Vierecks  mit  der  Transversale 
'I  h  {j^  18i.  bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  {aß,  üa)  =  t.  so 
hat  das  vollständige  Viereck  aß  st,  ein  Seilenpaar  as  =  A  und 
ßt  =z  ta,  ein  /weites  Seitenpaar  ßs  =  Ii  und  ai  ==  Ih,  als 
drittes  Seiteupaar  aber  aß  luid  .v/;  da  die  erslen  beiden  Seilen- 
paare die  Transversale  «  h  in  Paaren  konjugirter  l'unklf  d«'sjeni- 
gen  l'unklsyslenis  trellen,  \Nelches  derselben  in  Ik'zug  auf  den 
Kegelscbiiill  xui^eiiörl,  und  dies  Ptuiklsysteni  schon  durch  zwei 
Paare  besliiimil  isl,  so  treireu  auch  aß  und  st  die  (lerade  n  h 
in  /wri  koiijiijiirlen  l'unklen  in  Üezug  auf  den  Keuelsrlniill ,  oder 
der  Schnillptudil  ah,  aß)  hat  zu  seinem  kniijiigirteu  auf  ah 
dtMijciii^'eu ,  in  welchiiu  .v  /  es  Irilfl.  Ih  r  l'iMikt  .?  isl  alter  d«'r 
l*üi  von  ah,  weil  er  der  Schnittpunkt  <ler  l*olaren  J />'  ist;  folg- 
Hell  iiiuss  st  die  i'olare  des  l'unktes  {ah,  aß)  sein;  sie  gebt 
nun  durch  den  l'uukt  /  =  (aß.  ha];  folglich  sind  {ah.  aß] 
und  ah)  konjugirte  Punkte  in  Hczug  auf  den  kcgciscbuill 

und  wir  erhalten  den  folgenden  Salz:*) 

*)  O.  Messe:  cnrvi»  et  snjn  rlicicbna  leciindi  ordtniii,*'  Crelle*s 
Journal  für  Mathematik  lid.  XX  Seite  301. 
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Hat  man  irgend  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  in 
Bezug  üuf  eioen  Kegelschnitt  aa  und  bß,  su  sind  die 
Schnittpunkte  [ab,  aß)  und  [aß,  ab)  allemal  ein  drit- 
tes Paar  konjugirter  Punkte.  Oder: 

WeDD  iwei  Paar  Gegenerken  eines  vollständigen  Vierseits 
Paare  konjugirter  Punkte  in  ßezug  aur  einen  Kegelschnitt  »ind, 
so  ist  es  auch  das  dritte  Paar.  In  gleicher  Welse  wird  auch  der 
polare  Nebensatz  bewiesen: 

Sind  a,  a  und  6,  ß  irgend  zwei  Paare  konjugirter 
Stra Ii len  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  so  sind  auch 
die  Verbindungslinien  der  Scbniltpunkte  {ab,  aß)  und 
[aß,  ab)  ein  Paar  konjugirter  Sirahlen  in  Bexug  auf 
den  Kegeischnitt 

Wenn  wir  anderseits  anstatt  der  Polaren  A  und  B  von  a 
und  b  die  I*o!aren  A  und  B  von  er  und  ß  genommen  hatten, 
deren  Schnittpunkt  a  sei,  so  würde  in  derselben  Weise  at  als 
die  Polare  von  {ab,  aß)  gefunden  worden  sein;  folglich  müssen 
sat  in  derselben  Geraden  liegen.  Die  beiden  Polaren  A  und  A 
schneiden  sich  aber  in  a^ ,  dem  Pol  von  a  a,  und  a  aa^  bilden 
daher  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt; ebenso  schneiden  sich  die  Polaren  B  und  B  in  ß^  und 
bßßi  biiden  ein  anderes  Tripel;  es  ist  nun 

{A,  B}^»  (A.  B)  =  tf, 

d.  h. 

{aa^,  ßß^}  =  «  .         ^au^,  bßi)  =  ö 

und 

{aß,  ba)  s=  ti 

da  .V  a  t  in  gerader  Linie  lie^'eii  und  als  die  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  eines  Pascal  schon  Sechsecks 

a  a^  a  h  ß^  ß 

aufgcfasst  werden  können ,  so  folgt  '§-8),  dass  die  sechs  Punkte 
aa  a^  b  ß  ß^ ,  d.  h.  die  Kcken  zweier  Tripel  konjiigirter  Punkte 
auf  einem  Kegelschnitt  liegen.    Wir  sdiliessen  i\\<u: 

Zwei  Tripel  konjugirter  Punkte  in  Hezug  auf  einen 
Kegelschnitt  sind  immer  sechs  Punkte  eines  neuen 
Kegelschnitts,  un<l  zngieich  «;ilt  der  analoge  Satz: 

Zwei  Tripel  konjugirter  Strahlen  in  Be/. uj:  anf 
einen  Kegelschnitt  sind  immer  sechs  Tangenten  eines 
neuen  Kegelschnitts. 
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Da  lUe  Seiten  eines  Dreiecks,  dessen  Ecken  ein  Tripel 
konjngirier  Puniite  sind,  zngleicli  ein  Tripel  konjugirter  Stralilen 
bilden,  so  ergiebt  sich  beil&uDg  der  in  $  28  direlit  bewiesene 
Satt:  dass,  wenn  die  sechs  Ecken  sweier  Dreiecke  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  die  sechs  Seiten  derselben  einen  andern  Ke* 
gelschnitt  berOhren  und  umgekehrt. 

Ferner  folgt  hieraus:  ,  Hat  man  in  Bezug  auf  einen  Kegeln 
schnitt  K  zwei  Tripel  konjugirter  Punkte,  welche  in  einem  Kegel- 
schnitt IT,  liegen,  wfthrend  die  Seiten  dieser  Tripeldreiecke  einen 
Kegelschnitt  jt|  berühren,  so  sind  ifj  und  ff|  reclproke  Polar- 
Aguren  fon  einander  in  Bezug  auf  die  Basis  if,  denn  die  sechs 
Seiten  sind  die  Polaren  der  sechs  Ecken.  Nehmen  wir  also  ir- 
gend einen  Punkt  pi  auf  iTi,  so  wird  seine  Polare  in  Bezug  auf 
1^ eine  Tangente  von  tf,  sein;  sei  einer  ihrer  Schnittpunkte  mit 
ITi  der  Punkt  so  wird  auch  die  Polare  von  9,  in  Bezug  auf 
ifeine  Tangente  von  ft^  sein  mOssen,  und  da  sie  durch  p|  geht, 
so  ist  sie  dne  der  beiden  von  pj  an  zu  legenden  Tangenten; 
ihr  Schnittpunkt  iiiU  der  Polare  von  P|  Ist  der  dritte  Tripelpunkt 
r,  zu  pj  und  q^,  d.  b.  der  Pol  von  Pi^i;  dff  nun  zwei  Tripel 
immer  auf  einem  Kegelschuitt  liegen  müssen,  so  wird  auch  der 
Kegelschnitt  ,  welcher  schon  ein  Tripel  enthalt  und  durch  p^qy 
geht,  wodurch  er  unzweideutig  bestimmt  ist,  durch  gehen 
mössen  und  der  Kegelschnitt  ^| ,  welcher  bereits  die  Seiten  eines 
der  anfänglichen  TrIpeldreiiH  ke  und  ausserdem  y,  und  P| 
i»erührt,  wird  auch  pj  berühren  müssen;  der  Kegelschnitt  A't 
erlmlt  also  ein  drittes  Tripel  p^  /-j ,  dessen  Seiten  ebenfalls 
Tangenten  von  sind.  Die  beiden  Kegelschnitte  und 
5^1  liegen  also  so,  dass  es  unendlich  viele  Dreiecke 
giebt,  welche  gleichzeitig  dem  ersten  eingeschrieben 
lind  dem /weiten  umgeschrieben  sind  (§ 28) ;  jedes  die- 
ser Dreiecke  bildet  eiuTripcl  konjugirter  i^unkte  und 
Strahlen  in  Bezug  aut  den  Kegelschnitt  K.  Dies  lässt 
sicii  auch  so  aussprechen:  Jede  Tangente  des  Kegelschnitts  ^| 
schneidet  if|  in  zwei  l^unkten,  welche  konjugirte  Punkte  in  Be- 
zug aur  K  sind  und  das  Tangenlenpaar  aus  jedem  Punkte  von 
an  ist  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  aur  K,  Hieraus 
Tolgt,  wenn  wir  insbesondere  eine  geroeinscliaflliche  Tangente  der 
Kegehichnitte  K  und  ^,  auflassen,  dass  ifj  durch  die  beiden  Be- 
rührungspunkte derselben  gehen  muss;  denn  zwei  koiyugirte 
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Strahlen  In  Bezug  auf  eineo  Kegelschnitt  liegen  immer  liarmonisch 
mit  dem  Tangentenpaar,  welchen  aus  ihrem  SchniUpunkle  an  den 
Kegelschnitt  gelegt  werden  kann.  Da  nun  das  Tangentenpaar  aus 
jedem  Punkte  p,  des  ÜTi  an  ft,  ein  Paar  konjugirter  Strahlen  för 
IT  ist,  so  biklen  die  Tangentenpaare  aus  an  K  und  an  tti  vier 
harmonische  Strahlen;  fallen  von  vier  harmonischen  Strahlen  ir- 
gend xwei  zusammen,  so  muss  aucli  von  den  übrigen  einer  in 
diese  holden  hineinfalleu ,  also  ffir  eine  gemeinschaflUche  Tan« 
gente  von  IC  und  ftf  muss  der  Punkt  p,  entweder  tai  dem  einen 
oder  dem  andern  Berührungspunkte  liegen.  Wir  schliessen  also: 
Der  Kegelschnitt  iTi  geht  durch  die  acht  Beröhrungs- 
punkte  der  vier  gemeinscharilichen  Taiigciileii  der 
Kegelschnitte  ft,  und  jlT,  und  hieraus  folgt:  Der  Kcgci- 
schniU  St^  berührt  die  acht  Tuiigeiilen,  welche  in  den 
vier  Schnittpunkten  der  Kegelsrlini ite  ITi  und  /r  an 
beiden  gezogen  werden  können.  Dass  jcin*  adii  Punklf* 
auf  «'iiicm  Kegelschnitt  liegni  iiiul  dirsr  acht  licradcn  rinen  ke- 
gclscluiiit  hernhriMi  müssen,  haben  wir  sclion  frülier  (§  27)  ge- 
funden (vergL  §  05). 

Das  Resultat  der  obigen  Betrachtung  lässt  sich  noch  anders 
aussprechen;  es  ist  ndmlich  A  die  Polare  von  a,  B  die  Polare 
von  b  und  aß  die  Polare  von  (A,  B)  »  <r;  wir  haben  also  ein 
Dreieck  aba  und  sein  Polar-Dreiseit,  gebildet  von  den  drei  Ge- 
raden A,  B,  aßi  die  gegenüberliegenden  Ecken  dieses  Dreiseits 
sind  a,  $  und  nach  dem  Obigen  schneiden  sich  aß,  ba,  sc  in 
einem  Punkte  /;  rolglicli  erhallen  yxir  den  Salz: 

Im"  I  i  f  l>i  ^  r  s  Dr «' i  (•<•  k  immI  si'iii  P(»lar<ln'i  ('rk  lie- 
fen im  III  er  [)  (' IS  [)  c  k  1  n  i  s  c  Ii  .  d.  Ii.  sind  uhr  diri  lirlidiif;!' 
I'iiiikir  und  ADd  risj».  ihre  Pnlait'n  ,dir  Si-ih  n  drs  i-rsloii  hiri- 
ecks  Itc  ~~  %\  Cf/  =  33;  ab  ~  {i  und  dir  Ki  km  des  li-lztiTcii 
in,  C]^,\  [C,  Ä\^h  (./.  /?l  =  c),  so  schiK'id.'ii  sidi  die  drei 
Vnliiiidiiii^'sstraldcn  </a,  und  rc  in  t'incm  Pniiklr  und  die 
«Iri'i  S(  liiiill(tunkl('  [A,  %  [Ti,  S?)  [C,  (5)  liegen  auf  einer  Gera- 
den, welelie  die  I*olare  dieses  Punktes  isl. 

Vcrftd^^en  wir  diese  vun  einem  beliebigen  Dreieck  a  b  c  und 
deren  i^)laren  ABC  gebiidelc  Figur  weiter,  so  ersieht  sich  dar- 
aus die  Lösung  einer  Interessanten  und  Ihrer  Zeit  bcrülimten 
Aufgabe: 
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Sind  nimlich  die  Ecken  des  Polardreiecks: 

{B,  C)  =  a.      [C,  A)  ^         [A,  B)  =  c, 
so  schiieiUeii  sich  iiacii  dem  vorigeu  Salze  aa,  b)),  cc  iu  einem 


Punkte  o;  möge  oa  in  «  die  Polare  A  treflen,  oh  \n  ß  die  Po* 
lare  oc  in  die  Polare  C,  so  bilden  ußy  ein  neues  Dreieck, 
welches  mit  den  beiden  vorigen  perspektiirisch  liegt  und  dessen 
Ecken  resp.  auf  den  Polaren  ABC  liegen.  Nun  zeigt  aber  die 
hannoniscbe  Eigenschaft  des  vollsl&ndigen  Vierecks  a  6  dessen 
Seiten  « a,  jSb  sich  in  o  trelTen,  während  ulssA,  ßn^B  sich 
in  c  treffen,  dass  die  vier  Strahlen  «ß,  «f,  aa  und  A  vier  har- 
monische Strahten  sind,  aß  und  «y  lugeordnete,  «a  und  A  zu- 
geordnete Strahlen;  nun  sind  aber  a  und  A  Pol  und  Polare  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt;  begegnet  daher  die  Gerade  aß 
dem  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  t  und  «^  so  wird,  wenn 
wir  xa  ziehen,  der  andere  Schnittpunkt  y  dieser  Verbindungslinie 
mit  dem  Kegelschnitt  durch  a  und  den  Schnittpunkt  mit  A  von  t 
harmonisch  getrennt  werden,  d.  h.  yz  liegen  harmonisch  zu  a 
und  dem  Schnittpunkt  von  yz  mit  A;  folglich  muss  der  andere 
Schnittpunkt  y  auf  dem  vierten  harmonischen  Strahl  zu  vtz,  A,ua 
liegen,  d,  h.  nach  dem  Vorigen  auf  ay;  y  liegt  also  auf  er/; 
ziehen  wir  anderseits  z'a,  welches  in  dem  Kegelschnitt  zum 
andern  Male  begegnen  möge,  so  muss  auch  auf  uy  liegen, 
oder  uy  trifft  den  Kegelschnitt  in  den  beiden  Punkten  yy'^\  also 
die  beiden  Seiten  nß  und  ay  treffen  den  Kegelschnitt  in  zwei 
solchen  Punktenpaaren  zz^  und  yy^,  dass  zy  und  z'y^  durch  a 
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gehen,  daher  xy^  und  x^ff  sieh  in  a,  auf  der  Polare  A  schnei- 
den;  in  gleicherweise  treCTen  die  iieiden  Seilen  aß  und  ßy  den 
Kegelschnitt  in  iwei  solelien  Panittenpaaren  zx^  und  xx^,  dass 
zx  und  £*x^  sich  in  b  treffen,  also  zx^  und  z^x  sich  in  6,  auf 
der  Polare  B  schneiden;  endlich  aber  treffen  die  beiden  Seiten 
ßy  und  ay  den  KegelscbolU  in  zwei  solchen  Punkteupaaren 
xx^  und  yyK  dass  von  den  beiden  Schnittpunkten  {xy,  x^y^)  und 
{xy\  x^y)  der  eine  e  Ist  und  der  andere  C|  auf  der  Polare  r 
liegt;  es  fragt  sich  nur  noch,  welcher  c  ist  und  welcher  C|. 
Dies  ist  nicht  schwer  zu  entscheiden,  de^n  die  sechs  Punkte 
zz^  yy^  xx^  auf  dem  Kegelschnitt  bilden  ein  PascaTsches 
Sechseck 

X  z  y  x^  z^  y^, 

dessen  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  auf  einer  Geraden  liegen; 
da  nun  (a*r,  x'r^)  =  b  {yz,  y'z')  =  «,  so  muss  der  dritte 
{xy\  y)  ~  r,  sein,  denn  die  willkührlich  angenommenen  Punkte 
übe  liegen  nicht  in  einer  Geraden;  lolglich  ist  [xy,  x^y^)  =■  r. 
Das  dem  Kegelschnitt  einbeschriebene  Dreieck  xyz  bat  also  die 
Eigenschaft,  dass  seine  drei  Seiten  durch  die  gegebenen  Punkte 
übe  gdien.  und  das  andere  Dreieck  x^y^z^  hat  dieselbe  Eigen- 
schaft   Daraus  erhellt  die  Auflösung  der  Aufgabe: 

Es  ist  ein  Kegelschnitt  gegeben  und  drei  liellebige 
Punkte  abc,  man  soll  ein  Dreieck  dem  Kegelschnitt 
einbeschrelben»  dessen  Seiten  durch  übe  laufen. 

Auflösung.  Han  konstrulre  lU  abc  die  Polaren  ABC, 
deren  Schnittpunkte  seien  {B,  C)  =  a,  (C,  Aj=:h,  [A,  B)  ==  c;  die 
Verbindungslinie  aa  trifft  ^  in  a,  hb  thtti  BAn  ß,  cc  ttUH  C  In  ^r. 
Die  Seiten  des  Dreiecks  aßy  treffen  den  Kegalsehnltt  In  drei 
Punktenpaaren,  welche  die  Ecken  aweier  der  Aufgabe  genügen- 
den  Dreiecke  sind,  nimlich  «/}  In  «  und  zK  ßy  in  x  and 
ya  in  y  und  y^  und  zwar,  wenn  man  die  Schnittpunkte  von  «ß 
mit  dem  Kegelscbnitt  durch  z  und  s'  bezeichnet  hat,  so  trüll 
za  in  y,  z^a  in  y^,  zb)^x  und  z^b  in  x',  xy  und  x^y^  sclmei- 
den  sieb  in  e;  es  giebt  also  im  Aligt  meiBen  zwdi  Dreiecke  xyz 
und  x^y^z^  von  der  gewQnscbten  Beschaffenheit,  so  dass  die  Selten 
yz,  zxt  xy  resp.  durch  abc  geben  und  ebenfalls  ^'x^  x^y^. 
Diese  beiden  Dreiecke  können  aber  auch  imaginär  werden,  wenn 
nämlich  eine  Seite  des  Dreiecks  aßy  den  Kegelscbnitt  nicht  trifft, 
woraus  dann  folgt,  dass  auch  die  andern  ihn  nicht  treffen  können: 
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insbesoiultM  c  können  beide  Dreiecke  ziisamnienfallen;  welche  Üe- 
(linj,Ming  niüssle  alsthimi  zwischen  den  gegebenen  IMiiikleu  übe  oh- 
walten^l  Sind  insbesondere  nhc  ein  Tripel  konjngirler  l'nnkle  in 
Heznf<  anl"  den  Kegelschnitt,  so  giebt  es,  wie  wir  oben  gesellen 
haben,  nicht  zwei  AnflAsungen  der  Aufgabe,  sontleiii  unendlich 
viele;  sie  ist  uiibestirnnit.  (lieber  die  (iescliichte  dieses  Problems 
vergl.  Chasles,  Apercu  historique  Note  XI.  Eine  elegante  Lö- 
sung der  allgemeineren  Aufgabe  hat  Göpel  in  dem  Aufsatze:  ,,Leber 
Projektiviläl  der  Kegelschnitte  als  krummer  Gebilde",  Grelle 's 
Journal  Bd.  XXXVI  Seite  317  gegeben.) 

Aus  dem  oben  bewiesenen,  bei  vielen  geometrischen  Unter- 
suchungen nützlichen  Satze,  da.^s  die  Durchbührungssebnen  der 
Strahlenpaare  eines  Strahlsyslems  mit  einem  Kegelschnitt,  welcher 
durch  den  Mittelpunkt  des  Slralilsyslenis  gehl,  in  einen  Punkt 
zusammenlaufen,  folgt  zugleich  eine  aiidere  seljr  einlache  Losung 
der  in  §  H)  besprochenen  Aufgabe:  ,,Das  gemeinschaftliche 
Paar  konjugirter  Strahlen  bei  zwei  concenlriscli  lie- 
genden Strahls)  Siemen  zu  finden";  legen  wir  nämlich 
durch  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  beider  Sirahlsysteme 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  K,  so  bestimmen  die  Durchbohrungs- 
sehnen des  einen  Slrahlsyslenis  einen  Punkt  P,  die  des  andern 
einen  Punkt  /*'  und  die  Sehne  PP'  trifft  den  Kegelschnitt  K  in 
zwei  solchen  Punkten,  nach  denen  das  gesuchte  gemeinschaflliche 
Strahlen]>aar  der  beiden  Systeme  hingehl.  Diese  beiden  Schnitl- 
punkle  sind  inwner  reell,  sobald  nur  einer  der  beiden  PuidUe 
/*,  innerhalb  des  Kegelschnitts  K  liegt,  d.  h.  eines  der  bei- 
den Strahlsysteme  elliptisch  ist.  Sind  alier  beide  hyperbolisch, 
so  braucht  die  Verbindungslinie  Pl'^  den  Kegelschnitt  k  niclit  zu 
treflen,  weil  beide  Pinikte  ausserhalb  desselben  liegen.  In  die- 
sem Falle  gehen  reelle  Tangenlenpaare  ans  /'  und  an 
den  KegelschnitI  A'  und  die  IUm  nhrungspunkte  mit  dem  geniein- 
schafllichcn  Gentium  beider  Stralilsysteine  verbunden  liefern  die 
Asymptoten  derselben:  die  Bernhrungssehnen  schneiden  sich  aber 
in  einem  Punkte  p,  dem  Pol  von  1*P\  innerhalb  K ,  sobald  die 
Verbindungslinie  den  Kegelschnitt  A  in  keinem  reellen  Punkte 
trilTt,  dagegen  ausserhalb  K ,  wenn  W'  in  zwei  Punklen  dem 
Kegelschnitt  begegnet;  <ler  Punkt  p  inducirt  also  selbst  ein  neues 
Strahlsyslein  in  dem  gemeinschaniichcn  Genirum,  dessen  zwei 
Slrahlenpaaru  die  Asymploleu  der  gegebenen  beiden  Strahlsysleme 
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sirnl.  Wenn  nun  dieses  nouf»  Siralilsystem  elliptisch  ist,  so  Iiaben 
die  gegebenen  Slr;ililsysleme  kein  gemeinschaftliches  Paar  konju- 
girler  Strahlen;  ist  es  dagegen  hyperholisch,  so  haben  sie  ein 
gemeinschafllirhes  l*aar  und  dieses  bilden  die  Asymptoten  des 
durch  die  ])ei(len  Asymptotenpaare  der  gegebeneu  Strahlsyslcinc 
besümmten  neuen  Strahlsystems. 

Schliesslich  soll  noch  eine  Eigenschaft  der  S  t  ei  n  er  "sehen 
Punkte  beim  Ilexagrainniuni  niysticum  (§  28)  nachgewiesen  wer- 
den, welche  mit  den  Polarbeziehungen  des  Kegelschnills  zusam- 
menhängt, dass  nämlich  ein  Stein  er'scli  er  Punkt  und  sein 
(iegenpunkt  allemal  zwei  konjugirte  Punkte  in  Hezu^ 
auf  den  Kegelschnitt  sind."*)  Hierzu  müssen  wir  uns  das 
Raisonnement  aus  §  28  noch  einmal  zurückrufen: 

Die  drei  Sechsecke: 

1  2  3  4  5  6 
1  4  3  G  5  2 
1  6  3  2  5  4 

liefern  drei  Pa  sca  I  sche  Lini»  n ,  welche  sich  in  eiiiciu  Steiner* 
sehen  Punkte  treflen,  und  die  drei  Sechsecke: 

1  2  5  4  3  6 
1  4  5  6  3  2 
1  6  6  2  3  4 

drei  Paseal'sche  Linien,  welclie  sich  in  Gegenpnnkte  IrelTen. 
Beteichnen  wir  die  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten 
hei  der  ersten  Gruppe  von  Sechsecken: 


(12,  46) 

«1 

(34,  16) 

(56,  23)  s 

(46.  86) 

*i 

(16,  26) 

«  b. 

(23,  14)  = 

*a 

(36,  12) 

c\ 

(25,  34) 

(14,  66)  = 

46 

«1*1 

16  = 

23  =  a^b.^ 

36 

6,c, 

26  s= 

b^Cj 

14  s=  63  c., 

12 

34  = 

66  =  c.,a3. 

Da  nun  aber  in  dem  Sechseck  der  zn eilen  Gruppe; 

1  2  6  4  3  6 

die  Schnittpunkte: 


*)  Hesse:  „Ueber  da«  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hjporboloid*', 
Crelle^s  Jounial  Bd.  XXIV  Seite  40. 
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(12,  34)  (25.  aCi)  {45.  16)  inler 

in  einer  Geraden  liegen,  so  schneiden  stell  a^a2.  b^b,.  c^c.^  in 
einem  Stein  er 'sehen  Punkte  p;  iiezeiehnen  viir  die  letzten  drei 
Punkte: 

(12,  34)  =         (26,  36)  =  «3     (46.  16)  =  y„ 

so  sind  a^ßzfn  Selinittpunltte  liorrespondirender  Seiten  der  l>ei- 
den  perspelitiviseh  liegenden  Dreiecite  a^bic^  und  a^b^c^x  in 
gleicher  Weise  beieiehnen  wir: 

(34,  50)  =  |i,      (25.  14)  =  «,      (16.  23)  = 
f56.  12)  =  /?,      (14,  36)=«,      (23.  \b)=zy,, 

und  ?'|  Ii»  ;,'«'!!  in  i'iiirr  <li'r;ul(Mi  als  SchniUjmnklc  kor- 
n*sj(ondirend»'r    Seiten    di  r    )h  rs|H'klivis(  h    liegenden  Dreiecke 

r,  und  f/., ;  endlieli  Iie};pn  f<,ß-,y-^  in  einer  Cieraden 
und  sind  die  S(  liiiiltpnnkle  korrespondirender  Seiten  der  )M'r- 
spektiviscii  lie^'eiiden  Dreiecke  und  f^^h^c^^,  die  drei  Linien 

"ifiiYi*  ">ß>Y>'  ":\ß.\y\  J^clineiden  sich  aus  deniselhen  (Irundc, 
wie  oben  a,^/,. c^c.,c.^  in  einem  Sie  in  er 'sehen  I*unkle 
7t,  welcher  <lei-  (ie^jenpunkt  von  p  lieissl. 

ISun  sehen  wir  aus  dem  ohigen  Schema,  das»  die  l'unklc 
a^  und  «cj  konjugirtc  IMinkte  in  llezug  au!"  den  Kegelschnitt  sind, 
denn  es  sind  zwei  l)iagonaI|)unkte  des  Vierecks  124  5  im  Kegel- 
schnitt; elienso  sind  es  auch  h^  und  |5, ,  c,  und  y, ,  üheriiaupt 
je  zwei  mit  gleichnamigen  Ihiclistahen  aus  dem  lateinischen  und 
griechisclien  Alphabet  und  demselben  Index  bezeichnete  l'unkte; 
es  liegt  daher  nahe,  zu  vermuthen,  dass  auch  p  und  rc  konjugirtc 
Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnill  sein  werden,  in  der  That, 
denken  wir  uns  die  Polaren  A^A.li^B.^  »ler  Punkte  n^a.,b^b.y 
ermittelt,  so  müssen  dieselben  nach  dem  Vorigen  beziehungsweise 
durch  die  Punkte  «,  |i,  gehen;  nun  ist  aber  der  Schnittpunkt 
{a^b^,  «2*2)  =  ^3'  fo'ghch  die  Verbindungslinie  (^, /?, .  .4,  Ii.,) 
die  Polare  von  y.^  und  muss  durch  c.^  gehen,  weil  und  y.,  kon- 
jugirtc Punkte  in  Üezug  auf  den  Kegelschnitt  sind.  Die  drei 
Schnittpunkte  {A^,  /?,)  (./, ,  Z/,)  und  r.,  liegen  also  in  gerader 
Linie;  bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  {A^.  A.,)  =  a  und 
(/i, ,  B2)=-h,  &o  ist  A^  =  a^  a,  //,  =  |3,  t,  Aj  =  ""^  —  ßi^^' 
endlich  =  {cc^a^,  i^ii^s)*  liegen  daher  die  drei  Schniltpunkle 
(a«i,  hßi)      (a«2,  bft)      («i«,»  ftW 
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in  einer  Geraden ,  d.  h.  die  icorrespondirenden  Seiten  der  beiden 
Dreiecice  a«!«,  und  bßiß2  schneiden  sich  tuf  einer  Geraden; 
folglicii  liegen  die  leiden  IMecke  perspecUviscb.  d.  h.  ab.  cl^ß^, 
(»2^2  sclineiden  sicli  in  einem  Pnnicte.  DerSdinittpnnkt  [a^ßx,  «2^1) 
ift  aller  n,  also  die  drei  Punkte  al^«  liegen  in  einer  Geraden. 
Die  Verbinduugälioie  ab  oder  [A^A^,  ^i^-j)  ist  nun  die  Polare 
des  Punktes  (a|  a,,  6^  62}  oder  p;  die  Polare  Ton  p  geht  daber  durch 
n  oder  die  Steiner*schen  Gügenpunkte  p  und  »sind  ein 
Paar  konju  girter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Die  simnitllehen  SO  Stelner'schen  Punkte  (§  28}  zerfallen  aleo 
in  10  Paare  konjugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelachnitt. 

$.  32.  DuroihmieMer  und  Mittelpaiilcta  das  Strablaystem 
der  kopjugirten  Durohmeaaer  und  die  Azen  des 

Eegelflohnitte. 

Besondere  F&Ue  der  allgemeinen  PolarilUsbeiiehungeo  des 
Kegelschnitts  führen  zu  denjenigen  EigenscbaHten  deaaelheo,  welche 
am  bekanntesten  sind  und  meist  zum  Ausgangspunkt  fikr  die  Un- 
tersuchung der  Kegelschnitte  gewählt  werden.  Nehmen  wir  einen 
Punkt  im  Unendlicben  der  Ebene  eines  Kegelscfanitts,  so  wird 
seine  Polare  erhalten  (§  30],  indem  wir  durch  ihn  Strahlen  ziehen, 
d.  h.  Parallele,  weiche  den  Kegelschnitt  In  je  zwei  Punkten  trelTen, 
und  den  lierten  harmonischen,  dem  unendiich- entfernten  zuge- 
ordneten Punkt  konstnüren;  dieser  ist  (§8)  der  Mittelpunkt 
zwischen  den  beiden  Schnittpunkten«  also:  Zieht  man  in  be* ' 
iiebiger  Richtung  eine  Reibe  paralleler  Sehnen  eines 
Kegelschnitts,  so  liegen  die  Mitten  derselben  auf  einer 
Geraden.  Eine  solche  Gerade  heisst  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts und  ist  die  Polare  eines  unendlich -entfernten  Punktss  in 
der  Ebene  desselben.  Die  Tangenten  In  den  Schnitt- 
punkten eines  Durchmessers  laufen  parallel,  nftmlich 
durch  den  im  Unendlichen  liegenden  Pol  des  Durchmessers. 
Nehmen  wir  einen  zweiten  Punkt  im  Unendlicben  und  ziehen 
durch  ihn  ein  ParaUelstrablen-BQscbel,  so  liegen  die  Mitten  der 
durch  den  Kegelschnitt  abgeschniftenen  Stficke  auf  einem  zweiten 
Durchmesser,  der  Polare  des  zweiten  unendlich-enifemten  Punktes; 
der  Scbnittpänkt  beider  Durchmesser  ist  der  Pol  der  Verbin- 
dungslinie beider  unendlich -entfernten  Paukte»  d.  h.  der  un- 
endlicb  entfernten  Geraden  G^,  Auf  jedem  durch  diesen  Schnitt- 
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punkt  zweier  ÜiirchmeÄSoi-  j^eheiitlen  Slrabl  worden  also  <lnrch 
den  Kegelschnill  zwei  l'unktt;  hosliinml,  deren  Mitle  jener  Punkt 
ist,  oder  jeder  solcher  Strahl  ist  die  Polare  eines  bestimmten 
Punktes  im  UnciKlIichen ,  d.  h. 

Sämmlliche  Dnrehniesser  des  Kegelschnitts  laufen 
durch  einen  festen  Punkt,  welciier  der  Mittelpunkt  des 
Kegelschnitts  lieisst  und  der  i'ol  der  unendlich -eulfcrnten  Geraden 
ist. 

Fiei  der  llyherhel  ist  der  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Asymptoten  2Gj ,  weil  dies  die  Polaren  (Tangenten)  der 
unendlich -entfeiiit<;n  Punkte  des  Kegelschnitts  sind;  er  liegt  also 
ausserhalb  der  Hyperbel.  Hei  der  Ellipse  liegt  erinnerhalb  ders«'lben; 
bei  der  Paralit  I  tritt  die  Kig»'iilliuiiilichkeit  ein,  dass  ihr  Mittelpunkt 
auf  ihr  selbst  Hegt,  nämlich  ihr  unendlich •  entfernter  Punkt  ist; 
da  nämlich  die  imendlich  •  entfernte  Gerade  Tangente  der  Parabel 
ist  (§26),  so  ist  ihr  Pol  der  lierührungspunkt ;  also  der  unend- 
lich-entfernte Punkt  der  Parabel  ist  zugleich  der 
Mittelpunkt  derselben  imd  sämmtiiche  Durchmesser  der  Pa- 
rabel laufen  parallel  nach  dem  unendlich  -  enlfernten  Punkte  der- 
selben hin. 

Wie  jedeui  Punkte  in  der  Kbene  eines  Kegelschnitts  ein  be- 
stimmtes Strablsysleiu  und  jeder  Geraden  ein  beslimmles  Punkt- 
system in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehört  (§  29) ,  so  auch 
der  unendlich  -  enlfernten  Geraden  und  dem  Mittelpunkt;  sind 
Punkt  und  Gera«le  Pol  und  l'olare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt, 
so  liegen  Strahlsystem  und  Punktsystem  |>erspektivisch,  also  das 
dem  Mittelpunkt  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahl- 
system liegt  mit  dem  der  uueiullich-eulfernten  (ieraden  zugehörigen 
Punktsystem  perspektivisch.  Wir  erhallen  daher  zwei  konjugirte 
Strahlen  des  dem  Mittelpunkt  zugehörigen  Stjahlsystenis,  indem 
wir  einen  beliebigen  Durchmesser  ziehen  und  tku  I'ol  desselben 
mit  dem  Mittelpunkte  verbinden,  d.  Ii.  den  Ort  der  Millen  der 
zu  ihm  parallelen  Sehnen  bestimmen;  zwei  .solche  Durclnnesser 
des  Kegelschnitts,  deren  einer  der  Ort  der  Mitten  der  zu  «lein 
andern  parallelen  Sehnen  ist,  woraus  zugleich  folgt,  dass  der  erste 
der  Ort  der  Mitten  der  zu  den»  zweiten  parallelen  Sehnen  ist, 
oder  was  dasselbe  sagt,  zwei  solche  Durchmesser,  deren  jeder 
seinen  Pol  auf  den»  andern  bat,  heissen  konjugirte  Durch- 
messer des  Kegelschuitb;   die  säuimtlicheu  Paare  kon- 
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jugirter  I)  ti  ic  Ii  iiu'sser  des  K  igel  sc  Ii  ii  i  Us  hihlen  ein 
Slrnlilsyslfiii,  (h'ssen  je  zwei  koiijiigir  le  Slra  Ii  k'ii  zu  ei 
koii ]ii<;irl  e  1) n  r e  Ii  in e sse r  sind.  Dieses  ist  das  dem  Millel- 
|ninl\l(j  in  Heziig  auf  den  Kegelschnitt  zugehörige  Strahlsyslcm; 
es  ist  elli|»lis<  li  hei  der  Kliijise,  hyperholisch  hei  der  Ilyperhel, 
weil  «las  mit  ihm  pers|iekli\is(  Ii  liegende  Punktsystem  der  unend- 
lich-enlfernteii  (leraden  im  ersten  Falle  elliptisch,  im  zwriteii 
Falle  livperholisch  ist.  Die  Asymptoten  des  hyperholischen  Slralil- 
systcms  der  konjiigirh'U  lliu  (  limesser  einer  Ilyperhel  sind  die 
Asyiiiploten  der  Hypcrijcl  seihst;  je  zwei  kunjugirte  Durchmesser 
der  Ilyperhel  hildeii  daher  mit  den  ht  idcii  Asymptoten  vier  har- 
monische Siralilen  und  sind  einainler  zugeordnet.  Inshesondere 
stehen  htini  Kreise  je  zwei  konjugirte  Dnrchniesstr  auf  einander 
senkrecht;  tias  Slrahlsysti-in  liir  den  .Mittelpunkt  eines  lvr<'ises  ist 
also  ein  Kreissystem  ^  17).  Hei  der  gleichseitigen  IIy|H'ihel 
bilden  je  zwei  konjugirte  Durchmesser  mit  einer  Asymptote  gleiche 
Winkel;  das  dem  Mittelpunkt  der  gleichseitigen  Ilyperhel  zuge- 
liürige  Sil  alilsysteni  ist  ein  gleichseitig  -  liyperholisclies.  Dei  der 
i'aialH'l,  deren  iMittelpunkt  im  Unendlichen  liegt,  nimmt  das  ihm 
zugi'liörige  Stralilsysleiii  den  einseiligen  (paraholischen)  Charakter 
au,  dass  die  zu  allen  Durchmessern  konjugirtcn  in  einem  einzigen, 
der  wnendlich-enlfernten  Gerad<'ii,  vereinigt  sind  19).  Ks  ver- 
sieht sich  von  seihst,  dass  zwei  konjugirte  Durchmesser  des 
Kegcischnilts  zugleich  zwei  konjiigirle  Strahlen  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  iiikI  dass  zwei  konjugirte  Durchmesser  und  die  uu- 
ciidli(  h  -  ciitlernle  Geraih;  ein  Tripel  konjugii'ter  Strahlen  in  Be- 
zug auf  den  Kegelschnitt  sind. 

Jedem  Durchmesser  des  Kegelschnitts  gehört  ein  hestimmtcs 
l'uiiklsyslem  in  Hezug  auf  den  Kegelschnitt  zu;  der  Mittelpunkt 
des  Kegelschnitts  ist  allemal  .Millelpunkl  dieses  Punktsystems,  die 
beiden  Schnittpunkte  des  Durchmessers  mit  dem  Kegelschnitt  sind 
die  Asymplotenpunklc  des  Punktsystems,  welche  bckanntlic  h  auf 
eiitgrgeiigeselzlen  Seilen  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  ahslelirii. 
Ih'i  der  l^lllipse  nun  sind  alle  diese  Punktsystrme  auf  den  Durch- 
messern hyperholisch,  d.  h.  jeder  Durdnncsser  der  FIlipse  schnei- 
det dieselbe  in  zwei  reellen  Punkten,  welche  gleich  weil  vom 
Mittel|>unkte  nach  entgegengesetzten  Sriten  hin  ahslehen;  <leim  da 
die  unendlich  -  «'nlfernte  (M'i  a»le  keinen  Punkt  der  FIlipse  enthrdt, 
so  liegl  sie  ganz  in  dem  vuu  den  Tangeuleu  der  Ellipse  erlülileu 
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(li'bi<H  <lfr  Kliciie;  aus  joilrm  ihrer  Piniktf  giclit  es  also  zwei  rwlU' 
Taiig«!ulen  au  die  Ellipse  und  die  Verbindungslinie  der  Ikrüh- 
rungspunkte  ist  ein  Durchmesser;   also  jeder  iMircbniesser 
der  Ellipse  schneidet  dieselbe  in  zwei  reellen  Punk- 
ten und  in  jeder  beliehiycu  Hiclilung  giebt  es  zwei 
[»arallele  Tangenten  der  Kllijise.    Anders  verbiilt  es  sich 
bei  der  Hyperbel;  hier  zerfallen  die  Durchmesser  in  zwei  Criip- 
pen;  die  Punktsysteme  auf  den  Durchmessern  der  einen  (f nippe 
sind  hyperbolisch,  die  andern  elliptisch  und  beide  (iru|)pen  wer- 
den durch  die  Asymptoten  von  einander  getrennt,  so  dass  also 
zwei  kojijugirte  Durcinnesser  der  Hyperbel  immer  verschiedenen 
(inip|ien   angehören.     Die  unendlich  -  enifernte  Gerade  enthält 
iiiinili(  h  zwei  l'mikle  der  Hyperbel  und  zerfallt  durch  dieselben  in 
zwei  (lebiete,  deren  eines  die  Punkte  ausserhalb  der  FFyperbel, 
das  andere  die  Punkte  innerhall)  der  Hyperbel  enlbäll;  für  die 
ersleren  ist  nun  das  zugehörige  Strahlsystem  hyperbolisch,  es 
gicbl  also  zwei  reelle  Tangenten;  die  beiden  lleridirungspunkte 
sind  die  Sehnitipunkle  eines  Durchmessers  der  Hyperbel,  welcher 
in   «liejenigen  Asymptoten  -  Scheitelräume  hineinfällt,  in  denen 
überhaupt  die  Hyperbel  enthalten  ist  (§26,  Fig.  M);  für  die  un- 
endlich-enlfernti'Ji  Punkte  des  andern  (lebiels  ist  aber  das  zu- 
gehörige Strahlsystem  elliptisch,  also  auch  das  aul   der  I'olare 
beflndlichc  Piuiklsyslem,  d.  Ii.  diese  Diuchuies^ser  liiihen  elliptische 
Punktsysteme,  trelTen  die  Hyperbel  nicht  und  Heyen  in  den  beiden 
andern  Asyujplolen- Scheitelräumen,  in  denen  kein  Punkt  der 
Hyperbel  enthalten  ist.    Diejenigen  Durchmesser  der  Hy- 
perbel, welche  in  das  eiin*  Paar  Scheitel  räume  zwi- 
schen den  Asyinpt(tlen  hi  n  e  i  n  1  a 1 1 e n ,  treffen  dieselbe 
in  zwei  reellen  Punkten,  die  nach  entgegengesetzten 
Seiten    hin   gl  eich  weit   von»    >l  i  1 1  e  1  pu  n  k  l  e  abstehen; 
diejenigen  Durchmesser  aber,   welche  in  ilas  andere 
Paar  Sc  heilelräume  hineinfallen,  treffen  die  Hyper- 
bel nicht;  zwei  konjugirte  Durchmesser  der  Hyperbel  können 
nie  in  dieselben  Scheitelr;uune  hineiid'allen ,  ^^eil  sie  zugeordnet- 
harmonische  Strahlen  mit  den  Asymptoten  sind.    Hieraus  folgt, 
dass  es  nicht  in  allen  Hichtungen  parallele  Tangenten- 
paare der  Hyperbel  giebl,  sondern  nur  in  denjenigen 
Richtungen,  welche  in  die  beiden  Scheitelräume  zwi- 
schen den  Asymptoten  hin  einralJeu,  die  nicht  die  Zweige 
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der  Hyperbel  ent  Ii  alten.  Das  den  Asvinptolen  selbst  zuge- 
hörige l'unkU;ystem  nimmt  wieiiei-  den  «  inseitigen  parabolischen 
Charakter  an.  Bei  der  Parabel  endlidi  ist  das  jedem  Durchmesser 
derselben  (d.  h.  einem  dnrcli  den  unendlich  -  entfernten  Punkt 
der  Parabel  gebenden  Strahl)  zugehörige  Punktsystem,  weil  sein 
Mittelpunkt  im  rnendlicben  liegt  16),  ein  hyperbolisch -gleich- 
seitiges, dessen  einer  Asymptotenpunkt  allein  im  Endlichen  liegt. 
Also  jeder  Durchmesser  der  Parabel  trifft  dieselbe  nur 
in  einem  endlichen  Punkte,  der  andere  ist  der  uneudlicb- 
entfernte  Pimkt  der  Parabel. 

Die  in  den  S(  Imittpunkten  zweier  konjugirlen  Durchmesser 
der  Ellipse  gezogenen  Tangenten  bilden  ein  der  Ellipse  nujschrie- 
henes  Parallelogrannn ,  dessen  parallele  Scitenpaare  den  konjugir- 
ten  Durebmessern  parallel  laufen;  die  Diagunaien  dieses  Parallelo- 
gramms bilden  ein  zweites  Paar  konjugirler  Durchmesser,  weil 
sie  mit  <ler  unendlich -entfernten  (leraden  ein  Tripel  konjugirler 
Strahlen  sind  als  Diagonaldrcicck  eines  dem  Kegelschnitt  um- 
schriebenen Vierseits  30).  Diese  beiden  Paare  bestimmen  das 
ganze  Stralilsystem  der  konjugirten  Durchmesser.  Wir  können 
aus  demselben  (irunde  auch  allgemeiner  sagen:  Die  Diagonalen 
irgend  eines  dem  Kegelschnitt  umbeschriebenen  i*a- 
rall  elog  ramms  sind  allemal  ein  Paar  konjugirte  Durch- 
m  »•  s  s  e  r  d  c  s  s  e  1  b  e  n  und  die  S  e  i  t  <;  n  p  a  a  r  e  <•  i  n  e  s  beliebige  n 
dem  Kegelschnitt  ei  nb  ese  b  r  ie  b  en  e  n  P  a  r  a  1 1  e  I  d  g  r  a  m  ms 
laufen  alle  m  a  l  parallel  z  w  e  i  k  o  n  j  u  g  i  r  t  e  n  D  u  r  c  h  m  e  s  s  e  r  n 
desselben.  Bei  der  Hyperbel  trilTt  nur  einer  von  zwei  kon- 
jugirten Durchmessern  dieselbe  in  zwei  reellen  I'unklen  /*  und  ; 
die  Tangenten  in  denselben  laufen  dem  andern  konjugirlen  Durcli- 
uiesscr  parallel;  trifll  (Fig.  40)  die  Tangente  in  P  die  As\mptoleu 


pinikt  M  der  Hyperbel  ist,  so  bilden  die  viei-  Punkte  aba'b'  die 
Ecken  eines  Parallelogramms,  dessen  Scitenpaare  den  beiden  kon- 
jugirten Durchniesseru  der  Hyperbel  pajaliel  laufen,  indem  ab^ 


(Fig.  iO.) 


in  den  Punkten  a  und  b,  so 
ist  der  Berührungspunkt  P  die 
Mitte  von  ab  (§  261;  IrilU  die 
Tangente  in  die  .4symploten 
in  a'  und  b',  so  ist  gleichfalls 
/*'  die  Mitte  von  a'b*;  da  aber 
die  Mitte  von  PP^  der  Mittel- 
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und  a'6  mit  PP^  parallel  sind.  Veräiiilern  wir  (hm  durch  den 
Mittelpunkt  M  gezogenen  Durciiniesser  PP\  so  verändert  sich  dies 
Parallelogramm,  dessen  Seitenpaare  allemal  einem  Paar  kon- 
jugirler  Durchmesser  parallel  laufen  und  dessen  Flächeninhalt  kon- 
stant bleibt;  ebenso  wie  nun  das  eine  Seilenpaar  ob,  a'b'  die 
gegebene  Hyperbel  einhüllt ,  wird  auch  das  andere  parallele  Seilen- 
paar eine  neue  Hyperbel  einhidlen;  derni  betrachten  wir  die 
Asymptoten  als  die  ci  zeugenden  Punktreihen  der  gegebenen  Hyper- 
bel, so  sind  in  ihrefu  Schnittpunkte  die  besonderen  Punkte  r  und 
q,  vereinigt  (§  26)  und  es  ist  also  3tci .  Mh  ==  const.  Nun  ist 
aber  h^At  =  Mh;  der  Punkt  durchläuft  also  eine  mit  der  von 
h  durchlaufenen  projektivisch -gleiche  Piinktreüie ;  also  sind  auch 
die  von  a  und  b'  durchlaufenen  Punktreihen  projektivisch  und 
haben  ebenfalls  ihre  besonderen  Punkte  r  und  q,  in  M  vereinigt; 
dies  zweite  Seilenpaar  ab'  und  a'b  umhüllt  also  gleichfalls  eine 
Hyperbel,  welche  dieselben  Asymploten  hat,  wie  die  erste  und 
ganz  in  die  beiden  andern  Scheitelräumc  zwischen  die  Asymptoten 
hineinfällt;  diese  zweite  heisst  die  konjugirte  Hyperbel  (oder 
komplementäre   Hyperbel).     Die  Mittel-  ^pj^  40») 

punkte  (J(y  des  zweiten  parallelen  Sei- 
t<'npaars  unseres  Parallelogramms  sind 
die  Kernbrnnyspunkte  der  konjugirten 
Hvperbel;  oo'  ist  also  ein  Durchmesser 
der  konjugirten  Hyperbel  uml  hat  zu 
seinem  konjugirten  Durchmesser  PPK 
Das  ganze  System  der  konjugirten  Durch- 
messer ist  daher  Inr  die  beiden  konju- 
girten Hyperbeln  dasselbe  und  sie  ergän- 
zen sich  in  der  Weise,  dass  diejenigen 
Durchnitsser ,  welche  die  eine  Hyperbel 
in  zwei  reellen  I'unkten  Irellen,  die 
andere  nirlit  trellen  und  umgekehrt;  zwei  konjugirl«;  Hyperbeln 
haben  nicht  allein  dieselben  Asymptoten,  soiidcrn  auch  dieselbe 
Polenz  (l^  2t3)  und  können  durch  dieselben  beiden  Punktreihen 
erzeugt  werden,  wenn  man  in  ihrem  Scbnillpnnktc*  die  beson- 
deren Punke  r  und  q,  vereinigt;  die  zu  der  einen  konjugirte  Hy- 
perbel erhält  man  alsdann  dadurch,  dass  man  den  einen  der  beiden 
Träger  uui  den  lesten  Schnittpunkt  herumbewegt  um  ]H(>",  so 
dass  jede  Uallle  des  Trägers  in  die  Lage  der  andern  Häif  te  komiul. 
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Wir  Iicrneikcn  nocli ,  tl;iss  «Iii*  Ix-i  dem  ParalU'lograinrii  aba'b', 
(icsscii  Sf'itcnpaarc  (lni  (  Ii  die  l'unkti'  /'  und  P\  (J  und  hal- 
hirt  werden,  ebenso  wie  /Mind  die  Asvniplolenpunkte  dt  s  dem 
Durclimesser  PMP^  zugebörigen  I*ind%lsyslems  in  Wonv^  auf  die 
ursprünj^iiclie  Ilypn  bei  sind,  die  Punkte  (j  und  ein  Paar  kon- 
jugirle  Punkte  in  Hezug  auf  dieselbe  Hyperbel  s»'in  müssen;  «ienn 
die  Polare  von  a  gebt  durcb  P  und  läuft  parallel  aa',  foI:,'licli 
dureb  und  ebenso  ist  die  Polare  von  b'  nielits  anderes,  als 
/*'(>',  milbin  ab'  die  IN)lare  von  (>';  da  aber  die  Polare  von 
durcb  O  gebt,  so  >^ilnl  (j  und  (>'  konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf 
die  ursprünglirbc  llyberbel  und  zwar  dasjenii:»'  Punktenpaar  des 
dem  Durrbmesser  QMQ^  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche  llvpcr- 
bel  zugeböfigen  Punktsystems,  vvelcbes  vom  .Mittelpunkte  ;>/  nacli 
beiden  Seilen  bin  gleieb  weit  absiebt.  Auf  <b'n  beidi-n  konjugir- 
len  Durcbmessern  MP  und  MO  repräsentiren  also  diese  bi'ideu 
Strecken,  webbe  den  Hälften  der  Seiten  des  ParalltlMgrari)iiis 
aba'b'  gleicb  sind,  zwei  solcbc  Langen,  dass  die  Oti.idi';ilr  der- 
selben den  lubalt  der  konstanten  Hecblecke  liefern,  wrNlie  dem 
einen  und  den»  andern  Punktsystem  auf  diesen  n«nebri)i'ssern  in 
Bezut,'  auf  die  Hyberbel  zugebören,  W(d)ei  aber  fesizuballen  ist, 
dass  alli mal  das  eine  Punktsysleiii  hyperbolisch,  das  andere  ellip- 
tisch ist. 

Da«?  dem  Mittelpunkte  des  KegelsrbnitLs  zugebörige  Strald- 
systeni  der  konjugirten  nnrcbunsser  bat,  wie  jedes  Slrablsyslem 
17  ,  ein  Paai-  zu  einandej-  recblwinklige  konjugirte  Strahlen 
und  iMU-  ein  einziges  Paar,  die  Axen  des  Strablsystenis,  wofern 
nicht  das  Strablsystem  ein  Kreissyslem  ist.  Also: 

Der  Kegelsrbnill  bat  im  Allgemeinen  immer  ein 
P a a r  zu  ei n a n d e r  r  e c b  t  w  i n  k I i g e  konjugirte  I) n r c Ii m e s - 
ser  und  nur  ein  »  inziges  I'aar  (wenn  er  nicht  Kreis  ist); 
diese  beisscn  die  Axen  des  Kegelschnitts.  Kine  Ausnahme 
hiervon  macht  der  Kreis,  welcher  unendlich  \iele  Axenpaare  hat. 
l'm  die  Axen  des  Kegelschnitts  zu  lin<len,  bat  man  also  die  ,\xen 
desjenigen  Strahlsyslems  aufzusuchen,  web  lies  «lern  Miitelpunkt  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugeliört  und  w  ei«  lies  durcb  zw»'i 
Paar  konjugirte  Strahlen  (Üurcbmesser)  bestimmt  wird.  Bei  der 
Hyperbel  sind  die  Axen  unmittelbar  zu  finden;  es  sind  näinUrb 
die  Halbirungslinien  des  Winkels  zwis(  ben  den  Asym[»toten  und 
seines  Nebenwinkels,  wie  aus  den  Eigenschaften  des  hyperbolischen 
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StraliU\slems  hervorgeht,  weil  jtde  Asymptote  ein  Paar  zusam- 
meorallender  konjugirter  Durcliinessor  r»'[)räseutirt. 

Bei  der  Ellipse  sei  ein  heliehiges  Taar  konjugirter  Durch- 
messer und  die  (stets  reellen)  Schnittpunkte  derselben  mit  der 
Kllipsc  J  und  ,  Ji  und  ermiUeit  (Fig.  41),  womit  zu- 
gleich zwei  Paar  konjugirle  Hurch- 
niesser  bekauut  sind;  deini  zie- 
hen wir  durch  //  und  ,/'  zwei 
Parallele  zu  />  /?'  und  «luich  B 
und  zwei  Parallele  zu  JJ\  so 
erhallen  wir  ein  Parallelogianiin 
aßyS,  welches  der  Kllipse  uuihe- 
schriehen  ist  und  dessen  Diago- 
nalen nach  den»  Obigen  ein  zwei- 
tes Paar  konjugirter  Durchmesser 
sind;  die  Axen  des  durch  diese 
zwei  Paar  konjugirter  Strahlen  vollständig  bestinuulen  Stralil- 
systems  lassen  sich  nun  in  elementarer  Weise  wie  folgt,  k«»n- 
slruiren:  Das  Sirahlsystem  <les  Milteipunkls  M  trilll  die  Seile  aß, 
deren  Milte  A  ist,  in  einem  Punktsystem,  von  welchem  A  der 
Mittelpunkt  (dem  unendlich -enthrntcn  entsprechend^  und  aß  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  ist;  denken  wir  uns  über  aß  als  Durch- 
messer einen  Kreis  gesddagen  und  in  A  ein  Perpendikel  aul  aß 
errichtet,  welches  den  kreis  in  den  Punkten  /'  und  (J  treflen 
möge,  so  wird  die  ganze  durch  P  und  O  gelegte  kreisschaar  die 
Gerade  aß  in  dem  l»eli achteten  Punktsystem  schneiden,  d.  h.  jeder 
durch  PO  gelegte  Kreis  in  zwei  konjugii  tcii  Punkten  dieses  Punkt- 
systems. iSun  giebt  es  aber  einen  kreis,  welcher  durch  P(J  und 
M  geht;  dieser  schneidet  in  zwri  konjugirt<Mi  Punkten  jenes  l*unkt- 
systems  a-^,  folglich  sind  Mü-  inid  Mi.  die  Hichtungen  zweier  kon- 
jugirten  Durchmesser,  und  da  sie  auf  einandii-  senk nc Iii  stellen, 
weil  ein  Durchmesser  di«'ses  Kreises  ist,  so  sind  es  die  gesuch- 
ten Axen  dei'  Ellipse.  —  Da  Axe  eines  kegeiscbnitb  ein  solcher 
Durchniesser  desselben  ist,  dessen  konjugirter  auf  ihm  senkrecht 
steht,  oder  fiu-  den  die  Tangente  in  einem  Schnittpunkt  zu  ihm 
recJitwinklig  ist,  so  köinien  wir  auch  für  die  Parabel  die 
Axen  ermitteln.  Alle  nach  dem  unendlich -entrernten  IMnikle  der 
Parabel  (ihrem  Mittelpunkte)  gehende  Parallelslrahlen  sind  Durch- 
messer derseibeii ;  jeder  scluieidel  sie  uur  uoch  in  eiueiii  eiuzigco. 
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im  Kiulliclicii  liegend«'!!  Pinikt  und  es  isl  ein  solciiei-  zu  suchen, 
dessen  Tangente  senkrecht  auf  dieser  Richtung  ist,  d.  h.  wir 
haben  eine  Tangente  aus  demjenigen  uneiidlich-enirernten  Punkte 
an  die  i'arabel  zu  legen,  weicher  in  der  zu  der  Richtung  säramt- 
iicher  Durchmesser  senki-eclilrii  Richtung  Hegt.  Da  es  durch 
jeden  nnendli(  Ii  -  entrernlen  Punkt  (au!>ser  der  unendlich -enlfern- 
len  (jeiadeii  tiui"  noch  eine  Tangente  an  die  Parabel  giebt,  so 
giebt  es  auch  nur  eine  besliin!Ule  zu  der  Riclilung  nach  dem  un- 
endlich-entrernten  Punkt  der  Paiabel  senkie<hle  Tangente,  Der 
Berührungspunkt,  welcher  Scheitel  der  F*arabel  heissl,  mit  dein 
unendlich  -  entfei-nten  Punkt  deiselben  vt-rbundm  liefert  eiiu* 
Axe  der  Parabel;  die  andere  Axe  ist  die  unendlich •  entfernte 
Gerade  selbst;  die  Parabel  hat  alstu  nur  eine  im  Endlicheu  lie- 
gende Axe. 

$.  33.  KonBtmktion  der  Azen  und  einige  daraus  benror- 
gehende  metriacdie  BeiielMuigeiu 

Die  Scliiiillpunklt'  der  Axen  mit  dem  Kegelschnitt  heissen,  wie 
bei  drr  Parabel,  auch  bei  Ellipse  und  Hyperbel  Scheitelpunkte 
und  die  endliche  Strecke  auf  jeder  Axe  zwischen  den  beiden 
Scheitelpunkten  wird  im  engeren  Sinne  Axe  des  Kegelschnitts 
genannt,  die  Hallte  dieser  Strecke  Halbaxe.  Suchen  wir  zunächst 
bei  der  Elli|)se  die  Gi'össe  der  Axen  zu  bestimmen:  Die  im 
vorigen  l*a!  agraplien  angegebene  Konstruktion  ergab  zunächst  nur 
die  Richtung  derselben  ;  sie  führt  aber  auch  leicht  zur  Besliin- 
iiiiing  ihrer  Glosse,  weiui  wir  beiücksicbtigen ,  dass  die  Scheitel- 
punkte die  Asymptotenpunkte  desjenigen  Punktsyslenis  auf  der 
Axe  sind,  welches  ihr  in  Bezug  auf  <leii  Kegclscbnilt  zugehört; 
M  ist  Mittelf)nnkl  dieses  Punktsysleins;  di-r  Punkt  r  (Fig.  41) 
imd  der  Srlinillj)nnkl  seiner  Polare  bej>liinnieii  ein  anderes  Paar 
konjugirter  Punkte;  die  Polare  von  .r  muss  aber  (hnxh  A  gehen, 
weil  A  der  Berührungspunkt  einer  aus  x  an  den  Kegelschnitt 
gebenden  Tangente  ist,  sie  muss  ferner  senkreclit  auf  .Verstehen, 
w  eil  sie  «hiicb  den  Pol  von  ,  d.  Ii.  <len  unendlich  -  entfernten 
Punkt  des  konjugirten  Durchmessers,  oder  der  anileren  Axe  gehen 
muss  und  die  beiden  Axen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die 
l'olare  von  .t-  isl  also  das  aus  ,/  auf  Mw  gelallte  Pei'pendikel : 
möge  es  in  trelleii,  so  ist  M.r.  M.r^  d;is  konstante  Rechteck 
für  das  auf  der  Axe  belindliche  i'unklsvsleui ;  sei:  • 
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wo  die  dröss»'  a  durch  eleineiilare  Koijstruklioii  leiclit  zu  crniil- 
leln  ist,  dann  sind  die  Scheitel  auf  dieser  Axt*  der  KIlipse  die 
Endpunkte  der  nach  ent^egen^eselzlen  Hichliujgen  von  M  aufge- 
Ira^'eneu  Streck«*  «;  also  '2  a  die  Länge  der  einen  Axe;  trelle 
gleiciittTweise  das  aus^t  auf         lallte  Perpeadikel  io^*  uud  sei: 

so  wird  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  M  aus  auf 
die  zweite  Axe  aufgetragene  Strecke  b  die  Schnittpunkte  der  zweiten 
Axe  hestininien,  deren  Länge  ist.  lUe  Axen  der  KIlipse  sind 
im  Allgemeinen  verschieden,  die  grössere  hezeichnet  man  gewöhn- 
lich mit  2>t,  die  kleinere  nut  2  b  und  nennt  erstere  die  „grosse 
Axe*',  letztere  die  ,, kleine  Axe"  der  Ellipse;  sind  sie  inshesonderc 
gleich ,  so  ist  das  durch  die  Parallelen  in  den  Scheiteln  gehildete, 
der  Ellipse  umschriebene  llechteck  ein  Quadrat,  dessen  Diago- 
nalen also  auch  zu  ciiKutder  rechtwinkelig  sind;  das  dem  Mittel- 
jHmkte  zii^'ehörige  Strahlsystem  hat  daher  zwei  Paar  rechtwinklige 
konjugirle  Strahlen,  ist  also  17)  ein  Kreissyslcm  uud  die  £iiipsc 
isl  in  diesem  hesondcK  ii  Fall  ein  Kreis. 

Aus  der  vorigen  Konstruktion  ergehen  sich  einfache  metrische 
lleziehungen  zwischen  den  Axen  und  irgend  einem  Paar  konjugii- 
ter  Durchmesser  des  Kegelschnitts.  Betrachten  wir  «las  recht- 
winkelige Dreieck  ^M.v  (Fig.  41),  in  dessen  Hypothenuse  sich  der 
Punkt  A  hefiiKh-l ;  die  Perpendikel  aus  A  auf  die  KaUielcn  treifen 
dieseibea  in  ^'  niul    '  und  es  ist: 

Mx  .  Mx'  =  Mi  .  Mi^  = 

Bezeichoen  wir  ferner  die  bei-  (PI?.  4t.) 

den  halben  konjugirlen  Durch- 
messer ]HA  =  A  und  MB=sB, 

ihren  Winkel  AHB,  welcher  gleich 

dem  Winkel  a;^ilf  ist,  mit  tp,  so 

ergeben  sich»  wenn  wir  noch  aus 

M  das  Perpendikel  Mp  auf  die 

Hypothenuse  herablassen  (Flg.  42),  | 

folgende  Relationen: 

Mx^    =  xp.xi  -V^' 
Mx^     __    AJ^    Ax^ 

Mx  .r|  .V|  |.r 

Mx  .Mx^=Ai  .  xp  Ali  .  Mi^  =  Ax.ip 
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ilietaus  fol^t  also: 

Da  nun 

.  px  =  p3P  =        sin  g>)^  =  A-  .  sin'  ^ 
und      iA.Ax=AP'^  =  AQ^=MB^z=B^  (Fig.  41.) 

80  folgt:  sin  V  =  a^b\ 

also:  (I.)     AB . sin  9> «  a6. 

Ferner  haben  vir: 

Ax^Ap-^px      ^pssz^A  +  Ap 
b^ss{Ap'^px){iA'^Ap)s=^Ap,^A'^px.iA  +  Ap,pa:'\'Ai^ 

^Ap^  +  px .  ip     ^A  .  Ap 

a^=  lA  .  px 

«'  +  6'  =  Ap"^  -f  lA  .  Ax  4-  />A-  . 
und  da        ip.px  —  pm         Ap"^  -i-  pM*^  AM*  =s  ji^ 

Ia.Ax       =  J», 
so  folgt:  (II.)     ^  +  ^»  =     +  6«. 

Die  Helatioii  (I.)  sagl  roigendi'n  Satz  aus: 

Das  von  den  Tangenten  in  «Irn  Eiicl])iniklen  zweier 
konjugirtcn  Dnrchniesser  der  Ellipse  gebildete  I'aral- 
lelogriuniii  hat  konstanten  Inhalt,  der  gleich  ist  dem 
aus  den  Axen  der  Ellipse  gebildeten  Rechteck. 

Die  Kelation  (II.)  lässt  sich  so  in  Worten  ausdrücken: 

Die  Summe  der  Quadrate  zweier  konjugirtcn 
Durchmesser  der  Ellipse  ist  konstant,  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  ihr  er  Axen. 

Aus  dieser  metrischen  Beziehung  ziiischen  den  Paaren  kon- 
jugirtcr  Durchmesser  der  EIli[)se  geht  ein  ausgezeichnetes  Paar, 
die  gleichen  konjugirten  Durchmesser  der  Ellipse, 
hervor,  welches  einer  gewissen  Analogie  wegen,  die  es  mit  den 
Asymptoten  der  Hyperbel  hat ,  öfters  in  Betracht  kommt;  es  giebt 
nSmlich  unter  den  Paaren  konjugirtcr  Durchmesser  eines,  dessen 
Längen  gleich  werden  und  welches  mithin  den  Bedingungen  ge- 
nOgen  muss: 

f  p.*ün0  =  ab 

\  2  ft«      =  o»  +  b\ 

wo  (i  die  halbe  Liiiige  eines  der  beiden  gU-irben  konjugirten  Durch- 
messer und  &  den  Winkel  bedeutet,  welchen  dieselben  mit  ein- 
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ander  bilden.  Die  Länge  ^  i&aan  bieraacli  ieicbt  liouslruirl  werdeu, 
ft  s  die  Lage  der  gleichen  konjugirten  Durchmesser  gebt 

aus  der  Relation  sin  *  =  ^ , ^ ^,  hervor,  welche  tg      =  ^  er- 

Peitki  man  sich  also  das  der  Ellipse  umschriebene  Reebteck, 
gi'iiiUloi  von  (1(11  vi(>r  Tungculeii  in  den  Schnittpunkten  der  Axen, 
so  wird  dfi-  Winkel  zwis(-lieu  den  Diagonalen  dieses  Rechtecks  =  9 
sein,  und  da  die  Diagonalen  selbst  ein  Paar  konjiiglrter  Durch- 
messer sind  (§  '^2),  so  sind  sie  diu  gesuchten  gleichen  konjugu*ten 
Diirrhinesser  der  Ellipse  ihrer  Lage  nach.  Die  Axen  der  El- 
lipse halhireu  also  die  Winkel  swischen  den  gleichen 
konjugirleii  iKircbmessern  derselben. 

Die  Erniillelunj'  der  i.änge  der  Axen  2«  uiu\  2b  war  anl 
die  elementare  Auf^'iilx^  zurückgelührt ,  ein  gei,'ebtii('s  lleclilec  k  in 
ein  Ouadrat  zu  verwandeln:  V.r  .  V.r>  —  n'  und  Mi, .  b'^; 
allein  die  nidiere  Uelrachtung  der  v(ui^'en  Figur  iFig.  ll^  zcigl. 
dass  wir  gar  nicht  iKtHiijij  haben,  ilicse  Anlgabe  besonders  zu 
lösen,  sondern  dass  die  I  iiiur  selbst  auch  (He  Länge  der  Axen 
der  Ellipse  lielert  und  zii^;leich  zu  einigen  interessanten  Eigen- 
schaften derselben  lidjrt.  Sei,  wie  im  vorigen  l»aragrai)heu,  .)/  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse.  MA  der  Halbmesser  A,  die  Tangente  in  A 


(Fig.  43.) 


und  die  darauf  Senkredile 
(Nonnale)  gezogen,  auf  letz- 
terer die  Länge 

A  P  =  .  /  Q  =  M  Ii  —  Ti 
des  halben  konjugirleii  Ihneh- 
messcrs  zu  ./  nach  beblen 
Seiten  Inn  abgetragen,  dur(  b 
die  l^unkte  PQM  ein  Kreis 
gelegt,  welcher  in  .r  und  ^ 
die  Tangeute  in  A  triHi,  also  .r 
Mx  und  J/|  die  Hieliiiiimei) 
der  Axen  derElli[)sc  und  end- 
lich aus  A  auf  die  Kallielen 
des  rechtwinkligen  Dreiecks 
sc  M  l  die  Perpendikel  ,-/.r' 
und  Al^  geffdlt.  dann  ist  Ma  .  V.i  '  =      und  Mt.  .  .)/^'  :  ^  b'K 
Ziehen  wir  nun  noch  die  Linien  JHP  und        (Fig.  43)  und  möge 
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das  Perpendikel  Ast^  die  Lioien  MP  und  MQ  in  &  und  ^\  das 
Perpendiliel  dieselben  in  B  nnd  Ireffeo,  so  zeigt  eine  einfaclie 
Betrachliing,  dass  Jlfa  =  Mt}  =  a  und  Jifl&  as  üf(*  c=  h  wird, 
also  die  Cängen  der  Halbaxen  unmittelbar  aus  der  Figur  su  ent- 
nehmen sind. 

In  der  Tbat  zunSchst  ist,  weil  die  Punkte  PQx^M  auf  einem 
Kreise  liegen: 

L  PMx  =  L  Pix  =  L  PIA  und  L  QMx^L  QiA, 
weil  aber  A  die  Mitte  von  PQ  und  AI  senkrecht  auf  PQ,  ist 
L  PIA  =  L  QUf  folglich  auch: 

i  PMx  =  L  (jMx, 

d.  Ii.  die  Axen  halhireii  die  Winkel  zwischen  den  bei* 
den  Strahlen  MP,  MQ.  Folglich  halten  wir  nach  der  Kon- 
struktion der  Punkte  P  und  Q  nur  nölhig  gehabt,  den  Winkel 
und  Nebenwinkel  zwischen  den  Sit  nlilrn  MP  und  MQ  zu  halbiren, 
um  die  llirbtnngen  der  Axen  der  Kiiipse  zu  erhalten,  ohne  den 
Kreis  durch  PQM  zu  logen  und  die  Schnittpunkte  mit  dor 
Tangente  in  A  aufzusuchen.  Aus  der  Gleichheit  der  Winkel  PMx 
und  QMx  folgt,  dass  das  Perpendikel  Ax^  auf  den  beiden 
Strahlen  MP  und  MQ  zwei  gleiche  Strecken  Ma  —  iVa'  ab- 
schneidet und  ebenso  das  Perpendikel  zwei  gleiche  Strecken 
Mh=iMh^i  denken  wir  uns  durch  A  eine  Parnllele  zu  MQ  ge- 
zogen, so  muss  dieselbe,  weil  AP^  AQ  ist,  PM  in  m  halbircn 
und  der  Parallelität  wegen  ist  auch  mA  =  ma,  also  da  das 
Dreieck  a^b  bei  A  rechtwinklig  Ist,  m<x  =  fnh  =  mA  =  \MQ\ 
mithin  ab  =  anderseits,  wenn  wir  durch  ./  eine  Parallele 
zu  MP  ziehen,  sn  muss  dieselbe  MQ  in  m'  halbiren  und 
m*b*  =  iit'^  =  m'a*  sein,  also  haben  wir: 

\  a»  b»  ==  ilf  P;  Mh  « ilf  b»  =:  i>a  =  Q<»}. 
Ferner  haben  nir  wegen  der  Parallelittt  Ton  A»^  und  |ilf 
i,hMl  —  L^^^  'und   wegen  des  Kreisvierecks  MPx^ 
LhMi==  L  Px^  =  L  iPA,  folgUcb: 

A  Max^  f\f  A  ^PA 

Mx  _^ 
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^U8  dem  Produkt  beider  (Gleichungen  folgt: 

Da  aber  üfar .  Mx*  =  a^,  so  folgt: 

Ma  —  a  und  rhi-ns«  3fb  —  ft, 
d.  h.  auf  den  Slr;j|ilen  MP  und  MQ  werden  von  iV  ;nis 
dm  (  Ii  die  ;mis  ./  auT  die  Richtungen  der  A\en  gefäll- 
l  e  n  I*  e  r  j)  iidl  k  e  I  Streck  e  n  a  h  g  e  s  e  h  n  i  1 1  e  n ,  w  e  I  c  h  e  j)  a  a  r- 
wcise  gicicii  sind  und  die  Längen  der  Haibaxen  a  und  b 
liefern. 

Ferner  ergiebl  sich  ans  den  obigen  Relatiuuen: 

J  MP  ^  a  —  b 
t  MQ  -  ^  a  -\-  b: 

Die  Abstände  des  Mittelpunktes  M  von  den  beiden 
Punkten  P  und  Q  sind  Suninie  und  Differenz  der  bei- 
den Haibaxen  der  Ellipse. 
Oder  auch: 

y  a  b  =  a  -\-  b 

\  a'b'  ^  «  —  b, 
welche  Relationen  sich  ebenso  leiehl  in  Worte  kleiden  lassen. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  drei  symmetriscben  Vierecke: 
^P:rQf  Aiaxa^  und  ^bitfb'  ergeben  sich  andere  metrische  Be- 
ziehungen von  geringerer  Bedeutung.  Wenn  uir  die  Scbintt- 
punkte  der  Geraden  PQ,  welche  die  Normale  der  Ellipse  im 
Punkte  ./  ist,  mit  den  beiden  Axen  durch  %  und  SB  bezeichnen, 
80  folgt  aus  der  ParaUelität  (Fig.  43): 

 hM   ft  .   A  1}  „  a'  .W  _  » 

AP^iy/'       a'    QA~~Qa*~^b'  « 

Hieraus  ergiebt  sich: 

'  A  a     ^  n* 

Die  Normale  in  einem  iieliehigeii  Punkte  ./  Her 
Ellipse  trifft  dit«  Axen  dersclbrn  in  zwei  sol<hen 
Punkten  \H  und  ,  dass  das  Verhält  niss  der  Ahschnitte 
A'^l  :  A^  konstant  bleibt,  gleich  dem  Verhall  niss  der 
Quadrate  der  Axen,  und 

2)  A%  .  A^  =  /?- 

das  Herliteck  aus  den  beidfii  A  I» sc  Ii  n i 1 1 e n  auf  der 
Normale  einer  Ellipse  vom  Peripheriepn nk te  A  bis  zu 
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den  Schnittpiiiikteu  der  Normale  mit  den  Axen  ist 
gleich  dem  Quadrate  desjenigen  IIali)messers  der 
Ellipse,  wciclier  dem  nach  dem  Punkte  A  hin  gehen- 
den konjngirt  ist. 

Die  Uelraclilung  »1er  obigen  Figur  führt  auch  zu  einer  4)e- 
kannlen  graphischen  Konstruktion  der  Kllipse,  welche  sich  für 
praktische  Zwecke  em(>(iehlt;  lassen  wir  nämlich  den  I*unkt  A 
auf  der  Kllipse  sich  verändern,  so  hcschreihen  die  Punkte  a  und 
einen  kreis,  welcher  M  zum  Mittelpunkt  und  die  llalhaxe  a  zum 
Radius  Iiat;  ebenso  beschreiben  die  l*unkte  b  und  einen  Kreis, 
welcher  M  zum  Mittelpunkt  und  b  zum  Radius  hat;  auch  die 
Punkte  P  und  (J  beschreiben  mit  jcrifn  concentrische  Kreise, 
deren  Radien  a  —  b  und  a  -\-  b  siml.  tielier)  wir  daher  umge- 
kehrt von  zwei  concenlrischen  Kreisen  um  .)/  mit  den  Radien 
a  und  b  aus,  lassen  einen  beliebigen  Strahl  durch  M  gehen, 
welcher  in  et  und  a*  den  ersten,  in  ß  und  ^J'  den  anderen  Kreis 
trelle,  und  nehmen  durch  .1/  v\n  i  echtwinkeliges  Axenkreuz  an, 
welches  die  Ricblungeu  der  beiden  Axen  der  Ellipse  enthalt,  so 
werden  die  dm'ch  «  auf  die  «-Ax«',  durch  ß  auf  die  i*-Axe  ge- 
lallten Perpendikel  sich  in  einem  Punkte  A  der  Ellipse  treffen 
müssen  nach  der  vorigen  Figur;  die  Benutzung  der  andern 
Schnittpunkte  a'/S*  bei  dieser  Konstruktion  liefert  zugleich  drei 
andere  Punkte  der  £Uipse,  deren  einer  der  diametral  gegenüber- 


dass  die  beiden  Kreise  die  Ellipse  in  ihren  Scheiteln  berühren. 
Weiteriiin  führt  dieselbe  Betrachtung  zur  Konstruktion  der  ^ior- 


(Plg.  44.) 


liegende  und  die  ])eideii  andern 
die  symmetrisch  mit  ./  in  IJezug 
auf  die  beiden  Axen  liegenden 
Pimkte  sind.  lUe  Bewegung  des 
durch  .V  willkührlich  gezogenen 
Strahles  Maß  fülu  l  successive  zu 
sämnitlichen  Punkten  der  Ellipse 
und  die  einfache  Konstruktion 
derselben  gestattet  die  leichte 
Entwerfung  eines  anschaulichen 
Bildes,  wie  es  Fig.  44  darstellt. 
Dieses  Bild  der  Ellipse  lässt  die 
Symmetrie  rücksichtlich  der  bei- 
den Axen  erkennen   und  zeigt, 
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male  und  initiiin  aiirli  der  Tangeiile  in  dem  Kliipseiipiinkte  J; 
denn  Iriigt  man  auf  <len  Strahl  jyfßa  narli  der.sell)en  Hi«  litnnj,' 
hin  die  Strecke  MQ  —  a  +  ^  aul,  i^'l  die  Normale  d«'r 
Elhpse  im  Pimkle  I'assf  man  die  narh  entgegengesetzten  Seiten 
hin  liegenden  ScImitlpunkU;  «  nnd  /i'  liessellien  din  eh  gezogenen 
Slralde.s  mit  den  heideii  Kreisen  auf.  welelie  den  l'imkl  liefern 
und  trägt  M P  —  a —  h  anl  diesem  Slialile  ah,  so  ist  PA^  die 
Munnalc  für  den  Punkt  ^1' ;  denken  wir  uns  überhaupt  zwei  neue, 
concentrisehe  Kreise  mit  den  Hadien  »t  -f-  h  und  a  —  h  um  31 
hesehriehen,  die  Oerler  der  Punkte  P  und  (>,  so  hielen  «lie- 
sellieu  nach  der  angegchi  iieii  Konstruktion  das  ciufachste  Mitlei 
dar,  «lie  Noinialen  und  also  auch  die  Tangcnlen  der  Kllip-e  un- 
uiitteiliar  zu  /eicliiien.  Wir  ülx'rgehen  Nxcitcic  Kigensciialten  der 
KIlipse,  weit  he  sich  aus  Fig.  l.'i  folgern  Tu  sscu  —  z.  IK  wegen 
der  tileicidu'il  der  Winkel  gilt  die  Aelinlichkeit  der  Dreiecke  MPU 
und  AIx(J  und  daraus  Iiiesst  die  H«dation: 

M'^l  .  M.v  =  MP  .  MO  =  —  h'^  =  eonst., 
d.  h.  Tangente  und  Normale  ei n es  Pu nk t es  derFvIIipse 
schneiden  auf  jeder  der  Axen  vom  Mittelpunkt  aus 
zwei  Strecken  ah,  deren  Fl  echt  eck  konstant  ist:  die 
Sciniitlpunkte  hilden  also  ein  l*  u  n  k  ts  v  s  t  e  m  ,  welches 
auf  der  einen  Axe  h yperholiscli,  auf  der  andern  ellip- 
liscli  ist  u.  s.  w.  (Siehe  §  351.  Wir  wollen  mu*  noch  die 
den  vorigen  analogen  Eigensc  hallen  der  flyperhel  kurz  alilcitcn. 
Wir  wissen,  dass  imr  ein  Theil  der  Durchmesser  einer  llyperhel 
dieselbe  in  reellen  Punklt'ii|)aaren  tiilU  und  dass  immer  der  zu 
einem  solchen  konjugirte  I Kirchmesser  der  Hyperbel  nicht  be- 
gegnet; es  giebt  also  auch  nur  eine  reelle  Axe  der  Hyperbel. 
iNehmen  wir  aber  die  konjugirte  llyperhel  1)2  zu  Hülfe,  so 
werden  auf  zwei  konjugirten  Ihirchmessern  von  der  einen  und 
von  der  konjugirten  Hyperbel  Strecken  abgeschnitten,  welche  als 
die  Längen  zweier  konjugiiten  Durchmesser  der  Hyperbel  auf- 
gefasst  ganz  analoge  Eigenschaften  besitzen,  wie  die  I';iare  kon- 
jugirter  Durehmesser  bei  der  Ellipse.  In  der  Thal  ha  Inn  wir 
schon  oben  gesehen  (Fig.  40t,  dass  das  Parallelugramni .  welches 
von  den  Tangcnten|taaren  in  den  Schintipurdilen  zweier  konju- 
girten Durchmesser  nnt  den  beiden  konjugirten  Hyperbeln  ge- 
bildet wird,  konslanten  Inhalt  besitzt,  weil  seine  Ecken  auf  den 
Asyuiptoleii  der  Hyperbel  liegen ;  die  Seileu  dieses  ParaUelograniuis 
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vertreten  die  Längen  zweier  konjugirter  Durchmesser  der  Hyperbel 
und  wir  können  datier  aucb  von  der  konjugirten  Hyperbel  gans 
ab8trabiren,  indem  wir  nur  die  Asymptoten  zu  llüire  nehmen; 
sei  A  ein  beliebiger  Punkt  der  Hyperbel,  trellc  die  Tiogente  in  A 
die  beiden  Asymptoten  in  a  und  §  (also  bekanntlich  ttA  —  Aß), 
so  ist  aß  die  Länge  desjenigen  Durchmessers,  welcher  dem  durch 
A  gellenden  konjugirt  ist,  und  biaeicbaen  wir  zur  Abkürzung  die 
absoluten  Langen 

MA==A  ttA  =  Aß=:  B, 

den  Winkel  dieser  beiden  konjugirten  AichtuDgen  djircb  9,  so  ist 

A  B  .  sin  <p  —  const. 
wegen  der  konstanten  Potenz  iler  Hyperbel  [%  20).  Wir  über- 
zeugen uns  aber  auch  in  ganz  analoger  Weise,  wie  bei  der 
Ellipse,  von  der  Richtigkeit  dieser  und  der  zweiten  Relation 
zwischen  den  konjugirten  lUirclunessern  der  Hyperbel,  indem  wir 
die  Axen  derselben  beslimmen;  ihre  Hichlungeu  sind  geradezu 
durch  die  Halhirungslinien  der  von  den  Asymptoten  gel>ildeten 
Winkel  gegeben;  mögen  sie  in  .r  und  §  die  Tangente  aß  trcITen, 
so  ist,  weil  aßxl  vier  harmonische  Punkte  sind  und  A  die  Bülte 
von  aß 

Aa  .  Ai  =  Aß' B\ 

Um  die  Srhnillpunktc  der  Aven  mit  der  Hyperbel  zu  linden, 
haben  wir  das  ihnen  zugehörige  Punktsystem  zu  ermitteln,  dessen 

Mittelpunkt  M  ist;  da  nun  die 


(Fig.  45.) 


\ 

Polare  von  x  dureh  A  gehen 
muss  und  durch  den  Pol  wni 
Mx,  so  ist  sie  die  Senkrechte 
Ax\  aus  A  auf  Mx  gefällt 
(Flg.  45  und  .ra  '  ein  Paar 
konjugirter  l'iiukte  des  gesuch- 
ten Punktsystems;  dasselbe  ist 
hyperboliseli ,  weil  x  und  x^  auf 
derselben  Seite  von  M  liegen, 
und  die  Lange  der  einen  Halb- 
axe  a  wird  gefunden  aus  der 


Kelutioii : 


Mx  .  V.r'  w 
Das  aus  A  auf  die  andere  A\e        gefällte  Perpendikel  trifll 
diesellie  in       und  ist  die  Polare  von  $;  die  Punkte  5  und  |* 
liegen  aber  uolbweudig  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  M, 
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also  das  Punktsystem  auf  der  iweften  Aie  ist  eUiptisch;  nach  der 
obigen  Bemerkung  ($  32)  Aber  die  konjugirle  Hyperbei  Ist  nun 
das  konstante  Rechteck  des  dieser  zweiten  Aie  zugehörigen 
Punktsystems  gleich  dem  Quadrat  des  halben  konjugirten  Durch- 
messers, also: 

Tragen  whr  die  hieraus  zu  ermittelnde  Strecke  h  auf  Jtf| 
nach  beiden  Seiten  hin  ab,  so  erhalten  wir  die  Durchschnitts* 
punlite  der  zweiten  Axe  mit  der  konjugirten  Hyperbel.  Denken 
wir  uns  noch  das  Perpendikel  Mp  auf  die  Tangente  a/t  gefAllt, 
so  ergiebt  eine  der  oben  bei  der  Ellipse  durchgefAhrten  ganz 
analoge  elementare  Rechnung: 

•>/.!    _  ix  |W  _  ^r 

iWa' .  J/'  =  /> .1  .  iA  iM .       =  l/y .  xA 

a-  =  px  .iA  ii^=lp,  xA, 

woraus  zunächst  folgt: 

a*6*  =  If)  .  px  .  Ax  .  Ai 

=  pM'^  .  B"' 

=  [A  .  sin  fpf  .  B'^  also 
(I*.)  .  .  .  ABüa(p=^nb. 
Zweiteos: 

=  pA  .  |/>  -|-  pA'  -f-  Ax  .  Ip  -J-  Ax  .  pA 
s=  pA  .  ip     pÄ^      Ax  .  iA 
li^  —  xA.^p  _   „  _ 

Uieraus  folgt  durch  Subtraktion: 

—  6»  =  pa-  .  I/)  -f  pÄ'      Ax  .iA 
=  pM^^      pA'  —  /?• 
(II')  ...«•-»  —  62  =  A'i  —      =^  consl. 

Ziehen  wir  noch  die  Normale  in  dein  Ilypcrbelpunkte  A, 
welche  die  Axeii  respektive  in  %  und  SÖ  treflen  möge,  so  zeigt 
die  Aehnhchkeit  der  Dreiecke: 

A^  , 

=  All» 

oder  j.i-g^'^g' 
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folglich: 

//t^          .»/.»  .  l/.r«  _  n* 

Du  ähei*  aucii: 

 Ül  ..  '  ^-^ 

'4.1-      j'.-l  .1  »/  i^A 

%A  .  -/U3      .ix  .  Ji  ^ 

(2».)  .  ./^i3  = //*. 

Wir  übergukeii  die  Erörterung  eiuiger  anderer  melrisclier 
Ucziehuugen,  welche  die  Figur  livrerl,  \\n  z.  B. 

|.)/  _  ia--  _  •'/.«: 
.J/|' "        ~  XÄ« 

Jl/a; .  Mx^  — 

Mx  rM%  =  o*  +  =  consL  u.  s.  w.  (§  35). 
Die  Konstruklidii  der  Längen  a  und  b  ist  vermöge  der  beiden 
Relationen  Mx  .  Mx^  =  und  .  =  auf  die  elemenlare 
Aufgabe  xurückgeführl:  „ein  gegebenes  Rechteck  in  ein  Quadrat 
KU  verwandeln";  in  der  von  uns  betrachteten  Figur  (Fi«^.  45) 
treten  diese  Längen  selbst  niciit  so  unmittelbar  auf,  w'm  bei  der 
Ellipse  (Fig.  43)  und  es  knü[in  sich  hieran  auch  niciit  eine  so 
einfache  Konstruktion  der  Ilyperbei  durch  Punkte,  wie  dort;  wir 
können  dieselbe  aber  um  sn  elicr  cntbelu'en,  als  die  Tangenten 
und  l'iiiikte  der  Hyperbel  mil  Hülfe  der  Asymptoten,  wie  wir 
sclioii  Inilier  gesehen  haben»  in  der  einfachsten  Weise  sich  er* 
mitteln  lassen. 

^  31.  Bestimmung  solcher  Funkte  in  dor  Ebene  eines  Kegel- 
BOhnitts,  für  welche  das  zugehörige  Strahlsyatem  ein. 
hyperboUsoh-gleiohBeitjges  wird. 

Wir  haben  in  g  29  gesehen,  dass  jeder  Punkt  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  als  Mittelpunkt  eines  bestimmten  dem  Kegel- 
schnitt zugehörigen  Strahlsystems  aufgefasst  werden  kann  und 
dass  dasselbe  hyperbolisch  ist»  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt,  indem  die  beiden  aus  ihm  an  den  Kegelschnitt 
gelegten  Tangenten  die  Asymptoten  dieses  Strablsystems  sind: 
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wir  wollen  jetzt  insbesondere  solche  l^uiiklc  in  dir  Kl>en«>  auf- 
sucbeo«  für  wcUlic  das  zugehörige  Slrahlsysteui  hyperbolisch- 
gleichseitig wird.  Da  beim  liypiMbolij^ch-gleichseiligen  Str»!)!- 
system  die  Asymptoten  rechhvinklig  zu  einander  sind,  so  konnut 
die  vorliegende  Frage  darauf  hinaus,  den  Orl  des  SclMiiUpunktL's 
sweier  zu  einander  recblwuikUgcn  Tangenten  des  Ikegelschnilis 
aufzusueben.   Betraclitcn  wk  zuerst 

a)  die  Ellipse  und  fassen  iiuenil  zwei  parallele  Tangenten  auf, 
welche  in  den  Punkten  x  und  q,  berühren,  die  den  unendlich* 
entfernten  entsprechen ,  so  können  wir  diese  als  die  Träger  zweier 
die  Eillpee  erzeugenden  Punktreiben  ansehen .  welche  (§  2G)  un- 
gleichiaufend  sein  müssen:  jede  Tangente  der  Ellipse  schneidet 
also  die  entsprechenden  llidflen  der  heiden  Träger  in  zwei  Punkten 
r  rad  X|  von  solcher  Beschaffenheil,  dass  das  Rechteck 

rr  .  c\\Xi  =  const. 
ist,  und  da  die  Punktreihen  un^leichlaurend  sind,  so  müssen  die 
Strecken  xs  und  qtX|  gleich  gerichlel  sein;  werden  insbesondere 
die  beiden  Seilen  dieses  konstanten  Rechtecks  gleich,  so  erhalten 
wir  eine  dem  Durchmesser  rqi  parallele  Tangente,  welche  mithin 
auf  den  Tangenten  in  x  und  qj  Stücke  abschneidet,  die  dem 
halben  konjugirlen  Durchmesser  zu  tq,  gleich  sind;  bezeichnen 
wir  diesen  mit  während  rqi  =  2  ^  sei  oder,  wenn  ilf  die  Mitte 
von  rqi  ist,  Mx  =  A,  so  ist: 

tx.qiri  =  -ß^. 

Ziehen  wir  noch 
durch  M  eine  Parallele 
zu  den  Tangenten  in  r 
und  q|,  so  sind  die  bei- 
den durch  M  gehenden 
Strahlen  zwei  konjugirte 
Durchmesser  der  Ellipse, 
deren  Richtungen  Mp 
und  Mit  seien  (Fig.  46). 

Hatten  wir  nun  zwei 
rechtwinklige  Tangenten 
der  Ellipse,  so  müssten 
die  zu  Urnen  parallelen 
Tangenten  ebenfaik  rechtwinklig  sein,  also  diese  vier  Tangenten  ein 
der  Ellipse  umschriebenes  Rechteck  bilden;  die  Diagonalen  eines 
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Rechtecks  sind  aber  gleich  und  sie  siud  zugleich  (g32)  dieRlehUingeo 
eines  Paares  konjugirter  Durchmesser.  Denken  wir  ans  das  vorUn 
beliebig  angenommene  Paar  konjugirter  Durchmesser  Mp  uml  Mn 
als  die  Diagonalen  eines  solchen  der  Ellipse  umschriebenen  Recht- 
ecks,  so  niQsste  etae  Seite  desselben  auf  dsu  beiden  Dureh- 
roessem  Mp  und  Mn  gleiche  Stflcke  «bsehneiden,  d.  h.  es  «»Ire 
eine  Tangente  zu  suchen,  welche  die  beiden  konjugirlen  Dwrcfa- 
messer  in  twei  solchen  Punkten  p  und  «  trife,  data  Mp  sas  Mn 
wflrde;  der  Punkt  p  (und  ebenso  n)  miknle  dann  der  Scbnht- 
punkt  zweier  reebtwhikeligen  Tangenten  der  Ellipse  sein,  ^deon  der 
Winkel  xwisclien  den  behlen  durch  p  den  konjugirten  Dnrch- 
raessem  parallel  gezogenen  Strahlen  würde  durch  die  eine  Tan- 
gente halbirt,  und  da  jene  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des  dem 
Pnnkte  p  zugehörigen  Strahlsysiems  sind,  dessen  eine  Asymptote 
die  gesuchte  Tangente  ist,  so  halbirt  die  andere  Asymptote, 
d.  b.  die  zwdte  durch  p  gehende  Tangente  den  Nebenwinkel, 
steht  also  auf  der  ersten  senkrecht;  das  dem  Punkt  p  nigehdrige 
Strahlsystem  ist  also  ein  hyperbolisch -gleichseitiges.  Um  nun  p 
zu  Anden,  haben  wir  Mp  =  Mn  nnd  wegen  der  ParalleHtlt 
r//  =  rr;  q,p  =  qir|,  also 


Da  nun  uacli  dein  in^^  33  (II)  hewiescueii  Satze: 

^»  +  5»  =     +  6«  =  const, 

so  ist  Mp  konstant,  d.  h.  der  Ort  von  p  ein  Kreb,  dessen  Mittel- 
punkt mit  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  zusammenMIt;  wir  haben 
also  den  Sati: 

Der  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  rechtwink- 
ligen Tangenten  der  Ellipse  ist  ein  mit  dersjslben 
concentrischer  Kreis,  dessen  Radius  a  "/oT^l^  nnd 
welcher  dem  Rechteck  umschrieben  ist»  das  von  den 
Tangenten  in  den  Scheiteln  der  Ellipse  gebildet  wird. 
Jeder  Punkt  dieses  Ortskreises  besitzt  die  Eigen- 
schaft, dass  das  In  Rezug  auf  die  Ellipse  ihm  zu- 


xp  .  <\^p  =  B\ 


es  ist  aber: 


qi/> 
Ii' 


M/t  —  A 
Mf,  -f-  ./ 

A  '    -f  IP. 
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gehörige  SlrablByatem  ein  hyperbolisch  -  gleichsei- 
tiges ist. 

b)  IM  der  Hyperbel  niuss  ihv  Kcanlwortung  der  Frage 
die  Erörterung  vorangehen,  oii  «  s  überhaupt  rec-)it\viiiklige  Tan- 
genten der  Hyperbel  giebt.  eine  Frage,  die  bei  der  Ellipse  ril>rig 
war,  weil  es  liei  ihr  in  jeder  Kiehtuiig  ein  Paar  parallele  Tan* 
genten  giebt ,  i'oigiich  aiicii  zu  jeder  Tangente  zwei  mit  ihr  recht- 
winklige Tangenten.  Wir  haben  in  §26  gesehen,  dass  es  nur 
in  denjenigen  Uiclitiin<;en  Tangenten  an  der  Hyperbel  giebt,  weiche 
io  die  beiden  die  Ilyperbelzweige  iiirhl  enllialtenden  Scheilel- 
räume  zwischen  den  Asymptoten  iiiiieiufailen;  bezeichnen  wv  den- 
jenigen Winkel,  in  dessen  Scheitehräumcn  die  Hyperbel  liegt, 
dnrdi  ^  ^also  nach  der  vorigen  Definitton  ($  33)  4ler  Aien  der 

Hyperbel:  tg4^^=  ~),  den  Nebenwinkel  also  durch  180»  —  ^ 

und  neinnen  eine  beliebige  Taiigeiilt'  der  Hyperbel  an,  deren 
Richtung  in  die  Nchrnsclieiloiräinnt'  liiiiciiilTdit ,  so  wird  es.  wenn 
die  zu  ihr  scnkict  Iii»;  lUchtung  aueli  in  die  Nfhcnsciieitelräume 
hineinffdit,  nothweiidig  reehlwinklig**  Tangenten  zu  der  angenom- 
menen geben;  hierzu  ist  aber  erlordcrlieb,  dass  180'^  —  >  90**, 
d.  h.  0  <  9(y',  inid  unigekeiu'l  ist  ersirbtiieli,  dass  nur,  wenn 
0  <  90^  ist,  rechtwinklige  Tangenteii|taarc  an  der  Hyj)erl>el 
existireii,  dagegen,  wenn  ^  >  \^Y\  koinc  zwei  zu  einander  redil- 
winkeligen  Tangenten  der  Hyperbel  vorhanden  sind.  Weim  0^=90", 
d.  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  ist,  so  giebt  es  nur  ein 
einziges  Paar  zu  einan«ler  rechtwinkliger  Tangenten,  nänilicli  die 
Asymplolen ;  ihr  Schnittpunkt  ist  der  einzige  Punkt  der  Ebene 
von  der  gesuchleFi  Heschairenhcit.  dass  das  iliiu  zugehörige  Slrahl- 
systeni  in  Bezug  auf  die  Hyperbel  ein  hyperbolisch -gleichseitiges 
ist,  in  diesem  Falle  also  das  konjiijiirle  Durclnnesser- System. 
Wenn  dagegen  0^  <  9<>"  oder  nach  dnn  Obigen  h  <  </,  so  <;iebl 
es  eine  Menge  \un  Hi'ciitt'i  ken ,  dir  ilcr  Hyperlit'l  umsclu  iobcn 
sind,  und  der  Oi  t  ihrer  Krken  lässt  sich  ganz  analog,  wie  bei 
der  Fllipse  ermitteln,  i  assen  wir  nändich  wieder  zwei  parallele 
Tangenten,  di«'  in  den  l']nd|»unkten  eines  Durcliniessers  rc],  be- 
rühren, aU  Träger  der  die  Hyperbel  erzeugenden  Punklreihen 
auf,  so  müssen  diese  2li  ^lei»  lilaulend  sein  oder,  wenn  vx'i 
irgend  ein  Paar  euLsprechende  l'unkte  derselben  sind,  die  Strecken 
XX  und         entgegengesetzt  gerichtet;  der  absolute  Werth  des 
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Hcclilecks  uns  diesen  beiden  Sirecken  muss  koiislanl  sein;  eine 
durch  den  Miltelpiiiikl  M  z\Msciicn  rq,  gehende  Tangente,  d.  ii. 
eine  Asxtnptote  der  Hyperbel  schneidet  auf  den  beiden  Tnlgero 
gleiciu',  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Strecken  ah  und  eine 
solche  ist  uacb  dem  Vorigen  33)  die  LSuge  des  halben  (k'oi 
Durcbroesscr  rq,  konjugirten  Hurcbmessers  der  Hyperbel;  be* 
zeiclinen  wir  diesen  luil  B  und  Mx^st  A,  so  isl  also:  . 

tr.r.q,  =     5^    (Fig.  47). 


Fig.  47). 


Ziebea  wir  noch  dnidi  M  eine  Paralh  le  zu  den  Tangenten 
in  V  und  q,,  so  haben  wir  in  M  ein  Paar  koqjugiric  Durch- 
messer  <h'r  Hyperbel  und  genau  ebenso  wie  im  vorigen  Falle  eine 
solche  Tangente  der  llyper!»el  zu  suchen,  welche  airf  jenen 
zwei  gleiclie  Strecken  .1///  —  M-x  abschneidet;  trifll  dieselbe  in 
r  und  r,  die  Triger  der  beiden  Punktreihen,  so  isl  wegen  der 
ParalleUtdt 

rp  =  Ti     und     pq,  =  v,q, 
xp  =  xM  —  pM  pqi=P^  +  '^qi 

r=s  A  -^pM  sspM-^  A 

Tp  .  pq,  =  rr  .  Ii  qi  =  5*  =     —  {pM)^ 

Mp^  =  ^—  ^  =  fl»  —  6«  =  consL  (S  33.  II»), 

folglich,  da  a  >  6  angenommen  ist,  der  Ort  des  gesnchten 
Punktes  p  ein  mit  der  Hyperbel  eoncentrischer  Kreis.  Wir 
schliesseii  hieraus  l'olgendes  Resultat: 

Her  Ort  des  Schnittpunktes  zweier  rechtwinkliger 
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Tangenten  der  Hyperbel  ist,  wenn  o  ^  b,  ein  mit  der 
Hyperbel  eonceniriecher  l^reie,  dessen  Radius 

Jeder  Punkt  dieses  Kreises  besitst  die  Eigenschaft, 
dass  das  in  Bezog  auf  die  Hyperbel  ihm  zttgeh6rige 
Strahlsystem  ein  hyperbolisch-gleichseitiges  ist.  Wenn 
a  =s  b,  d*  h.  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  ist»  so 
zieht  sich  dieser  Kreis  auf  einen  Punkt  zusammen 
(hat  den  Radius  0),  den  Mittelpunkt  der  gleichseitigen 
Hyperbel:  wenn  «  <  fr,  so  giebt  es  keine  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Tangenten  der  Hyperbel  (der 
Ürtskreis  wird  imaginär),  dagegen  Tür  die  kouju^te  Hyperbel 
bt  der  Ort  ihres  Schnittpunktes  ebenfails  ein  Kreis  mit  dem 

Mittelpunkt  M  und  dem  Radius  y/'fr^— 'P. 

c)  Hei  der  Parabel  yu'bl  es  keine  is\v\  parallele  Tangen- 
ten, suiidcni  in  jrdrr  lit  liebi^cn  Hi(  hUnii,'  eine  nnd  nnr  eine 
Tangente;  fül^licli  »'\i>lirt'n  Kt-inc  der  Parabel  nniscIiricbenL'ii 
Rechlecke,  wobl  aber  nnzrddi},' viele  reebte  Winkel ,  deren  Selien- 
kei  die  Parabel  iiei  iibren;  uni  ilen  Ort  ibrer  Scbeitel  zu  linden, 
baben  wir  das  in  den  beiden  vorigen  Fällen  angewendete  Mittel 
niebt  zur  Verfügung,  weil  es  keine  zwei  parallele  Tangeiilen 
der  Parabel  giebt,  webbe  als  Träger  der  sie  erzeugenden  Pimkt- 
reilieii  aidgefassl  werden  könnten,  hie  Parabel  wird  immer  von 
zwei  projektiv  ix  b- ähnlichen  Pnnktreihen  erzengt,  d.  b.  wenn 
iXj  und  1)1),  irgend  zwei  i'aare  entsprechender  Punkte  sind,  so 

ist  das  VerhftUniss       as  cousl.   fiezeichnen  wir  mit  e  und  f. 

den  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  und  mit  Ci  und  f  die  ent- 
sprechenden Berährungspunkte,  so  ist  fiso: 

Uh  ~~  f.e.' 

nnd  wenn  jr  zwischen  fc  liegt,  so  liegt  Ti  zwischen  f,  e,.  Wir  kön- 
nen nun,  nm  die  Untersuchung  der  vorliegenden  Frage  zu  ver- 
einrachen,  zwei  solche  Tangenten  der  Parabel  als  Träger  zweier 
erzeugenden  Punktreihen  auswählen ,  für  w  eiche  die  projeküvisch- 
ähnlichen  IMinktreihen  projektivisch-gleich  werden,  also  fr  =  fiTi, 
was  immer  der  Fall  ist,  sobald  fc  =  fiCf.   Verbinden  wir  den 
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SchiiiUpuakt  zweier  Tangenten  ef,  mit  der  Milte  der  Berübruogs- 
sebne  fcp  so  ist  diese  VerbindHiigsIinie  beUanntlicb  allemal  ein 
Durchmesser,  gebt  also  bei  der  Parabel  diircb  den  unendiicb- 
eiitfernten  Punkt  derselben;  soll  nun  fe  =  fjC,  sein,  so  muss 
die  Berührungssehne  fc,  senkrecht  stehen  auf  dem  durch  den 
Schnittpunkt  e  f |  gehenden  Durchmesser  der  Parabel ,  also  die 
ganze  Schaar  der  zu  fe,  parallelen  Sehnen,  deren  Mitten  auf 
dem  Durchmesser  liegen,  insbesondere  auch  die  zu  fc,  parallele 
Tangente  muss  senkrecht  stehen  auf  diesem  durch  ihren  Berüh- 
rungspunkt gehenden  DurcbmcsJser,  oder  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  dieser  Durchmesser  nniss  die  Äxe  der  Parabel  sein.  Zwei 
solche  Tangenten  der  I'arabel,  welche  sich  auf  ihrer  Axe  Irefleii, 
sind  daher  als  die  Träger  zweier  projektivisch- gleicher  Punkt- 
reihen aufzufassen,  die  die  Parabel  erzeugen.  Wie  die  X\v  der 
ParalM'l  gefunden  erden  kann,  wenn  wir  z.  B.  die  Parabel  als 
gezeirhnel  in  der  F]bene  v(»rliegeiid  annehmen,  ergiebl  sich  aus 
dem  Früheren :  Irgend  eine  Reihe  paralleler  Sehnen  hat  ihre 
Mittelpunkte  auf  einem  Durchmesser,  ziehen  w'w  eine  zweite  zu 
diesem  Durrhmesser  senkrechte  Heihe  von  parallelen  Sehnen,  so 
liegen  ihre  Mittelpunkte  auf  der  gesuchten  Axe;  das  dieser  Axe 
zugehörige  Punktsystem  in  Bezug  auf  die  Parabel  ist  natürlich 
ein  hyperbolisch -^b'icliseiliges,  weil  sein  Mittelpunkt  iu)d  ein 
Asymplolenpunkt  im  t'uendlichen  liegen;  der  an<lere  endliche 
Asyniplo(eu|»\nikt  ist  der  Scheitel  der  Parabel.  Die  von  irgend 
ejn<'ni  Punkte  der  .\xe  ausserhalb  der  Parabel  an  dieselbe  ge- 
legten beiden  Tangenten  bilden  gleiche  Winkel  mit  der  Ax(;  tmd 
haben  ihre  Berfihrnngspnnkte  in  gleichem  .\bstande  von  dem 
Schtiil(j)unkte ,  woraus  deuii  die  vollkonunene  Synunclrie  der  Pa- 
rabel in  ilezug  auf  ihre  Axe  erhellt.  Wir  wollen  nun  denjenigen 
besonderen  Punkt  der  Axe  auswfdde?! ,  f  ür  welchen  (bis  Tangenten- 
paar einen  rechten  Winkel  bildet,  der  also  schon  zu  dem  £;e- 
stM'hten  Orte  geliöil.  Ks  giebt  nur  einen  solchen  und  er  winl 
leicht  gefunden,  indem  wir  die  zur  Axe  unter  45"  geneigten 
T;ingenten  der  Parabel  aufsuchen,  welche  sich  in  diesem  Punkte 
der  .\xe  Irellen.  Diese  besonderen  beiden  Tangenten  sollen  als 
Träger  iler  die  I*arabel  erzeugenden  projeklivisch-gleichen  Puukt- 
reihen  aul'i;ef;»sst  werden  und  es  ist  einleuchtend,  dass  sie  ihrer 
eigentlunnlichen  BescbalTenlieit  A\egen  am  einfachsten  zur  Beant- 
wortung der.  vorliegenden  l'ragc  führen  werden.   In  der  Thal 
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i>ei  (Fig.  48)  ef,  ihr  Sclinittpuiikl  und  |  uud  e|  ihre  Berührungs«. 


(Fig.  48.) 


punkte,  also  e  |  —  c,  [,  und 
£  fec,  =  90®.  die  Mitte 
Jieruhrungäsc'luie  fc, 
also  f ,  F  die  Aw  der 
und  cF  =  i-'f,  weil 

tragen  wir  ferner  eine  belie- 
bige Strecke  fr  von  f  aus  auf 
fe  ab  und  die  gleiche  Strecke 
fi  Ii  ^on  f,  auf  f,  c, .  so  ist 
rtj  eine  Tangente  der  Para- 
bel. Aus  dieser  Koiistruklion 
geht  die  Kongruenz  der  Drei- 
ecke f  r  F  und  f ,  x,  F  hervor, 
weil  sie  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  ^45")  gleich 
haben;  es  folgt  daher  xF  —  XxF  und  L  rfv,  =  90",  also  jeder 
der  beiden  andern  Winkel  des  Dreiecks  xFv^  beträgt  45".  Nun 
trelTen  die  Verlängerungen  von  Fx  und  Fxi  die  Träger  der  er- 
zeugenden beiden  Punklreihen,  weil  auf  der  BcrOhrungssehne 
liegt,  in  zwei  neuen  entsprechenden  Punkten  v^i  2l]>  deren 
Verbindungslinie  ebenfalls  eine  Tangente  der  Parabel  sein  rouss 
(was  auch  daraus  unmittelbar  erbellt,  dass  sich  =  i^tfi  er- 
gieht).  Die  vier  Punkte  nr|>  VVi  eine  solche  Lage  in  der 

Ebene,  dass  jeder  der  Höbenpunkt  des  von  den  drei  andern  ge- 
bildeten Dreiecks  ist,  denn  in  dem  Dreieck  rvVi  ^^^ht  i^,  v, 
auf  senkrecht  (in  e],  und  auch  }^Xi  auf  t^^t  (in  F),  alao  bt 
der  Höhenpunkl  des  Dreiecks  r^t^p  und  folglich  siebt  auch 
auf  senkrecht,  d.  b.  wir  haben  swel  neue  m  eininder  senk- 
rechte Tangenten  der  Parabel  gefunden,  die  sich  in  P  trelTeo. 
VerüDdera  wir  die  wlUkfibrIich  angenommene  Tangente  rri  der 
Parabel,  so  erhalten  «ir  almmtUche  Paare  rechtwinkliger  Tangen- 
ten derselben  und  können  nun  leicht  den  Ort  ihrer  Schnittpankte 
P  ermitteln.  Da  nimllch  Vi  der  llöhenpunkt  des  Dreiecks  x^t^i 
ist,  so  liegen  die  vier  Punkte  r^iPt  auf  einem  Kreiae  und  es  ist 
LPt))i  =  LPx\)i=^  45^  also  liegt  P  auf  derjenigen  Halbirungs- 
linie  des  Winkels  zwischen  den  beiden  Ti  ägern ,  welche  senkrecht 
auf  der  Parabelaie  steht;  diese  gerade  Linie  bleibt  nun  fest. 
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Während  wir  die  Tangente  xXi  verunderD,  und  wir  erbalten  daher 

folgendes  Hesidlat:  • 

Der  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  des- 
sen Schenkel  Ta njjentenpaare  einer  Parabel  sind,  ist 
eine  gerade  Linie,  welche  senkrecht  steht  auf  der 
Axe  der  Parabel  in  «lemjenigen  Punkte,  durchweichen 
die  beiden  unter  45"  zur  Axe  geneigten  Tangenten 
der  Parabel  sich  treffen.  Jeder  l*unkt  dieser  Geraden 
besitzt  die  Kigenschaft,  dass  das  in  Bezug  auf  die 
Parabel  ihm  / (ige liOrige  Strahlsysteui  ein  hyperbolisch- 
gleich  sei  lig  es  ist. 

Wollen  wir  dieses  Ilcsultal  mit  dem  für  Ellipse  und  Hyperbel 
gefundenen  in  l^ebereinsliiniiuiiig  bringen,  so  können  wir  die  ge- 
fundene Gerade  auch  als  einen  Kreis  mit  unendlich-grossem  Ra- 
dius ansehen,  w<is  denn  vollständig  mit  dem  Umstände  harmonirl, 
dass  bei  der  Parabel  <lie  Längen  der  Axen  unendlich  gross  sind, 
weil  ihr  Mittelpunkt  im  Unendlicheü  liegt. 

Wir  gehen  hier  nicht  auf  weitere  Eigenschaften  der  Parabel 
ein,  welche  sich  aus  der  betrachteten  Figur  (Fig.  48)  in  ganz 
elementarer  Weise  ergeben,  auch  nicht  auf  die  Bedeutung  der 
gefundenen  Geraden  und  des  Punktes  F,  welche  Pol  und  Polare 
in  Bezug  auf  die  Parabel  sind  (Leitlinie  und  Brennpunkt  der- 
selben), weil  wir  hierauf  sogleich  von  anderer  Seite  kommen 
werden. 

Nur  eine  Eigenschaft  des  gefundenen  Ortskreises  wollen  wir 
noch  berfdiren:  Denken  wir  uns  nämlich  irgend  ein  Tripel  kon- 
jugirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  xyz  (§  30)  imd 
den  Mittelpunkt  M  desselben,  ziehen  Mx,  welches  der  Polare 
fft  von  Ä  in  x^  begegnen  möge  (Fig.  49),  so  ist  Mx.Mx^  das 


M  liegen;  den  koiijugirlen  Durchmesser  zu  Mx  erbaHen  wir,  in- 
dem wir  durch  >V  eine  Parallele  zu  ziehen;  wird  diese  Parallde 
von  xy  in  s  gelridlen,  so  muss  eine  durch  z  zu  Mx  gezogene 


(Fig.  49.) 


konstante  Rechteck  (Potenz) 
*  des  diesem  Durchmesser  des 
<  Kegelschnitts  zugehörigen 
Punktsystems,  also  as 
oder  —  A^,  je  nachdem  «e 
und  .r,  auf  derselbe  oder 
entgegengesetzten  Seite  von 
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Parallf'l«  dieselbe  in  dem  konjiigirlen  I'unkir  IvvlXon,  so  dass 
Ms  .  Ms^  das  konstante  Jlechteck  auf  dem  kt»iijnfj;irlen  llurelunes- 
ser  ist  für  das  Punktsystem,  welches  diesem  Durchmesser  in  Be- 
zug auf  (h'u  Kegelschnitt  zugehört,  also  =:  Ii-  oder  —  />-,  je 
nachdem  der  Hurclunesser  den  Kegelseluiilt  trilft  oder  nicht.  I'iir 
die  ElUpsc  gelten  die  Werthe  A'^  und  B'*,  für  die  Hyperbel  A- 
lind  —  B"^  oder  und  —  A''\  in  beiden  Fidlen  aber  ist  die 
Summe  konslanl  und  zwar,  wie  wir  gesehen  haben,  gleich  dem 
(jiiadrate  des  Hadius  R  desjenigen  Kreises,  >\ elcher  als  der  Ort 
des  Sciuutipunktes  zweier  icchLwiukÜgeii  Tangeiiteii  des  kegel- 
schiiilLs  gefunden  wurde,  also: 

MxMx^  +  Mi.  Msi  =  JtK 

Nun  ist  wegen  der  Paralieliiit: 

a=         und    Ms,  i=  x.Zt 

MX         «I«  ^  ' 

also: 

XfX 

welcher  Ausdruck  sich  leicht  geometrisch  ausdrüclcen  Iftnt,  indem 
wir  durch  xyz  einen  Kreis  legen  und  den  andern  Schnittpunlit  | 
der  Geraden  ce^  x  mit  diesem  Kreise  bestimmen,  dann  wird: 

^^'m  t^*  =^  ^*  •        ~  Mx  .  x^i; 

nun  ist  aber  allgemein: 

■  a:j4  =  Mi  —  Mxi, 

also: 

Ms  .  Msi  +  Mx.  Mx^  r=  /?2  —  Mx  .  M^ 

und  da  Mx.M^  die  Pole/iz  des  Punktes  M  in  Itezug  auf  den 
um  xt/z  beschriebenen  Kreis  bedeutet,  so  folgt:  Der  Mittel- 
punkt eines  Kegelschnitts  hat  iiiltezug  auf  den  einem 
bei  i  eiligen  Tripel  -  Drei  ec  k  des  K  e  g  e  I  s  c  h  ii  i  t  ( s  um- 
schriebenen Kreis  immer  d  iese  I  b  e  Po  t  e  uz ,  welche  gleich 
ist  dem  Quadrate  des  Hadius  desjerngen  Ortskreises,  der  die 
Schnittpunkte  der  rechtwinkligen  Tang«'Uten  des  Keg<  lschnil(s  eut- 
h;"dt.  Oder  auch:  Der  Ortskreis  des  Sch  n  it  l  p  u  ti  k  (  e  s  der 
rechtwinkligen  Tangenten  eines  Kegelschnitts  schnei- 
det jeden,  einem  beliebigen  Tripel -Dreieck  in  Jiezug 
auf  d(>u  Keg  elschnitl  umschrieb  encu  Kreis  rechtwink- 
lig.   In  gleicher  Weise  ergudit  sidi: 

Mx  .  iVu-j  .  Ms  .  Ms^  siir  tp  = 
SehrSter,  Theorie  d.  Kegvitchii. 
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WO  9  den  Winkel  der  beiden  lionjugirien  Durchmesser  beieichnet, 
oder  wenn  man  mit  p.^  die  drei  Perpendikel  ans  Jlf  auf  die 
Seiten  des  Tripel-Dreiecks  beieidinet»  nadi  kkliter  Reduktion: 

wo  r  den  Radius  des  dem  Tripel-Dreieok  unisofariebenen  Kreises 
liedeutet,  da  bekanntlich  im  Dreieck  das  VerliSltniss  einer  Seite 
sum  SinOB  des  gegen&l>erUegenden  Winkels  gleich  dem  Durch- 
messer des  umschriebenen  Kreises  ist.  (Diese  Tlieoreme  sind  ?on 
Faure  in  den  Nouvelles  Annales  de  Math^atiques  tome  XIX 
p.  234  und  tome  XX  pag.  55  mitgetheilt  worden.) 

S  36.  Bentlininnng  wbUibßt  Punkte  in  'der  Bbene  einea 
Kegeliwihnftte,  für  weiche  das  augehörige  SfarahlByatem  ein 
Kreieayatlem  wird:  Die  Brennpunkte  des  Kegeisohnitta. 

Da  jedem  Punkte  in  der  Ebene  efaies  Kegelschnitts  ehi  be- 
stimmtes Strahlsystem  in  fiesug  auf  denselben  zugehört,  so  bietet 
sich  insbesondere  die  Frage  nach  solchen  Punkten  dar,  deren 
Strahlsystem  ein  Kreissystero  wfard,  bei  welchem  je  zwei  kon- 
jugirte  Strahlen  zu  einander  rechtwinklig  sind.  Solche  Punkte 
roQssen  natürlich»  falls  sie  vorhanden  sind,  innerhalb  des  Kegel* 
Schnitts  liegen,  d.  h.  es  dürfen  keine  reellen  Tangenten  durch 
sie  gehen,  weü  das  Kreissystem  ein  besonderer  Fall  des  ellipti- 
schen Strahlsystems  ist.  Wir  können  aber  den  Ort,  wo  wir  sie 
Oberhaupt  zu  suchen  haben,  noch  mehr  beschränken,  denn  es 
ist  leicht  zu  ersehen,  dass  sie  nur  auf  den  Axen  des  Kegelschnitts 
liegen  können.  Wäre  P  irgend  ein  nicht  auf  einer  Axe  des 
KegehMdmitts  liegender  Punkt  und  Jf  der  Mlttelpuakt  des  Kegel* 
schniits,  so  würde  dem  Durchmesser  PJIf  ein  konjugirter  Ooicfa- 
messer  zugehören,  der  nicht  zu  ihm  rechtwinklig  wflrei  und  zögen 
whr  durch  P  zu  diesem  konjugirten  Durchmesser  eine  Parallele, 
80  hätten  wir  in  P  zwei  konjugirte  Strahlen  des  dem  Punkte  P 
zugehörigen  Strahlsystems;  diese  wären  also  nicht  zu  einander 
rechtwinklig,  folglich  das  Strahlsystem  für  P  kein  Kreiasysten. 
Whr  haben  mithin  die  Punkte  von  der  verlangten  Eigenadiall  nur 
auf  den  Axen  zu  suchen  und  zwar  nur  auf  demjenigen  Abachnlt- 
ten  der  Axen,  welche  von  keiner  Tangente  getroffen  werden  (in- 
nerhalb des  Kegelschnitts  liegen).  Sei  «  ein  beUebiger  Punkt 
einer  Axe  des  Kegelschnitts  und  X  seine  Polare,  die  senk- 
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recht  auf  der  Axe  steht  in  t/,  dann  wird  das  ganze  dem  Punkte 
X  zugehörige  Strahisyslem  in  folgender  Weise  erhalten:  Wir 
ziehen  einen  beliebigen  Strahl  Z  durch  x,  welcher  in  y  die  Po- 
lare X  treffe,  und  bestimmen  den  Pol  z  von  Z,  welcher  nothwendig 
auf  X  liegt;  während  sich  Z  bewegt,  wird  sich  auch  xz  ^  Y 
verändern  und  YZ  sind  immer  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des 
d»'m  Punklo  x  zugehörigen  Slrahlsyslems  §  ?>()];  y  und  z  sind 
gleichzeitig  ein  Paar  kwijugirte  Punkte  des  der  Geraden  -V  zu- 
gehörigen Punktsystems,  de^isen  MiUelpiuikt  offenbar  ti  ist  (Fig.  50); 


(Fig.  60.) 


y 

• 

>  ^      y^  y^ 
1    ^    y  y^ 

der  Sliiilil  XH  1111(1  die  auf  ihm  Senkrechte  durch  x  sind  «lie 
Axen  des  Straidsystenis  für  dt  ii  Punkt  x\  wmw  nun  die  beiden 
konjugirlen  Strahlen  Y  und  Z  auch  zu  einander  rechtwinklig 
wären,  so  liätte  das  Slralilsysteni  lür  x  zwei  l*aar  Axen  und 
wäre  mithin  ein  Kreissystem  [%  17).  Dies  ist  aber  für  einen 
))eliebig  auf  der  Axe  angenommenen  Punkt  x  nicht  der  Fall  und 
wir  werden  solche  Punkte  aufzusuchen  haben,  welche  diese  Kigcn- 
Schaft  darbieten.  Verfolgen  wir  das  dem  Punkte  x  zugehörige 
Strahlsystem  und  das  mit  ihm  perspektivisch  liegende  der  Polare 
X  ziigehorige  Punktsystem  so  ist.  well  «  der  Mittelpunkt 

desselben : 

uy  .uz  BS  const. 

In  dem  Dreieck  xyz  ist  xn  eine  Höhe,  die  beiden  andern  Hölien 
yv  und  zw  schneiden  sicli  daher  in  einem  Punkte  t.  der  ersteren, 
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d.  h.  der  Axe  des  Kegdscbiiitts»  und  wir  haben  wegen  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke: 

.  uz  =3  if| .  II«  oonst., 
folgUeh  wird,  wie  wir  aocli  das  Ponlitenpaar  y,  z  auf  der  Polare 
verindern,  der  HAhenpunkt  |  des  Tripel-Dreiecks  xpt  un?erjin- 
derl  bieii>en;  also  halten  wir  den  Sats  geftinden: 

Irgend  ein  fester  Punkt  x  einer  Axe  des  Kegel- 
schnitts kann  als  ein  Eckpunkt  von  unendlich  Tielen 
.  Tripeln  in  Bexug  auf  den  Kegelschuilt  angesehen  wer- 
den, dessen  beide  andern  Eckpunkte  auf  der  Polare 
jT  von  X  sich  biMvegen;  der  Höhenpunkt  dieser  säromt- 
lichen  Tripel-Dreieckc  xyz  ist  ein  und  derselbe  feste 
Punkt  I  und  liegt  ebenfalls  auf  der  Axe  des  {Kegel- 
schnitts, auf  welcher  x  angenommen  ist. 

Da  ferner  die  Punkte  v  und  w,  die  Fusspnnkte  der  beiden 
aus  y  und  z  gefällten  Hullen,  dit>  Kigenscbaft  besitzen,  dass  vx 
und  vy  konjugirle  Slrahlen  sind,  ebenso  wx  und  wz  und  zu- 
glidch  rechtwinklig  auf  einander  stehen,  so  folgt,  dnss  «  s  die  Axen 
der  den  Punkten  v  und  tv  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zuge« 
liörigen  Stralil-y-icinc  sind.  Die  Punkte  x  und  ^  besilzen  also 
die  Eigensch.'iti,  dass  für  jeden  Punkt  P  des  über  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  die  Strahlen  Px  und  die  Axen 
des  tiem  Punkte  /'  in  IJezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörigen 
Sirablsyslems  sind.  Geht  insbesondere  durch  x  (oder  |)  eine 
Tangente  des  Kegclschnitls,  deren  Pol  der  IkTührungspunkl  Po 
ist,  so  muss  Pol  (oder  Pox)  senkrecht  auf  der  Tangente  stehen, 
d.  Ii.  die  Normale  in  sein;  die  Piinkte  r  und  ^  besitzen  also 
auch  die  Eigenschaft,  dass  sie  die  Duixhscliniltpiinktc  von  Tan- 
gente und  Normale  eines  gewissen  Kegelscbniitspunktes  mit  der 
in  lietracht  gezogenen  Axe  sind,  natüilicii  au(  h  des  andern  zu 
der  Axe  symmetrisch  liegenden  Kegelschnittpunktes. 

Verändern  wir  jetzt  den  Punkt  x  auf  der  Axe  des  Kegel- 
sclinitts,  so  verändert  sich  mit  ihm  auch  Wenn  nun  einmal 
das  dem  Punkt*:  x  zugehörige  Strahisystem  eiu  Kreissystem  wäre, 
so  müssle  das  Dreieck  yxz  bei  x  rechtwinklig  werden,  oder  der 
Höhenpunkt  |  ninsste  mit  dem  Eckpunkt  .r  zusammenfallen,  und 
umgekehrt,  wenn  der  Höhenpunkt  eines  Dreiecks. mit  einem  Eck- 
punkte zusammenfällt,  so  ist  das  Dreieck  rechtwinklig.  Wir  wer- 
den also  zunächst  zu  untersuchen  haben,  wie  sich  der  Punkt  | 
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mit  dem  Punkte  x  ▼Mindert,  und  dann  naehsehen,  ob  und  wie 
oft  es  Torkoramt,  dase  x  und  |  zusanuneDfalleii;  (licJeiiigLii  Punkte, 
bei  denen  dies  eintritt,  sind  von  der  gusiicliten  Beseliaflenlieit, 
dass  das  Üinen  zugehörige  StraUsystem  ein  Kreissyslera  wird. 
Um  SU  dem  Punkte  x  den  Punkt  |  zu  finden»  iiaben  wir  nur 
ndtliig,  einen  beliebigen  Strahi  Z  durch  x  zu  ziehen  und  aus 
dem  Pol  z  ein  Perpendikel  aui  2  zu  fällen,  welches  die  Axe  in 
I  trifll.  Oer  durch  x  gezogene  Strahl  Z  ist  übrigens  willkQbr- 
llch;  halten  wir  der  Etttfachhelt  wegen,  indem  wir  fortrficken, 
die  Richtung  von  Z  fest,  d.  h.  lassen  es  beständig  sich  parallel 
bleiben,  so  wird  der  Pol  x  aui  dem  zu  dieser  Richtung  konju- 
glrten  Durchmesser  Mz  sich  bewegen,  die  Senkrechte  zw  bleibt 

auch  sich  parallel,  also  «las  Vcrliälliiiss  <<'nsl.  Die  Polare 

JT  von  X  bleibt  auch  beständig  sich  parallel,  folglich  audi  das 

Verblltniss  ^"  konstant,  mithin  auch  ^^sconst  Nun  sind  aber 

.r  iirul  u  koiijugirte  Punkte  des  der  Axe  /ugeliorigeu  Puiiklsyslenis, 
dessen  Milteipuniit  M  ist,  daher: 

Mx .  Mu  a=s  const  (a     oder  b^) 

und  es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  auch  das  Rechteck  Mx .  Jf| 
eonslant  bleibt: 

Mx .  ilf|  SS  const. 

oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  die  Punkte  x  und  |  ko^jugbie 
Punkte  eines  neuen  auf  der  Axe  befindlichen  Punktsystems  sind, 
dessen  Asyroptotenpunkte,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  die  gesuch- 
ten Punkte  sind,  deren  dem  Kegetechnltt  zugehöriges  Strahl- 
system ein  Kreissystem  vdrd.  Es  glebt  also  im  Allgemeinen  auf 
jeder  der  beiden  Azen  zwei  solche  Punkte  und  es  bleibt  nur 
noch  au  untersuchen,  ob  dieselben  reell  vorhanden,  d.  b.  die  in 
der  angegebenen  Weise  auf  den  Axen  des  Kegelschnitts  konstruir- 
ten  beiden  neuen  Punktsysteme  hyperbolisch  oder  elliptisch  sbd. 
Da  der  Mittelpunkt  des  Eegelschnitts  Jlf  auch  für  diese  i»dden 
neuen  Punktsysteme  Mittelpunkt  ist,  so  bt  nur  zu  untersuchen, 
ob  ein  solches  auf  einer  der  Axen  befindliches  Punkteupaar  x,  | 
durch  üf  getrennt  wird,  oder  nicht;  im  ersten  Falle  wird  das 
Punktsystem  elliptisch,  im  zweiten  hyperbolisch  sein.  Um  aber 
ein  Punktenpaar  x,  |  zu  erhalten,  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
nur  nöthig,  in  irgend  einem  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  ge- 
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wählten  Punkte  P  die  Axen  des  Strablsystens  zu  bestimmen, 
welches  dem  P  zugehört;  diese  Axen  treffen  eine  Kegelschnitt- 
axe  in  zwei  Punkten  x,  |  des  neuen  Punktsystems  auf  ihr;  denn 
lassen  wir  umgekehrt  die  Punkte  |  das  ganze  neue  Punkt- 
system durchlaufen  und  besdireiben  jedesmal  Ober  « g  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  dessen  Punkte  P  die  oben  hervorgehobene 
Eigenschaft  besitzen,  so  erhalten  wir  eine  Kreisschaar,  welche 
die  ganze  Ebene  stetig  ermilt*,  und  durch  jeden  beliebigen 
Punkt  P  der  Ebene  glebt  es  nur  einen  Kreb  der  Schaar.  Wir 
schliessen  hieraus  beilAuflg  folgenden  Salz: 

Denkt  man  sich  in  sSmmtlichen  Punkten  der  Ebene 
die  Axen  der  ihnen  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
gehörigen Strablsysteme  ermittelt,  so  schneidet  jedes 
Axenpaar  die  eine  (oder  andere)  Axe  des  Kegelschnitts 
in  zwei  Punkten  «,  |,  deren  Gesammtheit  ein  Punkt- 
system auf  dieser  Axe  konstituirt,  von  welchem  | 
allemal  ein  Paar  konjugirte  Punkte  sind. 

Hieraus  folgt  nothwendig,  dass  die  in  dieser  Weise  auf 
beiden  Axen  erhaltenen  neuen  Punktsysteme  verschiedener  Natur 
Sein  müssen,  nämlich  das  eine  hyperbolisch  und  das  andere 
elliptisch.  Denn  wenn  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  P  die 
Schenkel  eines  andern  rechten  Winkels  M  in  zwei  Punktenpaaren 
X,  i  und  x^^  durchbohren,  so  können  nicht  auf  den  Schenkehi 
des  letzteren  1)  gleichzeitig  x,  |  durch  M  getrennt  werden  und 
auch  x^lK  ebenso  wenig  können  2}  gleichzeitig  x  und  |  auf  der- 
selben Seite  von  M  in  dem  einen  Schenkel  liegen  und  auch  x^ 
und  1^  auf  derselben  Seite  von  M  in  dem  andern  Schenkel,  son- 
dern es  müssen  3)  wenn  x  |  durch  Jif  getrennt  werden,  x^  und  |^ 
auf  derselben  Seite  von  M  liegen,  oder  4)  wenn  x  und  |  auf 
derselben  Seite  von  ilf  liegen,  x^  und  Ij}  durch  M  getrennt  wer- 
den. Dies  lehrt  die  unmittelbare  Anschauung;  folglich  muss  das 
neue  Punktsystem  auf  der  einen  Kegelschnitlaxe  elliptisch,  auf 
der  andern  hyperbolisch  sein;  bei  dem  letzteren  existiren  nur 
zwei  reelle  Asymptotenpunkte  und  wir  erhalten  daher  als  Antwort 
auf  die  vorgelegte  Frage  folgenden  Satz: 

Es  giebt  nur  zwei  reelle  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts,  für  welche  das  ihm  zugehörige  Strahl- 
system ein  Kreissystem  wird;  diese  liegen  auf  einer  der 
beiden  Axen  des  Kegelschnitts  gleich  weit  vomMittel- 
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punkte  nach  hriilcii  Sciieti  hin  abstcheutl;  sie  heissen 
die  „Urcuupuuklc"  des  Kegelsclioi t ts. 

Wir  gelangen  nacli  dem  Vorigen  zu  deu  Brennpunkten  auch 
durcli  folgende  Konstruktion: 

Tangente  und  Normale  In  sanimtlicben  Punkten 
eines  Kegelschnitts  trefrcn  sowohl  die  eine,  als  auch 
die  andere  Axe  desselben  in  Punktenpaaren  x»  I* 
welche  auf  jeder  ein  Punktsystem  konstituJren»  von 
dem  X  und  |  immer  ein  Paar  konjugirto  Punkte  sind» 
und  welches  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  zu- 
gleich zu  seinem  Mittelpunkte  hat;  von  diesen  beiden 
Punktsystemen  ist  das  eine  elliptisch,  das  andere 
hypei  holisch;  die  Asymptotcnpn  nkt«*  des  letzteren 
sind  die  Brennpunkte  des  K  i: <  ! srh  ii i 1 1  s,  d.  b.  die  ein- 
zigen reellen  Punkte  In  der  Ebene  desselben,  welche 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass  da^  ihnen  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  zugehörige  Strablsystem  ein  Kreis- 
system ist. 

Suchen  wir  nun  niher  hei  den  drei  Gattungen  von  Kegel- 
schnitten die  Lage  der  Brennpunkte  zu  ermitteln,  so  zeigt  sich 
zun&chst  bei  der  Parabel,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt, 
das  äusserst  einfache  Verhalten,  dass  das  Punktsystem  («,  |)  auf , 
der  Axe  der  Parabel  ein  hyperbolisch-gleichseitiges  wird,  also  der 
eine  Asymptotenpunkt  desselben  mit  dem  Mittelpunkte  im  Unend- 
lichen liegt  und  nur  der  andere  Asjmptotenpunkt  im  Endlichen 
bleibt;  d.  h.  die  Parabel  hat  nur  einen  (endlichen)  Brennpunkt, 
nSmlicb: 

Tangente  und  Normale  in  säromtlichen  Punkten  der 
Parabel  treffen  die  Axe  derselben  in  je  zwei  I^unkten 
deren  Abstand  durch  ein  und  denselben  festen 
Punkt,  den  Brennpunkt  der  Parabel  baibirt  wird. 

Der  zweite  Brennpunkt  der  Parabel  Uegt  Im  Unendlichen  mit 
dem  Mittelpunkt  und  dem  unendlich-entfernten  Parabelpunkt  ver- 
einigt; die  zweite  Axe  der  Parabel  ist  die  unendlich -entfernte 
Gerade  selbst;  das  auf  ihr  hervorgerufene  Punktsystem  {x,  g  ist 
ellipUsch. 

Um  bei  Ellipse  und  Hyperbel  die  Lage  der  Brennpunkte  zu 
bestimmen,  denken  wir  uns  in  irgend  einem  Kegebchuitlpunkle 
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A  die  Tangente  und  Normale»  welche  die  elAe  JiegelschnitCsaxe 
in  X  und  |,  die  andere  in      und     treffen  mögen  (Fig.  51). 


\^  System  auf  der  aiiderfi  Axe 

^  elliptisch  ist.  Bezeichnen  wir  den 

Abstand  der  beiden  Brennpunkle  FF^^  ss  2  c,  also  MF  =  e. 


Mx,  Ml  =  c'; 

2  c  beiasl  die  Excentricitit  des  KegelschnlUs  und  lässl  sich 
leicht  ausdrücken  durch  die  Längen  der  Axen  desselben.  PflUen 
wir  nimlteh  von-^  die  Perpendikel  Ap  und  Ap^  auf  die  Axen« 
so  sind  p  X  und  p^  x^  zwei  Paare  kotyugirter  Punkte  der  den 
Axen  In  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zugehörtgen  Punktsysteme; 
diese  sind  bei  der  Ellipse  beide  hyperbolisch,  bei  der  Hyperbel 
ist  eines  hyperbolisch»  das  andere  elliptisch;  sei  das  hyperbolische 
auf  der  Axe  Btx  beflndUch,  so  haben  wir  sowohl  fQr  Ellipse,  als 
auch  för  Hyperbel 

ilfp  •  Mx  =  a^, 

da  p  und  x  auf  denelben  Seite  von  M  liefen  mflssen;  dagegen 

Mp* .  Mx^  =     für  die  Ellipse 
und  Jlfp* .  Mx^  s=5  —  6'  fQr  die  Hyperbel, 

weil  im  ersten  Falle  p^  und  x^  auf  derselben  Seite  ron  Jlf  liegen 
(wie  in  der  Figur  51,  die  also  den  Fall  der  Ellipse  voraussetzt), 
im  zweiten  Falle  dagegen  imd  x^  durch  M  getrennt  werden. 
Nun  zeigt  die  Aehnlicbkeit  der  Dreiecke: 


(Fig.  51.) 


Liegen  nun  x  und  |  auf  derselben 
Suite  von  M,  so  mOssen  x^  und 

durch  M  getrennt  werden ;  es  wird 
also  das  Punktsystem  {x,  ^)  auf 
der  Axe  Mx  hyperbolisch  sein  uud 
die  Asymi>totenpunkle  desselben 
F  und  F,  oder  die  Brennpunkte 
des  Kegelschnitts  \\(Tdeii  auf  die- 
ser Axe  liegen,  während  das  Punkt- 


so  ist: 


Mp  p'«* 


und 


Mp  =     4«  • 


woraus  einmal,  weil: 


Mpi  =         .  ;>«a;'  ist, 
,Mie.Mi  =  i^M.Ma^  =  folgt. 
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uiid  zwtiiieub 

=  iVj  '  (I'jV  4-  Mp^)  also 
l/x  .  Mp  —  J/ä'  .  = 
Wir  crlialLeii  also: 

s=      —  6'    für  die  Ellipse 
und    c*  =  «2  ^  ^2    ffiP  Hyperbel. 

Hieraus  hervor,  dass  die  nn  iiiipunkle  der  KIlipse  auf 

der  «rrösscrcu  Axe  der  KIlipse  liegen,  ueil  —  =  c'^  >  o, 
:dso  «I  >  /;  sein  nuiss,  und  dass  sie  erhallen  >\er(leii,  wenn  wir 
nni  einen  der  Schnittpunkte  der  kleiner<;n  Axe  der  KIlipse  niil 
dem  Hadius  a  der  grösseren  llalbaxe  einen  Kreis  schlagen,  wel- 
cher die  grossere  Axe  in  den  gesuchten  lirennpunkten  F  und  F^ 
treffen  wird,  w;lhrend  ein  mit  dein  Hailins  /;  <ler  kleineren  llalb- 
axe um  einen  der  Srheilel  der  andern  Axe  j,'es(  lilagener  Kreis 
die  h  l/lere  ni«  hl  treffen  kann.  Kür  </  =  h  wird  die  KIlipse  ein 
Kreis  nnd  die  beiden  Ilrennpunkte  jener  fallen  mit  dem  Kreis- 
mitlelpunkte  /usanmiin  \c  =  o\  Zweitens  sehen  wir,  dass  hei 
der  Hyperbel  die  lirennpnnkte  an!  derjenigen  Axe  lieg<'n,  welche 
dieselbe  in  zwei  reellen  Piniklen,  ihren  Srheileln,  trifft  und  dass 
wir  sie  erhallen,  indem  wir  in  den  Scheiteln  die  Tangenten 
ziehen,  die  Selmitipunkte  derselben  mit  den  .Vsyinptoten  der  Hy- 
perbel bestimmen  und  mit  der  Entfernung  eines  dieser  Punkte  von 
.V  um  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  einen  Kreis  sehiagen,  welcher 
die  erste  Axe  in  den  gesuchten  Hrennpnnkten  F  und  trifft. 
Dass  das  Punktsyslem  fa;',  auf  derjenigen  Axe  <ler  Hyperbel, 
welche  dieselbe  ni(  hl  trillt,  elliptisch  sein  muss,  geht  auch  a  |iriori 
daraus  hervor,  dass  diese  ganz  in  das  Hereich  der  Tangenten  der 
Hyperbel  fallt,  also  jedem  ihn  r  Pmiktc  ein  hyperbolisches  Strahl- 
system zugi'hört ,  niilliin  kein  kreissystem  vorkommen  kann. 

Wir  haben  vorhin  eiiu's  Kreises  erwähnt,  welcher  über  der 
Strecke  a- 1  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann;  da  nun 
das  Punktenpaar  ein  ganzes  Punktsystem  durchläuft,  so  bilden 
alle  diese  Kreise  eine  Kreisschaar,  deren  Centrale  eine  Kegel- 
sehnittaxe  ist.  Beschreiben  wir  anderseits  auch  über  |'  als 
Iturchmesser  einen  Kreis,  so  erhalten  wii*  eine  zweite  Kreisschaar, 
welche  die  andere  Kegelschnitlaxe  zur  Centrale  hat;  diese  beiden 
Kreisschaaren  sind  konjugirte  Kreisschaaren,  d.  h.  jeder 
Kreis  der  einen  Schaar  schneidel  jeden  der  andern  rechtwinklig, 
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denn  diejenigen  Ijeiden  Kreise,  welelie  'V\>i.  51  über  und  or'l' 
als  Diirchniessei'  hesclirielirn  wei'deii,  haben  (b'n  Punkt  ./  gemein 
und  die  von  den  Miltel|innklen  dieser  beiden  Kreise  nach  J  hin 
^'ehenden  Kadien  stehen  oIFenbar  senkrecht  anl'  einaiidei-.  Jede 
dieser  bci(hMi  Kreisschaaren  hat  die  Centrale  der  andern  zur 
Polenzlinie*  (genieinsehaflMehen  Sekante  ,  und  zwar  die  eine  eine 
itk'elle,  die  anihMe  eine  reelle  genieinschaflliche  Sekante,  d.  h. 
die  Kreise  der  einen  Schaar  (x ,  $  treffen  die  Polenzlinie  nicht, 
die  Kreise  der  an<h'rn  Schaar  (a'^')  ^'ehcn  siiinmllich  dmch  die- 
selben beiden  fesli'u  Punkte  F  und  ,  \\eb  hes  (He  .,  (Irenz- 
puukle"  der  ersten  Knisschaar  sind,  und  iiaben  alsii  F I\  zur 
reellen  genieinschafUichcn  Sekaulc.  Uieruach  küuuen  wü*  den 
Satz  aussprechen: 

Die  beiden  Hrenni»unkte  eines  Kegelschnitts  und 
ilie  Schiiitlpnn  kle  von  Tangente  und  Normale  in  ir- 
gend einen)  Kegelschnittpunkte  mit  derjenigen  Axe, 
auf  welcher  die  Brennpunkte  nicht  liegen,  befinden 
sich  allemal  auf  einem  Kreise;  woraus  «leini  auch  eine  Kon- 
struktion der  IJrennpunkte  sich  ergiebt.  liei  der  Parabel  gehl 
die  eiiM'  der  beiden  konjugirten  Kreisschaaren  in  eine  Schaar 
coucenirischer  Kreise  id)er  und  die  andere  Kreisschaar  zerfällt. 

Annierkung.  Wir  können  in  gewissem  Sinne  von  drei 
Axen  eines  Keg<'lschnitts  sprechen,  indem  wir  zu  den  beiden 
eigentlichen  Axen  die  nnendlich-entIVrnte  (Gerade  hinzulügen 
und  ajso  das  Tripel  konjngirter  Strahlen,  deren  zwei  die  eigent- 
lichen Axen  des  Kegelschnitts  sind ,  vervollständigen  ;  daini  würde 
also  <ler  Kegelschnitt  drei  Mittelpunkte  haben,  von  denen  zwei 
im  Unendlichen  liegen  und  sechs  Brennpunkte,  nämlich  die  Dop- 
pelpunkte der  drei  Punktsysteme  {x,  $)  auf  den  drei  Axen;  von 
diesen  Punkt.syslemen ,  welche  entstehen  durch  die  Schnittpunkte 
(x,  ^]  sämmtlicher  Axenpaare  aller  dem  Kegels(  hiiilt  zugehörigen 
Strahlsystemc  in  der  Ebene,  sind  aber  innner  zwei  ellijdisch  und 
nur  eines  hyperbolisch,  also  von  den  seclis  Brennjuinklen  nur 
Evvei  reell.  Wir  erwäluien  diese  Auffassung,  weil  sie  bei  manchen 
geomelrisclien  Untersuchungen  zur  Aufklärung  von  Paradoxen  dient, 
die  sonst  nicht  erklärt  werden  können.   Beim  sphärischen  Kegel- 


*)  Siehe  Steiner:  Einijre  peometrisclio  l?ctr;ichtungcn,  Crclle's 
Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik.,  lid.  I  S.  161  S. 
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schnitt  I.  B.  treten  diese  drdAxen,  weil  das  Operationsfeld  der 
Kogel  keine  onendlleh- entfernten  Punkte  besitzt,  gaoz  Itestimmt 
iienror.  —  Wir  kdnnen  uns  aucli  auf  der  onendücb -entfernten 
Geraden  ein  Punktsystem  denken,  wdclies  ihr  in  Beiug  auf  den 
Kegelschnitt  zugehört;  dies  wird  bestimmt  durch  das  dem  Mittel* 
punkte  des  Kegelschnitts  zugeliArige  Straldsystem  (der  konjugirten 
Durchmesser)  und  ist  elliptisch,  wenn  der  Kegdschnitt  Ellipse, 
hyperbolisch,  wenn  er  Hyperbel  ist,  wo  dann  die  Asymptoten  des 
Kegelschnitts  durch  die  Asymptotenpunkte  jenes  Punktsystems  auf 
gehen.  Da  insbesondere  beim  Kreise  das  System  der  konju« 
girten  Durchmesser  ein  Kreissystem  ist,  d.  h.  aus  lauter  Paaren 
rechtwinkliger  Strahlen  besteht,  so  wird  fftr  jeden  Kreis  in  der 
Ebene  auf  G^-  dasselbe  Punktsystem  bestimmt;  da  nun  die 
Asymptotenpunkte  dieses  Punktsystems  immer  die  Schnittpunkte 
der  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  so  können  wir  in  gewissem 
Sinne  sagen:  Alle  Kreise  der  Ebene  gehen  durch  die- 
selben beiden  imaginären  Punkte  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden,  d.  h.  filr  uns  nichts  anderes  als:  Das  der 
unendlich -entfernten  Geraden  fQr  alle  Kreise  der  Ebene  zuge- 
hörige Punktsystem  ist  identisch  dasselbe,  elliptische.  Die  bei- 
den imaginiren  Kreispunkte  auf  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  werden  in  neuerer  Zeit  hinflg  bei  geometri- 
schen Untemichungen  lienulzt  und  gewähren  auch  bei  analytischer 
Behandlung  ehien  wesentlichen  Nutzen;  de  sind  aufzufassen  als 
die  imaginiren  Asymptotenpunkte  des  ein  für  alle  Mal  fest  be- 
stimmten Punktsystems  auf  der  unendHc-h  -  enifemlen  Geraden, 
welches  fon  allen  unendlich -entfernten  Punktenpaaren  gebildet 
wird,  die  in  je  zwd  zu  efaiander  rechtwinkligen  Richtungen  lie- 
gen. Nach  der  obigen  Erweiterung  sind  also  die  bdden  imagi- 
niren Kretopunkte  auf  der  unendlich -entfernten  Geraden  als  ein 
Paar  imaginäre  Brennpunkte  filr  jeden  beliebigen  Kegdschnitt  in 
der  Ebene  aufzufassen. 

$  36.   Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  welche 
sich,  auf  ihre  Brennpunkte  beliehen. 

Die  eigenthAmliche  Beschalfenheit  der  Brennpunkte  führt  zu 
sehr  einfachen  Eigenschaften  der  Kegdschnitte,  welche  zu  den 
ältesten  und  bekanntesten  gehören.  Wir  wollen  die  hauptsäch- 
lichsten derselben  hier  nur  kurz  aus  unserer  Definition  der  Brenn- 
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punkte  ableiten.  Da  das  Punktsystem  (.r,  |),  dessen  Asymplolen- 
punkle  die  Brennpunkte  FF^  des  Kegelschnitts  sind,  durch  Tan- 
gente und  Normale  sämmtlichcr  Kegnischnittpunkte  P  auf  der 
Axe,  welche  dit;  lirennpunkle  enthält,  fixirt  wird,  so  bilden  die 
Tangente  und  Normale  irgend  eines  Punktes  P  des  Kegelschnitts 
und  die  beiden  Strahlen  PF,  PF^  nach  den  Krcnnpimkteu  bin 
vier  harmonische  Strahlen,  und  da  Tangente  und  Normah*  als 
zugeordnete  Strahlen  auf  einander  sonkrerht  stehen,  so  halhircn 
sie  (§  8}  die  Winkel  zwisdien  den  Strahlen  PF  und  PFi,  also 
erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Tangente  (un<l  Normale)  in  jedem  Punkte  des 
Kegelschnitts  bildet  gleiche  Winkel  mit  den  beiden 
Sirahlei),  welche  von  diesen)  Punkte  nach  den  Brenn- 
punkten des  Kegelschnitts  gehen. 

Hieraus  erklärt  sich  (wenigstens  für  Ellipse  und  Parabel)  der 
Name  Brennpunkte,  indem  nach  dem  bekannten  Reflexionsgesetz 
die  von  einem  Iirenni)unkte  des  Kegelschnitts  ausgehenden  8ti*ah- 
li'ii,  welche  an  der  Pcrijiheric  des  Kegelschnilts  rcflektirt  wer- 
den, in  dem  andern  sich  wieder  vereinigen,  Bei  der  Parabel 
werden  alle  von  dem  (endlirlien^  Brennpunkte  ausgehende  Strahlen 
durch  dieselbe  f>arallel  zur  Axe  rellektirt ,  weil  der  zweite  Brenn- 
punkt im  Lnemilichen  liegt.  Ueberhaupt  gestalten  sich  die  Fokal- 
eigenschaften bei  der  I*arabel  am  einfachsten  und  wir  wollen  sie 
daher  zuerst  kurz  ableiten.  Das  dem  Brennpunkte  zugehörige 
Strahlsyslem  der  [*arabel  ist  ein  Kreissystem;  bestimmen  wir 
die  Polare  des  Brenn|»unktes,  welche  Leitlinie  (Direktrix)  der 
Parabel  heisst  und  um  ein  gleiches  Stück,  wie  der  Breimpmikt 
von  dem  Scheitel  der  Parabel  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
absteht  («eil  das  der  Axe  zugehörige  Punktsystem  auch  ein  hyper- 
bolisch-gleichseitiges  ist),  ausserdem  in  diesem  Punkte  senkrecht 
auf  der  Axe  steht,  so  wird  die  Verbindungslinie  irgend  eines 
Punktes  R  der  Leitlinie  mit  dem  Bremipimkt  F  senkrecht  stehen 
auf  der  durch  F  gehenden  Pnl.ire  von  diese  sLhin  itlet  aber 
die  Parabel  in  zwei  rcelb-n  IMniktiMi  /'  und  \>eil  drr  Bn-iui- 
pimkl  F  innerhall)  der  Parabel  lirgl,  und  HP  und  HJ'^  sind  die 
Tangenten  in  diesen  Parabelpnnktcn.  Ziehen  wir  durch  P  eine 
Paralleb;  zur  Axe  und  schneidet  dieselbe  die  Leitlinie  in  Q 
(Fig.  52i,  so  balbirt  nach  dem  Vorigen  die  Tangente  PR  den 
Winkel  FPQ;  PQ  sieht  aber  senkrecht  auf  der  Leitlinie  L,  folg- 
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(Fig.  62.) 


lieh  sind  die  beiden  Dreiecke  R  P  Q  und  R  P  F,  weil  sie  alle 
>Viiikel  gleich  haben  und  eine  Seile  EP  gemeioscbaftÜcb,  kon- 
gruent; mithin  ist  PF  =  PQ\ 
dasselbe  gilt  vom  Punkte  P^  und 
überhaupt  von  allen  Punkten  der 
Parabel,  da  wir  R  auf  der  Leit- 
linie fortrücken  können.  Hieraus 

orgiebt   sich    die    bekannte  tul- 

stehungsweise  der  Parabel: 

Alle  Punkte  der  Ebene, 

welche    von    einem  festen 

Punkte  F  und   einer  festen 

(leraden  L  gleich   weil  ai)- 

slelien,  licfjen  auf  einer  Pa- 
rabel, welche  F  zum  Hi  enn- 

punkt  und  Z  zur  Leitlinie 

hat. 

Da  ferner  RF  =  RQ  =  R  und  FQ  senkrecht  auf  RP 
stebt  und  durch  diese  Gerade  hnlbirt  wird  in  p,  wie  aus  der  Figur 
hervorgeht,  so  wird  bei  der  Hewcgung  voo  Ä,  weil  0  auf  der 
festen  Geraden  L  sich  bewegt  und  immer  Fp  =  ^FQ  ist,  der 
Punkt  p  sich  auf  einer  mit  L  parallelen  Geraden,  weldie  den 
Abstand  des  ßrennpunktes  F  von  L  halbirt,  fortbewegen;  diese 
Gerade  ist  die  Tangente  im  Scheitel  S  der  Parabel  und  p  der 
Fusspimkt  eines  vom  Brennpunkte  auf  eine  belieJMge  Tangente 
gefällten  Perpendikels,  also: 

Die  Fusspunkte  der  aus  dem  Brennpunktaursämmi- 
liche  Tangenten  der  Parabel  gefällten  Perpendikel 
liegen  auf  einer  Geraden»  der  Tangente  im  Scbeitel, 
oder: 

Wenn  ein  rechter  Winkel  sieb  so  in  der  Ebene  be- 
wegt, dass  sein  Scheitel  auf  einer  festen  Geraden  fort- 
rflckt  und  der  eine  Schenkel  durch  einen  festen  Punkt 
läuft,  so  umhftllt  der  andere  Schenkel  eine  Parabel. 

Hieraus  ergeben  sieh  einlaelie  Konstruktionen  der  Punkte  und 
Tangenten  der  Parabt  l.  sobald  dieselbe  «lurcli  Hrennpunkt  und 
Leitlinie  gegeben  ist,  auf  deren  Ausführiuig  wir  hier  nicht  ein- 
gehen wollen. 


Zweiter  Abschnitt. 


Da  fenws  L  QHP  =  L  PRF  und  ebenso  L  Q^RP^  — 
LP^RF  inul  QHO^  \\\  gerader  Ihne  liegen,  so  ist  LPRP^  =  90^ 
iilso  <Iie  I.  ei  Iii  nie  der  Parabel  ist  der  Ort  des  Srbnilt- 
punktes  aller  rechtwinkligen  Tangeutenpaare  dersel- 
ben (§34). 

Die  Konstruktion  des  Tiingenlenpaares  ans  einem  l»t*liel»ig»*n 
Punkte  0  an  die  Parabel  ergiebt  sieb  Itirlil  aus  dem  Vorigen, 
\v»'ii  irgend  ein  Punkt  einer  Tangente  gicieli  weit  absiebt  vom 
Hrennpunkle  wie  vom  Fusspunkte  des  aus  dem  Ikrübrungspuiikte 
auf  die  Leitlinie  herabgelassenen  Perpendikels;  ein  um  0  mit  der 
Kntrernung  OF  geschlagener  Kreis  trifft  mitbin  die  Leitlinie  im 
Allgenuiiien  in  zwei  Punkten  Q  und  (>'  und  die  beiden  Perpen- 
dikel aus  0  auf  die  Gerailen  QF  und  F  sind  also  die  Tangen- 
ten aus  0  an  die  Parabel.  Die  mainHcbfachen  Folgerungen  hier- 
aus und  die  Eigenschaften  der  Parabel,  welche  sich  aus  der 
Gleichheil  der  in  der  Figur  auftretenden  Winkel  ergeben,  wollen 
wir  hier  gleichfalls  übergehen,  zumal  die  wesentlichsten,  bei 
Ellipse  und  Hyperbel  ganz  gleich  lautenden  dort  noch  kurz  ange> 
führt  werden  sollen;  es  liegt  überhaupt  nicht  in  unserer  Absicht, 
diesen  ganz  elementaren  Weg  für  die  Ableitung  der  Eigenschaf- 
ten der  Kegelschnitte  weiter  zu  verfolgen,  sondern  nur  die  Brücke 
heniutellen,  weldie  von  den  allgemeinsten  Eigenschaften  des 
Kegelschnitts  aus  zu  diesen  besonderen  hinüberfuhrt. 

Seien  F  und  F^  die  beiden  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts 
(Ellipse  oder  Hyperbel)  und  P  irgend  ein  Punkt  desselben,  so 
müssen,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Tangente  und  Normale  in  P 
die  Winkel  iwischen  den  Radien -rektoren  nach  den  Brennpunk- 
ten hin  PF  ond  PF^  balbiren;  es  bleibt  aber  tweifeiball,  irdebe 
von  den  beiden  Halbirungblinien  Tangente  und  welche  Normale 
ist.  Diese  beiden  Dalbirungstioien  unterteheiden  sieb  wegen  der 
bekannten  Eigenschaft  von  vier  barmoniacben  Strahlen  dadurch 
von  einander,  dasa  die  eine  zwischen  F  und  hindurchgeht, 
die  andere  beide  Brennpunkte  auf  derselben  Seite  von  sich  hat. 
Passen  wir  denjenigen  Halbirungsstralil ,  welcher  zwischen  F  und 
i*,  hindurchgeht,  als  Tangente  auf,  den  andern  als  Normale,  so 
ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Hyperbel ,  weil  jede  Tangente  der 
Hyperbel  die  reelle  Axe  zwischen  Ihren  beiden  Scheiteln  trifft, 
mithin  a  fortiori  auch  zwischen  den  Brennpunkten;  im  andern 
Falle  ist  der  Kegelschnitt  nothwendig  Ellipse,  weil  jede  Tangente 
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derselben  die  Axf  ausserhalb  ihrer  beiden  Seheitel  trifft,  mithin 
a  fortiori  aiirli  ausserhalb   dov  beiden  Brennpunkte.     In  dem 
einen,  wie  im  andern  Falle  ist  der  Kegelsehnitt  voUsläudig  und  ^ 
eiudeutig  heslinnnl,  wie  wir  soj-leieh  sehen  werden;  also: 

K s  g i e b t  z  w  e i  K e g e  1  s c h n i  I  (  e ,  w »•  I cli  c  durch  einenge- 
gebenen  Punkt  gehen  und  dies»' I  In- n  gegebenen  Brenn- 
punkte haben;  diese  beiden  K  c  g  «■  1  s  <  b  n  i  1 1  e  schneiden 
sich  rechtwinklig  in  diiu  gegebenen  i'unkle  und  der  eine  ist 
Hyperbel,  der  andere  KIlipse  'oder  beide  Parabeln,  wenn  ein 
Brennpunkt  im  Unendlichen  liegt,  woraus  wir  allgemein  srhliessen: 
Alle  Kegelschnitte,  weiche  dies  eilten  Brennpunkte 
haben  (konfokal  sind),  schneiden  sich  in  denjenigen 
Punkten,  in  welchen  sie  sich  treffen,  rechtwi  nkliji. 

Wir  wolb  n  nun  in  Fig.  53a  und  Fig.  53b  die  ijeiden  FälJo 
der  F]llipse  und  Hyperbel  v(in 
einamler  trennen.  In  dei-  er- 
sten Figur  ist  also  die  Hal- 
IdrungsÜnie  des  Winkels  FPF^, 
welche  zwischen  FF,  hin- 
durchgeht, die  Normale,  die 
HalbirungsUnic  des  Nebenwin- 
kels die  Tangente  der  Ellipse. 
Ffdlen  wir  von  F  ein  Perpen- 
dikel F(J  auf  die  Tangente, 
welches  in  R  den  Strahl  /*F, 
Iriin.  so  ist  PF=  FR  we- 
gen der  Kongruenz  der  Drei- 
ecke PFQ  und  PRQ;  jeder 
Punkt  der  Tangente  steht 
gleich  weit  von  F  und  R  ab. 
Nehmen  wir  einen  beliebigen 
Punkt  0  der  Tangente,  so  ist 
die  andere  durch  ihn  gehende 
Tangente  voUkonnnen  bc- 
slimml,  denn  das  dem  Punkte 
0  zugehörige  Slrahlsysleni  in 

Bezug  auf  den  Kegelschnitt  hat  /ii  seinen  Asymptoten  das  Tangenlen- 
paar  aus  0,  die  Axen  dieses  Strablsvslems  sind  aber  die  Halbirnngs> 
linien  der  Winkel  z\>ischen  den  Tangenten  und  diese  Axen  (reffen, 


(Fig.  68  s.)  Elllpie. 
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wie  >vir  >ili>;cmeiii  diigesuheii  haben,  immer  in  einem  solchen 
Punktenpaar  {x,  5)  die  Kegelsciiniltsaxe,  weiches  mit  den  Brenn- 
punliten  FF^  iiarnioniscli  liegt;  folglich  sind  die  Axen  des  Slraiil- 
systems  0  mit  den  beiden  Strahlen  OF  und  0/-',  liarmonisch  ge- 
h'gen,  und  da  jene  seni\rechl  auf  rinandc'r  stidieii.  s(j  sind  es  die 
llalbirungslinicn  der  Winkel  zwisclien  «icn  Slraiden  0 F  yun\  0F^, 
also:  Die  Ilalbirungslinien  der  Winkel  des  von  einem 
b»' liebigen  Punkt«'  O  an  den  Kegelschnill  gelegten 
Tang«'ntcn|)aars  und  iWo  Ihilhirnngslinien  der  Winkel 
des  von  0  nach  den  H n- n  n  |>u n k te n  FF^  hingehenden 
Sirahlenpaares  fallen  /.  11  s ,1  m in  e n.  Stellen  wir  also  diese 
Ilalbirungslinien  her.  so  ist  die  andere  durch  0  gehende  Tangente 
nnzweldenli^'  hesUuunt;  sie  bildet  denselhen  Winkel  mit  O F^, 
\sie  die  erste  mit  OF  inid  liegt  nalurlicii  so,  dass  sie  \vied<'r  F 
und  F,  auf  derselben  Seite  von  sich  hat;  um  den  Berührungspunkt 
P'  auf  ihr  zu  ernilttelu,  haben  wir  einen  sulchen  Punkt  derselben 
zu  suchen,  dnss  7^'/^  und  /''/•',  jjieichc  Winkel  mit  ihr  bilden, 
d.  h.  wir  füllen  aus  F^  das  Periiendikel  O'  auf  die  Tangente, 
verhiugern  es  iiber  um  sich  selbst  bis  R\  ziehen  f'Ä'  und 
sn»  hen  den  Schnittpunkt  /*•  der  letzten  Geraden  mit  der  Tangente 
auf.  so  ist  er  oflenbar  der  gesuchte  Berfdn'ungspimkl.  Verän- 
dern wir  nun  den  willkfihrlichen  Punkt  O  nuf  der  als  gegeben 
anirenoinnienen  ersten  Tangente,  so  erhalten  wir  sämmtliche 
Tni;^eiiteu  imd  sämmtliche  Punkte  derselben  durch  diese  Kon- 
struktion unzweideutig  beslimmt;  also  «lei'  Kegelschnitt  ist 
V  o  1 1  s  t  ä  n  il  i  K  u  n  d  e  i  n  d  e  u  t  i  g  b  e  s  l  i  m  m  t  d  u  r  c  h  sei  n  e  b  e  i  d  e  i\ 
Brennpunkte  und  eine  Tangente,  was  (h'iui  ainh  a  priori 
vorauszusehen  war,  weil  jeder  Brennpunkt,  dessen  dem  Kegel- 
schnitt zugehöriges  Stralilsv >t(  ni  ein  Kreissyslem  (also  bekannt) 
ist,  und  zu  seinen  imaginären  Asjnipfnten  «las  Tangenteupaar 
an  den  Kegelschnitt  hat,  «lie  Stelle  von  zwei  g«'gebenen  Tangen- 
ten VI  I  tritt  und  bekanntlich  fünf  Taugeulea  den  kegeUchnill  ein- 
deutig ln^stimmen  ^  2'  » . 

Halten  wir  mu»  die  erste  als  gi'geben  angenonnuene  Tangente 
fest  und  veriuidern  den  Punkt  0  auf  ihr,  so  ergeben  sich  viel«? 
bekajHite  lligensclialten  des  Kegelschnitts;  zunächst  weil  ()F-—ort 
und  (n\  =OfV,  ferner  Lli'>Fy  ^iFO/{\  siml  «lie  Iheiecko 
und  F(fl{^  kongruent,  als«)  Ii  F^  r^-FfiK  d.  h.  weil  RP  = 
FP  und  =i',/''  in  Hg.  r>3a,  haben  wir: 
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wenn  wir  also  den  Punkt  0  auf  der  ersten  Tangente  vorrmdern, 
so  hioiht  die  Summe  der  Radienvektoren  aller  Punkte  der  Ellipse 
(P*)  nach  den  beiden  Brennpunkten  hin  konstant;  diese  Summe 
ist  nun.  wenn  der  ElUpienpunkt  insbesondere  einer  der  Scheitel 
wird,  =2a,  der  grösseren  Axe  der  Ellipse,  folglich: 

Der  Ort  aller  solcher  Punkte  in  der  Ebene,  fAr 
welche  die  Summe  der  Abstände  von  zuei  festen  Punk- 
ten F  und  F^  denselben  Werth  hat,  ist  eine  Ellipse, 
deren  beide  Brennpunkte  F  und  Fi  und  deren  grosse 
Axe  gleich  der  konstanten  Summe  ist. 

I'^t>vas  anders  gestaltet  sieb  diese  Eigenschaft  bei  der  Hyper- 
bel (Fig.  Ö3b)  wegen  der  Lage  der  Tan^'enlen,  welche  alle 
zwischen  F  und  F,  hindurchgeben.  Auch  hier  sind  in  gleicher 
Weise  die  Dreiecke  ß  0  F|  und  FOR^  kongruent,  folglich 
FÄ»ssÄF,.  d.  h.  hier  PFi  —  PF^P^F—P*F,,  also 

P^F—  P^F^^  const. 

Der  Ort  aller  derjenigen  Punkte  in  der  Ebene,  fAr 
welche  die  Differenz  der  Abstände  von  zwei  festen 
Punkten  F  und  F^  densellien  (absoluten)  Werth  hat. 
ist  eine  llyperbel,  deren  beide  Brennpunkte  Fund 
sind  und  deren  reelle  Axe  gleich  der  konstanten  IMi- 
ferenz  ist.  hie  hcidtn  Zweige  der  Hyperbel  unlerscheidfn  sirh 
dadurch  von  einander,  dass  für  die  Punkte  des  einen  der  Werth 
der  konstanten  Differenz  entgegengesetzt  Ist  dem  fär  die  Punkte 
des  andern  Zweiges. 

Die  konstante  Summe  oder  Differenz  ist  durch  die  l.r<iige 
JtFi  =  FR^  —  2a  gegeben;  da  Q  die  Mitte  ron  RF  und  M  die 
Mitte  von  FF^,  so  K  mO  e=s  MQ*  ^  a;  Q  luid  sind  die 
Fusspunkte  der  aus  den  l{renn|)Uiiklen  auf  die  Tangenten  herab- 
gelassenen Perpendikel;  wir  erhalten  daher  den  für  Ellipse  und 
Hyperbel  gleichlautenden  Satz: 

Die  Fusspunkte  der  aus  den  Brennpunkten  auf  die 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  herabgelassenen  Per- 
pendikel liegen  auf  einem  Kreise,  welcher  die  grosse 
Aze  der  Ellipse  oder  die  reelle  Axe  der  Hyperbel  zu 
seinem  Durchmesser  hat,  also  den  Kegelschnitt  in 
zweien  seiner  Scheitel  berührt  (Fusspunklskrris). 

Bei  der  Parabel  geht  der  Fusspunktskrete  in  die  Tangente  am 

Schröter,  Tliearie  d.  Kegelicbn.  14 


210 


Zweiter  Abschnitt. 


Scheitel  Ober.  Bei  Ellipse  und  Hyperbel  iiefert  diese  Eigenschaft 
des  Fttsspunklskreises  ein  bequemes  MUtel  tur  Zeichnung  dieser 
Kurven,  da  sie  sich  so  aussprechen  Utsst: 

Bewegt  sich  der  Scheitel  eines  rechten  Winltels 
auf  einem  Kreise  und  iSuft  der  eine  Schenltel  dessel« 
ben  durch  einen  festen  Punkt,  so  umbfillt  der  andere 
Schenltei  eine  Ellipse  oder  Hyperbel»  je  nachdem  der 
feste  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises 
Hegt,  und  dieser  Punkt  ist  ein  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnitts. 

Fallen  idr  aus  ein  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  P, 
so  liegt  sein  Fusspunkt,  wie  leicht  zu  erkennen,  auf  demselben 
Kreise  und  das  Rechteck  aus  diesen  beiden  Perpendikeln  ist  kon- 
stant, weil  es  der  Potenz  des  einen  (oder  andern)  Brennpunktes 
in  Bezug  auf  den  Fusspunktskreis  gleich  ist;  diese  Potenz  ist  für 
die  Hyperbel  =c'  —  a*  =  6'  positiv,  weil  die  Brennpunkte  ausser- 
halb des  Fusspunklskrelses  liegen,  fOr  die  Ellipse  —  a*s=9  —  fr< 
negativ,  well  die  Brennpunkte  innerhalb  des  Fusspunktskreises 
liegen;  abgesehen  von  der  Lage  können  mr  den  Satz  so  aus- 
sprechen: 

DasBechteck  aus  den  Abstanden  der  Brennpunkte 
von  einer  Tangente  des  Kegelschnitts  ist  von  kon- 
stantem Inhalt  für  alle  Lagen  der  Tangente. 

Aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  ROF^  und  FOR^  folgt 
auch  die  Gleichheit  der  Winkel  OIiF^  und  OFR^  oder  OFP 
und  OFP^,  d.  h. 

Von  einem  Brennpunkt  des  Kegelschnitts  aus  ge- 
sehen erscheinen  die  Stücke  auf  zwei  Tangenten  von 
ihrem  Schnittpunkt  bis  zu  den  Berfihrungspunkten 
unter  gleichem  Winkel  (oder  Nebenwinkel),  oder  anders  aus- 
gesprochen: Der  Strahl  von  einem  Brennpunkt  nach  dem  Schnitt- 
punkt eines  Tangentenpaares  ist  immer  ein  Halbirungsstrahl  der 
Winkel  zwischen  den  leiden  von  demselben  Brennpunkte  nach 
den  fierflhrungspunkten  hingehenden  Strahlen. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  eine  dritte  veränderliche  Tangente 
das  feste  Tangentenpaar  durchschndden  lassen  und  fOr  jeden  der 
beiden  Schnittpunkte  den  vorigen  Salz  in  Anwendung  bringen, 
der  allgemeinere  Satz: 

Das  von  zwei  festen  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
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auf  einer  ver&nderiiclien  «Iritlen  abgescbnilieneStück 
erscheint,  von  «  inein  nminpnnkt  aus  gesehen,  iinnH>r 
unter  deniscllifii  Winkel  (oder  Nebenwinkel).  Dieser  Winkel 
isl  inshesontlere  gleich  demjenigen,  unter  welchem  die  Stücke  auf 
den  beiden  festen  Tangenten  vom  Sciinittpunlit  bis  zu  den  Berüh- 
rungspunkten, aus  demselben  Brennpunkte  gesehen,  ersclieinen. 
Denken  wir  uns  umgekehrt  die  beiden  festen  Tangenten»  den 
Brennpunkt  und  die  C.rösse  <les  konsl.uiten  Winkels  gegeben, 
ist  der  Ke<^elscbnill  vollständig  und  eindeutig  dadurch  besUuimt 
und  wir  können  den  vorigen  Satz  so  umkehren: 

Dreht  sich  ein  W  iuk  el  von  unveränderJich er  Grösse 
um  seinen  festen  Scheitel  /''und  begegnen  die  Schen- 
kel xx^  zwei  festen  f. crnden  22i  resp.  in  den  Punkten 
r  und  j,,  so  hüllt  die  Verbindungslinie  rv,  einen  Kegel- 
schnitt ein,  welcher  die  beiden  Geraden  ££|  i>erührt 
und  den  Punkt  F  zu  einem  seiner  Brennpunkte  hat. 

Hieraus  folgt  <lie  Bestätigung  einer  rrulK  i-  20,  Anmerkung) 
ausgesprochenen  Behauptung ;  seien  B  und  zwei  projektivisclie 
Strahlbnschel  in  perspektivischer  Lage,  c  und  die  in  der  Ver- 
bindungslinie der  .Millelputikte  vereinigten  Strahlen  und  %  der 
perspektivische  Durchschnitt,  auf  welchem  sich  je  zwei  entspre- 
chende Strahlen  sc.r^  treffen;  denken  wir  uns  nun  die  so  herge- 
sleilte  projektivisclie  Beziehung  d«'r  beiden  Slr.ililitüsc  licl  /.'/?, 
nngeändert,  hallen  die  Mittelpunkte  ///i,  selbst  fest  und  drehen 
die  beiden  in  sich  festen  Strablbüschel  der  Art  um  ihre  Mittel- 
punkte, dass  wir  nach  einander  nndere  und  andere  entspre- 
chend«* Strahlei^aare  auf  der  Verbindungslinie  BB^  vereinigen, 
wodiiri  ii  immer  neue  perspekUvis(  hr  Lagen  derselben  beiden 
Strablbiiscbci  hervorgerufen  werden;  fragen  wir  nach  dem  Orl. 
welchen  der  jedesmalige  perspektivische  Durchschnitl  nnihrdltV 
Um  diese  Frage  zu  beantworten,  flxireu  wir  zwei  beliebige  Slrah- 
lenpaare  nu,  und  bb^  der  beiden  Stralilbuschei  und  snchcn  den 
Ort  des  Schnittpunktes  {n ,  n^)  und  ebenso  [0,  h^)  bei  der  be- 
schriebenen eigenthümlichen  Drehung.  Vereinigen  wir  a-  und 
auf  der  Verbindungslinie  BB^,  so  möge  a  in  und  a^  in  a,' 
übergelien,  also  sind  die  Winkel  {x,  a]  und  i>,  «')  gleirb;  wfdi- 
rend  also  x  sich  verändert,  beschreibt  </'  ein  gleiches  Strabl- 
büschel, ebenso  isl  {x.,  «,)  =  (r, ,  «,'),  also  beschreibt  ein 
mit  eci  gleiches  Slrj^dbüschel;  da  x  und  x^  zwei  perspektivische 
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Strablbfiscbei  beschrdbeii»  so  sind  die  von  imd  iMscfarie- 
tienen  Sirahlbdscbel  projelcIlTiicb  und  Uegen  perspektifisch»  weil, 
wenn  x  naob  e  kommt,  aucb  «|  auf  ej  ßillt.  also  in  ee^  oder 
BB^  iwei  entapreebende  a*a,*  insammenfallen;  der  Ort  des 
Scbnittpnnkles  (a*«!^)  ist  also  eine  bestimmte  Gerade  9*.  In 
gleicber  Weise  ist  der  Ort  des  Scbniitpunktes  (6*6*)  eine  bestimmte 
Gerade  9*;  die  Verbindmigslinie  zweier  solcber  Scbnittpnnkte 
(a*a/)  und  (6*6,*)  ist  jederzeit  einer  der  gesuchten  perspekti- 
vischen Durchschnitte;  wo  also  die  festen  Geraden  %*  und  8* 
resp.  von  den  Schenkeln  des  Testen  um  B  sich  drelienden  Win- 
kel {ob)  getroffen  werden,  haben  wir  zwei  Punkte,  deren  Ver- 
liindungsUnie  den  gesuchten  Ort  umhOUt.  Nach  dem  obigen  Satze 
ist  dieser  Ort  ein  Kegelschnitt,  welcher  B  (und  ebenso  i?,)  zum 
Brennpunkte  hat. 

Wir  niilerlasscn  es,  aiil  die  mjumichfarlien  Hezieliungen  Iiici- 
einzugehen,  welche  aus  der  (ileirhheil  der  Wink»  !  an  ihn  lln  nn- 
punkten  gefolgert  na  erden  können,  nnd  ANoMen  nnr  fn)eh  eine  all- 
gemeine Kigensehafl  des  Kegeisrhtiitts  angehen,  welehr  aus  der 
(Irundeigensehan  der  IJrennpunkle  hervorgeht  nnd  eine  analoge 
Kntsleliimgsweise  von  FIlipse  und  Ilyperhel  liefert,  nie  wiv  sie 
hei  der  Parahel  dureh  Thennputikl  und  Leitlinie  gefunden  hahen. 
Koiislruiren  wir  nändi(  h  aneh  hier  die  Polaren  der  beiden  Hreiiii- 
punkte  und  nennen  jede  die  den»  Brennpunkt  zugehörige  Leit- 
linie des  Kegelsehnilts,  so  stehen  dieselben,  wenn  ff,  die 
Hrennpnnkte  und  .V  <ler  .Mittelpunkt  des  Kegelsciunlls  ist,  in  den- 
jenigen beiden  Punkten  senkrecht  au^  der  Axe,  deren  Absland 
„t 

von  M  gleich  —  ist;  also  bei  der  Ellipse  (a>  c)  trelTeo  sie  die 

Axe  anserhalb  der  beiden  Brennpunkte,  bei  der  Hyperbel  (a  <  e) 
zwischen  den  beiden  Brennpunkten.  Nelmien  vrir  im  Fall  der 
Ellipse  (Fig.  54  a)  einen  beliebigen  Punkt  P  derselben  und  ziehen 


Strahlsystem  ein  Kreissystem  ist,  der  konjuglrte  Strahl  zu  FQ  senk- 


(Fig.  Um.) 


eine  Parallele  zur  Aze 
MF,  welche  die  dem 
Brennpunkt  F  zugehö- 
rige Leitlinie  in  0 
treffen  mOge,  so  wird, 
weil  das  dem  Brenn- 
punkt   F  zugehörige 
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recht  aaf  diesem  stehen;  er  treffe  in  die  Parallele  PQ,  dann 
sind  Q  und  koigogh'te  Funkte  in  Beiiig  auf  den  Kegel- 
schnitt; die  (aerade  PQ  triHt  den  Kegelschnitt  noch  in  einem 
sweiten  Punlite  P^  welcher  offenhar  symmetrisch  lu  der  dnrch 
M  gehenden  zweiten  Kegelschnittaxe  Uegt,  weil  PQ  parallel  der 
ersten  liufl.  und  die  vier  Punkte  PP^QQ^  sind  harmonisch,  weil 
Q  und  0^  konjugirte  Punkte  in  Kesug  auf  den  Kegelschnitt  sind. 
Die  vier  von  F  nach  PP^QQ^  gehenden  Strahlen  sind  also  auch 
harmoniscb,  und  da  iwei  sugeordnete  FQ  und  FQ^  auf  einander 
rechtwinklig  stehen,  so  lialhiren  sie  die  Winkel  zwischen  den 
Slrahlen  FP  und  FP^i  folglich  gilt  nach  bekannten  elementaren 
Sitzen  des  Dreiecks  PFP^  die  Beziehung: 

PQ  '    0*  P 
^  gjn  "^^pi  Iljiierbei  (Fig.  04b). 

weil  im  ersten  Fall  FQ  den  Nebenwinkel  und  FQ^  den  eigentlichen 
Winkel  PFP^  halhirt. 


im  andern  Fall  gerade 
umgekehrt,  wie  sich  aus  _ 
der  Lage  der  Leitlinie 
zu  den  Kegelschnitts- 
punkten und  Brenn- 
punkten ergielit  Nun  ist 
aber^P^  der  Symmetrie 
wegen  gleich  F^  P,  also 

=       für  die  £lUp8e, 

und  da  FP  +  fiPss  2«,  also 

FP -f     P  QP-^QP* 

FP  QP 

QP  +  QP^  ist  gleich  dem  Ab- 

stand  der  beiden  LeUUuieii= 2  . 


(Fig.  64  b.) 


also 

PF 
PO 


=  ~  =s  const.  «  1). 


^  =       für  die  Ujpcrbel, 

PFi--  PF«^ia, 

Pf\  —  jP  g/H  —  PQ 

PF     ~"  PQ 
Qpt^PQ  ist  gleich  dem  Ab- 

stand  der  beiden  Leilliuien  =  2  , 

c 

also 

_  =  -  =  const.  (>  1). 


Für  alle  Punkte  des  KegelschnilU  ist  also  das  Veriiiillniss 
ihrer  Abdläode  von  einem  Brennpunkt  und  der  zugeiiörigen  Leit- 
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linie  konstant  (=  ~   .  uikI /w.ii  liu'  ilie  Ellipse  •<  1  und  rür  die 

Hyperbel  >■  1,  für  i\k  I\iral)(>l,  wie  wir  vorliin  i^'eseheti  haben, 
=  1;  wir  könntMi  <t  ili>  r  folgende  allemein  güUige  iügenschafl  aller 
drei  Kegels«  tiniüsKaiiiuigeti  aussprechen: 

Der  Oll  aller  derjenigeo  Punkte  in  der  Ebene, 
deren  Abstände  von  einem  fesleu  l'unkLe  und  einer 
testen  U eradeu  in  einem  gegebenen  unveränderlichen 
Verhältnisse  /ai  einander  sieben,  ist  ein  Kegcischnilt, 
welrher  den  Puul(l  zu  einem  Brennpunkt  und  die  Gerade 
zu  der  ihm  /ngchörigen  Leilline  lial;  der  Kegelscbuitl 
ist  Hyperbel,  Parabel  oder  l^^llipse,  je  nacbdeni  der 
Werth  des  gegebenen  Verüälluisses  >  1,  =  1  oder 
<  1  ist. 

S  37.   Der  KrünuniuigshalbmeMer  der  Kegelsohnitte. 

Obwohl  die  Iteslbnmnng  des  KrOmmungshalbmessers  eigenl- 
lieh  nicht  in  das  Gebiet  von  Untersuchungen  desliripUver  Art» 
mit  denen  wir  cs^  vorzugsweise  zu  thun  haben,  gehört,  so  glauben 
wir  doch  eine  von -Steiner  angegebene  Konstruktion  des  KrOm- 
mungshalbmessers (ttr  den  Kegelschnitt  nicht  unterdrücken  zu 
dürfen,  weil  dieselbe  zu  den  einfachsten  und  elegantesten  gehört 
und  wesentlich  auf  der  Entstehung  des  Kegelschnitts  durch  projek- 
titische  Gebilde,  insbesondere  auf  der  Erzeugung  der  Parabel 
durch  projektivisch-Shnliche  Pnnktreihen  beruht. 

Unter  Kriimraungshalbmesser  versteht  man  bekanntlich  die- 
jenige Strecke  auf  der  Normale  einer  Kurve,  welche  von  ihrem 
Fusspunkte  bis  zu  dem  Schnittpunkt  der  unendlich-nahen  Normale 
reicht,  und  die  Grenzlage  des  Schnittpunkts  zweier  unendlich-naher 
Normalen  heisst  der  KrQmmungsmittelpnnkt;  der  um  ihn  mit  dem 
Krömmungshalbmesser  als  Radius  beschriebene  Kreis  der  KrOm- 
mungskreis;  er  ist  unter  allen  Kreisen,  welche  in  dem  Punkte 
der  Kurve  dieselbe  Tangente  haben,  derjenige,  welcher  sich  ihr 
am  nächsten  anschliesst,  sie  in  diesem  Punkte  zugleich  berflhrt 
und  schneidet  oder  durch  drei  unendlich -nahe  Punkte  der  Kurve 
geht.  Der  redproke  Werth  des  KrOmmungshalbmessers  heisst 
die  lirfimmung  der  Kurve  und  dient  als  Maass  fflr  dieselbe. 

Ffir  den  Regelschnitt  sind  aus  dieser  allgemeinen  Definition 
verschiedene  Konstruktionen  des  Rrömmungsbalbmessers  abgeleitet 
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worden;  diejenige,  welche  bier  milgetheilt  werden  soll,  ist  für 
Ellipse  und  Hyperbel  gani  gleichartig  und  modlflciri  sich  nur 
wenig  für  den  Fall  der  Parabel;  wir  fassen  lunAchst  den  ersten 
P^ll  auf:  Nach  $  33  (1)  trifft  die  Normale  eines  Punktes  A 
der  Ellipse  die  beiden  Aien  in  iwei  solchen  Punkten  %  und  9i 

dass  das  Veriiiltnlss  der  Abschnitte   r.,  =  ,  konstant  ist  und  die 

Im-kIoii  SrlmiUimiikle  \H  ninl  Sö  ful  derscUjcii  Seile  von  A  lii'geu; 
ht'i  der  lIy|»erliol  \\v\^vi\  <lic  licidcii  Stiiiiiltpntikle  auf  eiilgegeii- 
geselzLeu  Seilen  \(>iii  iiy|ieri>elpuukle  und  das  Verhältoiss  der 

Abschnitte       =  ^[  ist  ebenfklU  konstant  (1').   Diese  Eigen- 
schaft der  Normale  zeigt  unmittelbar  in  dem  einen  wie  In  dem 
andern  Fall,  dass,  wenn  wir  in  zwei  bdiebigen  Punkten  Ä  und 
die  Normalen  konslrolren,  welche  die  Azen  des  Kegelschnitts  in 

und  51*33'  UeUeu,  alieuiai       =  ^r^{  sw"  uiuss,  dass  also 

die  beiden  Normalen  durch  die  Sehne  AA^  und  die  Kegelschnitt- 
azen  projektivisch-äbnlich  geschnitten  werden,  und  hieraus  folgt: 

Die  Normalen  In  zwei  beliebigen  Punkten  eines 
Kegelschnitts,  die  Sehne  derselben  4ind  die  beiden 
Azen  sind  allemal  rfiiir  Tangenten  einer  Parabel. 

Dies  Ist  schon  eine  Eigenschall  der  Parabel,  welche  durch 
▼i«r  Tangenten  vollsländig  bestimmt  >vird;  die  unendlich-entfernte 
Gerade  näiniicli.  weiche  Tangente  jeder  Parabel  ist,  darf  als  funrie 
ein  fflr  alle  Mal  gegebene  Tangente  angesehen  werden  und  fünf 
Tangenten  bestimmen  den  Kegelseliniit.  Aus  diesem  Satze  folgt 
nun,  wenn  wir  den  einen  Kegelschnittpunkt  A  festlialtcn  und 
mit  dem  andern  allmählich  in  ihn  hineiiirücken ,  Mobei  die  Sehne 
AA^  in  die  Tangente  f&r  A  öbergclil,  und  die  beiden  zusammen- 
fallenden Normalen  zu  ihrem  Sclinilljmnkl  den  Berührungspunkt 
mit  derjenigen  Parabel  haben,  welche  Tangente  und  Normale, 
sowie  die  beiden  Kegelschnittaxen  benlbrl,  folgender  Salz: 

Hat  man  in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  Tan- 
gente und  Nurmale  konstruirt,  so  giehl  es  eiiii-  be- 
stimmte Parabel,  welche  dieselben  und  die  beiden 
Kegelschnittaxen  berührt;  der  Berührungspunkt  mit 
der  Normale  ist  der  Krümmungsmiltelpuukt  für  den 
angenommeuen  Punkl  des  Kegelschniiis. 

lUeraus  ergiebt  sich  nun  eine  sehr  einfache  Koustruktion 
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des  KrOmmungsniillelpunkles,  denn  Tangente  und  Normale  in  A 
sind  ein  Paar  rechlwiui&lige  Tangenten  dies«  !-  Parabel  und  die 
beiden  kegelsclinillsaxcn ,  welche  sich  im  Millelpuni&le  AI  schnei- 
drn.  sind  ehenrails  ein  Paar  nichlwiuklig«'  Tangenten,  folgiich 
ist  M.i  die  Leitlinie  der  Parabel  und  ihr  i'ol  in  Bezug  auf  die 
Parabel  der  Brennpunkt  derselbcMi;  da  aber  MA  eine  Diagonale 
des  von  (Ilmi  vier  Tangenten  der  I\irabel  gebildeten  Vierseits  ist, 
so  ist  ihr  Pul  bekanntlich  der  Schnittpunkt  der  beiden  andern 
Diagonalen,  d.  h.  ^*^);  bezeichnen  wir  diesen  Schnitt- 

punkt mit  F,  so  ist  jetzt  der  KrOmmniigsniittelpunki  leicht  /ii 
finden»  da  die  Polare  von  A  durch  i'' geht  und  senkrecht  aui  AF 
sieben  mtiss,  zugleich  aber  die  Normale  des  Kegebclmitts  in  dem 
gesuchten  Krümnmngöniittelpunkte  (dem  Berfdirungspunkle  der 
Parabel)  triflll;  wir  haben  hiernach  folgende  Konstruktion: 

Treffen  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  Aden 
Kegelschnitts  die  eine  Axe  desselben  inttundSl^  die  an- 
dere In  Sunds*,  verbinde!  man  sodann  den  Scbnittpunkl 

mit  .4  und  erriclilet  in  F  eine  Senkrechte  aul  dieser 
Verbindungslinie,  so  Iriffl  dieselbe  die  Normale  des 
Kegelschnitts  in  dem  Krümmu ngsnitltelpu n kte. 

(Fig.  66.)  Die  in  F  auf  FA  errichtete 

Senkrechte  (Fig.  55)  trilR  A%$ß 
in  Ä'und  ./?l'SÖ'  in  A  ' ;  liegen 
919  aul  derselben  Seite  von 
so  ist  der  Kegelschnitt  Ellipse 
und  A'  der  Krünimungsmittel- 
punkl  derselben  auf  der  in  A 
errichteten  Normalen  A  %  9. 
Liegen  dagegen  die  beiden 
Schnittpunkte  der  Normale  mit 
den  Kegelschnittjiaxcn  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  von  A, 
wie  hier  und  9',  so  ist  der 
Kegelschnitt  ilyperbel  und  A^ 
der  Krümmungsmittelpunkt  der- 
selben. Zugleich  folgt  hieraus  ein  einfacher  Ausdruck  für  den 
Werth  des  Krümmungshalbmessers;  die  vier  Punkte 
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liegen  niunlich  so,  dass  juder  der  llölieu|)uiikl  des  von  den  drei 
andern  Ijestininiten  Dreiecks  ist,  und  die  drei  Punkte  AMF  sind 
die  Fusspuiikte  der  Höhen  oder  die  drei  Diagonalpunkte  jenes 
vollständigen  Vierecks;  aus  der  (Gleichheit  der  Winkel  folgt  daher 
die  Aebulicbkeit  der  Dreiecke  AF%  und  A^Mt  imlbin; 

4^.  .         oder   ^«  .  ^8  =       .  AF. 

Ar        ^  iö 

Nun  ist,  wenn  wir  den  Halbmesser  MA  =  A  salzen  und 
die  Länge  des  koi^ugirten  Halbmessers  mit  ^  bezeichneu;  (§  33) 

also 

'^-^ 

Da  ahei  FK  senkrecht  au!  FA  stellt  und  der  Winkel  AKF 
gh'irh  ist  tieni  Winkel  /wisclirn  den  heiden  konjugirleu  Halb- 
messern A  und  Ii,  welchen  wir  mit  be/eichnen  wollen,  so 
lolgl  der  KrümmuDgsbalbmesser  r  im  Punkte  A : 

r  .  sin  9  =  — • 

A 

fienuUen  w'iv  die  Relation  (1.)  §  33  für  die  konjugirlen  Durch- 
messer AB  ,  s\n  tp  ~  ab,  so  können  wir  den ^Krummungshalb- 
messer  auch  so  ausdrücken: 

und  hieraus  ergiebt  sich  folgender  Salz: 

Die  Krümmungshalbmesser  für  zwei  solche 
Punkte  der  Ellipse,  welche  Endpunkte  zweier  kon- 
jugirlen Durchmesser  sind,  verhallen  sich  umgekehrt 
wie  die  Kuben  der  diesen  Punkten  zugehürigen  Durch- 
messer. 

Die  Werthe  für  die  Krümmungshalbmesser  in  den  Scheiteln 

der  Kllinse  sind,  da  m  =  9<3®  wird,  —  und 

Die  Benutzung  der  zweiten  Relation  für  die  konjugirlen 
Durchmesser  der  Ellipse  A"^  +  =  +  b''  (§  33)  fülirl  zu 
ein<M-  hemcrkenswerlhen  Eigenscban  des  Krürnnurngsbalbmessers. 
Der  Winkel  <p  ist  derjenige,  welchen  der  Halbmesser  3t A  mit 
der  Tangente  in  bildet;  dieser  Halbmesser  bildel  mit  der 
Normale 'die  Winkel  90^  —  9  und  UÜ"     9  und  zwar  ersteren 
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mit  (lern  Theil  der  Nuriiiale,  welcher  deu  krümmiingsmiUelptinkt 
eiuiiali.  und  lelziercii  inil  dem  nach  aussen  verläogertea  Tbeil 
der  Moriiiale;  nun  ist: 

^  +  ^  .  r  sin  9  =s     +  6»  =  wl«  -  2  ^  •  ^  •  cos  (00»  -f-  q>); 

denken  wir  uns  niiüiin  auf  das  nach  aussen  verlängerte  Stücli 
der  Normale  eine  Strecke  Apksss^  aurgetragen,  so  ist: 

j/^  "  =^  MA-      J/**  —  2  MA  .  Ati  .  LOS  (90«  +  y).  also 
Jlf|»«— ^  =  a»  +  ft«  oder 

itf  Ji2  =r      -j-  62  +  ^. 

>im  Isl  .'U)  y «i-  -|-  />-  j;l«'i<  li  dem  Radius  desjeni{,'en  Kreises, 
ueltiar  »Icr  (hl  der  Sclnilcl  ;dler  der  Ellipse  unjsciuicheiieii 
reclileii  Wiiikt  l  isl;  rs  nniss  «lalier  derjenige  Kreis,  welcher  um /t 
Uiil  dem  iialhni  Knimiiiiiiigshaihmesser  als  Radius  heschri«'l)eii 
wird,  jenen  Orlskreis  um  M  reehlwinklig  schneiden,  weil  die 
Summe  dt  r  Otiatliate  ilu'er  Radien  gleich  dem  Ouadrair  des  Ali- 
standes  ihier  .Milltlpuiikte  isl;  wir  erhalten  hiernach  lullende 
JLijjunsciiali  des  Kriimnmnjisliallimesst'rs: 

\\  e n n  m an  d  i c  K  v ii  m  m  u  n g s r a  d i e n  e i  n  e s  g e g «•  1»  e ii  e  n 
Kegelschnitts,  jeden  nach  cnlgegeng  esetztrr  Seite 
hin  um  sich  seihst  \  eil  Aug  er  l  und  uln-r  den  Verlän- 
gerungen, als  Ihnrhmesser,  Kreise  heschreiht,  so 
schneiden  alle  dies«'  Kreise  jenen  Ort  skr  eis  re«ht- 
winklig,  w  e  I  c  Ii  e  r  <I  i  e  S  i  h  e  i  l  e  I  sä  in  m  1 1  i  c  h  e  r  d  e  m  Kegel- 
schnitt u  msc  Ii  ri  e  I)  e  IM' II  rechten  Winkel  enthält.*) 

Ikivs  diese  für  die  Ellipse  iiachijewiesene  Eigenseliall  in  |^aii/. 
gleicher  Weise  hei  der  llNpeihel  slalllindet,  hranclil  ni<iil  erst 
erläutert  zu  werden;  den  Fall  der  Purahel  hehandeln  wir  nach- 
träglich. 

Re/.eichnen  wir  den  (hUkreis  der  Scheitel  aUer  dem  Kegel- 
scliiiilt  umscliriehenen  rc(  lilen  Winkel  iiill  A  '-',  so  kommt  es 
liiernadi,  um  den  Krümmungsradius  lür  einen  gegehenen  Punkt  A 
des  Kegelschnitte  zu  linden,  nur  darauf  an,  einen  Kreis  zu  kou- 

*)  Steiner:  „Ueber  eine  Eigenscliafl  der  Krttnunungshalbmeuer 
der  Kegeleeboitte",  Crelte*e  Jonmal  für  reine  nnd  angewaodto  Matlie- 
maUk  Bd.  XXX  8.  871. 
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slniiren,  welcher  den  KegelschnUi  in  A  berührt  and  den  Orts- 
kreis £C^  recbtwinidig  schneidet;  der  Durchmesser  eines  solchen 
Kreises  wird  gleich  dem  KrOmmungshalbmesser  für  den  Punkt  J 
sein,  und  wenn  man  den  Durchmesser  dieses  Krebes  Ober  ji 
hinaus  um  sich  selbst  verlfingert,  so  erhält  man  den  KrOmmungs- 
halbmesser seiner  GrAsse  und  Lage  nach.  Diese  Aufgabe  ist  aber 
ganz  elementar;  bezeiclinen  wir  mit  Jt  den  Radius  des  Orls* 
kreises  IC^**,  so  ist  nach  dem  Obigen 

fHllen  wir  aus  ii  ein  Perpendikel  auf  MA,  dessen  Fusspunkt  f*' 
sei,  so  ist  auch 

fu'.VP  — (|ii'./)2  =  Ä2  also 
(l»»ilf  +  Ä)  ifi' M  ^  R)      iii' A)\ 

also  fi*  die  Mitte  zwischen  dem  Punkte  A  und  dem  Fusspunkt 
seiner  Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis  X^i  die  Polare  selbst  steht 
senkrecht  auf  ilf^,  steht  doppelt  soweit  von  ^  ab,  wie  fi},  trifft 
also  A^  in  einem  Punkte  für  welchen  AB=s  2A(i,  d.  h.  der 
KrOmmungshalbmesser  ist  Mithin  erhalten  wir  folgende  Kon- 
struktion fOr  den  Krümmungshalbmesser: 

In  dem  Punkte  A  des  Kegelschnitts  errichte  man 
die  Normale,  konstruire  die  Polare  von  A  In  Bezug 
auf  den  Ortskreis  sie  treffe  die  Normale  in  ß, 
dann  Ist  AB  gleich  der  L&nge  des  Krümmungshalb- 
messers und  die  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
hin  abgetragene  Strecke  AK^AB  hat  zu  Ihrem  End- 
punkt den  Krfimmungsmittelpunkt. 

Wir  übergehen  die  geringe  ModiÜkation,  welche  eintritt,  wenn 
für  den  Fall  der  Hyperbel  der  Ortskreia  K^^  imaginär  ist,  (wo 
man  sich  dann  des  Ortskreises  der  konjuglrten  Hyperbel  zu  be-> 
dienen  und  einen  kreis  zu  suchen  hat,  welcher  von  diesem  im 
Durchmesser  geschnitten  wird)  und  wollen  nur  noch  für  die 
Parabel  die  analoge  Konstruktion  des  Krümmungshalbmessers  ab- 
leiten. Hier  lässt  uns  die  Eigenschaft  der  Normale,  dass  das 
Verfaältniss  ihrer  Abschnitte  durch  die  Axen  konstant  bleibt,  im 
Stich,  weil  eine  der  Aien  im  Unendlichen  liegt.  An  die  Stelle 
tritt  eine  andere  Eigenschaft  der  Normale  einer  Parabel,  welche 
unmittelbar  aus  der  Entstehung  derselben  durch  Brennpunkt  und 
Leitlinie  hervorgeht. 
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Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Paral>el  (Fig.  56),  deren 
Brennpunkt  F  und  Leitlinie  2  ist,  sei  Q  der  Fusspunkt  des  ans 

P  auf  die  LeilUnie  gefall- 
ten  Perpendikels,  also 

PQ^PF, 
so  balbirl  die  Tangente 
In  P  die  Strecke  FQ  und 
stebt  auf  Ibr  senkrecht; 
folglich  wird  die  Normale 
in  P  parallel  FQ  sein; 
trifll  daher  dies«  Normale 
die  Parabdaxe  in  r,  so 
moss  Fr  ^  QP^  oder 
wenn  wir  aus  P  das  Per^ 
pendikel  Pp  auf  die  Axe 
der  Parabel  fftUen  und  mit 
0  den  Punkt  der  LeltUnie 
beseichnen,  in  welchem 
die  Axe  sie  trifft,  Op  =  Fr;  •hieraus  folgt,  wenn  wir  das  Stück 
pF  auf  beiden  Seiten  binzufflgen,  O^spr  s=  consL,  d.  h. 

Das  aus  einem  Punkte  der  Parabel  auf  die  Axe 
gefSllte  Perpendikel  und  die  Normale  dieses  Parabel- 
Punktes  schneiden  auf  der  Axe  immer  dasselbe  StQck 
aus,  welches  gleich  dem  Abstände  des  Brennpunktes 
Ton  der  Leitlinie  ist. 

Konstruiren  wir  für  einen  xweiten  Punkt  der  Parabel  die 
Normale  P^  r*  und  das  Perpendikel  auf  die  Axe  P'p* ,  so  ist  also 
pr^p^r^,  oder  pp^  =  rr^i  trifll  nun  die  Parabelsehne  PP^ 
dl«  Axe  in  S  und  wir  denken  uns  um  das  Dreieck  PSr  einen 
Krete  beschrieben,  bestimmen  den  dem  Punkte  P  diametral  gegen- 
überliegenden Punkt  B  dieses  Kreises,  so  wird  das  aus  B  auf 
die  Axe  gefällte  Perpendikel  dieselbe  in  s  treffen ,  so  dass  Sp  =  $r 
ist;  der  dem  P  diametral  gegenüberliegende  Punkt  B  «ird  nun 
erhalten,  indem  wir  in  S  auf  SP  und  in  r  auf  rP  Perpendikel 
errichten,  die  i>icli  in  B  schneiden,  und  das  aus  B  auf  die  Axe 
gefällte  Perpendikel  trifll  sie  m  demjenigen  Punkte  t,  für  welchen 
8r  =  Sp  der  Grösse  und  Lage  nach  wird.  Hieraus  schlicsscn  wir 
umgekehrt,  dass,  wenn  wir  deojeuigen  Punkt  s  auf  der  Axe  be- 
stimmen, für  welchen  der  Grösse  und  Lage  nach  sr^Sp  ist. 
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Bodann  fai  s  auf  der  Axe  and  in  5  auf  5P  ein  Perpendikel  er- 
richten, der  ScbniUpunl[t  B  derselben  anch  in  demjenigen  Per- 
pendikel liegen  mim,  welches  in  r  aui  rP  errichtet  wird.  Da 
nim  pp^=^  rr^i  also  8p^  =s  «r*,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass 
auch  das  in  auf  r^P^  errichtete  Perpendikel  durch  denselben 
Punkt  B  gehen  rouss.  Es  linden  sich  also  die  vier  Scheitel  von 
rechten  Winkeln  8srr^  in  einer  Geraden  und  von  den  Schenkel- 
paaren  läuft  je  einer  durch  den  festen  Punkt  B;  die  vier  andern 
umhOllen  daher  ($36)  eine  Parabel,  welche^ zum  Brennpunkte 
und  die  Gerade  8s  zur  Tangente  im  Sclieitel  t  hat;  wir  beben 
demnach  folgenden  Satz: 

Die  Normalen  in  zwei  beliebigen  Punkten  einer 
Parabel,  die  Parabelsehne  zwischen  denselben  und 
die  Parabelaie  sind  vier  Tangenten  einer  bestimmten 
neuen  Parabel,  welche  die  Axe  der  ersten  zur  Tan- 
gente am  Scheitel,  ihren  unendlich-entfernten  Punkt 
also  in  einer  rechtwinkligen  Richtung  zu  derjenigen 
hat,  in  welcher  der  unendlich-entfernte  Punkt  der 
gegebenen  Parabel  liegt 

Dieser  Satz  ist  vollkommen  gleichlaufend  zu  dem  oben  für 
Ellipse  und  Hyperbel  aufgestellten;  ans  ihm  geht  die  Konstruk- 
tion des  KrOmmungshalbmessers  för  einen  Punkt  der  l*arabel  ber^ 
vor,  wenn  wir  jetzt  die  beiden  Normalen  einander  unendlich-nahe 
rücken.  Die  Parabelsehne  geht  dann  in  die  Tangente  über  und 
der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  nahen  Normalen,  d.  h.  der 
Berührungspunkt  mit  der  neuen  Parabd  wird  der  Krummungs- 
mittelpunkt,  also: 

Hat  man  in  einem  Punkte  der  Parabel  Tangente 
und  Normale  konstruirt,  so  giebt  es  eine  völlig  be- 
stimmte neue  Parabel,  welche  diese  beiden  Geraden 
berührt  und  die  Parabelaze  zu  ihrer  Tangente  am 
Scheitel  hat;  diese  zweite  Parabel  berührt  die  Nor- 
male Im  Krflmroungsmittelpunkt. 

Dass  die  Parabel  in  der  That  voUsUndig  und  eindeutig  be- 
stimmt ist,  sobald  von  ihr  die  Tangente  am  Scheitel  und  zwei 
beliebige  andere  Tangenten  gegeben  sind,  die  Tangente  am 
Scheitel  also  die  Stelle  von  zwei. Tangenten  vertritt,  geht  daraus 
hervor,  dass  durch  die  Tangente  am  Scheitel  zugleicli  der 
unendlirh- entfernte  Punkt  der  Parabel  gegeben  und  dieser  der 
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Berührungspunkt  auf  der  unendlicli-entrerntea  Geraden  ist;  es 
gehl  aber  auch  daraus  hervor,  dass  das  in  dem  Schnittpunkte  jeder 
Tangente  mit  der  Scheiteltangenle  auf  der  ersteren  erriditete 
Perpendikel  durch  den  Brennpunkt  geht  und  durch  zwei  sokbe 
Perpendikel  der  Brennpunkt  l>estimmt  wird.  Die  Konstruktion 
des  Krümmungsradius  für  einen  Punkt  der  Parabel  erglebt  sich 
aus  dem  leliten  Satae  sehr  einfach:  Da  nAmfich  die  Tangente 
und  Normale  des  gegebenen  Parabelpunkles  A  ein  Paar  recht- 
winklige Tangenten  der  Ilüirsparabel  sind,  so  liegt  A  in  der 
Leitlinie  derselben»  und  da  die  In  den  Schnittpunkten  von  Tan- 
gente und  Normale  mit  der  Axe  der  gegebenen  Parabel  auf  jenen 
errichteten  Perpendikel  sich  In  dem  Brennpunkte  B  der  llülfs- 
parabel  schneiden,  so  wird  AS  durch  die  Axe  der  gegebenen 
Parabel  halbirt;  der  Halbirungspunkt  ist  aber,  wie  leicht  zu  er- 
kennen, nichts  anderes,  als  der  Brennpunkt  ^  der  Parabel,  weil 
er  auch  das  Stück  der  Axe  halbirl,  welches  durch  Tangente  und 
Normale  ausgeschnitten  wird;  das  in  B  %uf  BA  errichtete  Per- 
pendikel trUn  die  Normale  In  dem  gesuchten  Krflmmungsmiltel- 
punkt,  dessen  Konstruktion  sich  also  foigendermassen  gestaltet: 

Um  für  einen  Punkt  A  einer  Parabel  den  Krüm- 
mungshalbmesser zu  finden,  konstruire  man  die  Nor- 
male In  A,  verbinde  A  mit  dem  Brennpunkt  F  und 
verlängere  AF  über  F  hinaus  um  sich  selbst  bis  B, 
errichte  in  B  auf  AB  ein  Perpendikel,  welches  in  JC 
der  Normale  begegnet,  dann  ist  IT  der  Krfimmungs- 
mittelpunkl  und  AJ^  der  Krümmungshalbmesser  für 
den  Parabelpunkt  A. 

Das  in  F  BuT  AF  errichtete  Perpendikel  halbirt  oflenbar  die  * 
Strecke  AA';  verlängern  wir  daher  die  Normale  bis  zum  Scbnltt- 
piinkl  iiiil  der  Leitlinie  und  berücksichtigen  die  Eigenschafl  der 
Parabel,  das»  AF  gleich  dem  Abstände  des  Parabelpunktes  A 
von  der  Leiüinic  ist,  sowie  die  Gleichheit  der  Winkel,  welche 
die  Normale  mit  dem  Strahl  nach  dem  Brennpunkte  AF  und 
der  Axe  der  i^arabel  oder  einer  zu  ihr  Parallelen  bildet,  so  folgt: 

Der  Krümmungshalbmesser  für  einen  Punkte  der 
Parabel  ist  doppelt  so  gross,  als  das  Stück,  welches 
auT  dor  Normale  von  A  aus  durch  die  Leitlinie  abge- 
schnitten wird. 

Dies  steht  in  vollkommener  Uebereinslimmung  mit  der  oben 
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angegebeoeo  fSgenscbafl  des  KrfimmuQgshalbmesBers  fiir  EUipse 
und  lly|ierbel ,  indem  der  dort  mit  beieichoete  Ortskreis  fOr 
den  Fall  der  Parallel  in  die  Leitlinie  derselben  übergebt  und  der 
Mittelpunlit  eines  Kreises,  welcher  die  Parabel  in  J  berfihri  und 
SU  seinem  Radius  den  halben  KrOmmnngsbalbmesser  hat,  der 
von  A  aas  auf  der  Normale  ausserhslb  der  Parabel  abgetragen 
wird,  in  der  Leitlinie  sellist  liegen  muss;  dieser  Kreis  schneidet 
aber  natOrlich  die  f^itlinie  reehlwinkllg. 
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g  38.  Bntotflihimg  dM  KegeisdhnittbfisoliälB  aus  dem 

StrahlbüfloheL 

Die  in  $  23  gefOhrte  Untersudiang  der  Bezieliiing  zwi- 
sclien  einem  von  vier  Punltlen  eines  Kegelschnitts  gebildeten 
Viereelt  und  dem  von  den  vier  Tangenten  in  diesen  Punitten 
gebildeten  Vierseit  und  eine  weitere  AusföliniDg  dieses  Gegen- 
standes in  §  27  iassen  eritennen,  wenn  wir  die  .vier  Punlite  fest- 
iiaiten  und  die  Tangenten,  von  denen  eine  willliQliriicti  ange- 
nommen werden  iiann,  verändern,  dass  durcli  vier  Punkte  un- 
endlicli  viele  Regelsclinitte  gelten»  deren  Gesammtheit  gieicli 
mächtig  ist  mit  den  sämrotlicben  Strahlen,  welche  durch  einen 
Punltt  gehen;  denn  jeder  durch  einen  der  vier  Punkte  gebende 
Strahl  als  Tangente  des  Kegelschnitts  aufgefasst,  bestimmt  den* 
selben  vollständig  und  eindeutig;  die  Tangenten  in  den  andern 
drei  Punkten  sind  dadurch  (§23)  mitbestimmt  und  es  giebt  daher 
so  viel  Kegelschnitte  durch  vier  Punkte,  als  es  Strahlen  durch  einen 
Punkt  giebt.  Die  Gesammtheit  der  durch  vier  Punkte  gehenden 
Kegelschnltle  soll  ein  KegelschnittbOscIiel  heissen  und  die  vier 
Punkte  selbst  die  Mittelpunkte  (Grundpunkte)  des  Buscheis. 
Das  KegelschnittbQschel  ist  daher  ein  Gebilde  von  einfacher  Un- 
endlichkeit; hiergegen  spricht  scheinbar,  dass  durch  einen  in  der 
Ebene  der  vier  Mittelpunkte  vrillkQbrIich  gewählten  Punkt  ein 
Kegelschnitt  des  BQschels  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  vrird 
und  die  Ebene  selbst  ein  doppelt -unendliches  Gebiet  von  i*unkten 
entliält;  dies  erledigt  sich  dadurch,  dass  ein  solcher  durch  fünf 
Punkte  bestimmter  Kegelschnitt  tugleich  unendlich  viele  andere 
Punkte  enthält  und  jeder  derselben  anstatt  des  fOnften  gewählt  immer 
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wieder  denselben  Kegelschnitt  hervorruft.  Bei  der  Bewegung  des 
fönften  Punktes  durch  das  ganie  doppelt- unendliche  Gebiet  der 
Ebene  tritt  also  jeder  Kegelschnitt  des  Bdschels  selbst  unendlich 
oft  auf  und  die  sAmmIlichen  von  einander  Terschiedenen  Kegel- 
schnitte des  BAschels  umfassen  also  nur  eine  Mannichfaltigkeit 
Ton  dnfacher  Unendlichkeit  Seien.  ABCD  die  vier  Mittelpunkte 
des  BAschels  und  ein  beliebiger  durch  A  gehender  Strahl  %  die 
Tangente  eines  dem  Bdschel  angehArlgen  Kegelschnittop  welcher 
hierdurch  vollständig  besümmt  ist,  so  erhalten  wir  nach  g23 
die  Tangenten  in  BCD^  indem  wir  die  Diagonalpunkte  des  voll- 
stindigen  Vierecks  ABCD  besthnmen: 

{A  Ii,  Clß)  =  a-    [A  ( ',  B  Ii]  =  y    {A I),  BC)  =  z 
und  die  Seiten  dieses  Diagonaidreiecks: 

und  bemerken ,  dass  die  Tangenten  in  A  und  B  sicli  auf  X 
schneiden  müssen;  die  Diagonale  X  IrilTl  also  %{  in  einem  Punkfe, 
dessen  V'erbindungslinic  mit  B  die  Tangente  in  B  ist;  ebenso 
IrifTl  sie  Y  In  einem  andern  Punkte,  dessen  Verbindungslinie 
mit  C  die  Tangente  in  C  ist  und  endlich  gietit  die  Verbindungs- 
linie des  Schnittpunktes  von  %  und  Z  mit  D  die  Tangente  in  D. 
Drehen  mir  also  den  Strahl  %  um  A,  wodurch  wir  sämmliiche 
Kegelschnitte  des  Büschels  erhalten,  so  drehen  sich  auch  die 
Tangenten  um  die  resp.  Punkte  B,  C,  D  und  beschreiben 

Strahlbflscbel »  welche  perspektivisch  liegen  mit  demjenigtn, 
welches  %  beschreibt;  die  perspektivischen  Durchschnitte  sind  die 
drei  Diagonalen  des  vollständigen  Vleredts  der  vier  Mittelpunkte 
des  Bfiftcheh.   Wir  erhalten  hieraus  folgenden  Satz: 

Die  Tangenten  Sn  einem  K  eye I sehn itle  des  IJü- 
scbels  in  irgend  zweien  der  vier  M  i  ( le  I  pii  n  k  I  e  b»'- 
srhr<Mb<'n,  uciin  der  Kegel  s  rli  ti  i  (  l  da  s  ganze  Hiiseliel 
d  II  r  rli  I  ä  n  1 1 ,  /  vv  ei  pro j  ek  l  i  v  isr  Ii  e  Strn  Ii  I  Ii  n  seli  e  I.  \ve  I  ehe 
perspek  Ii  viseli  liegen  und  zu  ihrem  perspektiviseli  en 
Dnr  r  Ii  s  r  h  II  i  It  eine  der  drei  Diagonalen  des  vollstän- 
digen Vierecks  der  vier  Mitlelpu iik  I  e  beben. 

Hierdurch  werden  wur  in  den  Slaiid  gesetzt,  das  Kegel- 
schnittbüschei  selbst  als  ein  neues  (lebilde  einraeber  Unendlichkeit 
mit  irgend  dnero  andern,  z.  B.  einem  ebenen  Strahlböscliel ,  einer 

Sebrfiter,  TbMrie  d,  Kegrlwhn.  15 
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gwaden  Puoklralhe  oder  eloem  andern  Kegeieeliniltbftscliel  in 
projekttvische  Betiehnng  tu  setzen,  so  dass  die  Elemente  der 
beiden  Gebilde  sieh  eindeutig  enisprecben,  indem  wir  sur  Her- 
Btettong  dieser  Bestebung  ein  StrablbQschel  verwenden,  welebes 
von  den  Tangenten  des  Kegelsclmittbaseiiels  in  irgend  einem  der 
vier  Hitteipnnlite  gebildet  wird,  und  für  jede  Tangente  dann  den 
Kegelschnitt  des  BOschels  sobstituiren,  welcher  durch  dioaelbe 
eindeutig  bestimmt  ist  Wir  gelangen  durch  Einfthrung  dieses 
neuen  Gebildes  au  der  projektivischen  Eraeugung  der  attgemefaKn 
Kurven  dritten  und  vierten  Grades  ebenso,  wicr  wir  durch  die 
projektivische  Beziehung  zweier  Strahib&schel  zum  Kegelschnitt 
gelangten.   (Chasles,  comptes  rendus  18&8.) 

Die  gleiche  Michtigkeit  des  Kegelscbnlttböschels  und  des 
.  Strablbttschels  deutet  darauf  liüi,  dass  das  erste  aus  dem  letz* 
teren  unmittelbar  hervoi^ehen  könnte,  und  in  der  That  (iOibrt 
folgende  ebenso  sinnreiche,  als  nQtzliche  BetracbUing  Stein er's 
zu  diesem  Ziel.*) 

Denken  wir  uns  B  und  als  die  Mittelpunkte  zweier  ^trabl- 
böschel,  welche  die  Gerade  91  zu  ihrem  perspektivischen  Durch- 
schnitt haben,  so  Ist  die  pitjcktivische  Beziehung  derselben  voll- 
ständig bestimmt  durch  die  Lage  von  %;  die  Verbindungslinie 
der  Mittelpunkte  ^i^i  enthält  zwei  zusammenfallende  entsprechende 
Strahlen  e  und  für  diese  Beziehung.  Verändern  wir  nun  die 
Imlage  des  pers])ektivischen  Durchschnitts  91,  indem  wir  denselben 
um  einen  festen  Punkt  P  drehen,  so  können  wir  uns  für  jede 
neue  Lage  von  9C  eine  neue  Beziehung  zweier  Strahlböschel  mit 
denselben  Mittelpunkten  BBt  hergestellt  denken  und  es  haben 
die  beiden  neuen  StrahlbOschel  alsdann  die  Strahlen  e  und 
ebenfalls  zu  entspredienden;  das  Strablcupaur,  welches  von  B 
und  Bi  nach  dem  unveränderten  Punkte  P  der  Geraden  9(  geht, 
p  und  |»|,  ist  fiir  die  alte  Beziehung  wie  fOr  die  neue  ebenfalls 
eüi  Paar  entsprechender  Strahlen.  Bei  der  Bewegung  von  9( 
beschreibt  nun  diese  Gerade  selbst  ein  StrahlbOschel,  dessen 
"Strahlen,  nach  einander  als  die  perspektivischen  Durchschnitte  je 


*)  Steiner  pflegte  in  lainuiriätiächer  Weise  diese  lietrachtung  mit 
dem  Worte  ,^ampfroMchine"  sn  beseichneii  nod  bediente  sich  dieses 
Aiudrneks  sowohl  im  persSnlicben  Verkehr  mit  wissenschaftlichen 
Freunden,  als  aveh  in  seinen  Mannsloipten  snr  AbkAranng. 
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xweier  StrahlbOschel  mit  den  festen  Mittelpunkten  B  und  auf- 
gefaset,  unendlicli  viele  Paare  von  projektiviscfaen  Strahlbdecbeln, 
die  gewissermaasen  in  B  und  B^  fli»er  einander,  liegen,  hervor^ 
rufen.  Werden  diese  projektivisclien  Besiebungen  festgelialten, 
aller  die  perspektivtscbe  Lage  aufgehoben  etwa  dadurch,  dass  das 
eine  oder  beide  Systeme  von  Strahlbfischeln  um  ihre  Mittel- 
punkte  B  und  B^  beliebig  gedreht  oder  in  der  Ebene  verschoben 
und  gedreht  werden,  so  wird  aus  jeder  Geraden  %  nunmehr  ein 
Kegebchnitt,  den  die  l>eiden  nicht  mehr  perspektivisch  liegenden 
aber  projektivischen  Strahlbitochei  erzeugen;  alle  diese  Kegel- 
schnitte haben  zunächst  die  Punkte  B  und  B^  (die  Mittelpunkte 
der  erzeugenden  Sti'ahlbfischel)  gemein,  femer  einen  Punkt  e, 
den  Schnittpunkt  der  beiden  Strahlen  e  und  nach  Aufhebung 
der  perspektivischen  Lage,  well  diese  beiden  Strahlen  für  jede 
der  vorigen  Beziehungen  entsprechende  waren,  und  endlich  auch 
den  Punkt  ^,  den  Schnittpunkt  der  Strahlen  p  und  P|  nach  Auf- 
hebung der  perspektivischen  Lage  aus  demselben  Grunde.  Die 
sftmmtlichen  auf  diese  Weise  erzeugten  Kegelschnitte  gehen  also 
durch  vier  feste  Punkte  BB^t)p,  d.  h.  sie  bilden  ein  Kegelschnltt- 
bOschel  mit  vier  Mittelpunkten  und  dieses  ist  unmittelbar  aus 
dem  von  %  beschriebenen  Strahlbfischel  hervorgegangen,  indem 
jeder  Strahl  desselben  zu  einem  Kegelschnitt  des  BQscbels  wurde. 
Beide  Gebilde  sind  also  von  gleicher  Mflchtigkeit  und  das  Strahl- 
büschel ist  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  Kegelschnitt- 
büschels, welcher  geviissermlassen  der  perspektivischen  Lage  ent- 
spricht. Wir  erkennen  femer,  wenn  wir  die  Bedingung,  dass 
^  der  perspektivische  Durchschoitt  %  durch  einen  festen  Punkt  P 
gehen  solle,  auflieben  und  ihn  das  ganze  doppelt-unendliche  Gebiet 
der  Ebene  durchstreifen  lassen,  dass  aus  den  sämmtllchen  Geraden 
der  Ebene  nach  Aufhebung  der  perspektivischen  Lage  eben  so  viel 
Kegelschnitte  werden,  die  durch  drei  feste  Punkte  gehen,  dass 
diese  also  ein  Gebilde  von  doppeller  Unendlichkeit  (Schaar -Schaar) 
ausmachen.  Es  leuchtet  die  Nützlichkeit  dieser  B«ti*achtung  augen- 
scheinlich ein,  weil  nun  umgekehrt  jedes  Kegelschnittbfischel 
mit  vier  Mittelpunkten  durch  eine  passende  Drehung  in  ein  Strahl- 
buschel  verwandelt  werden  kann  und  hiedurch  die  Untersncbung 
der  Eigenschaften  des  Kegeischnittbüschels  wesentlich  vereinfacht 
wird.  Suchen  wir  zunfichst  zu  ermitteln,  wie  sich  die  verschie- 
denen Gattungen  von  Kegelschnitten:  Ellipsen,  Hyperbeln,  Para- 
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beln  iD  dein  Büschel  verthdlen.  Um  die  Begriffe  zu  Oiiren, 
deniten  wir  uns  die  Punkte  B  und  fest  bleiliend,  aber  das 
ganze  System  von  StrabibOscheln  in  B  um  einen  l»eliebigen 
Winliel  i  und  das  ganze  System  ?on  StrablbOscbeln  In  B^  um 
einen  Winitel  in  d^  gedreht,  wo  d  und  d'  ihrer  GrISsse  und  Dreh- 
richtung nach  gegeben  sind;  alsdann  entsteht  durch  diese  beiden 
Drehungen  (von  denen  auch  eine  z.  B.  d^  s  o  sein  ItAnnte)  aus 
dem  von  91  beschriebenen  Strahlbüacbel  um  P  ein  Kegelsehnitt- 
buschel  mit  den  vier  MIttelpimItten  BB^t^,  Es  ist  zuvörderst 
ersichtlich,  dass  in  dem  Kegelscbnittbascliel  drei  Linienpaare  (be- 
sondere Hyperbeln)  vorkommen;  denn  unter  den  durch  P gehen- 
den Strahlen  %  befindet  sich  einmal  auch  der  Strahl  Pf;  die 
beiden  perspektivischen  Siralübuschel  in  B  und  B^^  welche  ihn 
zum  perspektivischen  Durchschnitt  haben,  befinden  sich  in  der 
eigenthümlichen  Lage,  welche  wir  die  parabolische  ($  19  a)  ge- 
nannt haben,  indem  allen  Strahlen  des  Strahlbfischels  In  J?|  der 
einzige  Strahl  BP  in  dem  Slrahlbüschel  B  und  allen  Strahlen 
des  Strahlbfischels  B  der  einzige  Strahl  J?i  B  des  Strahlbfischels  B^ 
entspricht;  nach  der  Drehung  um  die  Winkel  6  und  d>  werden 
diese  beiden  besonderen  Stralilbfischel  einen  Kegelschnitt  er- 
zeugen, dessen  Punkte  auf  den  beiden  Geraden  Bi^  und  B^t 
Hegen,  also  ein  Linienpaar;  in  gleicherweise  wird  aus  dem  be- 
sonderen durch  B^  gehenden  Strahl  %  ein  Kegelschnitt,  welcher 
sich  in  das  Linienpaar  B^ und  Bt  auflöst.  Bemerken  wir  endlich, 
dass  Tor  der  Drehung  um  die  Winkel  d  und  d<  zwei  besondere 
Strahlen,  welche  mit  der  Verbindungslioie  BB^  in  entgegen- 
gesetztem Drebnngssinne  die  resp.  Winkel  d  und  d^  bildeten  und 
sich  In  einem  Punkte  t  trafen,  nach  der  Drehung  auf  einander  fallen 
mfissen;  wir  sehen  hieraus,  dass  aus  demjenigen  Strahl  9,  welcher 
durch  £  geht,  also  Pi,  ein  Kegelschnitt  wird,  der  wiederum  in 
ein  Linienpaar  zcrrällt.  weil  die  lu  idon  ihn  erzeugenden  projek- 
tiviachen  Strahlhüsdiel  audi  iiadi  der  Hrrlnnig  perspektivisch 
\verd(>n;  folglich  enthält  das  Kegelschnittbfischel  noch  ein  drittes 
Linienpaar  BB^  und  )>e.  Aus  allen  fihrigcn  (iiMaden  91  werden 
aher  Kegelscluiilte  im  eigenliichen  Sinne  des  Wortes  und  wir 
wollen  nacijseben,  wie  viel  Hyperbeln.  Parabeln,  Ellipsen  unter 
ihnen  vorkommen.  Hierzu  müssen  wir  diejenigen  Punkte  in  der 
Kltcne  anfsuclicn  .  wolr  li»-  nach  der  Drolmn^'  in  die  ünendlielikeit 
lallen;  alle  Punkte  im  Unendlichen  der  Ebene  liegen  auf  der 
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Geraden  (7.  oder  sind  die  DurebscfaBitlsiNiokte  eatspreehender 
StrahJen  tweier  projeküviscb -gleicher  und  gieichlMfender  Straiil« 
l>Q8cliel,  welche  sich  in  iKispekiivischer  Lage  befinden  ($  19); 
vor  der  Drehuog  mflssen  iwei  solche  in  B  und  Bi  pladrte  Strabl- 
li&schel  einen  Kreb  erzeugen  ($24);  alle  Punkte  dieses  Kreises 
gehen  also  nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit  oder  vielmehr 
die  beiden  diesen  Kreis  erzeugenden  Strahlbaschel  werden  nach 
der  Drehung  per8|>ektivi.8ch ,  erzeugen  also  ein  Unienpaar,  dessen 
einer  Thell  BBi  und  dessen  anderer  Thell  iaL  Dieser  Kreis, 
welchen  wir  kurzweg  den  „Drehkreis"  nennen  wollen,  ist  un* 
schwer  zu  ermitteln;  er  wird  olTenbar  durch  die  drei  Punkte 
BBi  und't  gehen  und  durch  dieselben  liestimmt  sein;  f  ist  aber 
derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  zwei  Strahlen  durch  B  und  Bf 
schneiden,  welche  nach  der  Drehung  auf  BBi  zusammenfallen, 
die  also  um  die  Winkel  d  und  d*  zuröckgedreht  erscheinen  und 
c  ist  derjenige  Punkt,  in  welchem  sich  zwei  Strahlen  durch 
B  und  nach  der  Drehung  treffen,  welche  vor  der  Drehung 
in  dem  Strahle  BBf  vereinigt  waren;  daher  liegen  e  und  e  sym- 
metrisch zu  der  Geraden  BBf.  Ist  der  Drelikreis  ermittelt,  so 
wird  aus  einem  solchen  Strahle  V,  weicher  ihn  in  zwei  reellen 
Punkten  schneidet,  eine  Hyperbel,  weil  die  beiden  Schnittpunkte* 
nach  der  Drehung  in  die  Unendlichkeit  fallen,  aus  deiyenigen 
Strahlen  %,  welche  den  Drehkreis  iierflUiren,  je  eine  Parabel  und 
aus  allen  Strahlen  9C,  welche  ihn  nicht  treffen,  Ellipsen;  femer 
kommt  unter  den  Strahlen  %  ein  einziger  vor,  der  durch  den 
Mittelpunkt  des  Drehkretees  geht;  aus  diesem  wird  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  weil  die  unendlich  entfernten  Punkte  dersellien 
unter  einem  rechten  Whikel  erscheinen.  Liegt  daher  der  Punkt  P 
ausserhalb  des  Drehkreises,  so  giebt  es  unter  dem  Böschel  von 
Kegelschnitten  unendlich  viele  Ellipsen,  unendlich  viele  Hyper- 
beln  und  nur  zwei  Parabeln,  welche  diese  beiden  Gruppen  von 
einander  trennen;  unter  den  Hyperbeln  kommt  nur  eine  einzige 
gleichseitige  vor.  Wir  bemerken  noch  einen  besondem  Fall:  Da 
nimlich  alle  Punkte,  die  im  Unendlichen  liegen,  in  B  und  Bi 
zwei  gleiche  und  gleichlanfende  projektivbche  Strahlbfischel  her- 
vorrufen, also  nach  der  Drehung  Punkte  eines  bestimmten  Kreises 
werden,  welcher  zu  dem  Drelikreise  symmetrisch  liegt  in  Bezug 
auf  die  Aie  BBi,  so  folgt,  dass,  wenn  P  im  Unendlichen  liegt, 
allemal  die  vier  Mittelpunkte  des  Kegelschnittbitochels  auf  einem 
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Kreise  liegen  mfisBen;  wenn  aber  P  im  UoendJicben  liq^,  so 
sind  die  beiden  aus  ibm  an  den  DrehlLreis  xu  legenden  Tangenten 
parallel,  ihre  Berfibrungspunkte  erscheinen  also  von  B  (oder 
aus  unter  einem  rechten  Winkel.  Aus  diesen  beiden  Tangenten 
Verden  nach  der  Drehung  zwei  Parabeln,  deren  unendlich'«ntrernte 
Punkte  in  zwei  zu  einander  rechlwinkligen  Richtungen  liegen,  und 
dies  Verhalten  findet  auch  umgekehrt  statt:  Wenn  die  Berähruags* 
punkte  zweier  Tangenten  des  Drehkreises  unter  rechtem  Winkel 
von  B  (oder  B^  aus  erscheinen,  so  liegt  Ihr  Schnittpunkt  im 
Unendlichen.   Wu*  schliessen  also: 

Wni  II  in  eine  III  Key  <•  I  >c  Ii  ii  il  tlnisc  hol  von  virr  !*n  nk  - 
leii  zwei  I'araiielii  vo  r  k  o  iii  in  e  n ,  »Icmi  iinendli^li-t'iit- 
le  rille  Piiiikle  in  zwei  zu  ein  an  der  rer  Ii  t  w  i  n  k  I  ige  ii 
lUclil  niiiieii  licji^cn,  so  lii-j^cii  allfiii;il  <lie  vier  MiUel- 
punkU  des  Üüächuis  auf  einem  kreise.  Oder: 

Legt  man  durch  drei  Punkte  zwei  Parabeln,  deren 
Axen  auf  einander  rechtwinklig  stehen,  so  schneiden 
sich  dieselben  noch  in  einem  vierten  Punkte,  welcher 
mit  den  drei  gegebenen  auf  einem  Kreise  liegt.  Oder: 

Zwei  I'araiieln,  deren  Axen  auf  ei  na  ml  er  senk- 
recht stehen,  treflen  sieh  im  A  Ii  ^m;  in  eine  u  in  vier 
l'uuklen,  weiche  aut  einem  Kreise  liegen. 

Liegt  nun  anderseits  P  Innerhalb  des  Drehkreises,  so  besteht 
das  BQschel  aus  lauter  Hyperbeln,  unter  denen  sieb  nur  eine 
gleichseitige  findet;  weil  in  diesem  Falle  alle  durch  P  gezogeneu 
Strahlen  91  den  Drebkreis  in  zwei  reellen  Punkten  treffen.  Liegt 
endlich  P  auf  dem  Drehkrebe  selbst»  so  kommt  in  dem  Bftscbel 
nur  eine  ehizige  Parabel  vor,  alle  ikbrigen  Kegelschnitte  desselben 
sind  Hyperbeln,  bt  insbesondere  der  Punkt  P  gerade  der  Büttel- 
punkt  des  Drehkreises,  so  werden  alle  Kegelschnitte  des  BQscheb 
gleichseitige  Hyperbehi;  es  giebt  also  ein  besonderes  Kegelschnitt- 
bQschel,  welches  aus  lauter  glefebselügen  Hperbeln  besteht  Suchen 
wir  die  gewonnenen  Resultete  nun  In  der  Welse  umzvgestelten, 
dass  wir  von  dem  Drehkreise  abstrahlren  können  und  nur  die 
das  Kegebcbnittbfischel  bestimmenden  vier  lOttelpunkte  ab  ge- 
geben annehmen.  Lassen  wir  zu  diesem  Behuf  den  Punkt  P  alle 
möglichen  Lagen  Innerhalb  des  Drehkrebes  annehmen,  so  sehen 
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wir,  weil  die  Kreisfliclie  durch  das  Dreieck  BBiS  (Fig.  57)  in 

(Fig.  57.) 


vier  Stücke  zerscliniUen  wird,  nSmttcb  das  Dreieck  und  die  drei 
Segmente  fiber  den  Seiten  desseHM»,  dass  1)  wenn  P  innerliaib 
der  Dreieeksfläclie  BB^g  liegt,  nadi  der  Dreliung  der  Punkt  p 
in  das  Dreieck  BBit  tiineinfallen  muss,  weil  er  bestandig  der 
symmetrisch  liegende  zur  Linie  BBi  sein  wird;  2}  wenn  dagegen 
P  in  dem  Kreissegmente  über  Bb  liegt,  so  wird  der  Punkt  p 
nach  der  Drehung  in  demjenigen  Scheitelraume  liegen,  welchen 
die  Geraden  B^B  und  B^t  l>egrenzen  und  der  ausserhalb  des 
Dreiecks  BBit  liegt,  denn  von  zwei  Stralüen  B^P  und  BP, 
welche  nach  einem  in  diesem  Kreissegmente  liegenden  Punkt  P 
hingehen,  AUt  nacli  der  Drehung  der  erste  nothwendig  in  diesrn 
Winkcirauro  und  <1(r  zweite  in  den  Winkelraum,  welchen  die 
Geraden  BB^  und  die  Tangente  in  Ii  nach  der  Drehung  be- 
grenzen; die  letztere  wird  aber  parallel  B^t;  beide  Winkelräume 
haben  nun  gemeinsam  denjenigen  Scheitelranm  des  Winkels  ^i^,  c, 
welclier  ausserhalb  des  Dreiecks  liegt :  3)  wenn  P  in  dem  Kreis- 
Sl^mente  über  D^e  liegt,  so  Tällt  nach  der  Drehung  aus  gleichem 
Grunde  p  in  denjenigen  Scheitelraum  des  Winkeis  j9|fe,  welclier 
ausserhalb  dieses  Dreiecks  liegt,  und  endlich  4)  wenn  P  in  dem 
Kreissegmente  Qlier  B angenommen  wird,  so  muss  nach  dir 
Drehung  p  nothwendig  in  demjenigen  Schciteiraum  des  Winkels 
BtB^  hineinfallen,  welcher  ausserhalb  dieses  Dreiecks  liegt,  weil 
die  Tangenten  in  B  und  B^  nach  der  Drehung  mit  />,  c  und  Bt 
parallel  werden.  Liegt  daher  P  überhaupt  innerhalb  des  Dreh- 
kreises, so  muss  nach  der  Drehung  p  in  einen  der  vier  mit  (A) 
in  der  Figur  hczeiclincten  Hnnme.  nämlich  die  Dreiecksfläche  BB^t 
und  di«'  drei  unendlichen  Winkeiräume  an  den  Kckeii  des  Dreiecks 
liiiuiufHlk-ii :  liegt  dagegen  P  ausserhalb  des  Drehkreises,  so  muss 
p  in  einen  der  drei  übrigen  mit  (e)  bezeichneten,  den  Dreiecks- 
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selten  anliegenden  unendlichen  Räume  hIoelnfaUen;  die  gani« 
unendliclie  Ebene  wird  ^nämlich  durch  die  Seiten  des  Drdecks 
BB^t  in  7  Räume  zerschnitten,  von  denen  die  vlor  mit  (A)  be- 
seichneten  die  byperl>olischen,  die  drei  mit  {e)  bezeichneten  die 
elUptischen  genannt  werden  kOnnen.  Beflndet  sich  nnu  der  rlerte 
Mittelpunkt  p  des  Bäscheis  In  ehiem  der  drei  elliptischen  Rftume» 
so  liegen  die  Tier  Mittelpunkte  so,  dass  jeder  sich  ausserhalb  des 
von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet«  oder  dass  sie 
ein  convexes  Viereck  bilden;  liegt  dagegen  p  In  einem  der  vier 
hyperbolischen  Räume,  so  haben  die  vier  Mittelpunkte  die  charak- 
teristische Lage,  dass  einer  nolbwendig  innerhalb  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreiecks  sich  findet,  oder  dass  sie  ein  con- 
caves  Viereck  bilden.   Wir  scbliessen  hieraus  folgenden  Satz: 

Wenn  die  i^ier  Mittelpunkte  eines  Kegelschnitl- 
bOschels  so  liegen,  dass  jeder  ausserhalb  des  von  den 
drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet  (oder 
dass  sie  ehi  convezes  Viereck  bilden),  so  zerfallen  die  Kegel- 
schnitte des  Bflschels  In  eine  Gruppe  von  Ellipsen, 
eine  Gruppe  von  Hyperbeln  und  nur  zwei  Parabeln, 
welche  die  UebergSoge  von  der  einen  Gruppe  zur  an- 
dern bilden;  unter  den  Hyperbeln  kommt  nur  eine 
einzige  gleichseitige  und  drei  Linienpaare  vor.  Wenn 
dagegen  die  vier  Mittelpunkte  des  RegelschnHtba- 
schels  so  liegen,  dass  einer  Innerhalb  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  Dreiecks  sich  findet  (oder  dass  sie 
ein  concaves  Viereck  bilden),  so  bestehen  die  Kegelschnitte 
des  Büschels  aus  lauter  Hyperbeln  und  unter  diesen 
kommt  im  Allgemeinen  nur  eine  einzige  gleichseitige 
Hyperbel  und  drei  Linienpaare  vor. 

£iner  der  beiden  vorigen  Fälle  muss,  wie  wir  gesehen  haben, 
immer  eintreten;  im  letzten  Falle  nun  kann  insbesondere  nach 
dem  Vorigen  der  Punkt  p  so  liegen,  dass  alle  Hyperbdn  des  Bfl- 
schels gleichseitige  werden,  wenn  nämlich  P  gerade  der  Iflttel- 
punkt  des  Drehkreises  ist;  es  ist  leicht  zu  erkennen,  welche 
cigenUiämliche  Lage  die  vier  Mittelpunkte  des  Bflschels  zu  ehian- 
der  haben  mflssen,  damit  dieser  specielle  Fall  eintrete.  Aus  der 
Figur  geht  nftmllch  hervor,  wenn  M  der  Hitiel(nuikt  des  Dreh- 
kreises ist,  welcher  nach  der  Drehung  In  die  Lage  m  kommt, 
(Fig.  57)  dass: 
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iBMBts=z2d'^2dK  also  /.ilf^^i  Jf^t^  =  90«  — J*» 
daher  wird  /.  /?,  I?w  ä  90*  —     und  L  BB^m  =  W  —  d,  also 

Nuu  iäl  über: 

^  c =  90"  — (i'  —  ()  und 

fulglicli  sliilil  />c  auf  B^m  soiikroclil  und  B^t  auf  Bm^  d.  b.  e 
isl  der  llöliciipunkt  d«>s  Dreiecks  B B^m  oder,  was  dasselbe  sagt: 
Die  vier  Punkte  BB^tm  liegen  so,  dass  jeder  von  ihnen  der 
Uöbenjiunkl  des  von  den  drei  andern  gebildelen  llrricrks  ist. 
Dies  war  allerdings  auch  durch  fol;j:iMi<h-s  Unisonnemeni  vorherzu- 
sehen: Aus  einem  durcii  .)/,  den  Mittelpunkt  des  nrelikreisos, 
gehenden  Straid  %  wird  nothwendig  eine  gleichseitige  Hyperbel 
nach  der  Drehun«,',  weil  diejenij,'cn  Punkte,  welciie  in*s  Unend- 
liche gehen,  unter  einem  rechten  Winkel  von  /?  oder  aus 
erscheinen;  gehen  zwei  Strahlen  durch  M,  so  ist  der  Punkt 
/'  mit  M  identisch,  also  säunntliche  "31  gehen  durch  M\  niilhin 
werden  aus  sännnllicheii  Kegelschnitten  des  Ih'ischels  gleiehseilige 
Hyperbeln,  insbesondere  auch  aus  di  ii  di  ei  i.inienpaaren  des 
Büschels,  welche  spcciellc  Hyperbeln  sind  und  daher  aus  je  zwei 
zu  einander  re(  litwinkligen  Slr;dilen  bestehen  nulsscn;  wir 
schliessen  also:  ,.N\t  iiii  zwei  8eitenj»;iare  eines  vollständigen  Nier- 
ecks zwei  Paar  rechtwinklige  Strahlen  sind,  so  ist  auch  das 
dritte  Scilenpaar  zu  einander  rechtwinklig",  was  nwv  in  an<lerer 
Korni  der  bekannte  Kb-nienlarsalz  ist:  ..Die  drei  Höhen  eines  Drei- 
ecks s(  hneiden  sich  in  einem  Punkte",  da  ein(!  Hreiecksseile  und 
die  zugehörige  Höhe  ein  Seitenpaar  dcsjeni<;en  vollständigen 
Vierecks  sind,  welches  von  den  Hreiecksccken  vnul  dem  Höheu- 
punkt  gebildet  wird.  Wir  küuueii  also  folgenden  Satz  aus- 
sprechen : 

Wenn  die  vier  iUillelpunkte  eines  Kegelschnill- 
büscbels  so  liegen,  dass  einer  (jeder)  der  liöhenpunkt 
des  von  den  drei  andern  gebildet<-n  Dreiecks  ist,  so 
bestehen  die  Kegelschnitte  des  Ilüschcis  aus  lauter 
gleichseitigen  Hyperbeln,  von  denen  drei  besondere' 
die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Seiteupaare  die- 
se« vollständigen  Vierecks  sind. 

Oder  auch: 
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Alle  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  demselben 
Dreieck  umschrieben  sind,  gehen  gleichzeitig  durch 
den  H6henpunkt  dieses  Dreiecks. 

Hierans  Tolgi  beilftuflg  eine  Eigenschaft  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  welche  eine  genisse  Analogie  mit  der  bekannten  Grand- 
eigenschaft des  Kreises  darbietet: 

Begegnet  von  /  wci  zu  einMiuier  r  c «•  Ii  t \vi ri k  1  i g  e  ii 
Slralilen,  welche  siel»  in  o  schneiden.  <ler  eine  einer 
u  I  ri  c  hseiligeii  Hyperbel  in  den  Punkten  a  und  a\  der 
andere  in  b  und  b\  sü  ist  immer 

oa ,  oa^ '■^  ob  ,  ob^  =i  0, 

d.  h.  es  ist  das  Produkt  der  Abschnitte  auf  dem  -einen 
Schenkel  des  rechten  Winkels  gleich  dem  Produkt  der 
Abschnitte  auf  dem  andern;  aber  die  Schnittpunkte 
liegen  so,  dass  swei  auf  derselben  Seite  von  o  sich 
finden  und  die  beiden  andern  auf  entgegengesetstvn 
Seiten  von  o:  denn  die  vier  Punkte  liegen  immer 

so,  dass  jeder  der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  an- 
dern gebildeten  Dreiecks  ist. 

Das  Bfischel  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  einem  Drelecli 
umschrieben  sind  und  nigleich  durch  den  Hdhenpunkt  des  Drei- 
ecks geben,  besitit  unter  andern  folgende  bemerfcenswerthe Eigen- 
schaft, welche,  als  besonderer  Fall  einer  später  zu  erweisenden 
allgemdnen  Eigenscbalt,  schon  hier  vorausgeschickt  werden  mag: 

Das  von  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  und  dem  Hfthenpunkl 
gebildete  vollständige  Viereck  hat  zu  sduem  Diagonaldrelek 
xyz,  das  von  den  drei  Fiiaspunkten  der  HAhen  gebUdete  Drei- 
eck, weil  jede  Seite  .und  die  darauf  senkrecht  stehende  Hfthe  ein 
Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks  Ist  Dieses  Dreieck  xpx 
ist  aber  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  fOr  alle  Kegelschnitte  des 
Bflschels  (§  90);  denken  wir  uns  um  dasselbe  einen  Kreis  gelegt, 
so  muss  dieser  ($  34)  alle  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  weiche 
die  Orlskreise  der  Scheitel  der  den  Kegelschnitten  des  BQscheb 
umschriebenen  rechten  Winkel  sind;  und  da  alle  Kegelschnitte 
des  BQschels  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  ffir  deren  jede  jener 
Ortskreis  sich  auf  einen  Punkt,  den  Mittelpunkt  der  gleichseitigen 
Hyperbel  reducirt,  so  muss  der  um  xyz  gelegte  Kreis  die  Mit- 
telpunkte aller  gleichseitigen  Hyperbeln  des  BOschels  enthalten. 
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Er  geht  also  insbesoadere  auch  durch  die  lülteD  der  sechs  Seiteu 
unseres  ToUstftodigen  Vierecks  oder  durch  die  Mitten  der  Seiten 
des  Dreiecks  und  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  der  Höhen 
(Verbindungslinien  des  Hfthenpunkls  mit  jeder  Ecke);  also: 

Die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyperbeln» 
weiche  einem  Dreieck  umschrieben  werden  können, 
liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  die  Fusspunkte 
der  Höhen,  die  Mitten  der  Seiten  und  die  Mitten  der 
drei  oberen  Abschnitte  auf  den  Höhen  hindurchgeht 
(Kreis  der  neun  Punkte).  Die  Eigenschaft,  dass  die  genannten 
neun  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen,  ist  aus  den  Elementen  be- 
kannt und  leicht  auf  elementarem  Wege  xu  beweisen«  (Vergt. 
„Die  geometrischen  Konstruktionen,  ausgeffkhrt  mittelst  der  ge- 
raden Linie  und  Eines  festen  Kreises"  Ton  J.  Steiner,  Seite  53.) 

Der  schon  vorhin  erwSlmte  Fall,  dass  P  auf  der  Peripherie 
des  Drehkreises  Üegt,  führt  zu  einem  Büschel  von  lauter  Hyper- 
beln, welches  nur  eine  einzige  Parabel  enthllt,  denn  in  diesem 
Falle  geht  der  Punkt  p,  einer  der  vier  Mittelpunkte,  in  die  Un- 
endlichkeit und  durch  vier  Punkte,  von  denen  einer  im  Unend- 
liehen  liegt,  ist  nur  eine  einzige  Paraltel  mögKch,  weil  die  un- 
endlifih-enlf ernte  Gerade  Tangente  der  Parabel  ist;  alle  übrigen 
Kegelschnitte  eines  solchen  Büschels  sind  aber  offenbar  Hyperbeln 
und  die  Gruppe  Ellipsen  verschwindet  in  diesem  Falle. 

$  39.  Charakteristische  Eigcnsohaft  doa  Kegelaohiiitt- 
büaohols  und  einige  folgemngen  aus  deraelben. 

Die  hl  dem  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Enistehungsweise 
des  Kegelschnittbflschels  Rkhrt  zu  einer  charakteristischen  Eigen- 
schaft desselben,  welche  hftuflg  benutzt  wird;  denken  wir  uns 
nümlich  eine  bettebigie  gerade  Uuie  (Transversale)  in  der  Ebene 
des  Kegelschnittbfischels,  so  wird  dieselbe  von  jedem  Kegdschnilt 
des  Büschels  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  «,  £  getroffen, 
welche  ein  Punktsystem  bilden.  In  der  That,  seien  BBitp  die 
vier  Mittelpunkte  des  Büschels  und  £  die  gegebene  Transversale, 
so  können  wir  uns  in  B  und  P,  zwei  perspektivische  Strahlbfischel 
denken,  welche  £  zu  ihrem  perspelitivischen  Durchschnitt  haben 
und  ausserdem  in  B  und  J9,  die  Mittelpunkte  je  zweier  projek- 
liviacher  Strahlbüschel,  welche  allemal  einen  Kegelschnitt  des 
Büschels  erzeugen.  Denken  wh*  uns  dann  die  ganze  Gruppe  von 
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StralilbOschetpatren  in  B  uod  so  um  die  Miltelpnokle  BB^ 
lierumgedreht»  daw  Bt  und  B^t  ingamiBenfallen,  so  wird  aus 
dem  KegelscbnittbQsohel  ein  einfaches  Stralilböscliel  um  den 
Mittelpunitt  P\  aus  der  Geraden  2  wird  aller  ein  Kegelschnitt 
da  die  beiden  vor  der  Drehung  perspektivischen  Stralühfischel, 
welche  £  erzeugten,  jetzt  im  Aligemeinen  nicbt  ipehr  perspek- 
tivisch liegen  werden;  die  beiden  Schnittpunkte  x  und  |  irgend 
eines  Kegelschnitts  K  des  Büschels  mit  der  Transversale  8  gehen 
daher  in  die  Schnittpunkte  x*|*  eines  Strahles  %  mit  dem  Kegel- 
schnitt St  ül>er ;  lässt  man  nun  %  das  ganze  Strahlbüschel  um  P 
durchlaufen,  so  werden  nach  einem  Im  %  31  geAindenen  Satze 
Bx^  und  (oder  auch  ^i^:^  und  ein  Strahlsystem  be- 
schreiben, welches  also  auch  vor  der  Drehung  ein  Strablsystem 
gewesen  sein  muss;  die  Punkte  x  und  |  bilden  daher  ein  Punkt- 
system und  wir  erhalten  den  allgemeinen  Satz: 

Jede  Gerade  in  der  Ebene  eines  KegelschülttbÜ- 
schels  wird  von  den  Kegelschnitten  desselben  in  Punk- 
tenpaaren getroffen,  welche  die  konjugirten  Punkte 
eines  Punktsystems  sind. 

Ehlen  speciellen  Fall  dieses  Satzes  haben  wir  bereits  in  $  18 
bewiesen;  wir  erhalten  denselben,  wenn  wir  aus  dem  Kegelscfanitt- 
böschel  die  drei  Linienpaare  herausnehmen;  die  dort  aufgesuchte 
Bedingung,  wann  das  Punktsystem  elliptisch  und  wann  es  hyper- 
bolisch ist,  kommt  uns  hier  zu  Statten: 

Sobald  von  den  vier  Mittelpunkten  des  Büscheis 
eine  ungerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten  von  der  Trans- 
versale liegt,  ist  das  Punktsystem  auT  ders elben  ellip- 
tisch; liegt  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten,  so 
ist  (las  Punktsystem  hyperbolisch,  falls  nSmlich  die 
vier  Mittelpunkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausser- 
halb des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich 
befindet.  Liegen  dagegen  die  vier  Miiteipunkte  so, 
dass  einer  von  ihnen  in  dem  von  den  drei  andern  ge- 
bildeten Dreieck  enthalten  ist,  so  rindet  das  Umge- 
kelirte  statt:  Das  Punktsystem  auf  der  Transversale 
ist  hyperbolisch,  wenn  eine  ungerade  Anzahl  von  dru 
vier  Bfitteipnnkten  des  Üüscheis,  dagegen  elliptisch, 
wenn  eine  gerade  Anzahl  zu  beiden  Seiten  der  Trans- 
versale liegt. 
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OiflM  Eigeoschafl  des  KcgelsGbDiUbftschek,  von  jeder  Trant- 
▼ersale  in  einem  PonkUyatem  geschnillen  su  werden,  charakterf- 
sirt  dasselbe  und  unterscheidet  es  von  andern  Gnqipen  von  Kegel- 
schnitten; sie  Iftsst  sich  auch  so  umkehren: 

Alle  K<!g<^l:-;c  Ii  II  i  1 1  welche  cliiicli  drei  fest  e  Punkte 
uihI  ausserdem  durcli  je  zwei  k«)iijii|,'irl(' Punkte  eines 
ge^M'hcnen  I* u n k  Is y s I e  ms  gehen,  hin  Ten  iiorh  du rr, Ii 
einen  feslen  vierlen  Punkt  und  bilden  also  ein  Keg ei- 
se h  n  i  II  husch  el. 

Denken  wir  uns  niimlirh  diese  Kegelsrhnille  «iurch  Paare  von 
Strnhlhüsclichi  erzengt,  welche  in  zwei  von  dm  drei  festen  I'niik- 
ten  /?7?,  und  c,  nämlich  in  B  und  B^,  ihre  iMilUlpunkte  haheii. 
und  auch  die  Gerade  £,  welche  der  Tnt|4»'r  des  gegehenen  Piiiikl- 
systcms  ist,  durch  zwei  perspektivische  Slrahllniscliel  in  B  und 
hervorgerufen,  und  drelu'U  das  f;aiize  (lehilde  so.  dass  />c  und 
^,  c,  auf  einander  fallen ,  so  werden  aus  sänimlliclien  Kegelschnit- 
len  Gerade  und  aus  !i{  ein  he^M-lschiiilt  M;  diese  tieradeii  müssen 
aher  sämmilich  durch  einen  festen  JMiiiKl  l;iiireii,  weil  die  Slrah- 
lenpaarc  von  B  (oder  /?,)  nach  den  Scliiiill|Minkleii  jeder  sulelien 
Geraden  mit  dem  Ke<,'els(  liiiilt  M  ein  Strahlsyslem  hildeii  lii^i.'il  i; 
folglich  mfisseii  denn  auch,  wenn  wir  wieder  znriick  drehen,  die 
KegelschuiUe  durch  einen  vierten  feslen  Puukl  laufen. 

Die  obige  Eigenscliafl  des  KegelscbnittbOschels  fQbrt  uns 
sur  Ltenng  der  Aurgabe:  „Einen  Kegelschnitt  zu  kon- 
struiren,  welcher  durch  vier  gegebene  Punkte  geht 
und  eine  gegebene  Gerade  lur  Tangente  hat";  da  nftm- 
Uch  alle  durch  die  yipt-  Punkte  gelegten  Kegelschnitte  auf  der 
Geraden  Paare  konjugirter  Punkte  eines  Punktsystems  bestim- 
men und,  Talis  die  Gerade  Tangente  sein  soll »  die  beiden  Schniit- 
punkte  Zusammenrallen  mflssen,  so  werden  die  Asymptotenpunkte 
dieses  Punktsystems  die  Beruluiingspunkte  zweier  Kegelschnitte 
sein,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen.  Die  Auf- 
gabe lisst  also  im  Allgemeinen  zwei  Lösungen  zu  und  wir  sind 
im  Stande,  nicht  allein  aus  der  Lage  der  vier  Punkte  zu  der 
Geraden  öber  die  Realität  dieser  Lösungen  zu  entscheiden  (je 
nachdem  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Punkten  zu  beiden 
Seiten  der  Geraden  liegt,  giebt  es  zwei  reelle  I/isungcn  der  Auf- 
gabe oder  keine),  sondern  auch  die  beiden  Kegelschnitte,  wenn 
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sie  reeU  varbanden  und,  selbst  zu  koostniireo*  iodem  wir  die 
Asymptotenponltte  eines  bekaanten  Punktsystems  enniUebL 

Das  I'uiiktsystem  wird  bestimmt  durch  die  Schnilfpunivle  zweitr 
Seltenpaare  des  von  den  vier  gegebenen  IMnikten  gebildeten  voll- 
ständigen Vierecks.  Die  Asynipluleiipuiikte  zu  finden,  kommt 
dann  auf  eine  (§  14  und  15]  allgemein  gelüste  Aufgabe  biiiaus. 

Ilierao  knüpft  sich  die  aus  derselben  Eigenschaft  des  Kegel- 
schnitlbOscbels  benuleitende  Lösung  der  Aufgabe:  „Einen  Kegel- 
schnitt zu  konstruiren,  welcher  durch  drei  gegebene 
Punkte  geht  und  zwei  gegebene  Gerade  zu  Tangenten 
bat";  lässt  man  nämlich  von  den  vier  Mittelpunkten  eines  Kegel- 
schnittböscheis  iwei  zusammenfallen  und  die  beiden  andern  auch 
zusammenfallen,  so  erbSIt  man  ein  fiüschel,  dessen  Kegelschnitte 
sicli  alle  in  denselben  beiden  festen  Punkten  berühren;  die 
Tangenten  in  diesen  beiden  gemeinschaftlichen  Berührungspunk- 
ten nehmen  die  Stelle  eines  der  drei  Linienpaare  aus  dem  Böscbel 
ein,  die  beiden  andern  Linienpaare  fallen  zusammen  in  die  ge- 
meinschaftliche Berührungssehne  sämmtlicher  Kegelschnitte  des 
Büschels;  ein  so  ei^enlhfimlich  gestaltetes  Büschel  wird  nun  auch 
von  einer  beliebigen  Transversale  in  einem  Punktsystem  geschnit- 
ten und  dies  muss  innner  ein  hyperbolisches  sein,  wie  aus  der 
besonderen  Lage  der  vier  Uiltelpunkte  hervorgeht;  wir  können 
auch  sofort  einen  Asymptotenpunkt  desselben  bestimmen;  ein  sol- 
cher ist  ntolich  der  Schnittpunkt  der  Transversale  mit  der  Be- 
rührungssehne ,  weil  diese  als  ein  zusammengefallenes  Linienpaar 
anzusehen  ist  oder  als  ein  besonderer  Kegelschnitt,  dessen  beide 
Schnittpunkte  mit  der  Transversale  vereinigt  sind;  dies  ist  datier 
ein  Asymptotenpunkt  des  Punktsystems,  das  gemeinschaftlii-be 
Tangentenpaar  trifft  ausserdem  die  Transversale  in  zwei  konjugir- 
ten  Punkten  desselben  Punktsystems  und  vrir  schliessen  hieraus 
den  Satz:  Ein  belididges  Tangentenpaar  eines  Kegelschnitts  und 
die  Berührungssehnc  desselben  treffen  irgend  eine  Transversale 
In  der  Ebene  in  einem  Punktenpaar  a  a  und  einem  Punkte  g; 
die  Transversale  trifll  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  bßi  als- 
daini  ist  immer  g  ein  Asymplotcnpunkt  desjenigen  Punktsystems» 
von  welchem  acrund  hß  zwei  Paar  konjugirle  Punkte  sind.  Diese 
allerdings  auch  unmittelbar  aus  den  Polarbeziehungen  des  Kegel- 
schnitts hervorgehende  Eigenschaft  löst  nun  die  vorgelegte  Frage; 
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seien  nämlic  Ii  <iie  heitleii  gegebenen  Geraileii,  welche  der 

gesuchte  Kegelschnill  l>erühreii ,  und  ABC  die  drei  Punkte,  thirrh 
welche  er  gehen  soll,  so  ziehe  man  AH,  merke  die  Schnitt|iuiiklt' 
yy,  dieser  liei'ddeii  mit  der  gegebenen  i?!*,:  durch  dir  l'aare  J 
und  yy,  als  konjugirle  I'nnkte  wird  t  in  l*unk(system  hesLinnnl, 
dessen  Asymplotcnpunkte  ermillell  werden  müssen;  sie  seien  </ 
und  /<;  ebenso  ziehe  man  zweitens  JL',  merke  die  Schnittpunkte 
ßß^  dieser  (ieraden  mit  den  beiden  gegebenen  betrachte 
JC  und  ßß^  als  zwei  Paar  konjugirte  Punkte  eines  Punktsysteujs 
und  bestimme  dessen  Asymptotenpunkte  tj'/i.  Zieht  man  nun 
eine  Verbindungslinie  zweier  solcher  Asymptutenpunkte  aus  dem 
einen  und  dem  andern  Paar,  so  muss  dieselbe  jede  der  beiden 
Geraden  t  und  in  zwei  solchen  Punkten  trcITen,  welche  die 
BerObrungspunkte  eines  durcb  ABC  gehenden  und  berüh- 
renden Kegelscbnitto  «ind;  da  aber  die  vier  l^unkte  gh  und  g'h' 
ausser  durch  die  beiden  Geraden  JJB  ond  ACvat  vier  Arten  terbon- 
den  werden  liönnen.  nimUch  durch  die  Geraden  gg',  hh',  gh',  hg', 
so  giebt  es  im  Allgemeinen  vier  Kegdechoitte,  weiche'  durch 
drei  gegebene  Pankle  geben  und  zwei  gegebene  Gerade  beröhrra. 
Zögen  wir  noch  BC,  bestimmlen  die  Schnillpunkte  aa^  mit  den 
Geraden  £81  und  ermittelten  die  Asymptotenpunlite  g"  h"  des 
durch  die  Punktenpaare  BC  und  er«,  bestimmten  Punktsystems, 
so  mOsslen  dieselben  auf  den  vorhin  gefundenen  vier  Geraden 
liegen,  weil  der  gesuchte  Kegelschnitt  dnrch  jene  schon  vollkom- 
men bestimmt  ist;  also  die  6  Punkte  g  h  g'  K  g  '  H*  können  sich 
nur  auf  vier  Geraden  schneiden,  sind  dahe^  die  Ecken  eines  voll- 
Btindigen  Viersdts;  es  muss  also  g"  =  [gg  ,  kU),  ^{gh',  hg') 
sehi  und  es  ist  ^  »  (srA,  gh')  B^{gh,  g"h")  C  ==  {g'h\  gh"), 
d.h.  ABC  das  Diagonaldreieck  des  vollstftndigen  Vlerseits,  was 
denn  wieder  einen  Sats  giebt,  den  wir  nicht  weiter  ausftthren 
wollen.  Zonichst  geht  aus  der  im  Vorigen  enthaltenen  Lösung 
hervor,  dass  entweder  alle  vier  Kegelschnitte,  welche  der  Aur- 
gabe genügen,  reell  vorhanden  sind  oder  keiner,  dass  ersteres 
nur  stattfindet,  wenn  von  den  wX  AB,  AC,  BC  bestimmten 
Punktsystemen  zwei,  folglich  auch  das  dritte  hyperbolisch  shid, 
letzteres  dagegen,  wenn  eines  dieser -Punktsysteme  elliptisch  ist, 
woraus  zugleich  hervorgeht,  dass  noch  dn  zweites  elliptisch  sein 
muss,  denn  wären  die  beiden  andern  liyperbollsch,  so  mDsste 
auch  das  erstere  hyperbolisch  sein.   Die  Betrachtung  alier  mög* 
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liehen  Lageo  der  Punkte  ABC  zu  den  beiden  Geraden  28i  zeigt, 
da»  Ton  den  drei  Punlttsystemen  auf  den  Geraden  AB,  AC,  BC 
entweder  alle  drei  hyperbolisch  oder  eines  liyperboilacfa  und  zwei 
elliptisch  sein  mQssen;  im  ersten  Falle  sind  die  vier  Kegdschnltle, 
welche  der  Aufgabe  genfigen,  reell,  im  zweiten  imaginSr. 

Die  iMiden  noch  übrigen  FMle,  wenn  zur  Konstruirtion  eines 
Kegelschnitts  gegeben  sind:  a)  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte, 
b)  vier  Tangenten  und  ein  Punkt,  werden  durch  die  polare  Neben- 
hetrachtnng  in  gleicher  Welse,  wie  die  l>eiden  olien  liefaandelten, 
gelöst  und  es  finden  sich  im  Allgemdnen  bei  a)  vier  Lösungen, 
bei  b)  zwei  Lösungen  der  Aufgabe;  die  nShere  Ausfthrung  darf 
ffigüch  unterbleiben,  weil  sie  der  ol>igen  ohne  jede  Schwierigkdt 
nachgebildet  werden  kann.  Auch  die  Lösung  der  mitunter  sich 
darbietenden  Aufgabe:  „Wenn  von  zwei  In  der  Ebene  ge» 
gebeneniCegelschnitten  drei  gemeinschaftiichePunkte 
bekannt  sind,  den  vierten  zu  finden",  ergiebt  sieh  leicht 
aus  dem  Vorigen;  seien  aöc  die  drei  bekannten  gemelnscliaftücben 
Punkte  und  ausserdem  de  zwei  Punkte  des  einen  Kegelshnitts  AT, 
welche  denselben  liestimmen,  äie^  zwei  Punkte  des  andern  Kegel- 
schnitts ATi,  so  ziehe  man  die  Verbindungslhiie  tftfj  und  bestimme 
auf  ihr  die  beiden  öhrigen  Schnittpunkte  dd,  der  gegebenen  Kegel- 
schnitte ATAI'i  in  bekannter  Weise:  die  Paare  tf,  d;  tfj,  d,  bestim- 
men ein  Punktsystem,  welches  von  sömmtttchen  Kegelschnitten 
desjenigen  BOschels.  dem  IT  und  IT,  angehören,  auf  diesem  Triger 
ausgeschnitten  wird;  also  auch  <tte  Linienpaare  dieses  BOschels 
treffen  in  konjugirten  Punkten  jenes  Punktsystems;  triflt  also 
be  die  Verbindungslinie  tf<f|  in  |  und  ist  der  konjugirte  Punkt 
von  I  in  dem  bekannten  Punktsystem  so  ist  cd?  eine  gemein- 
schaftliche Sekante  helder  Kegelschnitte;  triflit  ea  die  Gerade  dd^ 
in  fi  und  ist  der  konjugirte  Punkt  des  Punktsystems  so  fet 
auch  bff  eine  gemeinscluiltiiche  Sekante,  folglich  der  Schnittpunkt 
(ao*,  öy)  der  gesuchte  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  beider  Kegel- 
schnitte; dieser  könnte  auch  dadurch  gefunden  werden,  dass  wir 
den  andern  Schnittpunkt  eines  der  beiden  KogoLschnitte  if  (oder  AT}} 
mit  der  Geraden  ax  bestimmen;  suchen  wir  noch  den  Schnitt- 
punkt t  von  ab  und  ddi  und  seinen  konjugirten  g,  so  geht  auch 
et  durch  den  gesuchten  vierten  gemeinsdialUichen  Puhirt  heider 
Kegelschnitte,  worin  ein  Satz  enthalten  ist.  (Sind  von  den 
Punkten  abc  zwei  imaginir,  so  tritt  eine  Nodification  in  die  Anf- 
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IteUDg  der  Aurgabe ,  welche  nacb  der  io  §  30  gemachten  Bemer- 
kung leicht  zu  finden  ist.) 

Aur  derselben  cliarakteristiäclien  Eigen  d  l  de»  KegeJschoitt- 
buBcheis  beruht  die  Lösung  der  Aufgabe:  Wenn  von  zwei  in 

der  Ebene  gegebenen  Kegelschnitten  zwei  gemein- 
schaniichc  Punkte  bekannt  sind,  die  beiden  übrigen 
zu  rinden.  Seien  ab  die  bekannten  gemeinschalUichen  Punkte 
der  beiden  Kegelschnitte  A'A\  und  ausserdem  vom  ersten  drei 
Punkte  cde,  vom  andern  c^d^c^  zu  seiner  ßestimmung  gegeben; 
dann  ziehe  man  cc, ,  bestimme  die  ScbniUpunkte  jr^'i  der  Kegel- 
schnitte ifif,  mit  der  Geraden  t  c, ;  die  Punklenpaare  V,  y\  c,,  yj 
bestimmen  das  PnnkL«ystem  des  Büschels  (A%  K^)\  in  gleicher 
Weise  ziehe  man  dd^  und  bestimme  die  übrigen  Schnittpunkte 
Jd|  mit  den  Kegelscbniden  KK^\  die  Paare  d,  d;  d^,  bestim- 
men ein  zweites  Punktsystem  auf  dd^^\  trifft  nun  dl*  (Urade  ab 
die  üCj  in  |  und  </</,  in  i]  und  sind  x  und  y  die  konjugirten 
Punkte  in  den  b<-kiuinten  l'unklsyslemcn,  so  ist  xij  eine  gemein- 
scbartliclie  Sekante  der  Kegelschnitte  KK^  und  ihre  Schnittpunkte 
mit  einem  derselben  sind  mithin  die  gesuchten  gemeinschartlichen 
Punkte  beider  Kegelschnitte. 

Dieselbe  lietraebtung,  weiche  im  Anrange  dieses  Paragraphen 
zu  der  eharakteristiscben  Eigenscbart  des  Kegelschnittbüscheis, 
von  jeder  Transversale  in  einem  Punktsystem  geschnitten  zu  wer- 
den, gefülu't  hat»  lässt  sich  ein  wenig  erweitern:  denken  wir  uns 
nämlich  einen  Kegelschnitt  oder  zwei  Punkte  B  und  />',  :\h 
die  Mittelpunkte  zweier  ihn  erzeugenden  projeklivischen  Strahl- 
b&schel,  ausserdem  ein  iieliebiges  Strahlbuschel  [P)  in  der  Kbene» 
dessen  Strahlen  den  Kegelschnitt  H  in  zwei  Punkten  treifen, 
welche  mit  ß  verbunden  ein  Strahlsysteni  in  dem  Punkte  B  lie- 
fern (§31);  fassen  wir  endlich  den  Strahl  %  als  den  perspek- 
tivischen Durchschnitt  zweier  projeklivischen  Strahlbüschel  mit 
den  Miltelpunklcn  B  und  B^  auf  und  drehen  nun  das  ganze  Systeu) 
von  Strahlbüscbelpaaren  in  B  und  /y,  um  beliebige  Dreliwinkel» 
so  wird  aus  dem  Strahlbüschel  [l")  ein  Kegelschnittbüschel  von 
vier  Punkton  BByt\),  aus  dem  Kegelschnitt  ^  ein  jicwisser  anderer 
Kegelscbnilt  (vorhin  drehten  wir  dergestalt,  dass  Ji'  in  ein 
Linienpaar  zerfiel);  jeder  Kegelschnitt  K  des  Büschels  wird  von 
in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche  vor  der  Drehung  die 
Schnittpunkte  des  Straldes  %  mit  dem  Kegelscimitt  ik.  waren;  da 

Schröter,  llieoric  il.  Ket^eUrlin. 
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diese  inil  B  verijuiiileii  zwei  SlraliltMi  gaben,  welclie  ein  Strahl- 
syslem  l)il(len,  so  wird  dasselbe  autli  natli  «Uü*  I>rcbuii^'  slallliii- 
üeD  müssen;  der  Kegelscliiiitl  ül^  gebt  nun  selbst  durcb  den  l'unkt 
If  (und  P,);  das  Strablsysten»  in  Ii  trilTl  ibn  daber  in  Punkten- 
paaren, HeUbe  31)  durcb  eincu  iesleu  Puiikl  laufeu  müssen; 
wir  erballen  also  i'oigenden  Salz: 

Legt  man  durcb  zwei  von  den  vier  Mitlel|ninkl('n 
eines  K e g e  1  s c Ii n i 1 1 b n s c b e  1  s  ei n e n  1) e I i e i) i g e n  K e g «•  i - 
s c  b  n i  1 1 ,  so  bat  d e i' s e  1  b e  mit  j  e d  t; ni  K e g  e I s c Ii  n i 1 1 e  des 
Jlü  seil  eis  im  Ailgeni  einen  nocb  zwei  Punkte  gemein, 
deren  Verbindungslinie  durcb  einun  Testen  i*unkt  lä  ul  l; 
dieser  feste  Punkt  Hegt  auf  der  Verbindungslinie  der 
beiden  übrigen  Mittelpunkte  des  Ilüscbels. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  verdient  nocb  bemerkt  zu 
werden;  wenn  nämlicb  der  Kegelscbnitt,  wcirber  durcb  zwei  Mit- 
lelpunklc  des  Üüscbel  gelegt  wird,  insbes(nu!ere  ein  Linienpaar 
ist  (was  jederzeit  eintritt,  sobald  <ler  Kegelscbnitt  Ä  aus  zwei 
Geraden  bestebt,  deren  eine  durcb  B ,  die  andere  durcb  B^  gebt, 
wo  dann  die  beiden  diesen  Kegelscbnitt  erzeugenden  Strablbüsclicl 
in  dem  sogenannten  paraboliscben  Fall  projektivischcr  lleziebung 
sieb  befinden,  §  19  ai,  so  wird  die  eine  durcb  B  gebende  (ierade 
das  Kcgelscbnittbüscbel  in  einer  Punktreibe  (reifen,  webbe  |>ro- 
jektiviscb  ist  mit  derjenigen  Pimktreibe,  in  welcber  die  andere 
durcb  B^  gebende  Gerade  von  dem  Kegclscbnittbüschel  getrolTen 
wird,  und  diese  beiden  Pnnklreibeii  müssen  perspektiviscb  liegen. 
Also :  J  e  d  e  Ger  a  d  e ,  w  e  I  e  Ii  e  <l  u  r  c  b  eine  n  der  v i  e  r  M  i  1 1 e I  - 
punkte  eines  K  e  g  e  I  s  c  b  n  i  1 1  b  ü  s  c  b  e  I  s  b  i n  d  u  r  c b  g  e  Ii  t ,  wird 
von  den  Kej^elsrbnilteii  des  lUischels  (ausserdem)  in 
einer  IMink  treibe  gelmt  len;  irgend  zwei  soicber  Punkt- 
reiben  sind  allemal  |»  r  o  j  e  k  t  i  v  i  s  c  b  r  ü  c  k  s  i  c  b  1 1  i  c  Ii  d  e  r  j  e  - 
n  i  g  e n  S  c b  n  i  1 1  p  u  n  k  t e ,  w  e  I  c  b  e  d  e r  s e  I  i»  e  Kegelscbnitt  auf 
ibnen  bestimmt,  und  sie  liegen  perspektiviscb,  wenn 
die  Träger  derselben  durcb  verscbiedeiie  Mittelpunkte 
des  Ilüscbels  laufen.  Alle  diese  Punktreiben  sind  projekti- 
viscb  mit  demjenigen  Strablbüscbel  (P),  aus  welcbeiii  das  Kegel- 
sclinitlbüscbei  euLslanden  gedaclit  werden  kann,  und  aucb  pr(»jek- 
tiviscb  mit  jedem  der  vier  Strablbüscbel,  welcbe  von  den  Tan- 
genten dei  Kegciscbnilte  des  Ilüscbels  in  einem  der  vier  Mittel- 
punkte gebildet  werUeii;  denn  leUlere  sind,  wie  leicbl  mi  sehen 
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ist,  mit  dem  StralilbusclK'l  [P)  projekliviscli  (indem  wir  beröck- 
siciiligen,  dass  die  Tangenleii  in  B  diejenigen  Strahlen  üod, 
w^lrlu;  dorn  gemeioniDen  SiralU      B  für  alle  BeKiebuof^n  ent- 

sprvA'hi'n). 

Gehen'  swei  Gnade  durcli  denselben  Milteipuniil  B  des 
Itüscbcis,  so  sind  die  (hnch  die  Scimittpunkte  der  Kegel- 
schnitte des  Büschels  aur  ihnen  flxirten  Pnnlitreihen  ofTenbnr  auch 
projcktivisch.  Hegen  aber  nicht  mehr  persjM'iiüviscIi,  weil  ein 
Kegelschnitt  des  Ih'isrbels,  welclier  die  erste  Gerade  in  B  be- 
rührt, nicht  gleichzeitig  die  andere  berühren  kann,  also  in  dem 
Schnillptinktc  der  beiden  (icraden  nicht  zwei  entsprechende  Punkte 
ver<>inigi  sind.  Die  Verbindungsstrahlen  all  er  entsprechenden 
Punkte  werden  daher  einen  Kegelschnitt  umliüUen.  welcher  aus- 
ser den  Trägern  der  beiden  Punktreiben,  wie  ieiclit  einzusehen 
ist,  die  drei  Seiten  desjenigen  Dreiecks  zu  Tangenten  haben  miiss, 
welches  von  den  drei  übrigen  Mittelpunkten  des  Büschels  gebildet 
wird;  niithin  haben  wir  den  Satz: 

Zieht  ninn  durch  einen  der  vier  Mittelpunkte  des 
Büschels  irgend  zwei  Gerade,  so  treffen  alle  Kegel- 
schnitte des  Düschels  dieselben  in  je  zwei  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  einen  Kegelschnitt  umhüllt« 
Dieser  kegel schnitt  berührt  die  beiden  angenommenen 
Geraden  selbst  .und  ist  ausserdem  dem  Dreieck«-  ein- 
beschriehen.  welches  von  den  drei  übrigen  Mittel- 
punkten des  Du  sc  Ii  eis      bildet  wird. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  lieaonderer  Fall  eines  allgemeineren, 
zu  welchem  wir  gelangen,  wenn  wir  nur  durch  einen  der  vier 
>litlel|Mnikte  des  Büschels  einen  beliebigen  Kegelschnitt  ^  anstatt 
dett  Linienpaares  bindurchlegen.  Obgleich  dieser  Satz  spfiter  aus 
allgemein  er  (Ml  Retrnchlnngen  unmittelbar  hervortritt,  so  lAsst  er 
sirli  auch  hier  in  folgender  Art  erweisen: 

Seien  PADC  die  vier  Miltcljumkte  des  Kegelschnittbüschels 
und  durch  einen  derselben  /*  ein  beliel»iger  aber  fester  Kegel- 
schnitt ist  gelegt;  möge  irgend  ein  Kegelsclinitt  if  des  Büschels 
den  k  in  den  vier  Punkten  Pxtfz  treffen,  so  kann  ich  Pxyz 
als  die  vier  Mittelpunkte  eines  neuen  Büschels  aiilVassen,  von 
welchem  K  und  St  zwei  Individuen  sind.  Die  Verbindungslinie 
AB  wird  von  diesem  neuen  Büscbel  in  einem  PunkLsysiem  ge- 
schnitten, von  welchem  AB  ein  Paar  konjugirte  Punkte,  die  bei- 
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d«D  Schnittpunkte  cy  der  Geraden  AS  mit  dem  festen  Kegel- 
schnitt 1^  ein  zweites  Paar  Iionjugirte  Punlcte  sind,  und  da  durch 
diese  Iwiden  Paare  das  ganze  Punlitsystem  bestimmt  ist,  so  lilelbt 
es  unverändert  dasseihe,  wenn  wir  den  Kegelscimitt  des  ge- 
gebenen Büschels  verändern;  ein  drittes  Punlitenpaar  ist  nun 
dasjenige  Paar  Schnittpunitte,  welches  von  den  Geraden  Px  und 
yz  tut  AS  ausgeschnitten  wird.  Ver&ndem  wir  alter  den  Kegel- 
schnitt AT  in  dem  gegebenen  Büschel,  so  verändert  sich  dies 
dritte  Paar  und  durchlauft  mithin  sSmmtliche  Paare  konjugirter 
Punkte  eines  Testen  Punkts]fstems  auf  AB,  Bezeichnen  wir  den 
Schnittpunkt  {Px,  AB)=s  Xi  und  [yz,  AS)=sl^,  so  sind  x^l^ 
ein  Paar  konjugirte  Punkte  eines  bekannten  Punktsystems  luid 
durchlaufen  also  bei  der  Verflnderuug  von  K  zwei  zu  einander 
projekttvlsehe  Punktreihen  {%  16}  auf  derselben  Geraden  AB, 
Nehmen  wir  anderseits  die  Gerade  AC,  w  gilt  fflr  sie  ganz  die- 
selbe Betrachtung;  wird  also  der  Schnittpunkt  {Px,  AC)  t=s  x^ 
und  (yz,  AC)  =  I2  bezeichnet,  so  durchlaufen  auch  x^  und  I2 
zwei  projektivische  Punktreihen  auf  dem  Träger  AC,  well  es 
konjugirte  Punkte  eines  bestimmten  festen  Punktsystems  sind;  da 
nun  die  Punktreiben  x^  und  x^  perspektivisch  liegen  in  dem  von 
Px  beschriebenen  StrahlbOschel,  so  müssen  die  von  ^1  und  1, 
durchlaufenen  Punktreihen  projektivisch  sein,  also  ihre  Verbin- 
dungslinie, d.  h;  yz  einen  Kegelschnitt  unibfillen,  welcher  zu- 
gleich die  Geraden  AB  und  AC  berührt ;  derselbe  Kegekcbnilt 
wird  aber  auch  von  den  V<;rbindungslinien  xz  und  xy  umbAlh, 
denn  die  Strahlen  Py  und  xz  treffen  AB  in  zwei  konjugirlen 
Punkten  desselben  oben  ermittelten  Punktsystems  auf  AB  und 
auch  AC  \n  zwei  konjugirten  Pimkten  des  zweiten  auf  AC  festen 
Punktsystems;  es  trlfll  also  auch  xz  die  Träger  AB  und  AC 
zwei  entsprechenden  Punkten  der  beiden  auf  ihnen  befindlichen 
Punktreihen  Ij  und  1,  und  dasselbe  gilt  von  xy.  Die  Selten  des 
mit  dem  Kegelschnitt  K  veränderlichen  Dreiecks  xyz  umhjHlen 
daher  ein  und  denselben  Kegelschnitt,  welcher,  wie  unmittelbar 
einleuchtet,  nicht  nur  AB  und  AC,  sondern  auch  BC  berflhrt 
(weil  die  sechs  Seiten  zweier  einem  Kegelschnitt  ehibeschriebenen 
Dreiecke  selbet  ehien  andern  Kegelschnitt.  berOhren,  %  28).  Wfa* 
haben  hiernach  folgenden  Satz: 

Wenn  man  durch  einen  der  vier  Mittelpunkte  eines 
Kegelschnittbfischels  einen  beliebigen  (festen)  Kegel- 
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seil  II  il  l  h  in  (1  INC  Ii  1  ef,'l.  so  Ii  a  l  d  eisel  1)  o  mit  je  d  c  in  K  e^'cl- 
scbuitle  des  linsclieis  im  A  1 1 g c in ci ii t  n  iiocli  drei  lin- 
dere Punkte  gemein,  welche  ein  Dreieck  hildeii;  die 
Seiten  dieser  säinnilli<lu'ii  Dreiecke  iimlinllen  einen 
und  denselben  neuen  Kegeiscli  ni  It,  welcher  zugleicli 
demjenigen  Dreieck  ein  beschrieben  ist,  das  von  den 
drei  übrigen  Mittelpunkten  des  Buscheis  gebildet 
wird. 

Dieser  Salz,  welcher  in  dem  besonderen  Fall,  dass  ih  r  durch 
einen  iler  vier  Miltelimnklc  gelehrte  Kegelschnitt  in  ein  Linienpaar 
/ei  tällt,  (Mit  den  vorhin  bewiesenen /urückkouinit,  lässl  sieb  auch 
in  etwas  anderer  Form  so  ausspreclien: 

Wenn  drei  Kegelschnitte  einen  l'nnkt  gemein  ha- 
ben, so  hallen  je  zwei  derselben  im  Allgemeinen  noch 
drei  andere  Punkte  gemein,  welche  ein  Dreieck  bil- 
ilen;  die  nenn  Seiten  d  •  i  hierdurch  erhaltenen  drei 
Dreiecke  berühreu  denselben  Kegelschnitt.  Oder  um- 
gekehrt: 

Wenn  einem  Kegelschnitt  drei  Dreiecke  nmsc  Ii  rie- 
hen werden,  so  liegen  die  sechs  Ecken  je  zwei<'r  der- 
selben allemal  auf  einem  Kegelschnitt  (§  28);  die  aiil 
diese  Weise  erhaltenen  dri>i  n  e n  e ii  K egelscliuilte  lau- 
fen durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Die  Richtigkeit  dieser  riukehnmg  ist  ohne  Schwierigkeit  ein- 
zusehen. Der  allgemeinste  Satz,  wi'lcher  aus  der  Verbindung 
eines  Kegelscbnittbns<-Iiels  mit  einem  beli<'big  liegenden  Kegel- 
schnitt hervorgeht,  kann  erst  spfiter  aufgesucht  werden  (§  62). 

Anmerkung.  Ks  ist  in  dm  vorigen  Sätzen  stillschweigend 
vorausgesetzt  worden,  dass  zwei  Kegelschnille  vier  gemeinschaft- 
liche Schnittpunkte  haben;  es  ist  iiiiii  /war  iimgekeliil  nachge- 
wiesen, dass  »lurch  vier  Punkt«-  der  Khene  zwei  Kegelsrlinitl«' 
1  luid  zugleich  ein  ganzes  Hüscbel,  gehen:  auch  ist  es  an  sich 
klar,  dass  zwei  Kegelschnitte  nicht  mehr  als  vier  gemeinschnft- 
iiclie  Punkte  haben  können,  denn  hätten  sie  fünf  Punkte  gemein, 
so  winden  sie  identisch  zusammenfallen,  weil  fünf  Punkte  den 
Kegelschnitt  vollständig  und  eindeutig  bestimmen  ;§  22 1;  es  ist 
aber  eine  Fragt- .  ob  zwei  Kegelschnitte  immer  vier  reelle  Schnitt- 
punkte haben  .'  Diese  Frage  wird  im  Folgenden  erledigt  werden, 
wo  es  sich  zeigen  wird»  dass  zwei  Kegelschnitte  entweder  vier 
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üiIlt  zwei  oder  kdiit*  reellen  SclinillpunkU!  luilu  ii;  IruUdeiii  sagen 
vir.  zwei  KcgelschniUc  haben  ini  Allyt'iiieiiii  ii  vier  Sdu»illi»unkte, 
v(»ii  (Ionen  zwei  oder  aucli  alle  vier  imaginär  sein  können 
(§  63  und  61). 

§.  40.    Andere  EntetehungBart  des  EegelsohnittbüsohelB. 

Denken  wir  uns  V(»n  einem  KegelschniUbnscIiel  niil  »len  vier 
Millelpunklen  J  B  ('  I)  ein  belicinges  Individmnn  A''-'  dun  h  zwei 
Strahlbüscliel  erzeugt,  deren  eines  seinen  MillelpinikL  in  U  und 
das  andere  seinen  Milleipnnkl  in  einem  l>eliebigen  I*unklt'  .\'  des 
Kegelst linills  A'*^'  lial,  so  haben  wir  drei  Paar  entsprechende 
Slraiilen  dieser  l»eiden  erzeugenden  Slrahlbüsebel :  HC  und  XC, 
BD  und  XD,  PA  und  X A.  Hallen  wir  nun  die  Gerade 
XA  fest,  verändern  aber  X  aul'  ihr,  so  entstehen  succes- 
sive  sämmtliche  Kegelschnitte  des  nOsrhels  und  von  den  bei- 
den projcklivischen  Strahlbüscheln,  wiklie  jeden  solchen  Kegel- 
scbnill  erzeugen,  ist  das  eine* absolut  imveränderl,  das  andere 
verändert  seinen  Mittelpunkt  auf  einer  feslen  (ieraden  AX,  geht 
aber  best«"M)dig  durch  eine  feste  l'unkl reihe  auf  der  (ieraden  CD, 
welche  mit  dem  Strahlbüschei  in  Ii  projektivisch  ist;  die  drei 
oben  angegebenen  Strahlenpaare  beslinnneri  nämlich  die  j»rojek> 
livische  Beziehung  jenes  Strahlbfiscliels  mit  diese)-  IVniktreihe  und 
diese  (h  ei  l'aar  enls|)rechende  Klemenle  bleiben  in  i  der  Ib'wegung 
von  .r  unverätidert.  Wir  können  also  umgekehrt  lolgeude  neue 
Entslebungsvveise  des  Kegelschnittbüschels  aussprechen: 
ist  in  der  Ebene  ein  festes  Strahlbüscliel 

B  (fi,  If,  c,  .  .  X  .  .)  « 
nnd  eine  Gerade  %  als  Träger  einer  festen  mit  dem 
Strahlbüschei  pro  jekl  irischen  Punktreihe  (a  b  c  ...  r  -  •) 
gegeben  und  bewegt  sich  ein  veränderlicher  Punkt  A' 
auf  einer  gegebenen  Geraden  ®  als  Mittelpunkt  eines 
mit  der  Pnnktreihe  perspektivischen  Strahlbüschels 
(a  b  c  b  .  .  r  .  so  wird  jedes  Mal  von  den  beiden  pro- 
jektivischen  Slrahllniseheln  (i?)  un<I  {X)  ein  Kegel- 
schnitt erzeugt;  alle  diese  Kegelschnitte  laufen  durch 
vier  feste  Punkte  ui^d  bilden  also  eiu  Kegelscliuitl- 
büschel. 

Die  liichtigkeit  erhellt  unmittelbar  aus  der  Umkelirnng  der 
vorigeu  Betrachtung,  denn  die  in  der  angegebenen  Weise  kou- 
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slniirlf'ii  Ke^'C'lscliuiUü  •^'olien  ziiiiäciist  sriiiiiiillicli  iltnrii  den  festen 
l'unkf  //.  smlann  iliirtli  <lie  luMdcri  Doppi'ljiunkte  r  und  J)  der- 
)i'ni;,'(Mi  hciden  aul  dem  Träger  21  befindlichen  projeklivisclien 
l'unktreilien,  deren  eine  die  gegebene  (a  b  c  .  .  j:  . .)  ist  nnd  deren 
nndere  duriii  das  IVsle  Strablbiiscliel  D  {a  h  r*. .  .r  . .)  anf  %  ßxirL 
uird,  endlich  noch  durch  einen  vierten  festen  Punkt  denje- 
nigen nämlich,  in  welchem  «he  (lerade  von  einem  Strahle  des 
Strahlbüschels  [B]  getrollVii  wird,  welcher  entsprechend  ist  dem 
einzigen  Punkte  der  Punklreihe  auf  31,  der  zugleich  auf  Ö  liegl. 
Diese  reelle  Konstruktion  »ler  sämnitlichen  Kegelschnitte  eines 
IMschels  liefert  nicht  imr  das  Kegelschnillbuschel  mit  vier 
reellen  Mittelpunkten,  wie  die  frühere  (§  38  ,  sondern  auch  ein 
Kegelschnitt büschel,  von  dem  nur  zwei  Mittelpunkte  reell  und  die 
beiden  andern  imaginär  sind.  IMe  Mittelpunkte  A  nnd  Ii  sind 
nändich  der  iNatnr  der  Konstruktion  zufolge  inmier  reell  vorhan- 
den ;  die  Punkte  C  und  D  sind  aber  die  Doppelpunkte  zweier  auf 
einarnler  liegender  projektivischer  I'unktreihen  auf  dem  Träger  3t, 
deren  eine  die  gegebene  (a  t»  c  . .  r  . .)  ist  und  die  andere  durch 
das  gegebene  Strahlbüschel  D  [n  b  c  .  .  x  .  .)  auf  31  llxirl  wiid. 
i)h  diese  beiden  zusaunnenliegernlen  projektivischcn  Punktleihen 
reelle  Doppelpunkte  haben  oder  nicht ,  hängt  von  der  .Natur  ihrer 
projeklivischen  IJeziehung  ab  i§  14).  Wir  können  die  das  Kegel- 
scliniltbnschel  bestinnnenden  Gebilde  ollenbar  so  annehmen,  dass 
einmal  die  Doppelpunkte  reell  werden,  das  andere  Mal  nicht,  und 
beide  firuppen  von  Kegelschnitten  werden  ilenselben  Namen  des 
Kegelschnittbüschels  beanspruchen  können,  denn  alle  Eigenschaf- 
ten, welche  dem  einen  zukonmien,  müsseA,  unter  der  Modalität, 
dass  gewisse  Elemente  imaginär  werden  kooneu,  in  gleicher  Weise 
auch  dem  andern  zukommen. 

Wir  begnügen  uns  liier  damit,  aus  der  neuen  Enlstehungsart 
des  Kegelschnittbüschels,  welche  also  auch  zu  einem  Itüschcl 
mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  Millel()U  nkten 
fikhrt,  die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüschels 
herzuleiten,  dass  jede  Transversale  der  Ebene  in  einem  Punkt- 
systeme geschnitten  wird.  Denken  wir  uns  nämlich  eine  be- 
liebige Transversale  Z,  in  der  Ebene  und  werde  dieselbe 
von  dem  Sirahlbüschel  /?  [n  h  c  ..  x  .  .)  längs  einer  Punkt- 
reihe a,  b|  c,  .  . .  X,  . .  geschnitten,  so  sind  die  beiden  Punkt- 
reihen  auf  T  und  %  projeküvisch  und  die  Verbindiuigaliaie  x  x% 
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wirti  ilaher  einen  Kogelscliiiill  umhüllen,  \voIcher  selbst  T  und 
%  berührt.  Um  nun  die  Schnittpunkte  eines  heliehlgen  Kegel- 
schnitts des  Büschels  mit  der  Transversale  T  zu  ermitteln, 
haben  wir  solche  zwei  Strahlen  Xx  und  .t  zu  ermitteln,  ^u'lrhc 
sieh  auf  7'  schneiden,  d.  Ii.  wir  haben  aus  A'  an  den  eben  er- 
mittelten Kegelschnitt  ^  eine  Tangente  oder  «las  Taufienlenpaar  zu 
legen;  die  Schnittpunkte  dieser  beiden  Tangenten  mit  der  Trans- 
versale T  werden  zugleich  die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem 
Kegelschnitt  A'^''*  sein;  nun  ist  aber  T  selbst  eine  Tangente  des 
Kegelschnitts  Ä  und  es  gilt  der  Satz  (§31),  dass,  wenn  man  aus 
den  IMniktcn  X  einer  (leraden  G  die  Tangentenpaare  an  einen 
Kegelschnitt  legi ,  irgend  eine  feste  Tangente  T  desselben  alle- 
mal in  den  l'nnktenpaaren  «'ines  Punklsystenis  von  jenen  Tan- 
gentenpaaren getrolVen  wird;  folglich  wird  die  beliebige  Trans-  ,  I 
vcrsalc  T  von  den  Kegelschnitten  Ä'*^*  des  Büschels  in  Punklen- 
paaren  geliullen,  welche  die  Paare  konjugirter  Punkte  eines 
Punktsystems  sind,  was  zu  beweisen  war.  Diese  Eigenschaft  /indel 
jetzt  also  ganz  unabhängig  davon  statt,  ob  das  Kegelschnilt- 
böschel  vier  reelle  Mittelpunkte  hat  oder  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre. 

Sobald  das  Kegelsihnittbüschel  vier  reelle  Mittelpunkte  hat, 
kommen .  wie  wir  bereits  von  andei  ri-  Seite  hei-  wissen ,  drei 
f/inienpaare  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  vor;  dasselbe 
zeigt  sich  auch  hier;  denn  seien  C  um!  If  die  beiden  reellen 
Doppelpunkte  der  in  9(  auf  einander  liegenden  jirojektivischcii 
Punktreihen,  so  leuchtet  ein,  dass  für  einen  solchen  Punkt  .\'„ 
auf  G,  welcher  in  der  Linie  sich  befmdet,  die  beiden  den 
Kegelschnitt  des  Büschels  erzeugenden  Strahlbüschel  i)erspektiviscli 
werden,  der  Kegelschnitt  selbst  also  in  ein  Linienpaar  zerfällt; 
dasselbe  gilt  für  denjenigen  Punkt  X'q,  in  welchem  BJ)  die  Ge- 
rade @  trilll.  Diese  bei<len  Linienjjaare  existiren  aber  nicht, 
wem»  <lie  Doppelpunkte  C  und  D  der  beiden  in  51  zusammen- 
liegenden jirojektivischen  Punktreihen  imaginär  sind.  Nun  kommt 
noch  ein  drittes  Linienpaar  vor,  welches  derjenigen  Lage  JT^" 
entspricht,  welche  der  Schnittpunkt  von  &  mit  51  ist.  in  diesem 
Falle  tritt  die  schon  oft  gefundene  parabolische  Lage  ein  und 
der  Kegelschnitt  lost  sich  in  die  beiden  Geraden  BA  und  51  auf. 
Dieses  Linienpaar  bleibt  bestehen,  auch  wenn  die  Doppelpunkte 
auf  dem  Träger  5i  nicht  reell  sind.    Wir  schliessen  hieraus:  in 
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einem  Kegelschnittbüschel  mit  iwei  rceUen  und  zwei  imaginSreii 

Mittelpunkten  giebt  es  nur  ein  reelles  Linienpaar  und  das 
seihe  besteht  aus  der  Verbindungslinie  der  beiden  reellen  Mittel- 
puniite  und  einer  bestimmten  anderen  Geraden  ^,  weiche  als  die 
VerlModangslinie  der  beideo  imagiodren  Mittelpunkte  aurgefasst 
werden  kann  und  ideelle  gemeinschart lieiie  S(> kante  ge- 
nannt nird.  Nimitit  mao  irgend  zwei  Kegelschnitte  des  Büschehi 
K  und  A  '  als  gegeben  an  und  haben  dieselben  die  beiden 
redien  Punkte  A  und  B  gemein,  so  sind  wir  im  Stande,  die  an- 
dere gemeinecbalUiclie  Sekante,  d.  b.  den  andern  Theil  des 
Llnienpaares,  dessen  einer  die  reelle  gemeinschaftliche  Sekante 
AB  ist,  zu  konstruiren  unabhängig  davon,  ob  diese  eine  reelle 
oder  ideelle  gemeinschaflliche  Sekante  ist:  denn  wegen  der 
•  charakteristischen  Eigenschaft  des  Punktsystems  haben  wir  nur 
nöthig,  auf  einer  beliehi^'en  Transversale  T  die  Schnittpunkten- 
paare  a  und  er. und  der  kegelschnitte  K  und  A'^  zu  mer- 
ken  und  in  dem  Punktsystem,  welches  durch  die  beiden  Paare 
koojugirtei' Punkte  a«  und  a*a'  bestimmt  wird,  denjenigen  Punkt 
<r  zu  bestimmen ,  welcher  dem  Schnittpunkte  s  der  Geraden  AB 
mit  T  konjugirt  ist;  alle  Punkte  c,  welche  wu*  auf  diese  W^e 
konstruiren,  müssen  auf  einer  bestimmten  Geraden  %  Ucgeo, 
welche  die  gesuchte  ist;  die  Konstruktion  eines  Punktes  c  geht 
aus  §  10  unzweideutig  hervor  entweder  vermittelst  der  Gleich- 
heil  der  Doppelverbältnisse  oder  der  bekannten  Relationen  für 
die  Involution  too  sechs  runkten.  Wir  können  uns  aber  auch 
anstatt  der  Tranaversale  T  eines  beliebigen  Kegelschnitts  bedie- 
nen, welcher  nur  durch  A  und  B  gehl.  Sei  ^  ein  soldier  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  A  und  B  geht,  übrigens  aber  ganz  will- 
fcülirlich  ist  ;  möge  er  den  Kegelschnitt  A'inawei  Punkten  treffen, 
deren  Verbindungshnie  S3  sei,  und  in  zwei  Punkten,  deren 
Verbindungslinie  sei.  so  wird  der  Schnittpunkt  (ö,  S9')  auf 
der  Geraden  %  liegen;  denn  bezeichnen  wir  ihn  mit  <s  und  ziehen 
durch  a  eine  Transversale  T,  welche  K  \n  a  und  «,  in  «' 
und  triflH  und  die  Gerade  AB  \n  9,  endlich  den  Kegelschnitt 
9t  \sk  b  und  so  sind  erstens  «t er,  hß  und  so  drei  Puoktenpaare 
eines  Punktsystems,  zweitens  auch  a^a',  bß  und  «<r;  beide  Punkt- 
systeme müssen  identisch  sein ,  weil  zwei  Paar  konjugirte  Punkte 
dieselben  sind:  bß  und  so\  folglich  sind  auch  a«,  a^cr*  und  sa 
drei  Paar  ko^iugirte  Punkte  dieses  Punktsystems;  also  liegt  a  auf 
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der  andern  getneinschafUichen  Sekante  SS.  der  beiden  Kegelscbnille 
K  und  ifi;  wir  können  mithin  folgenden  Sals  auaspreclien: 

Haben  irgend  drei  Kegelschnitte  zwei  reelle  Pankte 
gemeinschaftlich  oder  eine  reelle  gemeinschaftliche 
Sekante,  so  haben  je  iwel  derselben  allemal  noch  eine 
sweite  (reelle  oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante 
(die  Verbindungslinie  der  beiden  fkbrigen  Schnitt- 
punkte); die  auf  diese  Weise  erhaltenen  drei  geraden 
Linien  laufen  durch  einen  Punkt 

Hierdurch  ist  ein  einfaches  Büttel  gegeben,  die  Ideelle  gemein- 
schafUiche  Sekante  sweter  K^gelscbniUe,  welche  nur  iwei  reelle 
Schnittpunkte  haben,  lu  konstmiren;  sind  nSmllch  IT  und  JC^  die 
beiden  gegebenen  Kegefawhnitte,  welche  die  reellen  Schnittpunkte 
A  und  B  haben,  so  lege  man  durch  A  und  B  einen  beliebigen  • 
Kegelscbnttt  St,  der  iT  in  iwel  andern  Punkten  trifft  und  if^ 
ebenfalls;  die  beiden  Verbindungslinien  dieser  je  zwei  Punkte 
treffen  sich  in  einem  Pankte  o  deijenlgen  Geraden  tC,  welche 
die  gesuchte  (ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante  der  'gegebenen 
Kegelschnitte  if  und  IT*  ist;  es  reicht  also  bin,  einen  zweiten 
Punkt  a  vermitteUit  eines  andern  Kegelschnitts  tt  zu  konstmiren, 
uro  die  Gerade  %  zu  erhalten.  Halten  wir  den  Kegdsehnlll  H 
fest  und  verSndern  K,  indem  wir  ihn  sSmmtliche  Kegelschnitte 
des  Büschels  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  Punkt  <r  fest  und 
wir  erkennen  hieraus  die  Gfllligkelt  eines  in  %  39  für  den  Fall 
eines  Kegelschnlttbflscbels  mit  vier  reellen  Mittelpunkten  bewie- 
senen Satzes  auch  in  dem  Falle,  dass  nur  zwei  Mittelpunkte  reell 
und  die  beiden  andern  imaglnir  sind. 

Die  Bestimmung  der  Gattung  der  einzelnen  Kegelschnitte, 
welche  in  dem  BQschel  ▼orkommen,  ist  bei  der  hier  zu  Grunde 
gelegten  Enistehnngsart  nicht  schwieriger,  wie  bei  der  in  $  38 
gegebenen*  Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Kegelschnitt  des  Bü- 
schels Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  Ist,  haben  wir  nur  nach- 
zusehen, wie  oft  in  den  beUen  projektbisdien  SirahlbOseheln, 
welche  Ihn  erzeugen,  zwei  entsprechende  Strahlen  parallel  laufen; 
denken  wir  uns  daher  zu  jedem  Strahl«  des  festen  StrahlbOschels 
(B)  eine  Parallele  durch  den  entsprechenden  Punkt  x  der  gege* 
benen  Punktreihe  (91)  gezogen,  so  wird  diese  Parallele  die  Gerade 
<Si  In  einem  solchen  Punkte  X  treffen,  dass  Xx  und  x  zwei  ent- 
sprechende  parallele  Strahlen  sind,  also  der  Kegelschnitt,  welcher 
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dieser  Lage  von  X  eiilsprichl,  einen  unendlich -en(r<>iiilcn  Pnnkl 
hat.  Nnn  umhüllen  aber  alle  diese  l'araileiea,  welche  durch  die 
l*unkle  T  den  Strahlen  x  parallel  gezogen  ur  rdni,  eine  bestimmte 
l*anil)<'l  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  denn  <lie  Sirahlen  .t  des 
Stralilhüschcls  {Ii)  trelTen  die  unendiidi-enli ernte  (ierade  ®^  in 
einer  INniki reihe,  welche  mit  der  vom  Punkte  i  hescbrieiienen 
projektiviscli  ist;  die  durch  x  parallel  dem  Strahle  x  gezogene 
Gerade  verbindet  milhin  entsprechende  I*unkte  zweier  projektivi- 
scher  Punktreilien  und  nndndlt  daher  einen  Kegeisclinilt,  welcher 
®^  zur  Tangente  hat,  folglich  eine  i^arahcl  ist.  Ks  ist  auch  auf 
andere  Weise  leicht  einzusehen,  dass  die  durch  die  Punkte  einer 
Punklreihe  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  mit  ihr  projek- 
livischen  Stratiiböschels  gezogenen  Parallelen  eine  Parabel  um- 
hüllen, indem  man  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhftitnisso  und 
den  durch  den  Parallelisnuis  gegebenen  Proportionen  nachweist, 
dass  der  gesuchte  Ort  das  Erzeugniss  zweier  projektiviscli -ähn- 
lichen Punklreihen  ist.  Denken  wir  uns  diese  Parabel  her- 
gestellt, sö  können  zwei  Fälle  eintielen:  1)  Die  (Jerade  ©schnei- 
det die  Para))o!  /''-'  nicht;  alsdann  sind  sännnlliclie  Kegelschnitte 
des  Uuschels  Hyperbeln,  weil  durch  jeden  Pnidil  A'  der  (k-raden 
&  ein  Tangentenpaar  an  die  Parabel  geht,  also  der  dem  Punkte 
X  zugehörige  Kegelschnitt  des  Hüschels  zu  ei  unendlich -entfernte 
Punkte  hat;  oder  2)  die  Gerade  ®  schneidet  die  Parabel  in 
zwei  reellen  Punkten;  alsdann  giebt  es  in  dem  Kegelschnittbüschel 
eine  Gruppe  von  Hyperbeln  und  eine  Gruppe  ?on  Ellipsen,  welche 
durch  zwei  Parabeln  von  einander  getrennt  werden;  die  letzteren 
gehören  denjenigen  beiden  Punkten  Ä'  der  Geraden  @  zu,  in 
welchen  dieselbe  von  der  Parabel  p(^)  geschnitten  wird;  die  zwi- 
schen den  hmden  Schnittpunkten  liegenden  Punkte  X  können  nur 
Ellipsen  hervorrufen,  da  durch  sie  keine  Tangenten  der  Parabel 
y*'-**  gehen;  die  ausserhalb  jener  beiden  Scimiltpunklc,  d.  h.  ausser- 
halb der  Parabel  P^*^  liegenden  Punkte  X  der  (Geraden  ®  liefern 
nur  Hyperbeln.    Im  ersten  wie  im  zweiten  Falle  es  nur 

eine  gleichseitige  Hyi)erpel  in  dem  KegeUchniUbnschel;  diese  ent- 
spricht dem  Schnittpunkte  der  Geraden  &  mit  <1«m  Leillinic  der 
Parabel  P^^^,  weil  die  Leitlinie  der  Ort  aller  rechtwinkligen  Tan- 
gentenpaare an  die  Parabel  ist;  in  dem  besonderen  Falle,  dass 
die  Gerade  @  die  Leitlinie  selbst  ist,  besteht  das  itfisclicl  aus 
lauter  glelclueitigen  Uyperbehi,  und  in  dem  besonderen  Falle,  dass 
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die  Gerade  <9  die  Parabel  P^*^  lierubrt,  findet  sich  iu  dem  Büscliel, 
weldies  aiis  lauter  Hyperbeb  beetebt.  nur  eiiie  einzige  Parabel 
vor  und  die  Gruppe  von  Ellipsen  gebt  vollständig  Tort.  Die 
Parabel  P^^  eniacheidet  auch  darüber»  ob  das  Kegelscbnittbüschel 
vier  reelle  oder  nur  iwei  reelle  und  zwei  iraagbi9re  Mittelpunkte 
hat»  denn  das  aus  B  an  diese  Parabel  gelegte  Tangentenpaar 
trüTt  die  Gerade  %  oCTenbar  in  den  beiden  festen  I*unl(ten  C  und 
D,  durch  welche  sdnimtUche  Kegelschnitte  des  BOscbels  geben; 
liegt  also  der  l'uiikl  /?  ausserhalb  der  Parabel  so  hat  das 
Bikachel  vier  reelle  Mittelpunkte,  liegt  B  innerhalb  der  Parabel» 
so  bat  es  zwei  reelle  und  zwei  imagiiiAro  Mittelpunkte.  Wir 
könnten  endlich  für  den  Fall  von  vier  reellen  Mittelpunkten  auch 
aus  der  neuen  Entsteinnigsweisc  ohne  Schwierigkeit  das  Kriterium 
herleilen,  welches  wir  in  §  38  gefunden  haben  und  wonach  aus 
der  Irelativt  i)  Loge  der  vier  Mittelpunkte  sofort  zu  entscheiden  ist» 
welcher  der  iMsideii  FIdlc  1)  odci-  2  ;  die  nach  dem  Obigen  ein* 
treten  können,  ulrklicb  stattfindet.  Dodi  ist  diese  Iierieitul^( 
öberflOsafg. 


§  41.    Erzeugung  des  Kegelsohnittbüsohels  vermittelst 

sweier  Punktsysteme. 

Wir  haben  im  Vorigen  zwei  Kegelschnittbüschel  kennen  ge- 
lernt» diu  in  ihren  charakteristisciD  ii  tligenscbaften  übereinstim- 
men, aber  in  den  sie  bestimmenden  Elementen  verschieden  sind» 
nSmlicli  das  Kegelscbnittbüschel  mit  vier  reellen'  Mittelpunkten 
und  das  Kegelscbnittbüschel  mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Mittelpunkten.  Die  sSnuntlicben  Kegilschnitle  des  einen,  wie  des 
anderen  Böschels  haben  wir  auf  reellem  Wege  konstruiren  ge- 
lehrt und  uns  aus  diesen  Konstruktionen  von  der  L'chereinstini- 
mung  der  wesentlichen  Eigenschaften  beider  [iüscliel  überzeugt; 
es  giebt  nun  noch  ein  drittes  Kegelschnittbüschel  mit  vier 
imaginären  Mittelpunkten  und  es  kommt  darauf  an,  auch 
für  diesen  Fall  die  sämmtlicben  Kegelschnitte  eines  solchen 
Böschels  auf  reellem  W'ege  zu  konstruiren.  Diese  Konstruktion 
muas  auch  die  beiden  vorigen  FAlle  involviren  und  wir  gelangen 
zu  ihr  am  kürzesten,  indem  wir  von  dem  Fall»  dass  die  vier 
Mittelpunkte  des  Uüscheb  reell  sind»  ausgehen.  Seien  g' h' g' k" 
vier  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  als  die  Mittelpunkte  eines 
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Kegeiflehnittbfischeig  (Flg.  58)  gewählt  uod  mftgen  sieb  die  Seiten- 
paare  gg   und  A'A"  in  g,  gU'  und  A'^'''  in  h  treffen»  so  wird 


(Piff.  68.) 


die  Gerade  gh  von  sinuntUclien  l^egelsclinitten  des  Büadieis,  des- 
sen vier  liitteipiuilite  gh'g'*h*'  sind,  in  den  Iconjugirten  Punliten- 
paaren  au  eines  Punlitsystems  gelroiTen,  dessen  Asymplotenpnnlite 
g  und  h  sind,  so  dass  also  Immer  au  zugeordnete  liarmonisclie 
Punkte  zu  g  und  A  sind;  insliesondere  trifll  aucli  das  Linienpaar 
g* ^  und  g' Ii'  in  zuei  konjugirten  Punkten  p  und  »  desselben 
Punktsystems.  Wir  kAnnen  also  irgend  zwei  konjugirte  Punkte  au 
dieses  Punktsystems  als  die  Mittelpunkte  zweier  projektifisclien 
Strablbtecbel  annehmen,  welche  einen  bestimmten  Kegdsclmitt 
des  Bfischels  erzeugen,  und  die  projektifisehe  Beziehung  dieser 
beiden  Strahlbüschel  ist  rollstftndig  bestimmt,  da  der  Kegelschnitt 
durch  die  vier  gemelnsehafllichen  Mittelpunkte  g'  h' g"  h"  gehen- 
soll. Diese  beiden  den  Kegelschnitt  erzeugenden  projektivischen 
StrahlbQschel  mit  den  Mittelpunkten  a  und  u  treffen  nun  die 
Gerade  g'h'  in  zwei  projektivischen  Punktreihen,  deren  Doppel- 
punkte g'  und  A'  sind;  die  beiden  sich  entsprechenden  Strahlen 
ag"  und  ug"  treffen  In  b  und  ß  die  Gerade  g'fi  und  die  Punkte 
sind  zugeordnet  harmonbch  zu  ^'A',  weil  a«  zu  ^A  harmo- 
nisch liegen.  Hierdurch  sind  schon  drei  Paare  enisprecbender. 
Punkte  der  beiden  projektivischen  Punktreiben  auf  g'h'  bekannt, 
nSmIicb  der  Doppelpunkt  g,  der  Doppelpunkt  A'  und  das  Punkten* 
paar  bf^  also  die  ganze  projektlvlBche  Besiehung  ist  voUstiodig 
bestimmt.  Slmmlüche  Paare  entsprechender  Punkte  dieser  beiden 
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auf  einander  liegenilen  prnjeklivisclicn  Punktreilien  bilden,  wie 
leicht  zu  erkenn«'!!  ist,  ein  Punktsystem,  dessen  Asyniptoten- 
punkte  f/ //  sind;  denn  umgekehrt  besteht  ein  solches  Punkt- 
system ans  zwei  auf  einander  liegenden  projeklivischen  Punkl- 
reihcn,  deren  hoppolpunkte  die  Asyniplotenpunkte  g  Ii  sind,  und 
von  denen  zwei  entsprechende  Punkte  zugeordnet  harnionisch 
liegen  zu  ij  U .  Dieses  durch  die  beiden  Testen  Mittelpunkte  g  H 
unveränderlich  gegebene  Punktsystem  auf  g  Ii  bestiniiiit  also  die 
projeklivischc  Beziehung  zweier  Stralilln'iscliel,  die  ihre  Mittel- 
punkte in  a  und  et  haben  und  einen  Kegelschnitt  des  Büschels 
erzeugen;  verändern  wir  das  Punktenpaar  a«  in  dem  ersten 
Punktsysteme,  dessen  Asymptuleupunkte  7//  sind,  so  erhalten  wir 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Büschels  und  wir  gelangen  daher 
zu  folgender  neuen  Konstruktion  derselben,  welche  allgenu>in 
aufgefasst  unabhängig  davon  ist,  ob  die  Mittelpunkte  des  UüscbeU 
reell  oder  imaginär  sind: 

Sind  auf  zwei  geraden  Trägern  91  und  SB  zwei 
Punktsystcmc  («,  «)  und  [b.ß]  beliebig  gegeben  und  man 
nimmt  irgend  ein  Paar  konjuj;irter  Punkte  nct  des 
ersten  Punktsystems  zu  Mittelpunkten  zweier  Stralil- 
bfischel,  deren  entsprechende  Strahlen  nach  allen 
Paaren  konjugirler  Punkte  bß  des  andern  Punkt- 
systems hingehen,  so  erzeugen  diese  beiden  Strahl- 
buschcl  einen  Kegelschnitt  K,  den  Ort  des  Schnitt- 
punktes [ab,  aß)  oder  auch  [aß,  ab).  Verändert  man 
das  Punktenpaar  aa  auf  dem  ersten  Träger  so  ge- 
hören sfimmtliche  Kegelsclinilte  M  einem  Kegelschnitt' 
bäschel  an. 

In  der  That,  da  zwei  konjugirtc  Punkte  eines  Punktsystems 
innuer  zwei  «'ntsprechende  l^mkte  zweier  auf  eiuaiuler  liegender 
projektivischer  Punklreihen  sind,  so  ist  der  Ort  des  Schnitt- 
punktes [ab,  aß)  das  Erzeugniss  zweier  projektivischer  Strahl- 
buschel  {n)  und  [a],  also  ein  Kegelschnitt  K;  weil  aber  beim 
Punktsystem  alle  Paare  entsprechender  gleicher  Strecken  verkehrt 
auf  einander  fallen  (§  IG),  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes 
{aß,  ab)  derselbe  Kegelschnitt  K.  Dieser  gebt  offenbar  durch  die 
beiden  Asyinptotenpunkte  gli  des  auf  dem  Träger  S3  gegebenen 
Punktsystems,  wenn  dasselbe  hyperbolisch  ist,  und  alle  Kegel- 
schnitte  k',  die  wb*  bei  der  Veränderung  von  a«  erhalten,  geben 
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Uiurch  üiesuliien  beiden  festen  Piinklu  g  w<'lrlie  rccii  vorhan- 
den sind,  sobald  das  gegebene  IHmktsystein  aiil  ^  liypeiboUsch, 
dagegen  imaginär  sind,  sobald  dassolite  elliptisch  ist.  Sri  fcrnw 
in  dem  Schnitt()iuikle  der  beiden  Trüger  ein  Punkt  ;/  des 

ersten  Punktsystems  auf  %  und  ein  Punkt  »  des  andern  Punkt- 
systems auf  Ncn-ini^'i  und  s<>i(Mi  die  zu  diesem  konjugirlcn 
IMnikte  in  dem  einen  und  andern  Punktsystem  ff  und  o,  so  ziehen 
wir  Off  =s  €  eine  Gerade»  die  naini  lich  immer  reell  Tcnrhanden 
sein  muss.  Nehmen  wir  jetzt  irgmd  ein  Punktenpaar  uu  des 
ersten  und  ein  beliebiges  Pimktenpuar  des  zweiten  Punkt- 
systems heraus  und  möge  die  (äerade  von  a6  in  c  und  von 
In  y  getrofT'cn  werden  (Fig.  59),  so  werden»  wenn  wir  sn- 
nicbst  a  und  a  l'estlialten, 
aber  bewegen ,  die 

Punkte  c  und  y  zwei  auf 
ännnder  liegende  projek- 

livische  Punkln'ihen 
durehiaulen  und  ülierdies 
ein  Punktsystem  bilden,  ^ 
denn  ebenso  wie  dem 
Punkt  c  der  ersten  l*uukl- 
reihe  der  Punkt  y  der 
xwelten  entspricht,  muss 
auch  dem  Puukt  y  der 
ersten  l'nuktreibe  der 
Punkt  c  der  zweiten  «Mit- 
sprechen ;  ziehen  wir  näm- 
lich ay  und  ac,  so  treilen 
dieselben  die  (lerade  SB  in 
den  Punkten  b' ^  eines 
Paares  konjugirter  l'unkte  des  auf  ^  gegebenen  l'unktsystems, 
weil  die  drei  Seilenpaare  des  Vierecks  aucy  die  Transversale 
in  drei  Punktenpaai*en  eines  Punktsystems  (relTen  müssen ,  welche 
sind  oe»,  6'^'.  Wir  sehen  also,  dass  bei  den  von  c  und  y 
beschriebenen  projektivischen  Punktreihen  zwei  entsprechend«', 
gleiche  Strecken  verkehrt  auf  einander  fallen,  mithin  cy  die  kon- 
jugirten  Punkte  eines  Punktsystems  sind;  diesem  Punktsystem 
gehört  auch  o  und  n  als  ein  Paar  konjugirter  Punkte  und  ebenso 
diejenigen  Punkte  ey  au,  in  welclien      von  ai^  und  6a  ge- 
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troffen  wird.  Wenn  daher  irgend  ein  auf  die  oben  angegebene 
Weise  konslruirter  Kegelschnitt  K  als  das  Erzeugniss  zweier  pru- 
jeküvischer  Strablbflsehel  aufgefasst  nird,  welche  in  einem  Paare 
a«  Uire  Mittelpunkte  haben,  so  treflen  zwei  entsprechende  Strah- 
len die  Gerade  d  immer  in  zwei  konjugirten  Punkten  cy  eines 
Punktsystems:  es  zeigt  sich  ferner,  dass  dieses  Punktsystem  für 
alle  Kegelschnitte  K  dasselbe  bleibt.  Denken  wir  uns  nämlich 
für  den  Augenblick  ein  i*aar  bß  fest  und  verändern  aa  auf  dem 
Träger  5(,  so  werden  ba  und  ßu  in  zwei  konjugirten  Putiklen 
c  und  y  euies  Punklsyslems  die  Gerade  6  treflen,  weil  6  durch 
den  Punkt  7t  geht,  dci-  dem  im  Schnittpunkte  51)  liegenden  p 
konjugirt  ist  und  also  auch  hy  iiiul  ßc  in  einem  Paar  konjugirtcr 
Punkte  a  tt  die  Gerade  %  IrelTen  niüsseii;  es  folgt  daraus,  dass 
dieses  neue  Punktsystem  (c,  y),  welches  wir  bei  Festhaltung  von 
b  und  ß  au!  (S  erhalten,  mit  dem  vorigen  identisrh  ist,  weil  ein 
Paar  cy  und  das  IViar  on^  welche  mv  Üesliniuiung  ausreichen, 
coincidiren.  Nehuien  wir  nun  irgeiul  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  a*|  und  yri  der  bi  lden  auf  ?t  und  33  j;egebenen  Punkt- 
systeme willkührlich  heraus,  so  werden,  weil  ba  und  ßa  in  einem 
I*aar  konjugirter  Punkte  cy  des  eben  beslimniton  l'iinktsystems 
die  Gerade  6  treffen,  auch  bx  uiul  ßl  in  eintiii  aiulciii  Paare 
desselben  trell'en,  und  weil  .t^*  und  ||3  in  ••inem  solchen  Paare 
treiTen,  auch  xy  und  in  einem  neuen  Paar  konjugirter  Punkte. 
Wir  erhalten  niilbin  auf  der  Geraden  ein  festes  durch  die 
beiden  auf  %  inid  ^  gegebenen  Punktsysteme  mitbestinnntes  Punkt- 
system (c.  y]  uud  sehen,  dass,  wenn  die  Verbindungslinie  irgend 
«freier  Punkte  x  und  y  auf  den  Geraden  'X  und  33  die  dritte 
(S  in  2  triflt,  die  N'erbindungsUnie  der  beiden  /.u  x  und  y  kon- 
jugirten Punkte  i  und  17  die  Gerade  (S  in  dem  zu  z  konjugirten 
Punkte  f  trlfll,  so  dass  z  und  f  ein  l*unktenpaar  des  dritten 
Punktsystems  sind.  Die  drei  Punktsysterae  [x,  i)  [y,  [z,  auf 
den  Trägern  51,  (E  stehen  noch  in  der  allgemeineren  Beziehung 
zu  einander,  dass,  wenn  man  aus  jedem  derselben  ein 
beliebiges  Paar  konjugirter  Punkte  herausnimmt, 
diese  drei  Punkten  paare  a*|,  2/^7,  mm  er  sechs  Punkte 
eines  Kegelschnitts  sind,  wovon  die  vorige  Eigeuscliafl,  dass, 
wenn  a;^z  in  einer  Geraden  liegen,  auch  die  drei  konjugü*ten  |t^f 
in  einer  Geraden  Hegen  müssen,  nur  ein  specieller  Fall  ist.  Der 
allgemeine  Fall  lässt  sich  aber  so  erweisen:  Seien  x,  i\  y,  ^,  z,  i 
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die  drei  i*aar  willkülirliGÜ  gcwulilleii  I*aarc  konjiigirler  l'unkle 
auf  2),  (S,  so  treffen  xy  iiihI  i/|  die  Gerade  iS  in  zwei  kou- 
jugirieu  Puiikleii  des  auf  hekaiuttcii  l'uiiklsystoou;  ein  xweites 
Paar  koiijugirter  Punkte  sind  die  Si-Iinill|)uiikt(>  von  a:|  und  j/tj 
niil  (5,  «  in  drittes  Paar  endiieli  :  und  ^,  loIgUcb  gilt  die  Gleicb- 
lieit  der  Doppelvcrlialtnissc  der  Straklbüscliel: 

Dilti  da  nach  %  6  idenüsch: 

vi'J'  I.  ^  0  =  »?(S.  also 

80  liegen  die  seelis  Punkte  u  iyijzt  auf  einem  ke{,'elschnill  28}. 

Hieraus  folgt  unniillelliar  die  Uicliligkeil  der  obigen  ßeliaup- 
lung,  dass  das  Punktsystem  cy  für  alle  Kcgclschnillc  A'  das- 
selbe bleibt.  Ist  daher  dies  Punktsystem  auf  6  ein  hyperbulisclicSp 
mit  den  beiden  Asymptotenpunklen  g"/'",  so  müssen  sänmilliche 
liegelsclinitle  h'  dureb  diese  beiden  IVstcti  Punkte  g"h"  und  ausser- 
dem dun  Ii  die  beiden  vorliin  crniillellen  Punkte  y'h',  also  durch 
vier  Teste  Punkte  gehen;  sir  bilden  mithin  ein  Kegelscbnillbüschel. 
Da  das  Punktsystem  aul  (5.  von  den  beiden  gegebenen  Punkt- 
Systemen  auf  %  und  ^  abhängt,  so  bleibt  mn-  norh  zu  unter- 
suchen, unter  welchen  Mcdingungen  es  eUiplis«  Ii  oder  b}|ierbolis<-li 
\y'm\,  um  zuerkennen,  wann  die  beiden  festen  iMittcliiunkle 
des  Itüsehels  reell  und  wann  sie  imaginär  siml.  Das  immer  reell 
vorhandene  von  den  drei  Geraden  gebiblete  Dreiseil  be- 

stiuunt  für  Jedes  der  drei  Pu[ikls\ steine  ein  Paar  konjugirter 
Punkte,  nänilieh  die  beiden  Selnull|umkte  jeder  der  drei  Geraden 
mit  den  beiden  andern;  sind  also  die  Keken  dieses  Dreiseits (Fig. 59) 
o,  it  umi  p  (oder  ü]  und  wir  nehmen  irgend  zwei  Punkte  a  und  b 
innerhalb  der  Dreieeksseiten  'i^lüB,  so  wird  na<-li  dem  bekaimlen 
Kriterium  Itlj  «las  Punktsystem  auf  \H  elli|(tis(li  oder  hjper- 
bolisrli  sein,  je  naehdem  der  kiMijiii^irlc  Punkl  u  auf  der  Vrv- 
längerun;j;  der  hreieeksseitc  91  oder  /wisclifii  7ip  lifgl,  und  das- 
selbe gilt  für  «las  Puuklsjstem  auf  hie  \  (  rlüuduiigslinie  ab  IriOl 
nun  die  dritte  Dreieeksseile  in  r,  wclelies  ausserhalb  otc  liegt, 
die  Verbindungslinie  a/i  dagegen  in  dem  zu  c  k(mjugirlen  Punkte  y; 
wenn  daher  «  zwischen  np  imd  ß  zwisehen  ow  liegt,  so  trilTl 
aß  di(!  (i  ausserhalb  ot;  dasselbe  lindet  aueh  statt,  wenn  a 
ausserhalb  rr p  und  •^leielizeilig  ß  ausserhalb  om  Üegl;  sind  also 
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di«  beiden  Punktsysteme  auf  %  und  S  gleichartig,  d.  h.  beide 
elliptisch  oder  beide  hyperlioüsch,  so  ist  das  Punktsystem  auf  H 
hyperbolisch;  sind  sie  dagegen  ungleichartig,  d.  h.  eines 
elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  so  ist  das  dritte  Punkt- 
system auf  <S  elliptisch.  Wir  sehen  hieraus,  dass  von  den  drei 
Punktsystemen  auf  nothwendig  entweder  alle  drei  hyper- 

lioÜsch  oder  eines  eUi^Usdi«  und  die  beiden  andern  hyperboljsch^ 
sein  müssen.  Wir  können  daher  folgende  vier  Fftlie  unterscheiden: 


Punklsysleni 
auf 


l'unktsyslcui 
auf 


Das  KegelschnittbOsGhei  hat: 


liyjierholiscli 
cllipliscii 


I.  iiyperboliscli 

II.  liyperlioliscli 
III.  elliptisch      .  liyperboUscIi 
iV.  eiUptisch  jelüpttsch 

und  in  diesen  vier  Füllen  ist: 


vier  reelle  Miltelpuiikte  y  U  g  k' 
vier  imaginäre  Mittelpunkte 
zwei  reelle  Mittelpunkte  g'  A' 
zwei  reelle  Mittelpunkte  g'  k** 


düs  l'uiiklsvstciii  auf  (5: 


1. 
11. 
Hl. 
IV. 


hyperbulii:ch 
elliptisch 
ellipLisrli 
hyperbüliscli. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  nur  in  dem  Falle  1  drei  reelle  Linien- 
paare unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  auftreten,  dass 
aber  in  jedem  der  drei  übrigen  Fälle  nur  ein  und  immer  ein 
Linienpaar  ^,  @  in  dem  Büschel  vorkommt.  Dieses  Linienpaar 
geht  nämlich  hervor,  wenn  das  besoiidci-e  Punktenpaar  pn  zu 
Mittelpunkten  zweier  erzeugenden  Strahlbüschel  gewählt  wird,  wo- 
bei dann  wieder  der  parabolische  I  all  projekUvischer  Beziehung 
eintritt  (§  19);  sonst  kann  der  kegelschnitt  K  auf  keine  hindere 
Webe  in  ein  Linienpaar  zerfallen ,  als  wenn  die  Mittelpunkte  der 
ihn  erzeugenden  Strulilbüschel  a  und  u  zusammenfallen,  also 
das  IViiiklsystem  auf  9t  hyperimlisch  ist.  und  auch  dann  wird  ein 
solches  Linienpaar  nur  reell  vorhanden  sein,  wenn  gleichzeitig 
das  Punktsystem  auf  iß  hyperbolisch  ist,  also  im  Falle  (i),  wie 
leicht  zu  erkennen.  Zugleich  sehen  wir,  dass  in  diesem  voll- 
stündig  reellen  Falle  die  sechs  .\symplotenpunkte  zu  je  dreien  auf 
vier  Geraih'U  iii'f,'en.  also  ein  vollsläntliges  Vierseit  bilden,  dessen 
drei  Diagonalen  die  (teradeo  sind.    Hieraus  ergiebt  sich 
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beiläufig  der  eleineiilare  Satz:  Siiul  die  drri  (iegeneckeii 
eines  vollständigen  Vierseils  (jh,  7//,  </  /<  und  trifft 
irgend  eine  Gerade  in  der  i-^bene  diese  drei  Diago- 
nalen yh,  y  h\  y"h"  liezieliüeli  in  den  Punkten  s  s  s\ 
sü  liegen  die  zugeordneten  vierten  liarnionisclien 
l'unkle  ü'ü'ö"  zu  jenen,  indem  jedes  Paar  (icgen ecken 
das  andere  Paar  zngeordn  et  -  liarnionisclier  Punkte 
ist,  allemal  in  einer  nunen  Geraden.  (Crelle's  Journal 
Ud.  III  Seite  212.   Aufgabe  luid  Lehrsälze  von  J.  Steiner.) 

Das  vorliin  gebiudeue  Uesullat,  dass  die  Kegelsclndtte  A' des 
Hüstbrls  sänunllieli  durcb  die  Asyniptotenpunkte  der  auf  den 
Trägern  33  und  (5  belindliehen  Punktsysteme  [h,  ß)  und  [c,  y)  hiii- 
ilurciigeben,  falls  liiese  I*uukts}steme  oder  eines  von  ibneii  byper- 
lioliscli  sind,  lässt  sieb  etwas  anders  ausspreebeii  und  \Nird  da- 
dureli  unabbängig  von  der  Natui'  der  beiden  Punktsysteme.  Es 
ist  crsiebllieb,  diiss  (lic  lirideii  festen  Piuiktsysleuic  auT  und  t>, 
in  Pezng  auf  jetb'ii  lu'gel^i  iuiil l  A  de>  Ibiscbels  diejenigen  sind, 
weiebe  (bcsem  Kegelscbuill  zugebOi  en  ^  21);,  d.  b.  für  alle  Keg«*I- 
scbintle  A'  sind  l*  und  ß  ein  Paar  konjugirte  Punkte  30)  oder 
die  Polare  von  b  gebt  durcb  ß  und  ebenso  ist  es  mit  c,  y;  denn 
nebmen  wir  irgend  ein  Paar  Punkte  <ict  auf  51  als  Mittelpunkte 
der  den  Kegelscbnilt  A'  erzengenden  Strablbüs(  bei ,  so  sind  die 
Scbnillpunkle  iuh.  uß\  und  aß,  ab]  zwei  Punkte  dii-ses  Ki-gel- 
scbiulls,  der  aucli  (bucli  «  ninl  «  gebt,  und  das  Viereck  im  Kegel- 
scbuitl  bat  h  und  ß  zu  zwei  Diagonalpunklen,  folglicb  sind  es 
konjugirle  Punkte  in  liezug  auf  den  Kegelsclunll  §  30).  Also 
für  sämmtliclie  Kegel scbnitle  A'  des  Hüscbels  ist  das 
auf  !B  befindlicbe  Punktsystem  [b,  ß)  n\\i\  ebenfalls  das 
auf  befindlicbe  Punktsystem  ic,  y)  dasjenige,  wül- 
cbes  jedem  Kegelscbnitt  zugebörl.  Diese  Kigenscbaft 
invulvirt  »He  o|)iye,  dass,  wenn  eine;.  oil«r  beide  Punktsysteme 
byperboliscb  sind,  sämmtliclie  Kegelscbnitte  des  Priscbels  durcb 
die  Asyniptotenpunkte  geben  müssen;  sie  bleibt  aber  aueb  be- 
sleben,  uenn  eines  oder  beide  Punktsysteme  ellipliseb  sind,  und 
ist  überbaujd  unabbängig  \on  (j«'r  besonderen  IS'alur  dieser  Punkt- 
systeme; sie  wirft  aiicb  ein  klareres  Liebt  auf  die  Iiier  betracbtetc 
Knlslebungsarl  des  Kegelscimillbüsebels,  denn  anstatt  von  den 
beiden  willkübriicb  augenomineiieu  Punktsystemen  ia,  u\  und  h,  ß) 
auf  den  Träj^ern  %  und      auszugeben,  kuuneu  wir  die  beiden 
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losten  l'imktsystenie  [b,  ß)  iiiul  (r,  y)  aiil"  den  Triigüi'ii  23  und  (S 
als  gegeben  ansehen:  dadiircii  ist  das  riinklsysleni  [a,  u]  auf  % 
volLslündig  niilbestiniml,  wie  aus  der  vorigen  Helraelilung  liervor- 
gelit,  und  beliebig  vieb;  Paare  konjugirler  Punkte  sind  ieielit  zu 
konstruiren.  Wir  können  also  lolgendes  Ergebnis»  aussprechen : 
Sind  zwei  feste  Punktsysteme  {h,  ß)  und  (>,  y)  aut  den 
geraden  Trägern  ©  und  gegeben,  so  bilden  säinml- 
licbe  Kegelschnitte  in  der  Kbene,  Tiir  welche  di«!se 
Punktsysteme  die  ihnen  zugeliörigen  sind  (d.  h.  jedes 
Paar  konjugirler  Punkte  eines  Punktsystems  ein  Paar  konjugirler 
Punkte  in  IJezug  auf  den  Kegelschnitt),  ein  Keg  elschnilt- 
büschei,  und  zwar  hat  <lass<!lbe  vier  reelle  Mittel- 
punkte, die  AsyiM|jlu(en|iiinkle  der  beiden  Punkl- 
systenie,  suitald  dieselben  Ii y pe r bolisch  sind,  zwei 
reelle  und  zu  ei  imaginäre  Millelj)iMi  kle,  s(»bahl  eines 
der  beider)  gegebenen  Punktsyslejii  e  b  y  pe  r  b  (»I  ise  Ii , 
das  andere  ellijiliseh  ist,  und  vier  imaginäre  Mittel- 
punkte, wenn  beide  INinktsysteme  elii|i  tisch  sind. 
Diejenige  Gerade  51,  welche  die  konjugirlen  Punkte 
zu  «ien  in  den»  Schnitt|tunkte  (23,  6)  =  «  ver«!iniglen 
Punkten  vej  bindet,  ist  die  Polare  von  a  für  sä  mini - 
liehe  Kegelschnitte  des  fhlschels;  irgend  zwei  Vei- 
bindnngslinien  hr  und  ßy  treffen  -Jl  bezielilicli  in 
zw  ei  l'uiikten  </ und  welche  konjugirte  Punkte  eines 
und  desselben  festen  Punktsystems  («,  a)  auf  V'l  sind, 
und  zwar  desjenigen,  in  welcInMii  das  K  egel  schnitt - 
buschel  die  Gerade?!  s  c  Ii  n  e  i  d  <;  t;  liieniac  b  lassen  sich 
summ  Iii  che  Kegi'lseliiiiUe  d<'s  ß  fisch  eis  auf  reelle 
Weise  konstr  iiiien,  wie  oben  angegeben  ist,  mögen 
die  Mittelpunkte  des  Bü^cIm'Is  reell  oder  imaginär 
sein.  Die  Träger  33,  6  selbst  bilden  ein  Linien- 
paai,  welches  ein  besonderer  kcgelsclinil l  des  Üü- 
schels  ist. 

Die  chai  akleiisliscin;  Eigenschaft  des  Kegelschniltbüseliels, 
dass  eine  beliebige  Transversale  in  der  Ebene  desselben  jedem 
Kegelschnitte  des  Rfischels  in  je  zwei  konjugij  ten  Punkten  eines 
Pnnklsyslenis  geli ollen  wild,  lässt  sich  nun  auch  aus  dieser 
neuen  Konstruktion  des  iJüschels  nachweisen  und  bleibt  also  be- 
stehen, ob  die  Mittelpunkte  des  Büschels  alle  vier  reell  uder  nur 
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zwei  odn  koincr  reell  vorhanden  ist.  TrelTe  (Fig.  60)  eine  be- 
liel)i|»e  giMade  Transversale  %  die  drei  Geraden  91® (S  In  den 
resi).  Punkten  nhc  und  seien 
apy  die  zu  diesen  knnju- 
^irten  Punkte  in  den  drei  auf 
?193(5  bcUndiichcn  Punkt- 
Systemen,  so  liegen  nach 
dem  V\)rigen  aßy  in  einer 
neuen  (ieraden  und  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  X 
un«l  sei  s.  Nehmen  wir 
nun  ein  beliebi{j:es  Punkten- 
paar des  auf  %  ge- 
gehenen  Punktsystems  zu 
Mil(el|)unklen  zweier  pro- 
jeklivischen  Strahl  hüschel, 
welche  einen  Kegelschnitt  /f 
des  Ih'isehels  er/euiri-n,  so 
wenleu  lei<ht  vier  l'aare  entsprechender  Strahlen  dieser  beiden 
Slrablbüschel  anzugeben  sein,  nämlich  die  folgenden: 

ö*  (ft.      e*  y)  und     {ß,  h,  y»  e), 

IHe  Doppelverhültnisse  dieser  lieiden  Strahlbüschei  von  je 
vier  Strahlen  sind  also  gleich  und  weil  identisch: 

{fi,  6,  y,  c)  =  a»(6,  /3,      y)  isl  (§  6,  1), 

so  folgt: 

«1(6.  |3.       y)  =  «'(6.  jS.  r.  y) , 

d.  h.  die  sechs  Punkte  a^a^bßry  liegen  auf  einem  Kegels4  hnilt  Ä 
(der  ollrnliar  nicht  zum  Ih'ischel  gehört).  F'assen  wir  aber  die 
vier  Punkte  «'«'/3y  dieses  Kegelschnitte  ^  auf,  so  lassen  sich 
durch  dieselben  drei  I  jnienpaare  legen.  Der  Kegelschnitt  ^  selbst 
und  diese  drei  I  jni»'n|»aare  bestimmen  nun  auf  der  Transversale  X 
vier  Paar«*  konjugirler  i'unkte  eines  gewissen  iMmktsystenis  (§  39). 
nämlich  das  Paar  bc,  das  Paar  ns  und  die  Schnittpunkte  der  X 
mit  den  Linienpaaren  n^ß,  or'y  und  «'y,  u^ß,  welche  wir  nicht 
hesooflers  bezeichnen  wollen.  IHesc  beiden  letzten  Punktenpaare, 
welche  das  Punktsystem  vollständig  bestimmen,  liegen  gleich- 
zeitig mit  denjenigen  beiden  Punkten  xy  in  Involution,  in  denen 
der  Kegelschnitt      die  Transversale  Z  trilll,  denn  wegen  der 
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I'rojeklivität  der  beiden  den  Kegelschnitt  A'  erzeugendeu  SürabU 
böscbel  mfissen  dio  DoppelverbälUiisse  gleich  sein: 

{b,  y,  «,  y)  =  tt*  {p,  c,  X,  y) 

=r  «1  (c,      y,  (86,1). 

Die  vier  Strahlen  Q}{bfxy)  trelTen  also  X  in  vier  Punktea, 
deren  Doppelverhfiltniss  gleich  demjenigen  zwischen  den  vier 
Punkten  ist,  in  welchen  die  andern  vier  Strahlen  «^(cßyx)  die- 
selbe treffen»  und  da  zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  (xy 
und  y«)  verkehrt  auf  einander  fallen,  so  erhallen  wir  auf  X  ein 
Punktsystem,  dessen  eines  Paar  konjugirter  Punkte  xy,  ein  zweites 
Paar  he  und  ein  drittes  Paar  die  Schnittpunkte  des  Unienpaares 
a^f,  v}p  sind.  Dieses  Punktsystem  bt  identisch  mit  dem  vorhin 
ermittelten,  weil  zwei  Punktenpaare  dieselben  sind;  in  ähnlicher 
Weise  können  wir  aus  der  Gleichheit  der  Doppelverbältnisse: 

a}{p,  c,  ar,  y)  =S3  ß'  [h,  y,  x,  y)  =  a'(y.  h,  y,  x) 

schliessen,  dags  hc,  xy  und  die  Schnittpunkte  des  Linienpaares 
a^ß,  ct^y  mit  %  sccii$:  Punkte  in  Involution  sind,  \\d&  übrigens^ 
nicht  mehr  nöthig  ist.  Wir  sehen  also,  dass  die  sechs  Punkte 
bc,  as,  xy  Involution  bilden,  und  verändern  wir  das  Punkten- 
paar rt'a',  also  den  Kegelschnitt  K,  so  erkennen  wir,  weil  hc 
und  as  unverändert  bleiben,  dass  sämnitlichc  Keg<'ls<  biiitte  A"  des 
Büschels  die  Transversale  X  in  Paaren  konjugirter  Punkte  eines 
l'nnkf Systems  schneiden  w.  z.  b.  w.  Die  Schnittpunklr  hc  ent- 
sprechen »l(Mn  besonderen  K('i,'f'ls(  bniti  K,  welcher  in  das  Linien- 
paar ^lU?  (legenerirt ,  und  ilie  Schnittpunkte  as  demjenigen  Kegel- 
scbiiilt  h,  welcher  als  das  Kr/ni^^niss  zweier  projektiviscber 
Slralilbfiscbel  anriritt,  deren  Millelpuiikte  a  und  «  sind. 

Aus  »ler  hierdurch  nachgewiesenen  (Irniideigenschaft  des  Kegel- 
schnittbiischels  ergiebt  sich  nun  auch  unabhängig  davon,  ob  das- 
selbe reelle  oder  paarweise  imaginäre  ^lillelpunkle  hat,  die  Folge- 
rung, d.iss  durch  je<len  b  el  i  e  bi  gen  P  u  n  k  l  der  Fbene  ein 
und  immer  nur  ein  einziger  r  ee  II  er  K  cg  e  Isc  Ii  n  i  tl  geh  I , 
welcher  dem  Büschel  angehört;  deiui  ziehen  wir  durch 
einen  beliel)igen  Pimkl  der  Kheiic  P  eine  Transversale,  .m> 
fixiren  die  Kegelschnitte  des  Ihisdiels  auf  ihr  ein  Pnnklsyslen», 
welches  schon  durch  irgend  zwei  Paare  konjugirter  Pimkte  bc- 
slinnnl  \\'\vi\.  I>er  dem  Punkte  /'  konjugirte  Punkt  des  I'nnktsystenis 
auf  dieser  Transversale  gehört  dem  einzigen  Kegelschnitt  des 
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Hiisi  lit  l>  nii,  welcher  durch  P  geht,  und  drehen  wir  die  Trans- 
versale \\m  P,  so  erhalten  wir  als  Aufeinandcrlolge  der  kon- 
jügirlen  Punkle  den  ganzen  reell  vorhandenen  Kegelschnitt.  Ks 
können  aher  durch  keine  zwei  vcrscluedcnen  Kegelschnitte  des 
Büschels  gehen,  denn  sonst  müsste  es  in  einem  Punktsystem  zu 
irueiid  einem  Punkte  mehr  als  einen  koiijii<^irteu  Punkt  geben, 
was  der  Natur  des  Piuiktsyslems  witlerspricht. 

Es  folgt  ferner,  dass  das  K  egel  sc  Ii  ni  tt  h  üsc  h  e  I  durch 
zwei  helieliig  in  der  Khenc  a  nz  u  n  eh  u)  e  nde  Kegel- 
schnitte vollständig  heslimnit  ist,  \\eil  durch  dicselhen 
auf  jeder  Transversale  das  Punkt-system  durcli  z\vel  Paar  kon- 
jiiyirle  i'unktc  hestimmt  wird.  .\her  eine  solche  Transversale  i 
in  der  Kbene  hrauehl  ni<  ht  von  jedem  Kegelschnitte  <les  Ilüschels 
gctrolVen  zu  werden,  oder  es  kann  auch  imaginäre  Pnnkleiipaare 
eines  Punktsystems  gehen.  I'm  dieses  Verhallen  klarer  zu  über- 
sehen, denken  wir  uns  die  beiden  Schnill|uinkle  der  Iraiis- 
vi'rsale  X  mit  einem  Kegelschintte  des  Büschels  als  die  Asym|»- 
loteiipunkte  desjenigen  l'unktsystcms,  welches  der  Gerader»  X  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  A"  zugehört  (§  20) ;  ist  dieses  Punkt- 
system hyperbolisch,  so  sind  die  Schniltpnnkte  reell,  ist  es 
elliptisch,  so  sind  sie  iuiaginär.  Für  jeden  Kegelschnitt  A'  er- 
halten wir  also  auf  der  Transversale  1t  ein  anderes  Punktsystem 
und  alle  diese  unendlich  vielen  Puid\lsysleme  auf  X  stehen  in 
dem  Zusammeidiange  mit  einander,  dass  ihre  Asymjitotenpunkte 
selbst  eir»  l'uiiktsystem  {x,  |)  bihl(!n,  welches  von  dem  Kegel- 
schnitlbiiscliel  auf  X  ausgeschnitten  wird.  Nelunen  wir  mui  einen 
beliebigen  llülfskegelschnitt  ^  in  der  Ebene  und  verlegen  in 
irgend  einen  Punkt  B  desselben  die  .Mittelpunkte  von  Strahl- 
syslenien.  «elclie  mit  den  auf  %  belindlichen  urjendlich  vielen 
Punktsystemen  pers|)eklivisch  liegen,  so  wir«l,  wenn  wir  ein 
Sirahlsystem  der  Art  bilden,  jedes  Paar  konjugirter  Strahlen  eine 
Sehne  auf  ^  ausschneiden,  die  durch  einen  festen  Punkt  /' 
läuft  rU),  und  wir  verwandeln  also  ein  jedes  IMmktsystem  auf  X 
in  einen  Punkt  /'  oder  ein  einfaches  Strahlbüscbel  (/>).  Ist  das 
bctrachlele  Piniklsystem  anf  X  hyperbolisch,  so  uniss  P  ausser- 
halb des  Hülfskegelschuitls  Ä  liegen,  nämlich  der  SchniU|)nnkl 
der  beiden  Tangenten  sein  in  denjenigen  Pimklen,  in  welchen 
die  Asymptoten  des  in  F>  belirulliclien  nüt  jenen»  Punktsystem 
perspeklivisclieu  Sirahlsyt>leuis  den    treilen.  P  ist  also  jedesmal 
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der  Pol  derjenigen  Geraden ,  welche  die  beiden  Scbnitlpunltte  des 
HälfiilcegelsclintUs  mit  den  Strahlen,  welche  von  B  nach  den  beiden 
Asymptotenponltten  eines  auf  %  beflndllcben  Panktsystems  hin- 
laufen, verbindet.  Da  nun  diese  Asymptoleupunltte  selbst  ein  Punkt- 
system {x,  D,  welches  durch  das  KegelschnittbOschel  ausgeschnitten 
wird,  bilden,  so  laufen  die  Sehnen  alle  durch  einen  festen  Punkt  0 
und  der  Punkt  P  bewegt  sich  also  auf  einer  festen  Geraden  S, 
der  Polare  von  0  in  Bezug  auf  den  llfilfskegelschnitt  St.  Alle 
Punktsysteme  auf  %  sind  also  in  die  sänimtlichen  Punkte  P  einer 
hestimmten  Geraden  8  verwandelt,  der  Art,  dass,  wenn  wir  nun- 
mehr von  irgend  einem  Punkte  P  der  Geraden  S  die  Polare  kon- 
struiren  und  ihre  Schnittpunkte  auf  tt  mit  B  verbinden,  dieses 
Strahlenpaar  die  Transversale  %  In  dnem  Punktenpaar  (x,  1)  trilfl. 
Hieraus  zeigt  sich,  dafis.  wenn  das  Punktsystem  (or,  |)  auf  X 
elliptisch  ist,  der  Punkt  0  innerhalb  des  n&lfek^elscbnltts 
liegen  niuss,  also  die  Gerade  S  denselben  gar  nicht  trifll,  mithin 
alle  unendlich  vielen  Punktsysteme  auf  X.  hyperbolisch  sind,  oder 
was  dasselbe  sagt:  Alle  Kegelschnitte  des  Büschels  tref- 
fen eine  Transversale  jt  in  reellen  Punktenpaaren, 
sobald  (las  Pii rik I sy stem  auf  Z  elliplisch  Ist,  welches 
die  Schniitpunkte  Je  eines  Kegelschnitts  des  Büschels 
zu  einem  Paar  konjugirler  Punkte  hat  Wenn  dagegen 
(las  IMiiikLsyslem  {x,  |)  auf  %  hyperbolisch  ist,  so  liegt  0  ausser- 
halb des  llfiirskegelscimitts  St,  die  Gerade  S  schneidet  ihn  daher 
In  zwei  reellen  IHinkten,  welche  die  beiden  Gebiete  auf  £  ab- 
t;ronzen,  innerhalb  deren  solche  Punkte  P  liegen,  die  reelle 
r.iiigentenpaare  an  ^  zulassen,  und  solche  P,  dni-ch  weiche  keine 
Tangente  geht.  V(»n  den  iinciullich  viricn  I*utiktsyslenien  auf  % 
ist  also  eine  (Gruppe  hyperbolisch  und  (li(;  andere  elliptisch.  I>en 
Uebergang  bilden  z^vci  ])ni  .iliolische  l'unktsysteine,  welche  den 
Asymptotenpunkien  des  l*unK( Systems  {x,  |)  zugehören,  oder  es 
gieht  zwei  Ki'f^clschnittc  des  Diischels,  welche  die  Transversale  X 
berühren .  >vie  hiniaiiKÜ« )i  bekannt  ist.  Ist  also  das  I*unkt- 
systeni  (.t:,  weiches  von  den  Kegelschnitten  eines 
ßiisrlicls  auf  einer  Transversale  X  ausgeschnilten 
wird,  hyperbolisch,  so  -  treffen  nicht  alle  Kegel- 
sriinitte  (lessell)en  die  X  in  reellen  Punklenpaaren. 
Das  hyperbolische  Punktsystem  hat  also  auch  inia!»i- 
näre  Paare  konjugirter  Punkte,  was  beim  elliptischen  Punkt- 
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syslem  nirhl  i\vr  Fall  ist.  Ist  «las  l'iiukLsysteni  {oc.  ^)  auf  dt-r 
Transversale  'Z  hyperlioliscli  und  sind  p  und  7  die  Asyniptotpri- 
punklc  di'ssoihrn ,  so  inuss  jedes  reelle  S(  hnill)nnikU'ii|)aar  einrs 
Kegelschnilb  des  Itüschels  niil  X  ein  Paar  znj^eordiul-hanno- 
llisclier  Punkte  mil  />  und  q  sein;  diese  Eii;<'nscliaft  hört  aber  auf, 
wenn  das  Schnittpunktcnpaar  imaginär  ist;  wir  können  an  ihre 
Stelle  eine  all|j;enieincre  Eigenschaft  setzen,  welche  jene  nicht 
nur  ersetzt,  sundern  auch  von  der  Healilät  der  Schnittpunkte 
unabhängig  ist,  nämlich  folgende:  Die  Asyniptotcnpunkte 
pq  des  auf  der  Transversa  1  e  X  d urch  das  Kegelschnitt-  , 
kfischel  ausgeschniltenen  Punklsyslenis  sind  ein  Paar 
konjugirle  Punkte  in  Bezug  auf  sämnitliche  Kegel» 
schnitte  des  IJüschels.  Hieraus  folgt,  wenn  wir  irgend  zwei 
Kegelscluiitte  des  Büschels  auffassen,  deren  jeder  auf  der  Trans- 
versale %  ein  liestinnntcs  ihm  zugehöriges  Puiiklsysteni  inducirl, 
dass  diese  beiden  PunkU^ysteme  ein  gemeins(  hnniirhes  Paar  kon- 
jiigirler  Punkte  haben,  die  Asyinptutenpnnkte  des  auf  X  durch 
das  Kegelschnittbüschel  ausgeschniltenen  Punklsystenis  (a-,  und 
umgekehrt,  sobald  zwei  das  Kegelschnittbüschel  bestininiende  Kegel- 
schnitte gegeben  sind  und  eine  Transversale  X,  von  welcher  nicht 
erforilerlich  ist,  dass  sie  die  beiden  Kegelschnitte  in  reellen 
Punkten  treffe ,  so  wird  das  Punktsystem  {x,  ^)  auf  %  dadurch 
gefunden  w<'rden  können,  dass  wir  das  gemeinschaftliche  Paar 
konjugirter  l'iinkte  der  beiden  auf  X  durch  die  beiden  gegebenen 
Kegelschnitte  inducirten  I'unktsysteme  aufsuchen  MV  :  ist  dieses 
gefunden,  so  werden  pq  die  Asymptotenpunkle  des  l*unkl- 
syslems  (.r,  ^)  sein,  welches  dadurch  vollständig  bestimmt  ist. 
Das  Kegelscbnitlbüschel  besitzt  also  folgende  Figenschafl:  Alle 
Punktsysteme,  welche  auf  einer  beliebigen  Trans- 
versale als  den  verschiedenen  Kegelschnitten  des 
Müscheis  zugehörig  inducirl  werden,  haben  ein  ge- 
meinschaftliches Paar  konjugirter  Punkle,  nämlich 
die  Asymplotenpunkte  des  auf  der  Transversal e  durch 
die  Kegelschnitte  des  Büschels  ausg(>sch  nittenen 
I*unktsy Siems  (r,  |).  Dies(!  Kigenschaft  wird  später  bei  den 
PhI.u- -  Eigenschaften  des  Kegelschnitlbüsrhels  noch  näher  erörtert 
^^<'l  (le^  4(51  Ks  drängt  sie!»  hiern.n  li  die  noch  zu  erledigende 
I  r;i;:e  aid ,  ob  aus  der  in  diesem  Paragraphen  angegebenen  Er- 
zeuguugsweise  de»  KegelscbniUbüschels  in  allen  vier  oben  unter' 
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scbiedenen  Fällen  säminüiche  Kegclscliiiilte  liervorgulien ,  die  in 
(lern  Busche!  L'iilli.iltcii  sin<i.  Dies  ist  nach  dem  Vorigen  evident 
in  den  Fällen  III  und  IV,  wu  das  erzeugende  Punktsystem  aur9( 
elliptisch  ist;  in  den  Filllen  1  und  II  aher,  wo  es  hyperbolisch 
ist,  fragt  es  sich»  oh  für  jeden  I^unkl  s  der  l'^henc  der  durch  s 
gehende  einzige  Kegelsehiiitt,  welcher  zum  Uüsciiel  gehört,  durch 
zwei  projektivisrhe  Strahlhöschcl  erzeugt  werden  kann,  welche 
ihre  Mittelpunkte  in  einem  I*aar  konjugirter  Punkte  a  und  a  des 
auf  ^  gegebenen  i'uiil<tsys(ems  haben,  oder  oh  durch  s  zwei 
sokbe  Strahlen  ab  und  aß  gehen,  deren  Schnittpunkte  mit 
9(  und  S3>  nämlich  na  und  hß  zwei  Paar  konjugirtc  l*nnkte  der 
beiden  auf  %  und  ^  gegebenen  l'unklsysteme  sind.  liegen  wir 
dun  Ii  s  zwei  Strahlsystemc  perspektivisch  init  (a,  a)  nnd  (b,  ß), 
80  haben  dieselben  (nach  §  IG  nnd  §  31)  ein  geroeinschaft liebes 
Paar  konjugirter  Strahlen,  sobahl  eines  der  beiden  Straldsyiiteme 
elliptisch  ist,  also  immer  in  den  Fällen  II,  III,  iV;  sind  dagegen 
beide  hyperbolisch,  also  im  Falle  I  so  haben  sie  nur  daim  ein 
■gemeinsames  Paar,  wenn  die  Asymptoten  des  einen  durch  die  des 
andern  nicht  getrennt  werden,  im  andern  Falle  keins.  Mithin 
werden  in  der  That  durch  unsere  Konstruktion  in  dem  Falle  1 
nicht  sännnlliehc  Kegelschnitle  des  Büschels  erhalten;  dies  bt 
aber  gerade  der  bequemste  VaW  von  vier  reellen  Mittelpimktcn. 
weldier  am  einfaelislen  durch  die  in  §  38  ausgcfübrle  Betrach- 
tung erledigt  wird.  In  dem  Falle  II  eines  kegelschnittbüschels 
mit  vier  imaginären  Mittelpunkten,  für  den  die  in  diesem  Para> 
graphen  mitgethcilte  Konslrnklion  die  einzige  war,  zeigt  sich  also, 
dass  dieselbe  sämmtliche  (reellen)  Kegelschnitte  des  Büschels 
liefert;  denn  es  giebt  durch  irgend  einen  reellen  Punkt  s  der 
Ebene  nur  einen  Kegelschnitt  des  Büschels;  dieser  ist  unter  den 
von  uns  konstruirten  entlialten,  weil  durch  s  ein  Paar  reelle 
Strahlen  sab  und  saß  gehen,  wenn  (im  Falle  II)  das  Punkt- 
system auf  %  hyperbolisch ,  auf  $  elliptisch  ist;  die  Strahlbüschel 
(a)  (a)  erzeugen  aber  diesen  Kegelschnitt.  Mithin  dai*f  ein 
Kegclschnill  des  Büschels,  dessen  Schnittpunkte  mit  ^  imaginftr 
wären,  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  s  hatten,  mnss  also  ganz 
imaginär  sein.  Diese  eigenthümlicbe  Erscheinung,  dass  durch  die 
oben  milgetheilte  reelle  Konslrukliun  des  Kegelschnitlhfiscliels  mit 
vier  imaginären  Mittelpunkten  sämmtliche  reellen  Kegelschnitte 
des  Büschels  erlialten  werden,  obwohl  das  erzeugende  PunliUystem 
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auf  %  liyperlmliscli  ist,  hat  ilir»Mi  (iriind  in  <lcr  lu'sonderpn  Hn- 
zieliuiig,  \v('!(1mi  »lit^  (ierailr  3(  zu  dim  Koj'olschnilMM'isclH'l  hat. 
In  (licspiii  K^gelsrhruttfifischel  mit  vier  imaginärnit  MiiU-lpuiiktiMi 
kommt  nämlich  ein  rcrlies]  Linii-npaar  93,  ^,  «Itsscn  S(  Imilljmnkl 
o  ist,  und  zwoi  imaginäre  Linienpaar»*  vor,  deren  jedes  einen 
reellen  iDoppel-)  Punkt  hat;  die  letzleren  sind  <lie  Asymptoten- 
punkte g  niid  //  des  anf  gegehcnen  hyperholisrhen  l*nnktsystems; 
jjider  dieser  Ix'idcii  i'unklc  ist  als  ein  Kegelsrhnilt  fNnll- Kegel- 
schnitt, analog  «len  Null- Kreisen  oder  (Irenzpunklen  einer  Kreis- 
sehaar mit  id«'t'II«'r  gemeiiisc  liafllirlirr  Sekante),  <ler  sirh  aiit  einen 
Punkt  znsamniciigi  /ngi'ii  hal ,  oder  als  ein  imaginäres  Linienpaar 
(,^25)  anzusehen,  \\eil  das  Sfraldsystem  7  'A,  ß)  elliptisrh  ist,  chenso 
h  [h,  ß).  Dil'  (lerade  %  hat  also  die  eigenlhfmdiche  |{ezichnng 
zum  Kegels(  hnittiuisf  hei ,  dass  sie  dir  heiden  Nullkcgelsehnitlc 
enthält.  Sie  isl  zugleich  die  Polare  des  Punktes  o  für  sämmt- 
liche  Kegcisciniitte  des  Itüscheis,  weil,  wie  leicht  zu  sehen  ist 
aus  der  angegehcnen  Konstruktion,  die  heiden  Tangenten  in 
(I  imd  c(  für  einen  Kegelsclniitt  des  Ihischels  durch  o  gehen.  Isl 
das  i'iniklsystem  (//,  «)  auf  livperholisch,  was  in  den  Fällen 
(I)  uml  {[['',  d.  h.  hei  ciiii-m  Kegeisrhniltbüscln'l  mit  vier  reellen 
und  hei  einem  Kegcisi  Imitthüschel  unt  vier  imaginären  Mittel- 
|>unkten  eintritt,  so  sind  die  heiden  Asymptotenpunkte  g  und  h 
harmoniscli  zngeordtu't  zu  jedem  Schiiillpimkten[>aar  ua,  also 
konjugirl»'  Piniktr  in  Pezng  auf  jeden  Kegelsrhnilt  des  J{rischel>: 
da  nun  %  <iie  INiiaic  von  o  isl,  st»  sind  die  drei  Pinikle  of/h  ein 
Tripel  konjiigirter  Pnnklc  Inr  allr  Kegrisrhnitle  des  Püschels; 
also  ehenso  wie  h«'i  dem  Kf'gelschiiilllnisc  hei  nnl  vier  j  eellcn 
Mittelpunkten  die  drei  Hi.igonalpunkle  des  von  jern  n  gehildcten 
vollstäfidigen  Vier<'cks  oder  die  Dopjteipnnkte  <ler  drei  reellen  in 
dem  K<'gelschnilthüschel  enthaltenen  F.inienpaare  ein  gemein- 
schaftliches Tripel  konjugirhr  Punkte  liir  alle  Kegel- 
.schnitte  des  iSiisi  lids  siiul.  gieht  es  auch  hei  dein  Kc^^clschnitl- 
hüschel  mit  vier  iinaginärm  Mitlelpunkti'ti  ein  iccilis  gemein- 
schaftliches Tripel  konjugirter  Punkte  fo,  g,  h)  für  alle  Kegelschnitte 
des  Ihlscheis;  der  <'ine  Tripeipnnkt  ist  der  nurchschnittspunkt 
ties  einzigen  reellen  Linienpaares,  welches  in  dem  Hnschel  ent- 
halten ist;  die  heiden  an<lern  'i'rijieipunkte  siml  jeder  als  der 
hurchschnitt.spunkl  eines  imaginären  Linienp;iares  anzusehen.  Jh'i 
ücu  kegeisciiDiUbüscUel  mit  zwei  reellen  und  z\>ei  imaginären 
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Mittelpunkten  ist  Von  dem  '  gemeinschafUlchen  Tripel  nur  ein 
l*onkt  (o),  der  Doppelponlit  des  einiigen  im  fiOscbel  entiialtenen 
Linienpaars  und  die  Polare  von  ihm  (H)  reell«  die  beiden  andern 
Tripelpunkte  auf  ihr  {g  und  h)  sind  imagin&r. 

S  42.  Ueber  die  besondere  Vatur  der  in  einem  Bfiaohfll 

entiialtenen  Kegelfl<dinitto. 

Die  Frage,  wie  viel  Hyperbeln,  Parabeln ,  Ellipsen  in  ^ntin 
KegielschnitUifischel  vorkommen,  ist  zwar  schon  in  §§  38  nnd  40 
'för  den  Fall,  dass '  dasselbe  vier  oder  wenigstens  zwei  reelle 
'Mittelpunkte  besitzt,  beantwortet  worden,  soll  aber  hier  noch 
•  einmal  unabhängig  davon,  ob  die  Mittelpunkte  reell  oder  paar- 
weise imaginär  sind,  allgemeiner  und  umfassiinder  erörtert  werden, 
indem  wir  nur  die  charakteristische  Eigenschaft  des  Kegelachnitti 
bOschels,  dass  jidc  geradlinige  Transversale  dasselbe  in  einem 
Punktsystem  schneidet,  welche  oben  fflr  alle  Fälle  erwiesen  ist, 
voraussetzen.  Nehmen  wir  nämlich  statt  einer  solcbeA  willkQbr- 
lichen  Transversale  die  unendlich -entfernte  Gerade  ^  ^rd 
auch  auf  ihr  durch  das  Böschel  ein  bestimmtes  Punktsystem  [ar,  ^1 
fixirL  Dieses  ist  durch  zwei  Paar  konjugirte  Punkte*  vollständig 
bestimmt;  setzen  wir  die  Entstehungsart  des  KegelschnittbQschels 
im  vorigen  Paragr.tplien  voraus,  so  können  wir  zwei  reelle  I^aare 
konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  (x,  |)  auf  dadurch  er- 
halten,  dass  wir  einmal  die  beiden  unendlich -entfernten  Punkte 
des  einen  immer  reellen  Linienpaars  (^3,  (S)  als  ein  Paar  nehmen 
und  zweitens  den  unendlteh -entfernten  Punkt  des  Trägers  %  und 
den  unendlich -entfernten  Pimkt  derjenigen  Geraden  SR  als  zweites 
Paar  wählen,  welche  die  Hittelpunkte  der  drei  Punktsystienie  auf 
enthält;  der  Mittelpunkt  des  Punktsysteros  {a,  a]  und  sein 
konjugirter,  der  unendlich -entfernte  auf  IX.  sind  nämlich  die  Mittel- 
punkte zweier  eine  Hyperbel  erzeugenden  projektivischen  Strabl- 
bOschel  und  der  andere  unendlich -entfernte  Punkt  dieser  Hyperbel 
liegt  im  Unendlichen  der  Geraden  SR,  welche  die  Mittelpunkte 
der  gegebenen  Punktsysteme  auf  fl  und  SB  verbindet  Ist  das 
Punktsystem  {x,  |)  auf  bekannt,  welches  von  dem  Kegelschnltt- 
bQschel  ausgeschnitten  wird,  so  können  wir  unmittelbar  daraus 
auf  die  Natur  der  Kegelschnitte  schliessen,  welche  in  dem  Btechel 
enthalten  sind;  jede  Hyperbel  des  BOschels  schneidet  nämlich 
in  zw^  reellen  konju^iiien  Punkten  dieses  Punktsystems,  jede 
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H)lli|)sc  in  zwei  iinafiiiiiii cii  und  eini-  Purabci  in  zwei  /nsannncn- 
lallenden.  Ks  j^iel)l  also  in  di  in  lU'jielstliniUijnsf  licl  allemal  z  w  v  i 
Parahoin,  soliald  das  Punklsysleni  {x,  6,)  aul  li\ {u  rholisi  Ii 
ist;  dii!  AsyniplottMipunklr  desselben  sind  die  Hei  ulirmifj;s|)nnkl(t 
(liest  r  l*aralieln,  sie  liesliinnit  ii  die  Hiciitnngen  ihrer  Axcn;  es 
giehl  da^-^e^eii  keine  l'araliel  in  dem  nüscliel,  subald  das  Pnnkl- 
sysleni  (a  .  t,)  mif  G  ^  ellipüsch  ist  ;  ist  es  inslicsondere  jiaraboliseb, 
d.  Ii.  fallen  die  beiden  AsymiiUilenpunkle  zusammen  lOl.  so 
isl  dieser  Tunkt  einer  der  vier  Millelpnnkte  des  IJiischels,  >velebes 
tiann  nur  eine  I'arabel  eiilbäll.  Wir  können  nun  ein  genaueres 
Ivriliiiiun  dafür  ermitleln,  wann  das  l'uiiktsyslein  (.r,  ^)  auf  G 
ültipliseli  iiiid  wann  es  b\|>(M'lMdiseli  ist;  da  nämlich  die  <lera(h'n 
und  ii  ein  i'aar  koiijnj^ii  t«'  lUehlungcn  und  die  r.eradi'ii  ?l  und '^•1? 
ein  zweites  Paar  koiijiii^ij  l»'  Ui(  blmifien  fiir  das  l'unklsyslem  {.v,  |) 
auf  G^  beslimmeii,  so  ist  nach/useben ,  ob  die  »  islen  lieidt-n 
Üiehtungen  dureh  die  andern  beidt  ii  ijelronnl  weiden  oder  niehl ; 
im  ersten  Falb'  wird  das  l*iiiikls\slem  ellipliseb .  im  zwi'ileii  l  alle 
hyperbolisch  sein;  wir  haben  also  nur  duK  b  d<  n  S«  hnillpiinki 
(33,  (5)  <  iiH'  Parallele  zu  tlU  zu  ziehen  und  iiac  bzu>eheii ,  idi  «lir- 
selbe  zwischen  den  Piinklen  p  und  tt  il'ij;.  (lOj  durelif^eht  oder 
nicht;  im  erslen  Falle  isl  das  zu  unlersneliende  Piiiiklsysleni 
elliptiseb,  im  andern  byperboliscli.  Wir  werden  nun  alle  \ier 
(§41)  unt«'rs(  hiedenen  l'  älle  ins  Aug«'  zu  lassen  haben ,  um  die 
Laj^M'  der  (ieiaden  Wl  zu  besliunnen.  F.i>sen  wir  das  von  den 
drei  (leraden  212^515^  gebildete  Dreieck  auf,  dessen  Fekeii  paar- 
weise konjugirte  Punkte  für  jedes  der  drei  Pimklsysleme  iiuf 
IH^if  sind,  und  bezeieliiieii  deingeinass  diese  Kekeii  dopptil  mil 
jt  und  f3.  ;r  und  r,  (j  und  i>,  sodass  die  Paare  jt  und  tt  auf 
o  und  (0  aiil  xL\  r  und  q  auf  konjui^irle  Punkt«'  sind 
bezeiehneii  wir  Inner  die  drei  .Milleljtiinkte  dir  Piinklsyst«Mne. 
welche  in  der  (ieiMdm  i1i  lieuen,  beziehlit  h  mil  111^,  lUb.  m(,  so 
wird,  >M  nn  das  Pimkls>slcm  an!  IH  h)  pei  bolisch  ist,  nia  ausser- 
halb p7i  liegen,  wenn  es  elli|)li.^(  b  isl,  zvsisrbi  M  //.t  um!  cIm  uso 
bei  den  beiden  andern;  \(>n  den  Asymptolciiitiinkleii  lir^i  .iber 
immer  einer  zwischen  jedem  l'aar  kon jubilier  und  der  andere 
ausserhalb;  endlii  Ii  \\ii  (l  jede  Seile  des  Iheiet  ks  durch  «lie  beiden 
in  ihr  belimllic  ben  l^(  keii  in  ein  endliches  Stück  und  zwei  mi- 
endlicln'  zerlegt,  z.  !•.  in  die  drei  Slre<  keii  /t  bis  00,  71  bis  cv. 
und  p  bis  tx.    Dies  lestj^^elialleii,  haben  wir  jetzt: 
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I.  Das  Punktsystem  auf  %  hyperbollscli ,  SQ  hyperbolisch, 
(i  liypurbolisch;  das  Kegelschuittbüschel  hat  vier  reelle  Miltel- 
piiiikle,  die  Asyniptuteupunkte  auf  ^  und  Ü.  ilie  Mittelpuukt- 
liuie  il)^  iiiuss  alle  drei  Dreiecksscilcii  in  ihren  Verläugermigeu 
trcITen,  d.  Ii.  3l}t  IriflX  entweder 

Ij  SB  in  der  Strecke  voo  «  bis  oo  und  6  von  p  bis  oo 
oder  2)  23--       -  -o-cx>-G-r-oo 


in  den  beiden  FSlien  1)  und  2)  wird  eine  mll  KR  parallel  durch 
o  gelegte  Gerade  zwischen  pn  durchgehen,  hi  den  Fällen  3}  und  4} 
ausserhalb;  also  In  1)  und  2)  ist  das  su  untersuchende  Punkt- 
system elliptisch,  in  3)  und  4)  hyperbolbich.  Die  iMiden  ersten 
Fille  unterscheiden  sidi  aber  von  den  beiden  letzten  rficksicbtlicli 
der  Lage  der  vier  Asymptotenpunkte  (der  Mittelpunkte  des  Kcgel- 
schnltlbQscheLs)  fulgendermassen:  In  den  beiden  ersten  Fällen 
trennt  die  Verbindungslinie  zweier  die  beiden  andern,  wogegen 
die  Verbindungslinie  der  letzteren  die  beiden  ersteren  nicht  trennt; 
in  den  Fällen  3)  und  4]  trennt  die.  Verbindungslinie  zweier  die 
beiden  andern  nicht  und  auch  die  Verbindungslinie  der  letzteren 
die  ersteren  nicht,  oder  es  trennt  gleichzeitig  die  Verblndungs- 
Ihiie  zweier  die  beiden  andern  und  die  Verbindungslinie  der 
letzteren  die  beiden  ersten.  Dies  lissl  sich  auch  so  aussprechen: 
In  den  Fällen  1)  und  2)  liegen  die  vier  Asyinptutcnpunkte  auf 
S  und  €  (Mittelpunkte  des  KegelschnittbQscheLs)  so,  dass  einer 
innerhalb  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sieh  lie- 
flndet,  und  das  Punktsystem  (a,  ^  auf  ist  dann  enipliseb;  in 
den  Fällen  3)  und  4j  liegen  die  vier  Punkte  so,  dass  jeder  ausser- 
halb des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  lieh  befindet, 
und  das  Punktsystem  (.r,  |)  ist  dann  hyperbolisch.  Dies  stimmt 
mit  unserem  rrfther     38)  gefundenen  Krilcrinni  fiberein. 

II.  Punkts} slen»  auf  %  liyperb(»lis(  h ,  23  elliptisch,  (£  ellip- 
tisch; das  Kegelsrhnitlbüsrln'l  hat  vier  imaginäre  iMitlelpunkte; 
die  (lerade  D)i  umss  die  ni»ie(;ks>eiteii  !B  und  (5  in  l'uiiktrn 
tred'en,  die  /avIscIkii  den  Krken  des  Iheiecks  liegen;  sie  sell»l, 
daher  auch  die  durch  «  /.u  ihr  ge/.ogene  Parallele  w'ml  noth- 
«eiidig  die  drille  DreiecKsseile  ^(  ansserlialh  /»n  IrcHen,  also  das 
ZU  untersuchende  l*unkLs\stem  i.<t  Inperbolisch:  Liu  Kegel- 


-  3)  33  -  - 

-  4)  $9  -  • 
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scbnittbüschel  mit  vier  imaginSren  MiUelpunkten 
schneidet  auf  üer  unendlich-entfernten  Geraden  ein 
Punlttsystem  aus,  welches  allemal  hrperbolisch  ist. 

III.  Punktsystem  auf  %  elliptisch,  i6  IiypcrboUscb»  <S  ellip- 
tisch; das  KegebchnittbOschei  hat  zwei  reeUe  Mittelpunkte,  die 
Asymptotenpunkte  auf  O  und  zwei  imaginilre  auf     der  ideellen 
gemeinschaftlichen  Sekante  oder  dem  zweiten  Thell  des  reellen 
•  Linienpaars»  dessen  einer  Theil  die  reelle  geineinschafUiche 

Sekante  ist  Die  Gerade  SR  trilll  tl  und  (S  zwischen  den  Drei- 
ecksecken und  fd  ausserhalb;  es  sind  hier  zwei  Fülle  zu  unter- 
scheiden» nSmlich  SR  trifft  entweder 

1)  93  in  der  Strecke  \on  o  Im  oo 
oder  2)  SB  -     -        -        -    w-  oo; 

im  ersten  Falle  wird  die  zu  il^i  gezogene  Parallel«;  durch  o  die 
Gerade  %  zwischen  ;>  und  n  treffen »  im  zweiten  Faiir  ausserhalb 
p7T.  nlso  im  ersten  Falle  ist  das  zu  untersuchende  l'uiikL<;ysti'm 
elUplisclj,  im /.weiten  liyprrtioUscIi;  wir  sehen  aber  zugleicli ,  duss 
im  erstell  Falle  die  ideelle  gemcinsdi.irtlirlic  Seltantc  /.^^is(■ll('n 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  durcligeht»  im  andern  Falle 
nicht,  also: 

Ein  KegelschnittbQschel  mit  zwei  reellen  und  zwei 
imaginären  Mittelpunkten  (auf  der  ideellen  gemein- 
schaftlichen Sekante)  schneidet  auf  der  unendlich- 
entfernten  Geraden  ein  elliptisches  Punktsystem  aus, 
wenn  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  zwischen 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  hindurchgeht,  da- 
gegen ein  hyperbolisches  Punktsystem,  wenn  dies 
nicht  der  Fall  ist. 

IV.  Punktsystem  auf  %  ellipliscli,  SB  elliptisch,  <£  liyper- 
bolisch;  das  Kegelschnittböschel  hat  zwei  reelle  Mittelpunkte,  die 
Asymptotenpunkte  auf  @  und  zwei  imaginSre  auf  fß.  In  ganz 
gleicher  Weise,  wie  im  Falle  III  stellt  sich  hier  dasselbe  Krite- 
rium heraus. 

Die  Schnittpunkte  eines  Kegelschnitts  und  einer  Geraden  können 
wir,  ganz  abgesehen  davon,  ob  sie  reell  oder  imaginär  sind,  durch 
ein  immer  reelles  Gebilde  vertreten  lassen,  nämlich  das  Punkt- 
system, welches  der  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu- 
gehört (§29j;  ist  dieses  hyperbolisch,  so  sind  die  Asymptoten- 
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punkte  (kssclben  die  reellen  SclmiUpunkte,  ist  es  elliptisch,  so 
sind  die  Schuittpnnkte  imaginfir.  ist  <;s  paraboliscli,  so  berührt 
die  (lerade  den  KegelscIinilL    Der        gehört  nun  in  iiezug  auf 
einen  Kegelschnitt  dasjenige  Punklsyslem   zu,   in  welchem  das 
Syslriii  der  koiijugirlen  Durchmesser  des  Kegelschnitts  {§  32)  die- 
selbe triill;  letzteres  liegt  im  Endlichen,  wrdirend  die  unendlich- 
eiitn-rnle  Gerade  sich  der  Anschauung  entzieht;  «ir  fassen  daher 
zweckmässiger  die  Strabisyslemo  der  konjugirteii  Durchmesser  für 
sämmtliche  Ke^elscliiillle  des  Ihischels  ins  Auge  und  ziehen  durch 
irgend  einen  Punkt  /i  der  Ebene  Panilleb'  zu  den  Paaren  kon- 
jugirter  Strahlen  dieser   sänuutiiclien   Sirahlsysteme    oder  ver- 
schieben dieselben  parallel,   ohne  sie  zu  drehen,   nach  irgend 
einem  gemeinschaltliclien  ('.entrinn  />'.    DarhiK  h  erhalten  \sir  in 
B  unendlich  viele  auf  einander  lie;^ende  Slrahlsyslenie,  wi'ldie 
die        in  denj«'nigen  Punktsystemen  treneii.  <lie  ihr  in  Hezug 
anl'  alb;  Ke«i(!lschnitte  des  Düschels  zui^elinren.     IMese  Strahl- 
systeme in  />  haben  nun  einen  leielit  zu  erniillchnieu  Ziisamnien- 
hang  mit  eiutNtder.    Legen  wir  namlieh  durch  A'  einen  beliebigen 
llidrskegelschnilt  5?  und  lassen  eines  jener  SlrahlsNsleme  ins  Au^e, 
so  schneidet  jedes  l'aar  konjugirler  Strahlen  dessellien  eine  Sehne 
in  Ü  aus,  welche  durch  einen  lesteii  Piiiikl  /'  i;elil      .*]!;,  und 
uin;,;ekehrt  l)estimnil  <ler  Pinikt  /'  d.is  ganze  Str.dds\stem  in  /». 
indem  jede  durch  J'  gelninde  Trans\ei-sale  den  Ke^els(  hnill  in 
•/.\sr'i  snichen  Punkten  irilU,  dass  ihre  Verbindungslinien  mit  />'  ein 
Piiju-  kmijugirlci-  Strahlen  dieses  Sirahlsystenis  sind;  das  aus  /' 
an  den  Kei>elschnitl      gelegte  Tangentenpaar  liefert  also,  weini 
man  die  Heruhruni^spunkte  mit  Ii  verbindet,  die  Asymptoten  des 
Slrahlsyst»!ms.    Jedes  von  den  nach  H  verlegten  Slrahlsyslemen 
liefert  also  einen  besiunnten  Punkt  /♦  und  der  (hl  der  Punkte  /* 
für  sämmtliche  Strahlsyslenie  in  IJ  kann  dadureh  bestimmt  >s erden, 
ilass  wir  /*  als  den  Pol  derjenigen  Sr-ime  des  Kegelschnitts  Ä 
anl  fassen,  welche  die  beiden  Asymptoten  eines  jener  Sirahlsysteme 
ausschneiden.    Diese  Asym|)tolen  bilden  aber  selbst  ein  eigenes 
Sirahlsystem,  welches  nach  »lern  Punktsystem   .'  .5)  auf     ^  hin- 
gehl.   Diese  Seimen  laufen  daher  durch  einen  festen  Punkt  (t 
und  der  Ort  des  I'uukles  /'  i>t  die  Polare  v<»n  0  in  Dezug  auf 
den  ilrdiskegelsclmitt  ^,  also  ciue  Gerade.    Wir  habcu  hiernach 
zunächst  folgenden  Satz: 

Verschiebt  mau  alle  Strahlsysteme  der  kuujugir* 
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t  e  n  I)  11  r  r  Ii  ni  e s  s  o  r  s ä  in  ni  1 1  i  c  Ii  e  r  Kegels  c  h  ii  i  1 1  e  ein  e s  H  ii  - 
scIjcIs  III  i  l  II  0  i  Im- Ii  a  1 1  II  II  der  ii  rs  p  r  üii  g  Ii  c  lie  ii  15  i  c  Ii  Iii  ii 
ihrer  S  tra  Ii  I  eiipa  n  n;  iiarli  ir^'i-iid  «•inein  I'niikte  /?  der 
P  c  r  i  p  Ii  e  r  i  c  ei  n  es  h  e  Ii  e  Ii  i  g  v  ii  K  c  ^  cl  s  cli  ii  i  1 1  s  ii  ii  d  in  a  c  Ii  l 
sie  coiH  eiil  risrli,  so  hesliiniiien  die  k  oii  jiigi  li  e  ii  Str.ili- 
lenpanre  jedes  Strahlsyslenis  für  sich  solche  Seh- 
nen auf  ^,  die  durch  einen  ruiikl  P  laufen,  und  alle 
solche  Piinkle  die  den  gesa minien  S tra lilsysl einen 
entsprechen,  liegen  auf  ein  und  derselben  Geraden  !B 
(und  erfüllen  dieseihe). 

Schneidet  die  (ierade  ^  den  llülfskegelschnllt  Ä  nichl ,  so 
hesti'lil  das  K eg  elscli  n i 1 1 h ü sc h e I  ans  lauter  llyper- 
heln:  jedes  aus  einem  Pimkle  P  der  (leraden  V  an  ^  ge- 
legte Taiigenlenpaar  herülirt  in  /.wv'i  Punkten,  wriciic  mil  /»' 
verhundeii  die  lUditungen  der  Asymptoten  dieser  lIvpei'lMln  an- 
gehen; da  «ler  P(d  der  (ieradi  ii  ^  in  llezug  auf  M  in  diesem  Fall 
innerhalh  des  Kegelscimilts  iTl  liegt,  so  ist  das  Piinktsyslem  (.r,  ^) 
auf  elliptisch .  oder  d  i  (!  durch  den  Punkt  /?den  Asymp- 
toten sämmtlicher  llypeiheln  des  IJüschels  parallel 
gezogenen  S  t  ra  Ii  I  e  ii  paa  re  bilden  seihst  «'in  ellip- 
tisches Slra  hlsystein.  Perührl  die  (lerade  2  den  Kegel- 
schnitt i?,  s»t  zeigt  dies  an,  dass  alle  Kegelschnitte  des  Ihischels 
•  einen  niKiidlich  -  entfernten  Punkt  gemein  haben,  also  einer  der 
vier  Mittelpunkte  des  Püschels  im  Unendlichen  liegt;  das  Kegel- 
s  c  h  II  i  1 1  h  ü  s(  h  r  I  enthält  in  diesem  Fall  eine  einzige 
Parabel  und  lauter  Hyperbeln;  das  Punktsyslciu  {x,  |) 
auf        ist  parabolisch. 

Schneidet  die  (leradc  2  den  Kegelschnitt  in  zwei  reellen 
Punkten,  so  besteht  das  Kegelschnittbnschel  aus  einer 
(Inippe  Hyperbeln,  einer  (irujipe  Kllipsen  und  zwei 
Parabeln,  welche  jene  beiden  druppen  von  einander  trennen; 
denjenigen  Punkten  P  nämlich,  welche  auf  der  neraden  2  ausser- 
halb des  Kegelschnitts  i\  liegen,  entsprechen  die  IIy|nMbeln  des 
Püschels,  denjenigen  Punkten  P,  welche  innerhalb  ^  liegen,  die 
FIlipsen  und  den  beiden  Schnittpunkten  der  (leraden  ß  mil  ^ 
die  beiden  Parabeln.  In  der  Tbat,  sobald  das  nach  7?  parallel 
verlegt«!  System  «ler  konjugirten  Durchmesser  by|ierbolisch  ist, 
ist  auch  der  zugehörige  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  nnd  sobald 
es  elii|itisch  ist,  eine  Eili[»se;  der  Punkt  P  erzeugt  aber,  wenn 
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er  ausserhalb  ft  lieg:!,  in  B  ein  hyperlKtlisches  Strahlsyslem,  und 
wenn  er  innerhalb  St  liegt,  ein  elliptisches,  daher  Ist  der  ihm 
zugehörige  Kegelschnitt  des  BOschels  im  ersten  Falle  Hyperbel, 
im  zweiten  Ellipse.  Liegt  P  in  einem  der  beiden  Schnittpunkte 
der  Geraden  2  mit  IT«  so  wird  das  StrahUystem  in  B  parabolisch, 
weil  die  beiden  Asymptoten  zusammenfallen,  und  der  zugehörige 
Kegelschnitt  des  B&schels  aus  demselben  Grunde  Parabel,  well 
seine  beiden  Schnittpunkte  mit  zusammenfallen ;  es  giebt  also 
zwei  Parabeln  In  dem  Bflschel.  Das  Punktsystem  {x,  |)  auf 
ist  hyperbolisch  und  die  beiden  Asymptotenpunkte  desselben  geben 
die  Richtungen  der  Azen  der  beiden  zum  Bfischel  gehörigen 
Parabeln  an. 

Da  jeder  Punkt  P  der  Geraden  S  dasjenige  Strahlsystem  In  B 
herforruh,  welches  dem  konjugirten  Durchmesser- Systeme  des- 
jenigen Kegelschnitts  des  Bfischels  parallel  liuft,  welcher  P  ent- 
spricht, und  da  alle  Punkte  Pin  derselben  Geraden  £  liegen,  so 
haben  alle  Strahlsysleme  In  B  ein  gemeinschaftliches  Pam*  koiiju- 
girter  Strahlen,  die  nach  den  Schnittpunkten  der  Geraden  S  mit 
dem  Kegelschnitte  $t  hingehen,  denn  durch  jeden  Punkt  P  gebt 
eben  auch  die  Gerade  2  selbst,  welche  dies  Paar  bestimmt,  also: 

Sftmmtliche  Kegelschnitte  eines  Bfischels  haben 
je  ein  besonderes  Paar  koiijugirter  Durchmesser, 
welches  dieselben  zwei  festen  Richtungen  hat;  diese' 
Richtungen  sind  die  der  Axen  derjenigen  beiden 
Parabeln,  welche  in  dem  Bflschel  ?orkommen;  sie 
sind  also  mit  diesen  selbst  reell  oder  imaginär. 
Hieraus  lassen  sich  die  beiden  Parabeln  eines  Bfischels  finden, 
sobald  dasselbe  durch  irgend  zwei  Kegelschnitte  gegeben  ist  Man 
verlege  in  Irgend  einen  Punkt  B  der  Ebene  zwei  Strahlsysteme, 
welche  resp.  parallel  laufen  den  Systemen  der  konjugirlen  Durch- 
messer der  beiden  gegebeneu  Kegelschnitte,  und  besttmme  das 
gemeinschaftliche  Paar  konjugirter  Strahlen  dieser  betden  con- 
oentrischen  Systeme  [%  16);  dasselbe  Ist  Immer  reell,  sobald  onr 
einer  der  beiden  Kegelschnitte  Ellipse  ist,  oder  falls  beide  Hyper- 
beln sind,  sobald  die  beiden  Asymptoten  der  einen  in  densetben 
Winkelranm  zwischen  die  Asymptoten  der  andern  Ihrer  Richtung 
nach  blnelnfallen;  nur  wenn  die  Asymptoten  dereinen  durch  die 
der  andern  getrennt  werden,  giebt  es  kein  reelles  gemeinschaft^ 
lirhes  Paar  konjugirter  Strahlen,  also  auch  kdne  Parabel. 
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Es  isi  von  besonderem  Interesse,  den  llülfskcgelschiiiU  dahin 
zu  specialisiren,  duss  man  für  ihn  einen  Kreis  annimmt;  dann 
wird  ein  solcher  durch  den  veränderlichen  Punkt  P  gehender 
Strahl,  welcher  Durchmesser  des  Kreises  ^  ist,  densellMm  in 
zwei  Punkten  treflcn,  welche  mit  B  verlninden  die  Axen  des 
zugehörigen  Strahlsystems  geben;  das  Tangenteiipaar  aus  P  an 
den  Kreis  $t  (falls  P  ausserhalb  liegt)  liefert  zivei  Berührungs- 
punkte, die  mit  B  verbunden  die  Asymptoten  des  Strahlsystems 
geben.  Der  Asymptotenwinkel  einer  Hyperbel  ^  wird  aber  durch 

das  VerhSltniss  der  Axen  bestimmt  (§  34)  tg  der 

Winki'l  des  aus  /'  an  den  llültskruis  gelegten  Tangenleiipaars  ist 
alMT  18</'  —  2t>;  iiclitnrn  wir  an,  die  (lerade  ^  [i\vy  Orl  des 
Punktes  P)  [vvWv.  den  Ilrdfskreis  nielil,  also  das  yanze  Krgel- 
s(-hnitll)iis(  licl  bestelle  aus  Ilyperhehi,  so  vcrfindcrt  sich  d<'r  Winkel 
ISO"'  —  Ii»,  oder  sein  NelM-nwinkei  2  i>,  indnii  er  suw  0  (für 
den  unnidlicb-enllernlen  Punkt)  bis  zu  einem  {gewissen  grossesten 
WerUu?  wächst,  wclclier  demjenij^cii  Pimklr  m  der  (iera(b'n  2 
•'nls|)ri(  bl .  der  dem  Kreise  am  naeiisten  lie^l.-also  dem  Fnss- 
|»nnkl  (b's  aus  dem  KreismitlL-lpunkle  auf  die  (lerade  L  gefrilUeii 
Perjtcndikels,  und  ebenso  wieder  von  diesem  Maximumswertlie  bis 
0  abinmml,  wobei  für  zwei  j;leiebweil  von  m  absiebende  Punkte, 
der  Winkel  2  ^,  also  auch  ^  deuselbeu  Werth  auuimnit.  Zwei 

Kegelschnitte,  für  welche  das  Verhältniss  der  Axen  densel- 
ben Werth  h.il  (»tb-r  deren  Asym|»Lolt'ii  denselben  Winkel  bilden), 
heissen  äbniicb.    Wir  scbliessen  also: 

Besteht  das  Kegelscbnittbflschel  aus  lauter  Hyper- 
beln, so  kommt  unter  ihnen  eine  und  (im  Allgemeinen) 
nur  eine  gleichseitige  Hyperbel  vor  (sie  entspricht  dem 
unendlich-entfernten  Punkte  der  Geraden  2),  ferner  eine  Hy- 
perbel, welche  von  der  gleichseitigen  am  meisten  ab- 
weicht (sie  entspricht  dem  Fusspnnkte  m  des  aus  dem  Kreis- 
mittelpunkte  auf  8  herabgelassenen  Perpendikels),  d.  b.  eine 
solche,  für  welche  das  Verhiltniss  der  Axen  einen 
Haximumswerth  hat;  ausserdem  besteht  das  BQschel 
aus  Hyperbeln,  welche  paarweise  ähnlich  sind  (indem 
je  zwei  Punkte,  welche  von  m  gleich  weit  abstehen ,  zweien  Hyper- 
beln entsprechen,  deren  Asymptoten  denselben  Winkel  mit  ein- 

18* 
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ander  bilden).  KrcijU'nct  rs  sich  inshosoncicr«*,  dass  die 
ficrade  ^  '^am  im  Tno  iidliclioii  liegt,  mit  zusam- 
menfällt, so  bestellt  das  ganze  |{  Ose  hei  aus  gl  eichsei - 
ligen  Hyperbeln;  die  I jnienpaarc ,  welche  in  dem  Büschel 
vorkommen  (eines  oder  <lrei),  müssen  je  ein  I*aar  rechtwinklige 
Strahlen  sein ;  also  wenn  die  vier  Mittelpunkte  reell  sind,  müsseo 
sie  so  liegen,  dass  jeder  der  Ilöhenpunkt  des  von  den  drei  an- 
dern gebildeten  Dreiecks  ist  (§  38). 

Nehmen  wir  anderseits  an ,  die  Gerade  i'  treffe  den  Kreis  St 
in  zwei  reellen  Punkten,  so  besteht  das  Kegclsctmittbüschcl  aus 
Hyperbeln ,  Ellipsen  und  zwei  Parabeln.  Einem  Punkte  /♦  inner- 
lialb  des  Kreises  entspricht  eine  Ellipse;  derjenige  Durchmesser 
des  Kreises,  welcher  durch  P  geht,  schneidet  in  zwei  Punkten, 
die  mit  B  verbunden  die  Axen  des  Strahlsystems  geben,  welche 
den  Axen  des  Kegelschnitts  parallel  lanTen;  die  durch  den  Punkt 
P  (innerhalb  des  Kreises)  gehende  kleinste  Sehne  des  Kreises, 
welche  auf  dem  Durchmesser  senkrecht  steht,  schneidet  in  zwei 
Punkten,  die  mit  B  verbunden  Strahlen  geben,  welche  den  glei- 
chen konjugirteU  Durchmessern  der  Ellipse  parallel  laufen  (§  33), 
denn  die  Winkel  zwischen  den  gleirbrn  konjugirten  Durchmessern 
werden  halbirt  durch  die  Axen  und  der  Winkel  ^  zwischen  den 
gleichen  konjugirten  Durchmessern  viird  bestimmt  durch  das 


das  Paar  gleicher  konjugirler  iMurlimcsser  denselben  Winkel  cin- 
schliessen,  heisscn  daher  älirdicli .  w<!il  das  V'erlifdlniss  der  Axen 
dasselbe  ist.  Dezeicbnen  wir  nun  <lie  Scliniltpniiktc  der  (ie- 
raden  1^*  mit  dem  Kreise  ^  durch  p  und  q,  so  enLsprcchen  den 
Punkten  zwischen  p  c\  in  dem  Düscbel  Ellipsen  und  unter  diesen 
wird  diejenige,  welche  dem  Mittelpunkte  m  zwischen  p  \\  ent- 
sprirlit,  <len  grosslen  Werth  des  Axcnverbnlüiisses  liefern,  «1.  h. 
dem  Kreise  am  niiclislen  kommen;*)  zwei  solchen  Punkten,  die 
gleichweit  von  m  abstehen,  entsprechen  zwei  äbaUchc  Kegel- 
schnitte; wir  schliessen  also: 


*)  Vgl.  Stoinor:  Auflösung  ciuer  gcometnächcn  Aufgabe,  in  Crcl- 
Ie*a  Jonrnnl  für  Hathfiinatik ,  Bd.  II  Seite  64,  und  „Vermiselite  SKts« 
und  Aufgaben'*  von  J.  Steiner  im  56.  Bde.  des  Crel1e-Borchiurdt*se%eii 
Jonrnitls,  Seile  372. 


Zwei  Ellipsen,  bei  denen 
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Ii  e  s l  e Ii  t  (1  a  s  K  r  e  I  s c  Ii  ii  i  1 1 1»  ü  s c  Ii  e  I  aus  e  i  n  e  r  (i  r  ii  |i  p  c 
von  Kl  Ii  psi;  II  uikI  r  i  ii  im- (i  r  up  [»  c  von  II  y  ptT  bei  n ,  wi'lclie 
du  I  T  Ii  zwei  P.n  abcln  von  einander  getrennt  werden, 
so  giebl  es  un  t  e  r  d  e  n  K I  Ii  ps  e  n  eine  bestiinmte,  welche 
sich  dem  Kreise  am  ni(>isteii  nähert;  ihre  ^'h  ic  lien  k(tn- 
jufjirlen  Dun  Ii  messe  r  sind  parallel  (h'nijenigen  Paar 
konjugir t»:i-  Ihn  (  lime sser,  welches  für  alle  Kegel- 
schnitte des  Uli  seil  eis  dieselben  Richtungen  hat,  oder 
d  e  n  A  x  e  ii  d  e  r  b  e  i  d  e  n  i  m  W  fi  s  c  hei  enthalt  e  n  e  n  P  a  r  a  b  ein; 
sie  entspricht  der  Mille  m  der  Sehne,  welche  die  (ierade  L  im 
Kreise  ausschneidet;  je  zweien  Punkten,  die  gleich  weit  von  m 
abslt'licii,  entsprechi'n  zwei  ähnliche  Kegelschnitte  des  l{üs<  liels 
und  zwar  zwei  Ellipsen  oder  zwei  Hyperbeln,  je  nachdem  jciu- 
Punkte  iufierhjlh  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegen,  so  dass 
also  die  K  e g  e  I  s  c  h  n  i  ( t  e  des  Büschels  paarweise  ii  Ii  ii  1  i  c  b 
sind,  aber  nicht  ähnlich  liegen;  in  d e m  IJ ii s c lie I  k o m  m I 
nur  eine  einzig»'  g  I  ei  ch  s  ei  Ii  g  e  II  y  p  e  r  b  e  I  v  or ,  welche  dem 
unendlich-eiilleriiicii  Punkte  der  Geraden  ^  entspricht,  (lebt  die 
(ierade  V  insbesoiidt  rc  durch  den  Mittelpunkt  des  IlfiHskreises, 
so  beliiidet  sich  ein  Kreis  in  deniHfischel,  welcher  dem 
Mittelpunkte  des  Ifülfskreises  entspricht.  Ks  muss  also  die  eben 
genannte  Bedingung  erffdlt  werden,  damit  unter  den  Keuel^ichnil- 
len  des  Hüschels  ein  Kreis  vorkomme;  sind  die  viei-  .Mittt  lpnnkte 
des  Büschels  rei  ll,  so  kommt  sie  mit  der  nberein,  welche  aus 
den  Kiementen  bekannt  ist  für  die  Lage  von  vier  Punkten  auf 
einem  Kreise.  Sie  stiminl  mit  der  in  38  gefundenen  überein: 
Damit  untei  <len  Kegelschnitten  eines  Büschels  ein 
Kreis  v o r k o ni  m e ,  in ü s s e n  die  A x e n  d e r  b e i d e n  Para- 
beln, welche  das  Büschel  entliäll,  auf  eiiiauder  senk- 
recht stehen. 

Ausser  diesem  ein^n  Kreise  kann  in  dem  Kegelschoiltbüschel 
kein  zweiler  vorkommen ;  dies  steht  im  scheinbaren  Widerspruch 
mit  dem  früheren  Krgebniss,  dass  das  Kegelschnittbüschel  durch 
zwei  beliebig  anzunehmende  Kegelschnitte  vollständig  beslimuil 
wird;  es  hindert  uns  nämlich  nichts,  zwei  Kreise  für  die  das 
Büschel  beslinimenden  Kegelschnitte  zu  wäbleu.  In  diesem  Falle 
wird  das  eine  Slrahlsystem  in  B  ein  Kreissyslem  (sämnitlidie 
Paare  rechtwinkliger  Strahlen),  der  zugehörige  Punkt  P  also  der 
Miltelpuukl  M  des  iiülfskreises  $ti  das  iweile  Slrahlsystem  in  B 
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wird  aber  auch  ein  Kreissystein,  also  identisch  mit  dem  vorigen; 
der  zugehörige  Punkt  P  räilt  daher  wieder  mil  M  zusammen  und 
diese  beiden  in  M  zusammenfallenden  Punkte  P  bestimmen  gar 
keine  Gerade  welche  als  der  Ort  slimnillicher  Punkte  P  an> 
zusehen  wäre.  Wir  sehen  nun  anderseits,  dass  auch  auf  die 
den  beiden  Kreisen  zugehörigen  Punktsysteme  identisch  werden, 
also  ilue  (imaginären)  Asymptotenpunkle  nothwendig  als  gemein- 
schaftliche Punkte  der  beiden  Kreise  aufgefasst  werden  müssen. 
Das  JJüschel  hat  daher  auf  zwei  Mittelpunkte,  die  beiden  un- 
endlich-entfernten imaginären  Kreispunkte  {%  35,  Anmerkung), 
und  da  alle  Kegelschnitte  des  lifischels  durch  dieselben  vier  Mit- 
telpunkte gehen,  so  muss  das  Punktsystem  auf  für  alle  das- 
selbe sein,  also  sie  sind  in  diesem  Falle  sinnmllich  Kreise:  Kom- 
men z NN  (' i  K !•  e i se  in  ei n en»  K e gel s c h ii i 1 1 h ii s (  h e I  v  or,  so 
bestellt  dasselbe  ans  lauter  Kreisen  und  diese  bilden 
die  aus  den  Elementen  bekannte  Kreissriiaar  mil 
reeller  oder  ideeller  gemei  nscliall  lieber  SeKanle.  |»ie 
nnendlirli-eiiMernle  Gerade  (r_^  ist  selltst  als  eine  itleeile  gemein- 
schaftliche Sekante  aller  Kreise  anzusehen  uml  macht  den  einen 
Tlieil  des  einzigen  in  dem  Ilüschel  enihaltenen  Linienpaars  ans, 
dessen  anderer  Tluil  die  endliclie  gemeinschaftliche  Sekante 
(Potenzlinie  der  Kreisschaar)  ist.  hie  Kreisschaar,  «el(  lie  passen- 
<ler  Kreisliüschel  genannt  wcrd»  n  nnisste,  zeigt  sich  also  hier  als 
spccieiler  1  all  des  KegelschnitllMischels. 

Dieselbe  Demerkung  fuhrt  zugleich  zu  einem  allgemeineren 
Itesnilat,  nämlich:  In  dem  K  eg  eise  liniltbüs  che  I  sind  im 
Allgemeinen  keine  zwei  Kegelschnitte  ahn  lieh  und 
a  Ii  ti  1  i c h - 1 legend ;  kommen  insbesondere  zwei  ähn- 
liche und  äh  II  lieb  -  liegende  Kegelschnitte  in  dem- 
S('ll»cn  vor,  so  besteht  das  ^anze  Düse  bei  ans  ähn- 
liehen  K  e  g  e  I  s  c  h  n  i  1 1  e  n  n  ii  il  li  a  t  /  w  e  i  seiner  iM  i  1 1  e  I  p  u  n  k  l  e 
auf  der  n  n  e  n  il  11  c  h  -  e  n  l  fe  r  n  I  e  n  (it-iaden  sind  diese 

beiden  reell,  so  bestellt  das  Du  sehe  I  ans  lauter  ähn- 
lichen Hyperbeln;  sIihI  sie  imaginär,  ans  lauter  ähn- 
lichen F>llips«'n  .  inslii  sondere  Kr<5isen  ;  je  zw  ei  h  egel- 
schnitle  des  Diischels  sind  in  diesem  Fall  ähnlich  und 
ähnlich  -  liegend. 
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S  43.  Entstehung  der  Kegelsofanittsohaar  aus  der  geraden 

Punktreihe. 

Ehfi  wir  in  dtü*  liUeisucliung  des  Kfgelschniltlnhs«  hcls  weiler 
roiisclireifcii .  ist  »;s  angemessen,  das  polare  Niljcn^M'liilde  des- 
selben, ili<:  k  egelsclniit  tsf  haar,  d.  Ii.  sfiinnitliclie  Ke^^el- 
sthnille,  \>elclie  diesollH-n  vier  jiemeiiisclKiriMclirn  TanjjMMilen 
lialn'ii,  iiiilier  ins  Auge  zu  fassen.  Alle  llt'lr.i(lituiij.;eii  und  Knl- 
slelnuij^sartcn  ilrs  KegelsrhuiUhusrhcIs,  wi-lclie  in  den  3-^  42 
auseiuaudi'igt'St'lzt  sind,  und  alle  dort  erl.uiylen  Hesullati'  und 
Kigenscliaflen  liab«-n  ihre  analogen  hei  der  KegelschnilLsehaar  und 
es  ist  ohne  Schwierigkeit,  «liese  Analogie  >»dist;indig  herzustellen 
nach  den  uns  bereits  bekannten  IMinzipien.  Wir  werden  daher 
diese  l'ebcrlraijunj;  oder  Wiederholung  hier  uiili'i  lassen  und  uns 
darauf  bi'selirank»'n ,  nui-  die  Kegelselmillsi  haar  mit  \i<'r  reellen 
genieinscballii»  lien  Tangenlen  ans  der  geraden  Punklreihe  (analog 
■ij;  l^»s!i  enlstrhen  zu  lassen,  wobei  wir  besonders  die  abweichen- 
den  L  mstainh*  angehen  \\ ollen. 

ISehmen  wir  zwei  gcnade  Träger  '51  und  in  der  Khene 
an  nn<l  einen  iieliehigen  Punkt  //  als  den  l'rojeklionspunkt  zweier 
perspeklivisch  liegenden  l'unklreihen  auf  diesen  Trägern,  so  he- 
slinnnl  derselbe  diese  beiden  pn^jeklivisrhen  Punktreihen  auf  den 
Trägern  5151,  der  Art,  dass  in  «lern  Schnittpunkte  (51,  5l,  'z^^el 
entsprechende  Punkte  e  c,  vereinigt  liegen;  denken  wir  uns  nun, 
iiaehdeu)  diese  Ihziehung  durch  den  Punkt  //  hergestellt  ist,  die 
Träger  fest,  aber  die  beiden  auf  ihnen  helindlichen  Pnnklreilien 
Uli)  zwei  beliebige  Strecken,  ohne  die  Heziehung  in  sich  zu  än- 
dern, auf  den  resj).  Trägern  veiscludjen,  so  wird  dadurch  di«; 
vorige  perspektivische  Lage  aufgehoben  und  das  Krzengniss  der 
lieiden  pn»iekli\ischen  Punklreihen  wird  ein  Kegelschnitt,  welcher 
die  Träger  %  5(,  zu  Tangenten  hat  und  n»u-h  eine  dritte  leicht 
angebbare  Tangente,  nämlich  den  Verbindung.sstrahl  derjenigen 
beiden  I'unkle  der  Träger  nach  der  Verschiebung,  welche  vor- 
her im  Schnittpunkte  c  c,  vereinigt  waren.  Diese  bestinnnte 
Gerade  ist  nur  von  der  (irösse  und  Hichlung  der  „Schieb- 
gtrecken"  abhängig,  nicht  von  der  Lage  des  Projeklions- 
punktes  B.  Verändern  wir  also  die  Lage  des  Punktes  ^i.*  in  der 
Ebene,  so  erhalten  wir  dadurch  hnmer  neue  Kegelschnitte  bei 
derselbeu  Verschiebung  und  sänimtliclien  Punkten  B  der  Ebene 
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entsprechen  unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche  dieselben  drei 

festen  Tangenten  haben 


% 


(Fig.  61)  oder  demselben  Drei- 
sen einbeschrieben  sind.  Dies 
ist  eine  doppelte  Unendlich- 
keit oder  eine  Schaar -Schaar 
von  Kegelschnitten.  Lassen 
iwir  B  nur  die  slmmtKchen 
Punkte  einer  Geraden  2  durch- 
laufen, so  werden  die  beiden 


Schnittpunkte  der  Geraden  8  mit  9[  und  9[|  ein  Paar  entspre- 
chende Punkte  b  und  b|  sein,  wo  Obrigens  anch  ^  auf  8  liegen 
mag;  nehmen  nach  der  Verschiebung  b  und  b|  die  Lagen  b*  und  b*i 
an,  so  ist  der  Verbindungsstrahl  bH\=8*  eine  Tangente  für 
alle  Kegelschnitte,  welche  den  Punkten  S  auf  der  Geraden  2 
entsprechen;  aus  einer  geraden  Punktreihe  entsteht 
also  eine«  Kegelschnittschaar  mit  vier  festen  Tßn- 
genten  (^^,  C^S*}  und  diese  Kegelschnitlschaar  ist  von  einfacher 
Unendlichkeit,  d.  h.  gleich  mftchtig  mit  den  unendlich -vielen 
Punkten  einer  Geraden. 

Um  zu  wissen,  ob  ftlr  eine  bestimmte  Lage  von  B  der  dnrch 
die  Verschiebung  entstehende  Kegelschnitt  Ell! i»*  ,  ]|y|H>rbel  oder 
Parabel  wird,  suchen  wir  dlcjcni^^en  beiden  Punkte  a  und  bi  auf 
den  Trägern  It  und  auf,  welche  nach  der  Verschiebung  in 
den  Schnittpunkt  der  Triger  hineinfallen;  ae  und  t>,ei  sind  also 
die  Schlcbstrecken  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  und  durch 
diese  sind  die  Punkte  a  und  b|  gegeben;  die  Verbindungslinie  ab| 
sei  die  Gerade  &;  durch  die  drei  Geraden  (und  die 

unendlich -entfernte  Gerade  G^)  zerföllt  die  ganze  Ebene  in  sieben 
Räume,  den  endlichen  Dreiecksraum,  die  drei  den  Ecken  an- 
liegenden unendlichen  Wlnkelräumc  und  die  drei  den  Seiten  an- 
liegenden unendlichen  Räume;  es  wird  sich  nun  zeigen,  dass, 
wenn  der  Punkt  B  in  einem  der  vier  ersten  Räume  liegt,  der 
pnts|irechendc  Kegelschnitt  eine  Ellipse  wird,  wenn  ^dagegen  in 
einem  der  drei  letzteren  liegt,  derselbe  eine  il]fperbel  wu*d  und 
dass  die  Uebergänge  in  eigenlhAmllcber  Welse  durch  die  vier 
begrenzenden  Geraden  ^  &  ®^  vermittelt  werden.  Wir  be- 
dörfcn  zu  die:>tem  Nachweis  der  in  §  26  erörterten  Kriterien, 
welclie  eiiüiclieidc'n ,  wann  der  durch  zwei  projektivische  Punkt- 
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reihen  eneugte  Kegdschnilt  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Der  von 
iwei  projektivischen  Punktreihen  erzeugte  Kegelschnitt  ist  nämlich 
Ellipse,  wenn  auf  jedem  der  beiden  Träger  (oder  einem,  was 
anareichend  ist)  der  den  vereinigten  Punkten  entsprechende  (Be- 
röhrungspunkt)  innerhalb  der  Strecke  liegt  zwischen  dem  Schnitt- 
punkt der  Träger  und  den  Durclischnittspunkten  der  Parallel- 
strahlen (t  und  q,),  dagegen  Hyperbel,  wenn  er  ausserhalb  dieser 
Strecke  liegt   Sind  also  (Fig.  62)        die  beiden  TrSger  und 


®  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Pnniitr  a  und  b, ,  welcbc 
nacb  der  Verschiebung  in  den  Schnitt|iunkt  der  Träger  gelangen, 
so  Mird,  wenn  Ii  H.  in  einem  der  Scbeilelräume  (<•)  liegt,  der 
Strahl  Bei  in  a,  die  Gerade  51,  Irellen  und  der  Parallelslrahl  zu 
51  in  q,,  a,  abrr  nollnvrrulig  zwischen  b,  liegen,  was  denn 
natürlich  auch  nach  der  Verschiebung  der  rall  isl;  a,  aber 
der  entsprechende  zu  deni  im  Sclmilfpunktc  51,)  bclindlichen  a, 
also  der  Ilerühnuigspuukt  des  erzcnj^lcn  Kegelschnitts;  roijilich 
ist  dieser  eine  KIlipse,  wrii  a,  zwiscIhmi  b,v],  liegt.  In  gleicher 
>Veise  lehrt  die  unnullclbare  Ansdianun^- .  dass,  wenn  H  in  einem 
der  vier  liäume  [r)  liegt,  der  Ke;j:el.-Mhuitt  immer  Elli[»se  wird, 
und  weiui  Ii  in  einem  tler  drei  rdui;,'cn  Häume  (ä)  liegt,  der 
Kegelsehnilt  Hyperbel  wird.  Wenn  nun  insbesondere  B  in  die 
ilerade  bineinrälll,  so  werden  a  und  b,  entsprechende  Punkte, 
welche  also  nach  der  Verschiebung  in  den  Schidttpunkl  5t,  5(,) 
bineinlallen;  in  diesem  lalle  werden  mm  die  beiden  projek- 
tivischen  i'unktreiheii  auch  nach  der  Verschiebung  |)erspeklivisch 
bleiben,  also  alle  Projeklionsstraiilen  durcii  einen  Punkt  laufen; 
der  Ke^^elsehnitt  löst  sich  also  in  diesem  rebergaiigsralle  in 
ein  Punkteujtaar  auf:  j»'nen  Projeklionspunkt  und  den  Schnitt- 
punkt [%,  5(|),  und  dies  l*unktcnpaar  ist  in  der  That      2Cj  als 
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ein  Uebergang  Ton  KJlipse  zu  Hyperbel  anzusehen,  iod^  die 
Verbiiidun<,'sstn'rkc  /\\is(  t)eri  den  i>eiden  Punkten  als  unendlicli- 
i^cbuiale  Ellipse  odiT  die  beiden  unendlichen  Strecl(eo  auf  der 
Verbindungsiiniu  beider  Punkte  ausserbaUi  derselben  als  unendlicb* 
schmale  Hyperbel  uufgefassl  werden  können,  also  der  Kegelscbnitl 
gJeicbieitig  Ellipse  und  Hyperbel  ist.  Derselbe  UebergangsTall 
tritt  nun  auch  auf,  wenn  D  insbesondere  in  einen  der  bcsden 
Träger  %  oder  bineinfällt,  indem  die  projektivisohe  Beilehniig 
den  besonderen  parabolischen  Charakter  annimmt  ($  19a));  fillt 
nämlicb  B  in  %  hinein,  so  entspricht  allen  Punkten  der  Geraden  V, 
der  ebzigc  Punkt  B  der  Geraden  91  und  allen  Punkten  der  Ge- 
raden  %  der  einzige  Schnittpunkt  %)  der  beiden  Triger  in 
der  Geraden  diese  Beziehung  bleibt  nach  der  Verschiebung 
ungeändert  und  der  Kegelschnitt  lOst  sich  also  in  dasjenige  Punkten- 
paar auf,  welches  von  dem  Schnittpunkt  (9(9li)  und  dem  Punkt  B 
nach  der  Verschiebung  eingenommen  wird;  ein  Gleiches  tritt  ein, 
wenn  der  Punkt  B  auf  dem  andern  Träger  9[,  liegt  Die  Punkte 
B  der  drei  abgrenzenden  Geraden  9C9(i(Sl  liefern  also  sSmmtlich 
Kegelschnitte  welche  in  i*unktenpaare  ausarten.  Gs  bleiben 
noch  diejenigen  Punkte  B  zu  untersuchen,  welche  auf  der  vierien 
begrenzenden  Geraden  liegen;  hier  tritt  eüi  anderer  Ueber- 
gang  von  Ellipse  an  •  Hyperbel  auf,  nämlich  durch  die  Parabel. 
Sobald  B  im  Unendlichen  liegt,  wird  die  Beaiehung  der  beiden 
Träger  projektivisch  ähnlich  und  dieses  muss  auch  nach  der 
Verschiebung  bleiben,  weil  die  entsprechenden  unendlich -ent- 
fernten Punkte  im  Unendlichen  bleiben;  das  Erzeugniss  nach  der 
Verschiebung  wkd  also  eine  Parabel  ($  26)  und  filr  alle  Punkte  B 
der  unendlich -entfernten  Geraden  wird  also  der  durch  die 
Verschiebung  hervorgehende  Kegelschnitt  allemal  eine  Parabel; 
diese  sämmtlichen  Parabeln  bilden  einen  l>esonderen  Fall  der 
Kegelschnittscbaar  von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten,  die 
Parabelschaar;  sie  haben  nämlich  die  drei  ganeinschafUicbeB 
Tangenten  und  ausserdem  selbstverständlich  G^  zur  vierten 
gemeinschaftlichen  Tangente.  "Wir  könnten  noch  die  spedetten 
Fragen  erOrtem,  für  welche  l*unkte  1?  in  der  Ebene  wird  der 
durch  die  Verschiebung  hervorgehende  Regelschnitt  ein  Kreis  und 
eine  gleichseitige  Hyperbel;  die  erste  Frage  wird  a  priori  aus 
bekannten  Elementarsätzen  dahin  beantwortet  werden  können,  dass 
es  nur  vier  Punkte  B  in  der  Ebene  giebt,  fflr  welche  die  pro- 
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jtktifische  Benehang  der  Arl  wird,  daas  nach  der  Veracbiebung 
ab  Eneagnisa  der  Kreis  auftriu.  da  es  bel^annUiclt  nur  vier  Kreise 
giebt,  welche  die  drei  Geraden  au  Tangenten  halben;  aus 

unserem  in  $24  angegeben  Kriterium  für  die  Eneuguiig  des 
Kreises  durcli  projekiNsche  Punktreihen  würde  dieses  Resnltat, 
wenn  auch  etwas  umstAndtich»  ebenfalls  hervorgehen;  die  iweite 
Flage,  wo  der  Punkt  B  liegen  muss,  damit  nach  der  Verschiebung 
das  Erzeugniss  eine  gleichseilig«;  Hyperi»el  wird,  ist  mit  Hülfe  des 
io  §  26  angegebenen  Kriteriums  för  die  Enceiigung  der  gleich- 
seitigen liyperbei  durch  projektivisclie I*unktreihen  au  beantworten; 
es  zeigt  sich,  dass  der  Ort  fikr  solche  Punkte  1^  ein  Kreis  wird, 
der  eine  eigenthömliche  Lage  in  der  Ebene  hat  Zieht  man 
närolich  durch  die  Ecken  de^t  von  den  drei  Gferaden  9t.  %i  und  ® 
gebildeten  Drelseits  Parallele  zu  den  Seiten,  so  bilden  diese  ein 
neues  Dreieck;  der  dem  letzteren  konjugirte  Kreis  ist  der  Ort 
des  Punktes  B,  d.  h.  derjenige  Kreis,  liU'  welchen  die  Ecken 
dieses  Dreiecks  ein  Tripel  konjughler  !*nnkte  sind  {%  30);  der 
H6henpunkt  des  Dreiecks  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  und 
das  Quadrat  des  Radius  gleich  dem  konstanten  Rechteck  aus  den 
Abstanden  des  Höhenpunktes  von  je  einer  Ecke  und  der  gegen- 
öberiiegcnden  Seite  des  Dreiecks;  dieser  Kreis  ist  aber  nur  reell, 
d.  h.  das  Quadrat  des  Radius  positiv  (oder  die  beiden  Abseimitte 
auf  jeder  Höbe  gleich  gericlitet) ,  wenn  das  Dreieck  stumpfwinklig 
ist;  der  Ort  des  Punktes  B  ist  also  auch  nur  dann  ein  reeller 
Kreis,  wenn  das  von  den  drei  Geraden  gebildete  Dreiseit 

stumpfvrinklig  ist.  Dieses  Resultat  tritt  alier  hier  nicht  so  un- 
mittelbar herv<Mr,  sondern  folgt  erst  aus  einer,  wenn  auch  elemen- 
taren, dorh,  wie  es  scheint,  uneri<is8liclien  Rechnung;  wir  ziehen 
es  daher  vor,  dasselbe  erst  an  einer  späteren  Stelle  nachzu- 
weisen (S  44),  wo  es  leichter  sich  ergiebt.  Um  nun  eine  Kegel- 
schnittschaar von  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  erhalten, 
haben  wir  den  Projektionspunkt  B  eine  Gerade  %  durchlaufen  zu 
lassen.  Die  Gerade  S  muss,  wie  sie  übrigens  auch  In  der  Ebene 
liegen  mag,  im  Allg<>ineinen  in  zwei  elliptischen  Rilnmen  {e)  und 
9wei  hyperbolisclien  Räumen  (A)  enthalten  sein  \V\^.  <32i,  denn 
durch  die  drei  Geraden  'il^(,  ®  und  werden  vier  Punkte 
auf  ihr  Uxirt,  zwischen  denen  vier  Strecken  liegen;  zwei  von 
diesen  gehören  den  elliptisclien,  die  beiden  andern,  dazwischen 
liegenden,  den  hyperbolischen  Räumen  an;  den  drei  Schnittpunkten 
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der  Geraden  8  mit  deo  Geradeo  geliören  insbesondere 

Kegelsclinitle  za,  welche  sich  In  Punklenpaare  anfUtaen;  dem 
unendlich- entfernten  Punkt  der  Geraden  2  ents|Miclil  die  efniij^ 
Parabel,  welche  in  der  Kegelschnittschaar  forkommt  Also: 

Die  sSmmtlichen  Kegelschnitte  einer  Schaar  von 
vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  zerfallen  in  zwei 
Gruppen  von  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  von  llyper- 
beln,  die  mit  einander  abwechseln;  der  Uebergang  von 
einer  Gruppe  zu  einer  andern  geschiebt  drei  Mal 
durch  ein  Punktenpaar  (die  drei  Paar  Gegenecken  des 
von  den  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  gebil- 
deten vollstSndigen  Vierseits)  und  ein  Mal  durch  eine 
Parabel,  die  einzige,  welche  im  Allgemeinen  in  der 
Kegelschnittschaar  vorkommt. 

Bemerken  wir.  dass  die  beiden  durch  den  Projektionspunkt  B 
parallel  zu  %  und  9|  gezogenen  Projektionsstrahlen  in  den  Punkten 
r  und  q,  dieselben  treffen  und  dass  diese  Punkte  nach  der 
Verschiebung  ihre  Eigenschalt  behalten,  Durchschnitlspunkte  der 
Parallelstrahlen  zu  sein  oder  den  unendlich -entfernten  Punkten 
zu  entsprechen,  so  erkennen  wir,  dass,  während  ^  die  Gerade  8 
durchläuft,  die  Punkte  x  und  (||  zwei  projektivisch  ähnliche  Punkt- 
reihen  beschreiben ,  ihre  Verbindungslinie  (nach  der  Verschiebung) 
also  eine  Parabel  umhOUt;  denken  wir  uns  nach  der  Verschie- 
bung die  Parallelstrablen  hergestellt,  welche  sich  in  treffen 
mögen,  so  wird  der  Punkt  B*  zu  den  Geraden  %  und  dieselbe 
relative  Lage  haben  müssen,  wie  der  Punkt  B  zu  zwei  durch 
a  und  hl  gezogenen  Parallelen  mit  %  und  9ti,  denn  diese  geben 
nach  der  Verschiebung  in  %  und  V,  aber;  wenn  also  B  eine 
gerade  Unie  S  durchläult,  so  muss  auch  nach  der  Verschiebung 
B^  eine  bestimmte  Gerade  durchlaufen,  welche  zu  9t  und  9|  die- 
selbe relative  Lage  hat,  wie  Z  zu  jenen  beiden  durch  ht  und  a 
gedachten  Parallelen.  Nun  ist  B^  immer  die  Ecke  eines  dem  Kegel- 
schnitt der  Schaar  umschriebenen  Parallelogramms,  dessen  zwei 
Seiten  die  festen  Tangenten  %  und  V|  sind;  die  Verbindungs- 
linie ihres  Schnittpunktes  t  M  mit  B^  wird  also  halbirt  durch  detk 
Mittelpunkt  itf  des  Kegelschnitts,  welcher  dem  Parallelogramm  ein* 
beschrieben  ist,  und  da  B^  eine  gerade  Linie  durchläuft,  so  rauss 
auch  ilf  eine  Gerade  durchlaufen,  die  jener  parallel  ist,  aber  halb 
so  weit  von  e(e|)  absteht,  als  sie;  wir  schliessen  hieraus: 
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1)  i  e  M  i  1 1  e  I  [> u  n  k  t  e  s  ä  m  in  ( I  i  c  Ii  e  r  K  o  e  I  s  c  Ii  n  i  1 1  e  einer 
Sriiaar  von  vier  g enic in s«;  Ii  a f 1 1  i c In- n  T a iig c n t«' n  liegen 
in  oiner  Geraden,  welelie  ins  he  sondere  aiicli  die  Mil- 
leljjiinkte  <ler  drei  Diagonalen  des  \oiv  den  vier  ge- 
raeinst ha  l't  Ii  c  lien  Tangenten  gehildelen  vollständigen 
Vierseits  enthält  (was  schon  ffir  sich  ein  hekaiinter  elemen- 
tarer Satz  ist).  Diese  Mittei|nniktsliiiie  zcrf'.illl  (IiiitIi  die  drei 
iMilten  der  Diagtnialen  niid  den  nnendlich- enirernlcii  l^iiikt,  den 
Miltcipnnkt  der  einzigen  Parahel  der  Schaar,  in  vier  AhschniUe, 
welche  ahwechselnd  die  Milteipnnkte  der  heiden  (Inippen  von 
Ellipsen  und  die  Mittelpunkte  der  heiden  Ciruppen  von  iJyperheln 
enllialten. 

Dieseihe  |{etra(  lilnng,  ans  welcher  di«'  Kegt  Isrliiiillsi  haar  ent- 
sprang, zeigt  auch,  wie  die  I{erfihningspii!iklc  eines  Kegelschnills 
der  Schaar  an!  zweien  gemeinschafllichen  Tangenleii  sich  \ei- 
ändern;  denn  Fig.  02  zeigt,  dass  /?a  und  P[\  die  Herfihrungs- 
punkle  a,  und  b  hesliininen.  also  wenn  /?  eine  (liTade  ^  dnrcli- 
lanll .  so  heschreilien  vi//  und  b, />  zwei  j)crspekli\ Ische  Slralil- 
hüschel.  mithin  a,  tind  b  zwei  projektivischc  Pnnktreihen  anf 
5(  nnd  %^,  welche  nach  der  V<'rs(  hiehnng  in  perspeklivische  Lage 
gelangen,  weil  auch  a  nnd  b,  zwei  entsprechende  Punkte  dieser 
beiden  projeklivischen  Punktreihen  werden  und  diese  I'unkte 
nachher  in  den  S<  hnilt|)nnkt  (9191,)  hineinfallen.  Also: 

Die  llcrülirnngssehnen  sämnitli(  her  Kegelschnilte 
einer  Schaar  von  vier  1  e  s  t  e  n  T  a  n  g  e  n  l  e  n  mit  i  r  g  e  n  d 
zwei  der  letzteren  laufen  <lnrch  einen  festen  Punkt 
n  n  d  z  w  a  r  eine  n  d  e  r  d  r  e  i  D  i  a  g  o  n  a  I  p  u  n  k  l  e  (Kcken  des  von 
den  niagonaleu  gebildeten  Dreiseits};  dies  lässl  sich  aucli  so  aus- 
sprechen : 

l'assl  man  hei  einer  K  egelschnitlschaar  von  vier 
festen  Tangenten  die  nerührungspnnkle  ins  Ange. 
welche  <ler  ver  Ti  n  d  e  r  I  i  c  Ii  e  Kegelschnitt  mit  irgend 
zweien  von  <leii  vier  festen  Tangenten  i^emein  hat. 
so  bilden  dieselben  zwei  projekti  visclx!  Pnnklr  eilten 
welche  [)ersp  ek  Ii  v  iscli  liegen;  ihr  Pr  o  jek  tio  nspn  n  k  t 
ist  im m e r  e i n e r  der  drei  D i a g o n a I p u n k  t e  iJ  e s  voll- 
ständigen Vierseils,  welches  die  vier  gemeinschaft- 
lichen T  angenten  hilden. 

Dieser  Sat/  ist  der  analoge  von  dem  im  Anfange  des  38 
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gefoodenen  und  kano  ebenso  wie  jener  aus  den  Eigenschalten 
des  einem  Kegelschnitte  umschriebenen  Vierseils  (§§  2S,  27)  ab- 
geleitet werden;  hier  erkennen  wir,  dass  jede  Ton  den  Be- 
rfibrungspunkten  gebildete  Punktreihe  zugleich  projektirisch  ist 
mit  der  erzeugenden  Punktreihe,  welche  B  auf  der  Geraden  2 
durchläuft. 

Es  bleibt  noch  der  besondere  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  dass 
die  Gerade  S;  welche  der  Projektionspunkt  durchläuft,  die  un- 
endlich-entfernte Gerade  ist;  in  diesem  Falle  wird  die  pro- 
jektivische  Beziehung  immer  eine  projekUTiscb-ihnliche,  also  nach 
der  Verschiebung  sind  die  entstehenden  Kegelschnitte  sSromtllch 
Parabeln,  also:  Wenn  in  einer  Kegelschnittschaar  swei 
Parabeln  vorkommen,  so  besteht  die  Sehaar  aus  lauter 
Parabeln,  welche  ausser  der  unendlich -entfernten  Geraden  6^, 
die  allen  Parabeln  gemeinschaftliche  Tangente  ist,  noch  drei  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben  und  eine  spedelle  KegelschnUt- 
schaar  bilden  ähnlich,  wie  das  BQschel  gleichseitiger  Hyperbeln 
ein  besonderes  Kegelschnittbäschel  bildete  ($  38).  Unter  diesen 
Parabeln  giebt  es  drd  besondere,  die  in  je  eine  einzige  (dop- 
pelt zu  zählende)  Gerade  fibergehen,  nämlich  die  drei  durch  die 
Ecken  des  übrig  bleibenden  Dreiseits  jiarallcl  den  Seiten  des- 
selben laufenden  Geraden.  Die  MIttelpunktslInie  dieser  Parabel- 
schaar ist  natürlich  wieder  die  unendlich -entfernte  Gerade.  Von 
dem  vollständigen  Vierseit,  dessen  eine  Seile       wird,  bleibt 


schriebenen  Parabel  gehen  also  die  Berflhrungsehnen 
bezieblich  durch  drei  feste  Punkte,  durch  die  Ecken 
des  dem  Dreiseit  abe  parallel  umschriebenen  Drei- 


nnr  ein  Dreiseit  abc  m 
dem  Endlichen  der  Ebene 
zurück;  die  Diagonalpunkte 
xyt  des  voUstandlgen  Vier- 
sei ts  werden  die  Edien  des- 
jenigen Dreiseits  (Diagonal- 
dreiseils), dessen  Seilen 


,    durch  die  Ecken  des  er- 


steren  abc  und  parallel  den 
Seiten  desselfien  laufen 
L  (Fig.63).  Bei  jeder  dem 
Dreiseit  abe  einbe- 
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seitfi  xyz.  Nimmt  man  einen  beliebigen  Punkt  t  auf  6<;  als  Be- 
rObrungspun1[t  einer  einl>eschriebenen  Parabel,  so  wird  [zt,  ak)=^{ 
und  {yt,  ab)  =  r  und  die  Punkte  ttY  sind  die  drei  Berfibrungs- 
punkte,  woraus  zugleich  folgt,  dass  ^  T  durcb  x  geben  muss. 
Bekanntlich  laufen  bei  einem  dem  Kegelschnitt  umschriebenen 
Drelseit  die  Verbindungsstrahlen  der  Ecken  mit  den  BerQhrungs- 
punkten  der  gegonöberliegenden  Seiten  durch  einen  Punkt  o  (§21); 
whr  ktonen  daher  hier  nach  dem  Orte  des  Punktes  o  fragen  /ür 
sSmmtUehe  dem  Dreiseit  einbeschriebene  Parabeln.  Derselbe  ist 
leicht  zu  ermitteln,  wenn  wir  den  Punkt  /  auf  der  Geraden  he 
bewegen  und  den  Schnittpunkt  (ar,  bf)  verfolgen;  da  nSmlich 
/  und  t  perspektivische  Punktreihen  durchlaufen,  so  beschreiben 
Ol  und  bt  prnjektivische  StrahlbOscbel;  der  Ort  des  l*unktes  o 
ist  also  ein  Kegelschnitt,  und  da  der  Verbindungslinie  ab  In  den 
lietden  Strablbfischeln  hz  und  az  entsprechen ,  so  sind  dies  die 
Tangenten  des  geAmdenen  Kegelschnitts,  welclier  auch  durch  e 
geht  und  xy  lierMirt;  der  Ort  des  Punktes  o  hit  also  eine 
Ellipse,  weiche  dem  Dreiseit  abc  um-  und  zugleich 
dem  Dreieck  xyz  einbeschrleben  Ist  oder  den  ge- 
meinschaftlichen Schwerpunkt  beider  Dreiecke  zum 
Htttelpunkte  hat. 

(Anmerkung.  Diese  besondere  Ellipse  bildet  eine  eigenthAm- 
lidie  Grenze  zwischen  zwei  Gebieten  der  Ebene.  Jeder  Punkt  o 
in  der  Ebene  eines  Dreiseits  mit  den  Ecken  desselben  verbunden 
bestimmt  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  drei  Punkte,  in 
welchen  ein  Kegelsclinitt  das  Dreiseit  beröhrt;  es  fragt  sich, 
wie  der  Punkt  n  liegen  mösse,  wenn  der  Kegelschnitt  JT  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  werden  soll,  und  diese  Fr.ige  wird  durch 
das  obige  Itesultat  beantwortet;  die  b(>sondere  t^llipse,  welche  dem 
Dreiseit  umschrieben  ist  und  den  Schwerpunkt  dessellMsn  zum 
Mittelpunkt  hat.  tnidet  nämlich  die  Grenze  zwischen  denjenigen 
Gebieten  der  Ebene,  in  denen  o  liegen  nuiss,  damit  der  Kegel- 
schnitt Ellipse  oder  Hyperbel  wird;  und  zwar  ist  K  eine  Ellipse, 
wenn  o  innerhalb,  eine  Hyperbel,  wo  »ausserhalb,  eine  Psfrabel, 
wenn  o  auf  jener  Grenz -Ellipse  liegt;  die  besonderen  Fälle,  wenn 
ein  Kreis  oder  eine  gUMcliscilige  Hyperbel  wird ,  erfordern  eine 
besondere  Unlersucliung.  Die  .uialoge  Frage  der  polaren  Neben- 
hctrachlung  Cnlirt  zu  einem  ebenso  interessanten  Orte,  woran  sich 
noch  manche  naheliegende  Frage  anschliesst.) 
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Drnkeii  wir  uns  die  einzige  Parabel ,  welche  einem  jregclMsncn 

Virrseil  C^liBCSD)  diihcschrirlHn  werden  kann,  s<»  gehört  die- 
selhe  vier  vrrscliiedenen  Parabelschviaren ,  welche  den  Dreiseiten 
(:>IB(5)  (^16 'S))  (51 51^ IM  (^6'3>)  einhesrhriehcn  sind,  gleichzeitif; 
an;  die  vier  diesen  Dreiseiten  parallel  iinischriehenen  Dreiseite 
lialtcii  also  iljre  zwölf  Kcken  paarweise  auf  sechs  Geraden,  welche 
<liir<h  die  drei  Diagonalpnukte  ri)j  des  vollständigen  Vierseils 
yeluMi  und  die  Derülirungssehiieii  jener  Parabel  sind, 
wobei  diiri  I)  jeden  Punkt  x  immer  zwei  von  diesen  sechs 
Geraden  grlien. 

Die  Panibolschaar,  welche  einem  Dreiseil  einbeschrieben  isl, 
und  das  Hrisclicl  gleichseitiger  llyperiieln,  wolclu"  einem  Dreieck 
umschrieben  sind  un«l  zugleich  durch  <lcu  Ilfdienpunkt  dieses 
Dn'ic<  ks  gehen,  sieben  in  eiiK  in  iiiiiiiiltelbareu  Zusammenhange 
vermittelst  des  Piin/.ips  der  INtlarisalion  §  '^»0).  Denken  wir  uns 
nämlich  das  Ihlsciu'l  gleichseitiger  Ilyper  Im  Iii  und  beschreiben  nm 
einen  der  vier  .Mittelpunkte  dieses  Düschels  ein<'n  Kreis,  so  wird 
die  Polarfigur  des  llyperlielbüscbels  in  Heziig  a«if  diesen  Kreis 
als  llasis  die  Parabelsc  haar  werden ;  denn  aus  jeder  gleichseitigen 
Hyperbel  wird  ein  Kegelschuilt.  der  vier  feste  Tangenten  hat,  die 
Polaren  der  vier  Mitlelj)unkle  des  Büschels,  und  da  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  zu  seiner  Polare  in  Bezug  auf  den  Kreis  selbst 
die  unendlich  -  eril lernte  (lerade  bat,  so  nuiss  der  Polarkegel- 
schnilt  beniliien,  also  Parabel  sein;  wir  erhallen  «laber  sannnl- 
liclic  Parabeln .  die  demselben  festen  Dreiseil  einbeschrieben  sind, 
welches  von  den  drei  Polaren  der  übrigen  drei  Mitlelpunkie  des 
llyperbelbnsebels  gebildet  wird.  Aus  der  bekannten  dem  Kreise 
zukonnnenilen  I  jgensebafl ,  dass  die  Polare  senkrecht  stellt  an! 
der  Verbindungslinie  des  Kreisuiiltelpinikles  mit  dem  Pol,  weil 
das  konjugirte  Durchmessei-syslem  des  Krc'ises  ein  Kreissyslem 
ist,  gebt  hei  vor,  dass  der  Mitlelpimkt  .V  der  Kreis- Basis  nicht  luir 
Ilölienpunkl  des  gemeinseliafllirlien  Dreiecks  des  Ilypei  belbüsclu-ls. 
sondern  audi  Ibdu'upunkl  des  gemeiuschaniirlien  l>reiseits  der 
Parabelscbaar  ist;  <Ia  inni  für  jede  gleichseitige  Hyperbel  die 
unendlich -enlfernlen  Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen 
niclitnngen  liegen,  so  werden  ihre  Polaren,  d.  h.  die  beiden  in 
M  sich  schneidenden  Tangenten  einer  je<len  Parabel  <ler  Schaar 
ebenfalls  zu  einander  rechtwinklig  sein  mÜNsen:  der  Ort  des 
Schnittpunktes  aller  rechtwinkligen  Tangeulenpaare  einer  l'arabel 
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ist  aber  die  Lrillinie  (§  34) ;  also  gehen  die  Leitlinien  sännntlicher 
Parabeln  der  Schaar  dnrrb  den  Punkt  Jil,  d.  h.:  Von  särnnil- 
lichcn  einem  gegt'ben<'n  Drei  seit  ei  nbcscli  rieben  en 
Parabeln  g  eh  e  n  d  i  e  L  e  i  l  Ii  ii  i  c  ii  (lur(h  denselben  testen 
Puukl,  weh  her  der  Hüli  cn punk  t  dieses  Drciseits  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  die  einzige  Parabel,  webbe  rinrni  ge- 
gebenen Vierseit  einbeschrieben  werden  kann  und  die  also  eine 
beslinimtc  Leitlinie  hat,  so  folgt,  dass  in  ihr  die  vier  Höben- 
punktc  derjenigen  vier  Drciscite  liegen  müssen,  w«'bbe  sich  aus 
je  dreien  der  vier  gegebenen  Seilen  des  Vierseils  bilden  lassen. 
Dies  giebt  einen  bekannten  elementaren  Satz  über  das  voll- 
ständige Vierseit,  welcher  einer  gan/tn  Hei  he  von  Eigenschaften 
desselben  angehört,  deren  eine  oder  die  antbrc  w'w  gelegentlich 
als  speciclle  Fälle  allgemeinerer  Eigenschaften  erwähnen  werden. 
Sie  hängen  zumeist  mit  der  Parabel  zusammen,  welche  dem  voll- 
ständigen Vi«'rs('it  einbescbrieben  werden  kann,  oder  freien  als 
besondere  Ffdie  der  Eigenschaften  unserer  Kegclschniltschaar  mit 
vier  gemeinsrhafllirlipu  Tangenten  auf  (Grelles  Jonrn.  Bd.  H  p.  97). 

Scblii'sslK  h  wollen  wir  nur  noch  eine  Eigenschaft  der  Parabel- 
schaar erwähnen,  welche  sich  auf  ihre  IJrennpunkle  bezieht.  Es 
war  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  (irundeigenschaft  der 
Brennpunkte  (§  3^).  dass  das  Strahlenpaar  von  irgend  einem 
Punkt«'  n  nach  den  Ib nuipunkten  eines  Kegelschnitts  symmetrisch 
liegt  zu  dem  Tangentenpaar  aus  a  an  den  Kegelschnitt.  ILiben 
wir  nun  irgend  eine  dem  Dreieck  abc  einbeschriebene  Parabel, 
welche  einen  ihrer  Brennpunkte  im  Unendlichen  hat  (in  der  Bich- 
tung  der  Axe),  und  ziehen  durcli  a  eine  Parallele  zur  Axe,  so 
wird  die  symmetrisch  liegende  Gerade  in  Ib  zii^'  aul  das  Tangenten- 
paar ah,  (IC  durch  den  Brennpunkt  der  Parabel  gehen  nnlssen; 
ebenso  wenn  wir  durch  h  eine  [»arallele  ziu"  Axe  ziehen  und  die 
symmetrisch  liegende  Gerade  in  Bezug  auf  das  Tangenlenpaar 
bCy  bn  bestinnnen.  Der  Schnittpunkt  dieser  beiden  konstruirten 
Gerad(!n  ist  also  der  Brennpunkt  F  der  Parabel.  Verändern  wir 
nun  die  einbeschriebene  Parabel,  in<lem  wir  sie  die  ganze  l*arabel- 
schaar  durchlaufen  lassen,  so  beschreiben  die  beiden  durch  a  und  b 
zur  jedesmaligen  Parabelaxe  gezogenen  Parallelen  zwei  projek- 
livisch- gleiche  und  gleichlaufende  Strahlbüschel;  die  symmctrisch- 
liegen<le  a  F  bes(  breibt  aber  ein  mit  der  ersten  Parallelen  gleiches 
und  ungb  i(  blanlendes  Strahlbüschel,  die  symmeU'isck- liegende  bi* 
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eiD  mit  der  zweiten  Parallden  gleiches  und  ungleichlaureodes 
SlralUbOscbel,  also  aF  und  bF  wiederum  zwei  gleiclie  Qod  gleich- 
Jaufende.  StraiilbOschel,  deren  Erzengniss  ein  Kreis  ist;  der  Ort 
des  Brennpunirtes  F  ist  also  ein  Kreis,  welclier  ausser  durdi  a 
und  b  ancli  durch  e  gebt,  wie  leicht  zu  sehen  ist;  also: 

Die  Brennpunkte  simmtiicber  einem  Dreiseit  ein- 
beschriebenen Parabeln  liegen  auf  demjenigen  Kreise, 
welcher  dem  Dreiseit  umschrieben  ist 

Durch  dasselbe  Raisonnement  erhalten  wir  den  etwas  allge- 
meineren Satz:  Für  alle  Kegelschnitte,  welche  einem  Dreiseit  ein- 
beschrieben sind  und  den  einen  Ibrer  Brennpunkte  auf  einer  geraden 
Linie  haben,  ist  der  Ort  des  andern  Brennpunktes  ein  bestimmter 
Kegelschnitt,  welcher  dem  gegebenen  Dreiseit  umschrieben  ist 

Hieraus  folgt  bdlSuflg,  wenn  wir  die  einzige  einem  vollstiln- 
digen  Vierseit  einbeschriebene-Parabel  auffassen,  welche  zu  gleicher 
Zeit  vier  Parabelschaaren  angehört,  dass  die  den  vier  Dreiseiten 
eines  volistandigen  VIerseits  umschriebenen  Kreise  durch  einen 
Punkt  laufen,  den  Brennpunkt  dieser  Parabel;  ferner,  da  die  Fuss-  ' 
punkte  der  aus  dem  Brennpunkt  auf  die  Tangenten  einer  Parabel 
herabgelassenen  Perpendikel  sich  in  einer  Geraden,  der  Tangente  am 
Scheitel  der  Parabel,  befinden,  müssen  die  aus  einem  Peripherie 
punkte  des  einem  Dreiseit  umschriebenen  Kreises  auf  die  Dreiecks- 
seiten herabgelassenen  Perpendikel  ihre  Fnsspnnkte  in  g«.Tader  Linie 
haben;  die  weitere  Folgerung  fürs  Vierseit  fibergehen  wir,  fowle 
die  bdtannten  elementaren  Satze,  welche  sich  hier  anschliessen. 

S  44.  Ghankterlsfeinohe  Bigenaidiaft  dor  Kogrtacimtttsolmay 
und  einige  Folgerungen  aus  derselben. 

Der  charakteristischen  Eigenschaft  des  KegelschtdttbAschels, 
dsRs  jede  gerade  Thinsversale  in  Paaren  konjugirter  Punkte  ein 
und  desselben  Punktsystems  getroffen  wird,  steht  die  gleidilau- 
feiidc  der  Kegelschnittschaar  zur  Seite: 

Die  Tangentenpaarc  aus  einem  beliebigen  festen 
I'niiktc  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  sind  Paare 
kouju^'irter  Strahlen  eines  Strahlsystems. 

Dies  folgt  unmittelhar  ans  der  Entstehung  der  Kegelsclinltt- 
schaar  (§  43).  Denken  wir  uns  nämlich  einen  jiiCf^rlKiH'n  Punkt  P 
in  der  Kljcne  nls  den  Proj(klini)s|Minkl  für  vwA  neue  projek- 
livische  lUniklt cihcn  awl  den  (ieraden  %  und  ^l,  in  perspektivischer 
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Lage,  80  werden  dieselben  vor  der  Verschiebung  im  Allgemeinen 
nicht  perspekÜTiBch  gewesen  sein,  sondern  die  Projektionsstnihleb, 
welche  jelit  alle  durch  P  bufen,  werden  vor  der  Verschiebung 
einen  Kegelschnitt  umhQllt  haben,  welcher  9t  und  IC|  selbst 
tu  Tangenten  hat;  so  oft  nun  iwei  solche  Projefcllonsstrablen  Tor 
der  Verschiebung  sich  in  einem  Punkte  B  der  Geraden  2  treffSen, 
werden  dieselben  nach  der  Verschiebung  zwei  durch  P  laufende 
Tangenten  des  Kegelschnitts  sein,  welcher  aus  B  hervorgeht. 
Alle  Tangentenpaare  aus  den  Punkten  B  einer  Geraden  8  an  den 
Kegelschnitt  9t  fixiren  alier  auf  der  Tangente  %  Punktenpaare 
eines  Punktsystems  ($  31),  welches  nach  der  Verschiebung  ein 
Punktsystem  bleibt;  die  von  P  nach  den  Punktenpaaren  desselben 
hingehenden  Strahlen  bilden  daher  ein  Strahlsyslem,  also  die 
Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelsclmitte  der  Schaar  bilden  ein 
Strablsystem.  Ein  besonderer  Fall  dieses  Satses  ist  bereits  in  $  18 
bewiesen  worden,  indem  als  besondere  Kegelschnitte  der  Schaar 
die  drei  Punktc^npaare,  welche  In  ihr  vorkommen,  oder  die  drei 
Paar  Gegenecken  des  vollstSndigen  Vierselts  auTgefasst  werden; 
der  dort  geflihrte  Beweis  des  besonderen  Falles  Ifisst  sich  auch 
unmittelbar  auf  den  allgemeinen  Satz  flberlragen.  Selen  acr  und  bp 
swei  Paar  Gegenecken  des  vollstftodigen  Vierseils  und  treffe  irgend 
ein  aus  P  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  gelegtes  Tangenten- 
paar die  Seite  *ab  In  «  und  y,  die  Seite  «ß  resp.  in  i  und  % 
so  findet  swfawhen  den  Schnittpunkten  zweier  Tangenten  ah  und  aß 
des  Kegebehnltts  durch  vier  andere  die  Gleichheit  der  Doppel- 
verhMtnlsse  {aba:y)  =  [ß  et  Iii)  statt, 

also  auch  nach  $  6,  1) 

{abxy)  =  [ttßnl]'^ 
die  von  P  nach  diesen  vier  Paar  Punkten  hingehenden  Strahlen 
sind  also  vier  Paar  entsprechende  Strahlen  zweier  proj<>kUvischer 
Strahlbfiscliel  und  da  dem  Strahl  Px  der  StraU  Pn,  dem 
der  PI  entspricht,  so  fallen  In  diesen  beiden  auf  einander  Hegen- 
den projckUvischen  StrablbQscheln  die  Schenkel  zweier  ent- 
sprechender gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander;  mithin  sind 
(§  17)  die  drei  Sirahlenpaare:  Pa»  Pa;  Pb,  Pß;  Px,  Py  (das 
Tangentenpaar  aus  P  an  einen  beliebigen  Kegelschnitt  der  Schaar) 
sechs  Strahlen  in  Involuüon  oder  drei  Paar  konjugirte  Strahlen 
ebies  Sirahlsystems;  dieses  Ist  schon  durch  zwei  Paare  vollständig 
bestimmt;  lassen  wir  also  den  Kcgelsclinill  die  ganze  Schaar 
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ilurclilauren ,  so  hleiheii  att,  hß  unverändert,  aiso  die  Tangenten- 
paare  aus  P  an  säinmlliclic  Kegelschnllle  der  Schaar  sin<l  immer 
Paare  konjugirler  Strahlen  ein  und  desselben  Slrahlsyslemsw.  z.b.  w. 

Das  in  §  18  angegebene  Krileriinn  für  die  Lage  des  Punktes  P, 
damit  das  in  ihm  entstehende  Strahlsysfem  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch sei,  unterschied  von  den  ell  Häumen,  in  welche  die  ganze 
Kbene  durch  die  vier  Seiten  des  vollständigen  Vierseits  zerschnitten 
wird  (Fig.  25),  fünf  hyperbolische  (ä)  und  sechs  elliptische  (r); 
die  ersteren  sind  diejenigen,  in  welche  die  drei  Diagonalen  des 
vollständigen  Vierseits  hineinfallen,  und  letztere  die  übrig  bleiben- 
den, welche  von  keiner  Diagonale  getroflen  werden.  Wenn  nun 
das  Strablsystem ,  welches  von  den  Tangentenpaaren  aus  einem 
l*nnktc  P  an  die  KegelschniUc  der  Sch.iar  gebildet  wird,  hyper- 
bolisch ist,  so  hat  CS  zwei  reelle  Dojipelstralilcn  oder  Asynijitoten: 
jede  Asymptote  niuss  daher  in  P  selbst  eine  Tangente  sein  für 
einen  besonderen  Kegelschnitt  der  Schaar,  weil  das  Tangenten|»aar 
aus  P  an  «Uesen  Kegelschnitt  zusannnenfällt.  Wir  schliessen  also: 
Es  giebt  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte,  welche 
vier  gegebene  Gerade  berühren  und  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehen;  sie  sind  aber  nur  dann  reell  vor- 
handen, wenn  der  gegebene  Punkt*  in  einem  der  fünf  hyper- 
bolischen Räume  liegl,  in  welche  die  vier  gegebenen  Geraden 
die  Kbene  zerschneiden,  d.  h.  in  einem  derjenigen  Räume,  welche 
die  drei  Diagonalen  des  von  den  vier  Geraden  gebildeten  voll- 
"ständigen  Vierseits  enthalten.  Liegt  P  auf  einer  der  vier  Geraden 
.selbst,  so  giebt  es  selbstverständlich  nur  einen  Kegelschnitt,  der 
sie  berührt  und  durch  diesen  Punkt  geht,  weil  dann  das  Slrabl- 
.syslem  parabolisch  wird.  Liegt  P  in  einem  der  sechs  elliptischen 
Räume,  so  sind  die  lieidcn  Kegelschnitte  imaginär.  Die  Aufgabe^ 
diese  briden  Kegelschnitte  zu  finden,  ist  also  darauf  zurürkge- 
führl,  die  Asymptoten  (oder  Doppclstrahlen)  eines  bekannten  Slrahl- 
systcms  zu  bestimmen,  weiche  sich  mit  Hülfe  eines  festen  Kreises 
lösen  Ifisst  (§15).  Wir  ersehen  hieraus,  dass  säromtliche  Ke- 
gelschnitte  einer  Schaar  nicht  die  ganze  unendliche 
Ebene  erfüllen,  sondern  nur  die  fünf  hyperbolischea 
Räume,  während  die  sechs  elliptischen  frei  bleiben. 

Es  knüpft  si<li  hieran  die  Frage,  wo  der  Punkt  /'  liegen 
mfisse,  damit  das  Slrahbystem ,  welches  durch  die  Kegelschnitt« 
Schaar  in  ihm  hervorgerufen  wird,  inshesoodere  ein  Kreissystem 
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wird'^  Da  Ix'i  ciiirin  Krtissyslem  jo  zwei  koii jiigiiU'  Sirahleii  zu 
ciiKifuIcr  R'dilwiiiklig  sind,  so  ^^;u■^;  für  eiiiüii  solchen  Punkt  /* 
erforderlich,  dass  jedes  Tangrjnlrnjia.ir  aus  ilini  an  einen  Kegel- 
schnitt der  Schaar  aus  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Strahlen 
heslän<le.  Nehmen  wiv  I'  «illkührlicli  in  der  Khcnc  an,  so  sind 
die  Axen  des  in  ihm  heslininiten  Strahlsystmis  ein  Paar  rci'ht- 
winklige  Tangenten  für  einen  hestimniten  Kegelschnitt  der  Schaar; 
damit  aher  in  /'  ein  Kreissystem  entstehe,  niüssl«;  es  nocli  ein 
zweites  Paar  rechtwinklige  konjngirte  Strahlen  geben.  Wir  wissen 
nun  (§  34),  dass  für  jeden  Kegelschnitt  der  Ort  des  Sclinittpiink- 
tes  je  zweier  rechtwinkligen  Tangenten  ein  bestimmter  Kreis  ist, 
welcher  denselben  Millcipunkt  n>it  dem  Kegelschnitt  hat;  für  die 
ganze  Kegelschnitlschaar  erhalten  wir  dadurch  unendlich  viele 
Kreise,  welche  ihre  Mittelpunkte  aur  einer  Geraden,  der  Millel- 
punktslinic  der  KegelschniUscbaar,  haben  und  von  welchen  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  ein  bestimmter  geht.  Nehmen  wir  daher 
zwei  beliebige  KegeischniUe  der  Schaar  (etwa  zwei  Punktenpaare 
au,  bß)  und  bestimmen  die  Ortskreise  des  Schnillpunktes  der 
rechtwinkligen  Tangenten  (d.  h.  zwei  Kreise  Ober  aa  und  bß  als 
Durchmesser),  so  schneiden  sich  dieselben  im  Allgemeinen  in 
zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  Pq  und  0»:  diese  beiden 
besonderen  Punkte,  wenn  sie  reell  sind,  müssen  die  Eigenschaft 
haben,  dass  für  jeden  derselben  zwei  Tangenteopaarc  an  zwei 
bestimmte  Kegelschnitte  der  Schaar  Paare  rechtwinkliger  Tangen* 
ten  sind;  folglich  müssen  die  Strahlsysleme  In  diesen  beiden 
l*unktcn  lirelssysteme  sein,  oder  alle  Tangentenpaarc  sind  recht- 
winklig: wenn  dagegen  die  beiden  Punkte  und  0^,  imaginär 
sind,  so  gicbt  es  überhanpl  keinen  reellen  Punkt  in  der  Ebene, 
für  welchen  das  betretende  Strahlsystem  ein  Kreissystem  wird; 
sind  nun  die  l>eiden  Punkte  P^  und  reell,  so  müssen,  well 
die  Tangenlenpaare  aus  jodein  dersclbrn  an  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  rechtwinklig  sind ,  die  sännntlichen  Ortskreisi^  des  Schnitt* 
punkles  rechtwinkliger  Tangenten  für  die  ganze  Kcgeischnittschaar 
durch  (>o  gehen,  also  selbst  eine  Kreisschaar  bilden;  ins- 

besondere geht  für  die  einzige  Parabel,  welche  in  der  Kegel* 
schnittscbaar  vorkonnnt,  der  Ortskreis  in  die  Leitlinie  über, 
welche  also  auch  durch  und  geht  und  die  Potenzlinie  (ge* 
meinsrhaftliche  Sekante)  dieser  Kreisschaar  wird.  Aber  auch  wenn 
die  Punkte      und      nicht  reell  sind,  bilden  die  sfiromllicbett 


Digitized  by  Google 


294 


Dritter  Absehnitt. 


Qrtekrase  för  die  Kegelscluüllsciiaar  eiiiu  kreiMcbaar,  welclie  Ui« 
Leitlinie  der  eiuzigen  in  der  K^clscItiiiUschuar  entlialleneii  Para- 
bel zur  PoteozIiDie  (ideellen  gcmeiDSchariUchen  Sekante)  hat ;  dies 
liMl  sich  auf  folgeode  Weise  erkennen:  Wir  wissen  ^]0j,  dass 
das  Diagonaldreieck  xyz  des  vollständigen  Vicrseits  ein  Tripel  in 
Besag  auf  jeden  Kegelschnitt  der  Schaar  ist  und  {$  34  am  Ende), 
dass  der  einem  Tripel -Dreieck  umschriebene  Kreis  immer  den 
Ortskreis  der  rechtwinkligen  Tangenten  unter  einem  rechten 
Winkel  schneidet;  folglich  besiUen  alle  OrlskreiM  die  Eigenschaft, 
dass.  ihre  Hittelpunkte  in  einer  Geraden  (der  Mittelpunktslinie  SR) 
liegen  und  dass  sie  zugleich  sftmmtlich  einen  festen  Kreis,  den 
um  das  Diagonaldreieck  xyz  beschriebenen,  rechtwinklig  schnei- 
den, woraus  nach  bekannten  Elementar-Sfttzen  folgt,  dass  sie  eine 
Kreisschaar  bilden.  Der  um  das  Diagonaldreieck  beschriebene 
Kreis,  welcher  seinen  Mittelpunkt  In  der  Potenilinie  der  Kreis- 
schaar oder  in  der  Leitlinie  der  einzigen  Parabel  der  Kegdachnitt- 
schaar  hat,  gehört  der  konjugirten  Kreisschaar  an  und  entscheidet 
also  darikber,  ob  die  Punkte  Pq  und  reell  sind,  oder  nicht;  wenn 
nSmIich  dieser  Kreis  9  (xyz)  die  Mittelpunktslime  Wt  nicht  trifll,  so 
sind  die  Punkte  und  reell,  wenn  er  dagegen  die  Mittelpnnkls- 
Imie  901  In  zwei  reellen  Punkten  triOl,  so  sind  Pq  und  imaginär; 
ein  besonderer  Fall  ron  untergeordneterem  Interesse  ist  der,  dass 
der  Kreis  St  (xyz)  die  Mittelpunktslinie  9X  berührt,  wo  dann  Pq  und 
Oq  zusammenfallen.  Fassen  wir  dass  gewonnene  Resultat  zusammen: 
Bestimmt  man  für  jeden  Kegelschnitt  einer  Schaar 
mit  vier  gemeinschaftlichen  Tangenten  den  Ortskreis 
solcher  Punkte,  In  welchen  sich  je  zwei  rechtwinklige 
Tangenten  treffen,  so  bilden  diese  Kreise  eine  Krels- 
schaar,  deren  Potenzlinie  die  Leitlinie  der  einsigen 
in  der  Kegelschnittschaar  vorkommenden  Parabel  Ist. 
Diese  Potenzlinie  enthält  ($  43)  die  vier  HOhenpunkte  derjenigen 
vier  Dreiseite,  aus  welchen  das  vollständige  Vierseit  der  vier  ge- 
gebenen Tangenten  besteht;  sie  enthält  auch  den  Mittelpunkt  des- 
jenigen Kreises  $t,  welcher  dem  Diagonaldreieck  xyzAt»  voll- 
ständigen Vierseits  umschrieben  ist,  und  steht  endlich  senkrecht 
auf  der  Mittelpunktslfaüe  9)1,  welche  die  Mittelpunkte  sämmtlicher 
Kegelschnitte  der  Schaar  enthält  und  zugleich  die  Mittelpunktslinie 
der  Kreisschaar  bt.  Die  Poienzlinle  Ist  eine  reelle  ge- 
meinschaftliche Sekante  der  Kreisschaar,  wenn  der 
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eben  erwibnie  Kreis  die  Mitteipuniitsliiiie  niebt 
trirft;  lu  diesem  Falle  gehen  alle  Kreise  der  Schaar 
durch  dieselben  beiden  Punkte  und  Qq  der  Potenz- 
linie und  dies  sind  die  einslgen  Punkte  In  der  Ebene, 
ffir  welche  das  aus  den  Tangentenpaaren  an  die  Kegel- 
schnitte der  Schaar  gebildete  Strahlsystem  ein  Kreis- 
system wird.  Die  Potensllnie  bt  dagegen  eine  ideelle  gemein- 
schaftliche Sekante  der  Kreisschaar,  d.  h.  es  giebt  keine  reellen 
Punkte  in  der  Ebene  fon  der  verlanglen  Eigenschaft,  sobald  der 
oben  erwähnte  Kreis  die  Mittelpunktslinie  SR  in  zwei  reellen 
Punkten  JH  und  S  trifft.  In  diesem  Falle  sind  die  Punkte  M  und 
S  selbst  NuUkreise  der  Kreisschaar,  d.  h.  soldie  Ortskreise  des 
Schnittpunktes  rechtwinkliger  Tangenten,  IQr  welche  der  Radius 
Null  Ist;  dieser  Fall  tritt  bekanntlich  nur  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel  ein;  die  Punkte  B  und  S  sind  also  die  Mittel- 
punkte der  beiden  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche 
in  der  Kegeischnittschaar  vorkommen  können;  sobald 
die  Punkte  Jt  und  S  imaginär  sind,  giebt  es  keine 
gieichseitige  Hyperbel  in  der  Kegelschnittschaar. 

Wir  haben  hieraus  zu  gleicher  Zeit  ersehen »  dass  in  ehier 
Kegelschnitlschaar  Im  Allgemeinen  zwei  gietehseitige  Hyperbeln 
vorkommen  und  wie  die  Mittelpunkte  derselben  zu  finden  sind. 
Wir  können  jetzt  eme  von  den  vier  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
aeits  verittdem  und  den  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen 
Hyperbeln  aufsuchen,  welche  einem  gegebenen  Dreisdt  einbe- 
scbrieben  sind.  Seien  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen 
Vierseits  au,  bß,  cy  und  die  Diagonalpunkte  xyz  (Fig.  64),  so 
können  wir  jetzt  die  Seile  aßy  verändern  und  nur  das  Drelseit 
abe  festhalten;  ohne  Indessen  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun, 
können  wir  die  vierte  Seite  «ßy  m  bewegen,  dass  der  Punkt« 
fest  bleibt,  denn  welches  auch  die  dem  Drelseit  abe  einbeschrie- 
bene gleichseitige  JiNperbel  sei,  Immer  wird  sich  aus  einem  Punkte 
«  der  Tangente  b  e  eine  und  nur  noch  eine  Tangente  legen  las- 
sen; wir  halten  also  den  Punkt  a  fest  und  drehen  die  vierte 
Seite  ttßy  des  vollständigen  Vierseits  um  «;  sind  dann  m2  tn^ 
resp.  die  Mitten  der  Diagonalen  aa,  bß,  cy,  wdche  in  der  Mittel- 
punktslinie fOt  liegen,  so  bleibt  mj  bei  der  Belegung  Test;  die 
Mittelpunktslinie  dreht  sich  also  um  den  festen  Punkt  m, ;  das 
Tripel  xyz  verändert  sich;  sei  0  der  Mittelpunkt  des  um  das- 
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selbe  beschriebenen  Kreises  und  möge  dieser  Kreis  die  Miliel- 
punklsllnle  ^  In  den  Punkten  R  und  S  treffen,  so  wird  das 

(Fig.  G4.) 


Perpciulikel  aus  0  auf  SR  In  m  die  Sehne  RS  halbiren;  das  Per- 
pendikel Om  ibl  aber  unsere  oben  gefundene  Polenzliiiie,  oder 
die  Leitlinie  der  einzigen  Parabel;  diese  Gerade  enlliäll  die  Möhen- 
punkte  der  vii  r  Dreisnile;  von  den  vier  Dreiseiten  bleibt  nur  das 
Drdseit  ahc  r*sl,  dessen  llükeiipuokl  i7  sei;  das  Perpendikfi  Om 
drebt  sich  also  bei  der  Bewegung  um  den  festen  I*unkl  II;  folg- 
lich isi  der  Ort  des  l*unktes  m  ein  Kreis,  weicher  die  festen 
Punkte     und  mg  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  bat,  also: 

Da  nun  m  die  Mitte  der  Sehne  125  ist,  so  folgt: 

Bm  =ss  mS     oder     Mm  +       es  0  und 
mgm  s=  m^R  -f*  R^  ss  m,5  ^"i 
M|m^E=  {miR  +  Rm)  (m,  5  +  Sm) 

s=tmiR.miS  +  mfR,Sm'^  mgS.Rm  -^mR^mS 
a=:iiiiJS.Mi5+  Rm,RS  —  Rm^ 
^  m^R ,  m^S  +  Rm\ 
also  haben  wir: 

Hm^  +  Rm*  —  Hm^  —  m^R  .  m,S 

HR*  e=  H&     ifm,'  —  M,  Jt  .M,5. 
Nun  Ist  aber  S  gleich  der  Potent  des  Punktes  ai|  in 

Bexug  auf  den  Kreis  0,  und  da  dieser  durch  y  und  t  gehl,  auch 
gleich  m^y.m^z\  da  aber  y  und  «  harmonisch  liegen  lu  dem 
Paar  Gegenecken  a  und  er,  deren  Mitte *m|  ist,  so  haben  wir 
glciclizeilig  m^^y.m^z  =  m^a*  ^  m^a^  also: 
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HR"^  =  =  //m,2  ^  m,«^  =  const.; 
die  Punkte  R  und  S  beschreiben  also  l>ei  der  Bewegung  einen 
Kreis  um  den  festen  Punkt  H ,  denn  ihr  Absland  von  H  ist  un- 
verändert und  der  Radius  dieses  Kreises  ^vird  leicht  zu  ermitteln 
sein ;  schlagen  wir  nämlicli  über  a  a  als  Durchmesser  einen  Krei.s 
dessen  Mittelpunkt  m,  und  dessen  Radius  m, a  sein  wird,  so  Ist 
die  Potenz  des  Punktes  H  in  Rezug  auf  diesen  Kreis  gleich 
Hm^  —  m^a^y  es  schneidet  aber  Ha  den  gedachten  Kreis  zum 
anderen  Haie  in  rlernjenigen  Punkte  a\  welcher  der  Fusspunkt 
des  aus  a  auf  bc  herabgelassenen  Perpendikels  ist;  wenn  daher 
die  Fusspunkte  der  Uölien  des  Dreiecks  abc  mit  a^b^c^  bezeicli- 
net  werden,  so  ist: 

Ha  .  Ha^  =  Hb  .  HlA  =  Hc.Hc^  = 
ond  r  der  Radius  des  gesuvliteu  Kreises.  Das  Quadrat  des  Ra- 
dius dieses  Kreises  ist  nur  positiv,  also  der  Kreis  luir  reell,  i<tenn 
a  und  a\  ebenso  h  und  b\  c  und  auf  derselben  Seite  von  H 
li^en,  wenn  also  if  ausserhalb  des  Dreiecks  abc  liegt,  oder  was 
dasselbe  sagt,  wenn  das  Dreieck  «6c  stumpfwinklig  ist;  er  re- 
ducirt  sich  auf  einen  Punkt  beim  rechtwinkligen  Dreieck  und 
wird  imaginär  beim  spitzwinkligen.  Dieser  Kreis  liat  ferner,  wie 
unmittelbar  aus  den  Polar-Eigenschaften  hervorgeht,  zu  dem  Drei- 
eck abc  die  Reziehung,  dass  letzteres  ein  Tripel- Dreieck  für 
diesen  Kreis  ist,  welcher  daher  ,,der  dem  Dreieck  konjugirle 
Kreis"  heissl.    Wir  haben  mithin  folgenden  Satz:*) 

Die  MitteljHi iikt e  »Her  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  demselben  Dreiseit  eliibeschrieben  sind,  liegen 
auf  einem  Kreise,  der  den  Höhenpunkt  des  Dreiseits 
lu  seinem  Mittelpunkte  bat  und  die  Ecken  des  Drei- 
seits zu  einem  Tripel  konjugirter  Punkte;  dieser  Kreis 
ist  nur  dann  reell,  wenn  das  Dreisoit  stumpfwinklig  ist,  und  das 
Quadrat  seines  Radius  ist  nisdatiii  gleich  dem  konstanten  Rechteck 
aus  den  Abständen  des  Ilöbenirnnkles  von  jeder  Ecke  und  der 
gegenüberiiegendcn  Seile  des  Dreiseits.  Es  kann  also  auch  nur 
•  einem  stumpfwinkligen  Dreiseit  eine  gleichseitige  Hyperbel  cin- 
besGlu*ieben  werden.  Hieraus  folgt  nun  die  Reantwortung  der 
Frage,  welche  sich  in  $  43  darbot;  dort  bandelte  es  sieb  näm- 

*)  „Yflnaiichte  SKtse  and  Anfgaben**  Ton  J.  Steiner  im  65.  Bde. 
des  Grelle  •BorehardVechen  Jonmato  für  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik, Seite  371. 
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licli  (lariini,  duii  Orl  des  IN'ojrklioiispuiiklcs  B  zu  nii(U>ii.  damit 
auf  zwei  ^t'^ebeneii  'J'iiigt'rii  %  und  2(,  zwei  soiciie  perspektivi- 
sclie  ruiikli'cilirii  durch  B  hervorgLTufcii  werden,  wcldie  nach 
gi'l^cbciHT  N'erscliiehtiug  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugen.  lÜe 
i'aralielslrahien  durch  B  hestinnuen  die  I'unkte  v  und  q,  auf  den 
Trägern  und  nach  der  Verschiebung  behalten  diese  Puukie  ihre 
Kigenschan,  Durchschniltspunktc  der  Parallelslrahlcn  zu  sein; 
Irellen  sich  also  die  ParallelsLrahlen  nach  der  Verschiebung  in 
SU  hat  zu  den  Trägern  %  und  %i  dieselbe  relative  l^ge, 
wi«  B  zu  zwei  iiiil  %  und  ^|  gezogenen  Parallelen,  die  durch 
die  parallele  Verschiebung  nach  %  und  ^]  gelangen  würden:  der 
Ort  ?on  wird  also  dem  Orte  von  B  gleich  sein,  nur  in  der 
angedeuteten  Weise  verschoben;  der  Ort  von  B^  ist  ferner  ähn- 
lich und  ähnlich -liegend  mit  dem  Orte  der  Mitte  der  Diagonale 
t<||  des  veränderlichen  Parallelograoinis.  d.  h.  dem  Orte  des 
Mittelpunktes  M  des  erzeugten  Kegelschnitls,  denn  es  ist,  wenn 
c  den  festen  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  bezeichnet» 

efi      2.  tMi 

da  der  Ort  von  iV,  wie  wir  eben  gesehen  haben»  ein  Kreis  ist. 
so  ist  es  auch  der  Ort  von  B^  und  also  auch  der  Ort  von  B, 
dessen  JLage  bereits  frülier  angegeben  ist  {%  43).  *} 

§  45.   Uober  die  besondere  Natur  der  in  einer  Schaar 
enthaltenen  Xegelaohnitte. 

Um  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  lifaisichtlich  ihrer  beson- 
deren Natur  genauer  zu  erforschen,  suchen  wir  das  dem  Mittel- 
liunkte  jedes  Kegelschnitts  zugehörige  Strahlsystem,  d.  h.  das 

"  *)  Aumcrkung.  Aus  der  vorigen  lietrachtung  ergicbt  sich  leicht 
folgernder  allgeineitfBre  Batst  Komstrnirt  man  ffir  jeden  einem  be- 
liebigen Dreiseit  ahc  einbetohriebenen  Kegelsehnitt  den 
Ortslcreis,  welcher  die  Sohnittpnnkte  je  zweier  rechtwiuk* 

!i<;(-r  Tangeuton  entliält,  so  schneiden  alle  diese  Kreist- 
<1  e  II j  c  n i  ^e n  K r e i 8  ro  c  h  t  \v i  uk  I  i  ,  f  ü  r  w eich  c  n  <1  ;i  s  D  rc  i  e  c  k  «6 c 
ein  T  r  i  j)  i:  1  ■  D  r  (' i  t"  c  k  ist  («1.  h.  den  Kreis,  welcher  die  Mittel- 
punkte aller  deuiDreiaeit  einboscliriebeuen  gleichseitigen 
Hyperbeln  enthtlt);  wenn  also  der  Kegdsohnitt  eine  Ellipse  ist,  eo 
ist  die  Sonune  der  Quadrate  ihrer  Halbaxen  (o*  -!>  ä*)  gleich  der  Potena 
des  Mittelpunktes  der  Kllipse  in  Mc/Mg  auf  den  Kreis,  für  welchen  das 
Dr<'i.seit  ein  Tripel  ist,  dessen  Centrum  in  dein  llöhenpunkte  des  Drei- 
seit8  lie^^t  u.  B.  w.  (Faare,  Nouvelles  Aanalos  de  mathematiques,  tome 
XX  p.  56). 


« 

KegelBchnittbasehel  und  KegelMhaittnhaar.  §  44.  46.  299 

System  der  konjygirten  ÜurclmieaBer  für  j«den  Kegelscluüll  der 
Schaar  lu  beslimmen;  je  nachdem  dasselbe  ellipUsch  oder  hyper- 
bolisch ist,  wird  nimlich  der  KegelscboiU  EUlpse  oder  ilyperliel 
sein,  und  insbesondere  ist  er  Kreis  oder  gleidiseitige  Uyperliel, 
wenn  sein  System  koigagirter  Dnrcbmesser  dn  KrelMystem  oder 
ein  hyperbolisel^>gleicb8eiÜges  Strahlsystem,  endlich  Parabel,  wenn 
es  ein  parabolisches  Strahlsystem  ist  Um  das  System  der  kon- 
jugirten  Durchmesser  eines  Kegelschnitts,  dessen  Ultteipunkt  m 
gegeben  ist,  zu  erhalten,  reicht  die  Kennlniss  eines  Tripels  kon- 
jugirter  Punkte  xyt  in  Beiug  auf  den  Kegelschnitt  aus;  denn 
ziehen  wir  mac  und  durch  m  eine  Parallele  zu  yt,  so  ist  dies  ein 
Paar  konjughier  Durchmesser,  weil  es  ein  Paar  konjuglrter  Strah- 
len in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ist;  denn  der  unendlich -ent- 
fernte Punkt  auf  ist  der  Pol  zu  mx;  ziehen  wir  zweitens  my 
und  eine  Parallele  durch  m  zu  zx,  so  erhalteu  wir  ein  zweites 
Paar  konjugb'ter  Durchmesser  und  in  gleicher  Weise  ein  drittes 
Paar;  zwei  Paar  konjugirte  Durehmesser  bestimmen  schon  das  ganze 
Strahlsystem  und  wh*  bedürfen  des  dritten  Paares  nicht  mehr. 

Sobald  der  Blittelpunkt  m  eines  Kegekcbnltts  und  ein  Tripel 
konjuglrter  Punkte  xyz  in  Bezug  auf  denselben  gegeben  ist,  Ist 
derselbe  nicht  nur  seiner  Art  nach,  sondern  4kberbaupt  vollstän- 
dig bestimmt;  denn  ziehen  wir  mo;,  my,  m«,  welche  Strahlen  die 
Gegenseiten  yz,  zx,  xy  resp.  In  treffen,  so  bestimmen  «1 
ein  Punktsystem,  dessen  Mittelpunkt  m  ist;  die  Asymptotenpunkte 
der  drei  Punktsysteme  auf  m«,  my,  mz  liegen  aber  auf  einem 
Kegelschnitt,  welcher  m  zum  Mittelpunkt  und  xyz  zum  Tripel 
koqjugirter  Punkte  hat;  denn  da  xl  und  yri  zwei  Paare  konju- 
girte PunlUe  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  sind,  so  muss  auch 
(S  31)  z  und  der  Schnittpunkt  [xy,  ein  Paar,  koigughrter 
Punkte  sein ;  anderseits  sind  aber  z  und  l  ein  zweites  Paar  kon- 
juglrter Punkte,  folglich  iai  xy  die  Polare  von  <  u.  s.  f.  Der 
Kegelschnitt  ist  nun  eigentlich  durch  die  drei  Punktsysteme  mehr,' 
als  bestimmt;  da  sich  aber  ihre  Triger  in  demselben  Punkt  m 
treffen,  welcher  Mittelpunkt  für  alle  drei  Punktsysteme  ist,  so 
wider^irechen  sich  die  ihn  bestimmenden  Bedingnogen  nicht. 
Nur  für  den  Fall,  dass  die  drei  Strahlsysteme  alle  hyperbolisch 
sind,  galt  die  vorige  Besthnmung  des  Kegebcbnitts;  alle  drei 
können  nicht  elliptisch  sein ,  weil  nothwendig  von  drei  Tripclpunk- 
ten  xyz  einer  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegen  muss,  also  seine 
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Verbindungsiiniu  mil  m  Kt'<;clschnitt  in  zwei  reellen  l'unkleii 
treffen  muss  30).  Unigekeiu-t,  wäreo  bei  willkülirÜcber  Annahme 
von  m,  X,  y,  z  alle  drei  Punklsysteme  dtiptisch,  so  mOsste  der 
i^'esiichte  KegelscboiU  ganz  imaginär  sein;  wohl  aher  kann  von  den 
drei  Punklsystemen  eines  hyperbolisch  und  die  beiden  andern 
elliptisch ,  oder  eines  elliptisch  und  die  htiden  andern  hyperbe- 
lisch sein,  allerdings  mir  hei  der  Hyperbel,  für  welche  ausser- 
dem auch  der  erste  Fall,  dass  alle  drei  hyperbolisch  sind,  ein- 
treten kann.  Für  die  Hyperbel  muss  nun  das  Strablsystem  der 
konjugirten  Durchmesser,  welches  in  m  bekannt  ist,  hyperbolisch 
sein ;  seine  bei<len  Asymptoten  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel» 
und  da  ausserdem  noch  ein  I^unklenpaar  auf  einem  Durchmesser  map 
allemal  reell  ist,  so  ist  die  Hyperbel  ebenfalls  als  bekannt  ansusefaen. 

Bei  Killköhrlicbcr  Annahme  von  m,  j;,  y,  z  gestaltet  sich 
das  Kriterium,  ob  der  Kegelschnitt  Hyperbel  oder  Ellipse  ist,  In 
folgender  Art: 

Die  Seiten  desDreiecks  xyz  thellen  die  ganseEbene 
in  7  Räume,  den  endlichen  Drei- 
ecksraum  («),  die  drei  den  Ecken  an- 
A|      liegenden  Scheitelräume  «leje,  und 
die  drei  den  Seiten  anliegenden 
'  Räume  A|A2^<   Liegt  der  angenom- 

mene Mittelpunkt  m  in  e,  so  giebt  es  keinen  reellen 
Kegelschnitt;  liegt  er  in  ejej«,.  so  giebt  es  einen  und 
derselbe  ist  Ellipse;  liegt  endlich  m  in  einem  der 
Räume  h^h^h^,  so  giebt  es  ebenfalls  einen  reellen  Kegel- 
schnitt und  derselbe  ist  Hyperbel.  (Vgl.      ^7  und  61.) 

Die  Kegelschnitlschaar  hat  ein  allen  Kegelschnitten  ge- 
meinschafÜiches  Tripel  konjughler  Punkte:  das  Diagonaldreieci 
xffz  des  von  den  vier  gemeinscbalUichen  Tangenten  der  Schaar 
gebildeten  vollständigen  Vierseils  ($  30),  und  femer  liegen  die 
Mittelpunkte  m  aller  Kegelschnitte  der  Schaar  auf  einer  Geraden 
9R,  der  MittelpunkUlinie  ($  48),  und  erliillen  dieselbe;  die  Strah- 
len mx  und  my  beschreiben  also  awei  perspektivische  Strahl- 
bOschel,  während  der  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  m  ist,  die 
ganze  Schaar  durchläuft,  und  die  konjugirten  Durchmesser  tu  mx 
und  my  behalten  konstante  Richtung.  Wir  denken  uns  nun  die 
Durclimessersysteme  sämmtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  parallel 
mit  sich  nach  einem  und  demselben  Punkte  o  der  Ebene  hin 
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V4;rsclioben  mit  Iteibchaltuiig  ihrer  Hirlitung  und  legen  einen 
beliebigen  Kegeischnill  C  ilurch  ilen  Punkt  o;  dann  lici'erl  jedes 
der  nach  o  verlegten  Straliisysteme  der  konjugirlen  Durchmesser 
einen  bestimmten  Punkt  P'm  der  Ebene;  denn  bekanntlicii  schnei- 
den die  Paare  k'onjugirter  Stralilen  eines  Strahlsyslems,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Peri|»heric  eines  Kegclsciniitls  liegt.  Sehnen 
in  dem  Kegelschnitte  aus,  welche  sämmtlich  durch  einen  I^inkt 
P  lauren  ($31);  dieser  Punkt  ist  sclion  durch  zwei  Straldenpanrc 
bestimmt;  ziehen  wir  also  durch  o  eine  Parallele  zu  yz,  weh  he 
den  Hülfskegelschnitt  C  in  er  trtffl,  eine  Parallele  zu  zx,  weldie 
ihn  in  ^  trifll;  ziehen  wir  ferner  durch  o  zwei  Parallele  zu  xm 
und  ym»  welche  den  Hülfskegelschnitt  in  a)  und  /3'  treffen,  so 
wird  der  Schnittponkt  ton  ua^  und  fif!^  der  Punkt  P  sein,  wel- 
cher dem  Strablsystem  der  koiyaglrten  Durchmesser  für  den 
KegelschniU  (m)  entsprieht.  Verändern  wir  jetzt  m  auf  der  Mit- 
telpunktslinie SR,  um  die  ganze  Schaar  zu  erhalten,  so  beschrei- 
ben xm  und  ym  zwei  perapekttviscbe  Strahlbfischel,  folglich  auch 
cu^  und  oß^  zwei  projektivische  Strablbuschel;  weil  aber  o  und  « 
zwei  feste  Punkte  des  Hiklfskegelschniits  C  sind,  so  werden  ou^ 
und  ace*  zwei  projektivische  Strahlbflschel  beschreiben,  ebenso 
o/}*  und  ßß^,  folglich  beschreiben  auch  aa>  und  ßß^  zwei  pro- 
jdtüvische  Strahlbflschel;  der  Ort  ihres  Schnittpunktes  P  Ist  also 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  C|,  welcher  durch  a  und  ß  geht;  dass 
er  auch  durch  7,  den  Schnittpunkt  eines  parallel  mit  xy  durch 
0  gezogenen  Strahles  mit  dem  Kegelschnitte  €  hindurchgeht,  bt 
einleuchtend,  da  whr  statt  «  und  ß  auch  «  und  y  oder  ß  und  f 
bitten  wählen  k5nnen;  es  geht  auch  daraus  hervor,  dass,  wenn 
m  insbesondere  in  den  Schnittpunkt  der  Mitlelpuqktslinie  Wt  mit 
xy  rflckt,  der  Punkt  P  nach  y  gelangt.  Es  ist  nun  auch  leicht, 
den  vierten  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  C  und  zu  finden; 
gelangt  nftmiteh  m  insbesondere  nach  dem  unendlich -entfernten 
Punkte  der  MittelpunktsUnie  SR,  so  whrd  der  Punkt  P  die  Lage 
eines  Punktes  d  annehmen ,  welches  der  Schnittpunkt  einer  durch 
0  zur  Miltelpunklslinie  8)t  gezogenen  Parallelen  mit  dem  Hölfs- 
kegelschnitte  C  Ist  Die  Kegelschnitte  C  um!  C7,  begegnen  sich 
also  in  den  leicht  anggebbaren  vier  Punkten  «ßyd.  Wir  haben 
demnach  zunächst  folgenden  Satz  gerunden: 

Verschiebt  man  die  Strahlsysteme  der  konjugirten 
Durehmesser    für  sämmtliche   Kegelschnitte  einer 
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Schaar  von  vier  gemeinBchaftlicheo  Tangenten  mit 
Beibehaltung  ihrer  Richtung  (oh;i6  Drehnng)  naeh 
einem  PuniLte  o  eines  beliebigen  Kegelschnitts  C,  so 
bestimmt  jedes  Strahlsystem  einen  Punkt  P  in  der 
Ebene,  durch  welchen  die  Durehbohrnngssehnen  je- 
des Paares  konjuglrter  Strahlen  lauren;  der  Ort  slmmt- 
licher  Punkte  P  fflr  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  ist 
ein  bestimmter  Kegelschnitt  C,,  der  insbesondere  mit 
C  diejenigen  vier  Punkte  gemein  hat,  in  welchen  die 
durch  0  mit  den  drei  Diagonalen  des  Vierseits  und 
der  Mittelpunktslinie  gezogenen  Parallelen  dem 
Kegelschnitt  C  begegnen. 

Ist  der  Kegelschnitt  C|  einmal  ermittelt,  so  haben  wir  eine 
leicht  ikbersehbare  Abhingigkeit  ebiersdts  zwischen  den  Kegel- 
schnitten der  Schaar  oder  ihren  Mittelpunkten  m  auf  und 
ihren  zngehdrlgen  Durchmessersystemen  und  anderseits  den  sSmmt- 
lichen  Punkten  P  des  Kegelschnitts  Cj ;  jeder  Punkt  dieses  Kegel- 
schnitts als  Mittelpunkt  eines  Strahl böscbets  aufgefasst  liefert 
nämlich  Strahlen,  welche  den  Hülfskcgelschnitt  C  in  Punktenpaa- 
ren  trefTen»  und  diese  mit  o  verl>iinil(^n  geben  je  ein  Strahlsystem, 
welches  dem  Durchmessersystem  eines  bcsümmtcn  Kegelschnitts 
der  Schaar  parallel  lauft;  oder  auch:  Die  Mitlelpunktslinic 
welche  dir.  Mitten  m^m.,m.^  der  drei  lH;i^oiialeii  des  Vierseits  ent- 
hält und  deren  unendiicli-mlfernlcii  IMuikt  wir  mit  bezeichnen 
wollen,  wird  duidi  die  vier  Punkte  jn^m.^rn^m^  in  vier  Stücke 
zerschnillen  nrid  inidcrsrils  zerfällt  der  Kegelselinitt  (\  durch  die 
vier  in  ihm  enthalteiieii  Punkte  « ß  y  d  in  vi»'r  Stücke  ifalls  or 
eine  Hyperbel  ist,  muss  dieselbe  als  zusammenhängende  Kurve  in 
den»  früher  [%  26)  angegebenen  Sinne  anfgefassf  werden);  alsdann 
enthalten  die  Sirecken  zwischen  m^m^-i  m.^m^,  ni.  m^,  "'i  'he 
Mittelpunkte  flerjenigen  Kegelschnitte  der  Schaar.  d(  i  t  n  liurch- 
niessersyslem  nach  o  verlegt  Punkte  r  liefern,  xst-idic  Jx^/ichungs- 
weisc  die  Stücke  aß,  ßy,  yö,  <)a  des  Kegelsriiiiilts  C\  erfüllen 
(Fig.  Gök  Für  die  besonderen  Punkte  a  ß  y  6  selbst  wird  das 
Strahlsyslrni  parabolisch,  die  vier  Kegelscbnille,  \v»'icbe  diesen 
Punkten  entsprecbeu,  nnissen  also  Parabeln  sein;  di<'s  ist  in  der 
Thal  der  Fall,  obwobl  uur  der  einzige  dem  Punkt  d  enlsprcrbcnde 
Kegelsriniill  eine  eigentliche  Parabel  ist;  die  den  dr«'i  Punkten 
ccßy  euLspreclienilcu  Kcgelsclinillc  der  Schaar  sind  aber  die  drei 
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Punktenpaare  (drei  Paar  Gegenecken  des  ▼ollstfindigcn  Vierseitit) 
und  ein  solches  Ponktenpaar  oder  die  doppelt  gedachte  Verbin- 
dnngslinie  desselben  kann  nicht  blos,  wie  wir  gesehen  haben,  als 
Ellipse  oder  Hyperbel  (mit  einer  Terschwlndend  kleinen  Axe), 


sondern  ebensowohl  als  eine  specielle  Parabel  aafgefasst  werden» 
denn  sie  hat  zwei  zosammenrallcnde  unendlich -entfernte  Punkte, 
was  das  charakteristische  Merkmal  der  Parabel  ist;  auch  trat 
schon  bd  der  Betrachtung  der  Parabelschaar  (§  43)  eine  solche 
Doppellinie  als  specielle  Parabel  auf.  Je  nachdem  nun  der  Punkt 
P  innerhalb  oder  ausserhalb  des  HQlfskegelscbnitts  C  liegt,  ist  das 
Strahlsjstem  in  o  .oder  das  mit  ihm  parallele  Durchroesscrsystem 
des  Kegelschnitts  der  Schaar  elliptisch  oder  hyperbolisch,  dieser 
Kegelschnitt  selbst  also  auch  Ellipse  oder  Hyperbel.  Wir  erken- 
nen hieraus  das  bereits  früher  {%  43)  gerundene  Resnltat,  dass 
die  Kegelschnittschaar  im  Allgemeinen  aus  zwei  G nippen  Ellipsen 
und  zwei  Gruppen  Hyperbeln  besteht,  welche  mit  (Munncler  ab- 
wechseln, so  dass  auf  eine  Gruppe  Ellipsen  eine  Griip|K*  flyiior- 
beln  u.  s.  w.  folgt,  und  dass  diese  vier  Gruppen  durch  die  vier 
erwShnten  Parabeln  von  einander  getrennt  werden,  denn  sobald 
der  Kegelschnitt  C,  durch  v'\\m\  der  vier  Sr-hnittpniiktc  aßyd 
gehl,  tritt  er  entweder  aus  dor  Region  innerhalb  des  Kogrlschnitts 
C  In  die  ausserhalb  dessclhrn  oder  uin''pkehrt  fmit  Ausnahme  des 
besonderen  Falles,  dass  zwei  von  den  vier  IMmklen  /usannncnrallen). 


(Pig.  66.) 
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I)rnk('ii  w'iv  eins  iifjoiid  riii  Paar  konjiigirlcr  Diirchmesspr 
fincs  h('liel)ig<!ii  Kegels»  liiiiltcs  der  Schaar  parallel  nach  o  ver- 
Rclioheii.  so  wird  die  Durcliholiningssehnc  i[i  dem  Kegelsclmitt  C 
den  Kcgelst'lniitt  C,  im  Allgemeinen  und  höchstens  in  zwei  I'mdv- 
len  P  und/*'  Ircflen,  welche  zwei  bestimmten  Kci^clMliniUen  der 
Schaar  entsprerhen :  jedes  Paar  konjugirter  Durclimesser 
eines  Kcgelselinittes  der  Schaar  ist  also,  im  Allge- 
meinen, mit  einem  Paar  konjugirter  Durchmesser 
eines  der  übrigen  parallel;  daher  haben  die  Kegel- 
schnitte i  n  s  b  s  0  n  d  e  r  e  a  u  c  h  j)  a  a  r  w  e  i  s  e  p  a  r  a  1 1  c  1  e  A  x  e  n ; 
solche  Paare  von  Kegelschnitten  mit  parallelen  Axen  erhallen  wir 
in  der  Weise,  dass  wir  nach  o  ein  Kreissystem  verlegen,  dessea 
Durchhohrnngssebnen  in  C  <lnrch  einen  festen  Punkt  (i  laufen; 
jeder  durch  fi  gezogene  Strahl  trilTl  C^  in  zwei  solchen  Punkten 
P  und  P\  deren  entsprechende  KegelftcboiUe  der  Schaar  paral- 
lele Axen  haben,  denn  jede  durch  f*  gezogene  Sehne  besümmt 
in  C  zwei  Punkte,  die  mit  o  verbunden  die  lUchiungcn  der 
Axen  liefern.  Es  kann  aber  insbesondere  vorkommen,  dass  die 
Schnittpunkte  P  und  zusammenfallen  oder  ihre  Verbindung 
iinie  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  6^}  ist»  und  zwar  giebt  es 
durch  jeden  Punkt  P  eine  bestimmte  Tangente  an  C^;  dne  solche 
liefert  als  Sehne  in  C  zwei  Schnittpunkte,  die  mit  o  verbunden 
ein  besonderes  Paar  kotijugirter  Durchmesser  des  dem  P  entspre- 
chenden Kegelschnitts  besümmt;  mit  diesem  Paare  wird  kein 
Paar  konjugirter  Durchmesser  irgend  eines  andern  Kegelschnittes 
der  Schaar  parallel  sein;  also  jeder  Kegelschnitt  der  Schaar 
hat  ein  besonderes  Paar  konjugirter  Durchmesser, 
welches  mit  keinem  Paar  konjugirter  Durchmesser 
irgendeines  der flbrigen parallel  ist,  und  es  giebt,  im 
Allgemeinen,  zwei  Kegelschnitte,  bei  denen  dies  be- 
sondere Paar  die  Axen  sind;  die  beiden  ans  dem  Punkte fi 
an  den  Kegelschnitt  C,  gelegten  Tangenten  haben  nflmllch  zu 
Berührungspunkten  die  besonderen  Punkte  P,  .deren  entsprechende 
Kegelschnitte  der  Schaar  das  besondere  Paar  koiyoglrter  Durch- 
messer zu  Aien  haben. 

Um  zu  ermitteln,  ob  und  wie  viel  gleichseitige  Hyper- 
beln in  der  Kegekcbnittschaar  enthalten  sind,  denken  wir  uns 
In  den  Schnittpunkten  der  durch  gezogenen  Sehnen  mit  dem 
Kegelschnitt  C  Tangentenpaare  an  dem  letzteren,  die  sich  In 
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Punkteo  sclmeiden,  weiche  auf  der  Polare  von  n  in  Bezug  auf 
C  liegen;  diese  Polare  2  wird  Dun  den  KegelschniU  C^  im  All^^e- 
.  meinen  In  zwei  Punkien  P  nnd  treffen ;  j^der  derselben  bat 
die  Eigenscbalt,  daes  sein  Taiigentenpaar  an  C  In  zwei  Punliten 
berührt,  die  mit  o  verbunden  iwei  rcclilwiiiklige  Strabten  lie- 
fern; diese  sind  aber  die  Asymptoten  des  Stra Iiisystems,  welches 
dem  P  lugehört;  es  ist  ein  byperliolisch-gleicbseiliges,  weil 
seine  beiden  Asymptoten  rechtwinklig  zu  einander  sind;  jene  bei- 
den SchnUtpnnkte  der  Geraden  S  mit  dem  Kegelschnitt  be- 
stimmen also  zwei  solclie  Punkte  P,  dass  die  ihnen  entsprechen- 
den Kegelschnitte  der  Schaar  gleiohseitige  Hyperbeln  werden;  es 
giebt  mithin  In  der  Kegelschnittschaar  zwei  oder  keine  oder  eine 
gleichseittge  Hyperbel,  je  nachdem  £  und  <7|  sich  schneiden  oder 
nicht  treffen  oder  berOhren.  (Vergl.  $  44.) 

Insbesondere  kann  die  Kegelschnittschaar  nur  einen  Kreis 
entlialten,  wenn  der  Kegehchnitt  (7|  durch  den  Punkt  fi  geht,  fOr 
welchen  das  Strahlsystem  in  o  ein  Kreissyslem  wird.  Sollen  zwei 
Kreise  in  der  Kegelschnittschaar  vorkommen,  so  muss  der  Ke- 
gelschnitt (7,  in  I»  ehien  Doppelpunkt  haben,  d.  b.  In  ein  linien- 
paar  zerfallen ;  suchen  wir  daher  Oberhaupt  die  Bedüigungen  auf, 
damit  der  KegelschniU  C|  zerfalle;  dies  wird  dann  eintreten,  wenn 
die  beiden  den  Kegelschnitt  (7|  erzeugenden  projektivischen  Strahl- 
bftschel  (a)  und  (ß)  perspektivisch  liegen,  also  in  die  Verbin- 
dungslinie der  Hittelpunkte  entsprechende  Strahlen  hiueinfallen; 
dies  ist  aber  wieder  nur  möglich,  wenn  die  Richtungen  von 
m^o?  und  m^y  zusammenfallen  oder  die  Mittelpunktslinie  mit 
der  Diagonale  xy  koinddirt;  dann  mit  aber  m,  in  k  und  m,  In 
y  hinein,  und  da  m,  die  Mitte  zweier  Gegenecken  des  vollstindi- 
gen  Vierseits  ist,  welche  mit  x  und  z  harmonisch  liegen,  so 
mnss,  da  X  in  die  Mitte  zwischen  zwei  zugeordneten  Punkten 
mit,  der  vierte  harmonische  Punkt  x  in  die  Unendlichkeit  gelien; 
ebenso  auf  der  Diagonale  yz;  also  das  luvprdnglich  gegebene 
Viersek  muss  die  Eigenschaft  haben,  dass  zwei  Diagonalen  des- 
selben parallel  laufen,  wobei  die  Mittelpunktslinie  mit  der 
dritten  Diagonale  zuttammenflllt.  Der  Kegelschnitt  reiincirt 
sich  dann,  weil  nß  zusammenfallen  und  auch  fd  zusammen- 
fallen, also  zwei  Doppelpunkte  In  ihm  vorkommen,  auf  die  dop- 
pelt zu  zählende  Verbindungslinie  derselben  und  enthält  nicht 
nur  einen,  sondern  unendlich  viele  Doppelpunkte.   Ein  Doppel- 
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|)Uiikt  des  Ki'gL'lstliuids  liefort  min  in  u  zwei  gleielic  anf  ein- 
ander fallende  Slialilsystrmr ,  eutsprielit  also  in  der  Kegelschnill- 
schaar  y.wv'i  Ke>;elseliniUeii ,  deren  Durclnnessersysteme  gleieh  und 
i;leirligeri(:iilet  sind;  zwei  scdclie  KegelscbmUe  heisscu  älinlicli 
und  älinlich-liegend ;  \\U  sridiessen  also: 

Unter  den  ;,'esaniniten  K  efjfelsclinitten  der  Schaar, 
gieht  es  in»  Allge m  «'i  n  e n  keine  zwei,  welche  ähnlieli 
n n d  ii  Ii  n  1  i  <•  h  - 1  i e {s' e  n  d  s i  n d  ;  w e n  n  es  a  1» e r  i  n s  h e s o n d e r e 
c i  n  s o  1  e  h  e  s  P a  a  r  }i  i  e  I»  t ,  s  o  sind  alle  ü  h r  i g  e  n  a  n  r  Ii  jt  a  a  r  - 
weis«'  ähnlich  und  ähnlich -liegend;  dieser  he;>()ii(lere 
Fall    Irift    ein,    wenn   zwei   Diagonalen  des  Vierselfs 
|iarall<;l  sind,   wo   dann  die  Mi  1 1  e  I  pn  n  k  t  sli  ni  e  iV>i  mit 
der  dritten  Diagonale  zu sa in ni e n Iii  1 1 1.    Der  Kegelschnitt 
C,  di'generirt  dahei  in  eine  doppelte  gerade  Linie ;  gellt  diese 
insbesondere  noch  durch  den  FHiiikt  fi,  so  giebt  es  zw  ei  Kreise 
in  der  Kegelschniltschaar,  welche  ebenfalls  als  ein  Paar  fihnlicbe 
und  ähnlich-liegende  Kegelschnitte  aufzufassen  sind.    (Wir  über- 
lassen dem  Leser  die  Untersuchung  eiacs  andein  Falles»  in 
welchem  gleicherweise  die  Richtungen  mjo;  und  m^if  auf  ein- 
ander fallen,  wenn  nämlich  y  mit  x  coincidirl;  alsdann  entsteht 
&n  besonderes  Vierseit,  von  welchem  zwei  Seiten  zusammenfallen 
und  auch  zwei  Diagonalen  auf  dieselben;  die  Kegelschnitte  dieser 
speciellen  Schaar  benlbren  sämmlUcb  eine  Gerade  (das  zusani- 
menfallende  .Seilenpaar)  in  einem  und  demselben  festen  Punkte 
und  ausserdem  zwei  andere  Gerade;  die  Mittelpunktslinie  Wl  ent- 
hält nur  eine  elliptische  und  zwei  hyperbolische  Regionen;  der 
Kegelschnitt  r',  degenerirt  in  ein  Linienpaar ,  dessen  Doppelpunkt 
auf  dem  Kegelschnitt  C  liegt;  es  giebt  also  keine  zwei  ähnliche 
und  ähnlich-liegende  Kegelschnitte  u.  s.  w.;  auch  weitere  Specia- 
lislrungen  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  obigen  aUge> 
meinen  Betrachtung.) 

Eine  besondere  Einrachheit  gewinnt  die  Untersuchung,  wenn 
wir  fiir  den  beliebig  zu  wahlenden  HOlfskegelschnltt  C  einen  Kreis 
annehmen;  fOr  den  Kreis  wird  nämlich  zunächst  der  Punkt  fi 
der  Mittelpunkt  und  alle  solche  Punkt  P,  die  gleichweil  vom 
Mittelpunkte  abstehen,  also  auf  einem  concentrischen  Kreise  lie- 
gen, geben  in  o  gleiche  Strahlsysleme,  was  aus  der  in  $  42  gc- 
marhlcn  Demerkung  hervorgebt,  indem  einerseits  das  Tangenten- 
paar aus  P  an  den  Kreis  zwei  Berührungspunkte  liefert,  welche 
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mit  0  verbunden  die  Asymptoten  des  Strahlsystems  geben,  oder 
anderseits  die  durch  P  gezogene  Itleinste  Sehne  des  Kreises  den- 
selben in  zwei  Punitlen  trUlt,  welche  mit  o  verbunden  das  den 
gleichen  Itonjugirten  Durchmessern  entsprechende  Strahlenpaar 
lierem  (^Aj  und  deren  llalbirungsstrahlen  die  Axen  sind. 
Mit  n&lfe  dieser  Bemerkung  erkennen  wir,  dass  irgend  ein  mit 
dem  Krefee  C  concentrischer  Kreis  im  Allgemeinen  den  Kegel- 
schnitt C]  in  vier  solchen  Punkten  P  treffen  wird,  deren  ent- 
sprechende Kegelschnitte  Shnlich  (aber  nicht  Ahnlich-liegend)  sind, 
weil  die  diesen  vier  Kegelschnitten  der  Schaar  zugehörigen  Dnrch- 
messersysteme  gleich  sind,  und  zwar  wird,  wenn  wir  den  Radius 
eines  aolchen  mit  dem  ursprOnglichen  concentrisch  angenommenen 
Kreiaes  verändern  •  ein  Kreis,  dessen  Radius  grösser  ist  als  der 
von  C,  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten  den  Kegelschnitt  Ci  tref- 
fen, welche  vier  Ahnliche  Hyperbeln  der  KegeJschnittschaar  lie- 
fern, während  ein  Kreis,  dessen  Radius  kleiner  ist  als  der  von  C, 
immer  in  vier  solchen  Punkten  trifll,  welche  vier  Ahnliche  Ellipsen 
der  Kegelschnittschaar  liefern;  auch  ist  ersichtlich,  dass  von  die- 
sen vier  Ahnlichen  Kegelschnitten  immer  zwei  einer  der  vier  oben 
hervorgehobenen  Gruppen  und  die  beiden  andern  der  zweiten 
gleichartigen  Gruppe  angehören;  doch  treten  bei  der  stetigen  Ver- 
änderung des  mit  C  concentrischen  Kreises  gewisse  Grenzen  auf. 
welche  zu  alleinstehenden  Kegebchnitten  fihhren  oder  bei  denen 
ein  solches  Paar  in  einen  einzigen  Kegelschnitt  zusaromenlAlIt. 
Im  Allgemeinen  wird  es  bei  jeder  der  vier  Gruppen  in  der  Kegel- 
schnitlschaar  ein  Ibl  vorkommen,  dass  die  bdden  Ähnlichen  Ke- 
gelschnitte zusammenfallen,  indem  durch  das  M^aciisen  oder  Ab- 
nehmen des  Radius  eines  mit  C  concentrischen  Kreises  die  zwei 
Schnittpunkte  desselben  mit  einem  der  vier  KurvenstQcke  aß,  ßy, 
yS^  da  des  Kegelschnitts  C,  einander  genAhert  werden  können, 
bis  sie  zuletzt  zusammenfallen;  ein  solcher  Kreis  wird  den  Kegel- 
schnitt C|  berühren,  sein  nach  dem  BerfihrungspiinkU;  gezogener 
Radios  wird  also  eine  Normale  des  Kegelschnitts  C|  sein  und 
jene  alleinstehenden  Kegelschnitte  werden  daher  bestimmt  durch 
die  Fussptinkte  der  Normalen,  welche  sich  aus  dem  Nittclpunkle 
ft  des  Hfdfskreises  C  an  den  Kegelschnitt  <\  ziehen  lassen.'^)  I>ief«e 

*)  A  11  m  <"  r]<  u  II  pr.  Hus  »rlmii  von  A  |mi  1 1  o  ii  i  it  s  pf^löste  Prohli  ni; 
„Dar  eil  einen  gcJ;o  honen  Punkt  :iii  oiiicn  gofrebenon  K  »•  I - 
scbiiitt  Normalen  za  legen",  ist  von  «leraselljcn  znnickgefülirt  auf 
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Ftiss|(Uiikle  küniMMi  wir  inü  fol<:eml(*  Wtnsv  cnnillclii:  Möj,'«!  ein 
solcher  um  doi»  Millclpunkt  n  hesrlu'iolK'iier  Krfis  den  Kegel- 
sclinitt  t\  in  ZNvei  Punkten  a'|3'  trelTen,  so  wird  die  Mille  der 
Sehne  a'     einmal  iu  dem  voo     auf  dieselbe  gelallten  Perpen« 

die  Bestimmung  der  Dnrchsehnittspttnkte  des  Kegelschnitts  mit  einer 
gewissen  gleiehseitigen  Hypefbel,  zn  welelier  wbr  in  folgender  Weise 

gelangen  können:  Sei  o  der  gegebene  Punkt  und  ru  der  Mitteipnnlit  di>s 
pcgebenon  K«  fiplscluiitts  A' ,  ferner  p  ein  veränderlicher  reripheriepnnkt 
»losselben,  dünn  niüs.ste,  wenn  ojt  eino  Nunnalo  des  Ivcrrclselinitts  in  p 
wiire,  die  Tangente  in  p  auf  op  senkrecht  stehen;  diese  Tangente  ist 
aber  parallel  mit  dem  zn  mp  konjugirten  Durchmesser;  stehen  wir  da- 
lier einen  beliebigen  Durchmesser  mp  und  fHllen  aus  o  auf  den  konju* 
girten  Durchmesser  desselben  tan  Perpendikel,  welches  den  ersteren  in 
X  trifft,  so  wird  der  Ort  von  x  bei  der  Bewegung  von  p  ein  solclier 
sein,  (];xss  er  diircli  tVn:  Fusspunlvte  <ler  aus  o  atif  den  KegolBchnitt  A' 
heral>jjt;lassenen  Normalen  hindurchgeht;  dieser  Ort  von  .r  ist  leicht 
zn  ermitteln,  denn  während  p  sich  auf  dem  Kegelschnitt  herumbe- 
wegt, beschreibt  der  sn  mp  konjngirte  Durchmesser  m»  ein  Strahl* 
bQschel  und  da  »p  und  mn  ein  Strahlsystem,  das  konjugirte  Durch- 
nicsscrsystcm ,  bilden,  sind  die  von  mp  und  siiK  beschriebenen  Strnhl- 
büschel  projcktivisch  ({?  17);  die  aus  O  auf  mit  gezopfene  S«'nkrei:hte 
beselireiht  ahor  fin  mit  inn  gleiches  Strablbüschel ,  also  sind  auch  die 
von  mp  und  oa:  heüchricbenen  Strahlbiisehol  unter  sich  projcktivisch, 
mithin  der  Ort  von  x  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  m  und  o  geht; 
dieser  Kegelschnitt  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  insbesondere 
die  zn  den  Axen  des  Kegelschnitts  K  durch  o  gezogenen  Parallelen  nach 
den  unendlich -entfernten  Punkten  des  gefundenen  Kegelschnitts  hin- 
geluMi,  also  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  liegen.  Die 
gefundene  glcichseit-.^'f  Hyperbel  schneidet  nun  den  gegebenen  Kegel- 
Schnitt  K  im  Allgemeinen  in  vier  Punkten,  welche  mit  o  verbanden 
die  vier  gesuchten  Normalen  des  Kegelschnitts  sind;  die  vier  Schnitto 
punkte  können  aber  paarweise  snsammenfallen  oder  imaginlr  werden, 
wodurch  denn  auch  die  im  Allgemeinen  stattfindenden  vier  Lösungen 
der  Anfjrabe  paarweise  zusammenfallen  oder  ini;»;rij>iir  werden.  Ist  der 
gr^'obfiic  Kogeiselinitt  A  eine  Parabel,  denn  Mittelpunkt  iui  I  nend- 
lieluii  liegt,  so  tritt  eine  leichte  Modifikation  der  vorigen  Konstruktion 
ein ;  jeder  sur  Axe  gezogene  Parallelstrahl  hat  zu  seiner  konjugirten 
Richtung  die  Richtung  der  Tangente  in  seinem  endlichen  Schnittpunkte 
mit  der  Pnrnbel.  Auf  diese  ist  also  ans  dem  gegebenen  Punkte  o  tm- 
inor  ein  Perpendikel  zu  füllen,  welches  jenen  Parallelstrahl  in  a-  trifft; 
dt  I  Ort  von  .r  bleibt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche  einen  ihrer 
unendlieb-enifernteu  l'uukte  mit  der  l'arabcl  gcttielu^ielial'tlieh  hat;  die 
andern  drei  Schnittpunkte  bind  die  Fnsspunktu  der  drei  aus  o  an  die 
Parabel  zn  siehenden  Normalen;  die  vierte  Normale  ist  die  von  o  snr 
Parabelaxe  gesogene  Parallele,  also  von  vornherein  bekannt. 
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(likel  liegeu  und  aoderspits  in  demjenigen  Durchmesser  des  &e- 
gelscbnitls  (7p  wclclier  der  Riclitung  Itonjugirt  ist;  der  Orl 
des  Mitteipunlils  dieser  Sehne  ist  daher  leicht  zu  heslinimen: 
Wir  ziehen  durch  den  IfittelpunlKt  M  des  gegebenen  KegelschniUs 
C^  einen  Terinderiichen  Strahl  /  und  den  lioiyuglrten  Durchmes- 
ser l»  aus  dem  festen  Punkte  fi  lallen  vor  auf  /.  ein  Perpendiliel, 
dessen  Schnittpunkt  mit  X  der  Uittelpunkt  der  Sehne  ist;  bei  der 
Ver&nderung  von  /  besclireiben  nun  l .  und  X  ein  Strahlsystem, 
also  zwei  projektlvlsche  StrahlbQschel,  das  Perpendikel  von  f»  auf* 
I  ebenfalls  ein  mit  jenem  projcktivisches  StrahlbQschel,  folglich. 
Ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  Sehne  ein  Kegelschnitt,  welcher 
durch  M  und  geht,  und  zwar  eine  gielchseiüge  Ilyperbel,  weil, 
wenn  l  und  A  die  Aien  des  Kegelschnitts  Ci  werden,  die  beiden 
unendlich-entfernten  Punkte  des  gefundenen  Kegelschnitts  hervor- 
gehen, die  In  zwei  rechtwunkligen  Richtungen  liegen.  Dic^r 
gleichseitige  Hyperbel  trifll  nun  den  Kegelschnitt  Ci  in  solchen 
Punkten,  für  welche  die  gemdnschaflliche  Sehne  u*ß^  den  Werth 
Null  bat,  also  der  um  f»  beschriebene  Kreis  den  Kegelschnitt  £7| 
berührt;  es  giebt  daher  Im  Allgemeinen  vier  solche  Kreise,  deren 
Berlihruiigspunkte  die  Fussimnkte  der  aus  it,  an  Ci  gezogenen 
Normalen  sind;  diese  Berdhrungspunktc  haben  zugleich  die  Eigeu- 
tbumlichkeit,  dass  ihr  Absland  von  dem  Krelsmlttelpunkie  fi  un- 
ter den  Abstflnden  aller  Punkte  P  des  Kegelschnitts  Cj  von  dem 
Punkte  ein  Maximum  oder  Minimum  bt,  woraus  folgt,  dass  die 
von  diesen  besonderen  Punkten  P  in  o  hervorgerufenen  Sirahl- 
systeme die  Eigenthflmlichkeil  besitzen,  dass  de  entweder  den 
Kreiflsystemen  am  nichsleu  kommen  oder  von  dem  byperbolisch- 
gleichseltigeii  Strahlsystem  am  meisten  abweichen,  da  (§  4^  der 
Winkel  zwischen  den  gleichen  konjugirten  Durchmessern,  oder 

der  Winkel  /uisclicii  den  Asvinphtleii  oder  das  AxcnveiliäUiibü  — 

für  i'iiH'ii  solchen  Piiiikl  ein  Maxin)niii  oder  Minimum  uird.  Hieraus 
folgt,  dass  CS  aurli  in  der  kegelsciniillscliaar  vier  besondern  Ke- 
gelschnitte giebt,  deren  Axenverliältniss  ein  Maxinnnu  oder  Mini- 
mum ist,  und  zwar  in  jeder  Gruppe  Ellipsen  eine  solche,  weleliir 
unter  allen  dem  Kreise  am  nächsten  konnnt  (oder  seihst  ein  Kreis 
ist),  und  in  jeder  Gruppe  Ilyperbeln  eine  solche,  welche  von  der 
gleichseiligeu  am  meisten  abweicht.  Die  Aufgabe,  diese  vier  aus- 
gezeichneten Kegelschnitte  der  Schaar  zu  finden,  Ist  nach  dem 


Digitized  by  Google 


310  Dritter  Abschnitt. 

Vorigen  darauf  zurückgeführt,  aus  einem  gegebenen  Punkte  an 
einen  gegebeneu  KegelscbnlU  Normalen  zu  zielieu,  oder  die 
Durckscbnittspmikte  eines  gegelienen  Kegelschnilto  mil  einer 
gleicliseiligen  Hyperbel  zu  ermitteln;  das  Resultat  der  ?origen 
Untersuchung  lüsst  sich  nun  folgendermassen  zusammenfasGen: 

Unter  den  Kegelschnitten  einer  Schaar  fon  vier 
gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  im  AiJgemeineu 
immer  je  vier  einander  ähnlich  und  jede  vier  ähn- 
•  liehe  gehören  paarweise  zwei  gleichartigen  Gruppen 
an  (S  43)t  so  dass  man  also  auch  sagen  kann,  die  Ke- 
gelschnitte jeder  Gruppe,  für  sich  betrachtet,  seien 
paarweise  ähnlich.  In  jeder  Gruppe  giebt  es  einen 
einzelnen  Kegelschnitt,  welcher  keinem  andern  der- 
selben Gruppe  ähnlich  ist,  und  zwar  in  jeder  der  bei- 
den Gruppen  Ellipsen  ist  dies  eine  solche,  weiche 
unter  allen  dem  Kreise  am  nächsten  kommt  (oder  ins- 
besondere selbst  ein  Kreis  ist),  in  jeder  der  beiden  Grup- 
pen Hyperbeln  eine  solche  Hyperbel,  welche  unter 
allen  von  der  gleichseitigen  am  meisten  abweicht, 
oder  überhaupt  ein  solcher  Kegelschnitt,  für  weichen 
das  Axenvcrhältniss  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
(Steiner,  Vermischte  Sätze  und  Aufgaben,  Crelle-Borchardt's 
Journal  Bd.  56,  pag.  374.) 

Wir  haben  bisher  die  Untersuchung  einer  Kegcischnittscbaar 
auf  den  Fall  von  vier  reellen  geineinschaftiiclien  Tangenten  be- 
schränkt; die  den  Betrachtungen  in  40  und  41  analogen 
führen  aber  auch  zu  Kegelschntttscbaaren  mit  zwei  reellen  und 
zwei  imaginären  oder  mit  vier  imaginären  gemehiscIiafUiGhen 
Taiigeuten.  Für  diese  beiden  Fälle  treten  mitunter  ModifikaÜooen 
der  gefundeneu  Eigenschaften  der  Kegcischnittscbaar  ein,  welche 
sich  ans  der  Uebertragung  der  üi  $$  40  und  41  angestellten  Be- 
trachtungen «u-mitteln  lassen ;  es  giebt  aber  für  die  näliere  Unter- 
suchung dieser  beiden  Kegelschnittschaaren  noch  ein  ebüfacheres 
Mittel,  nämlicli  die  rolarisation  einer  Kreisschaar  mit  einer  reel- 
len oder  ideellen  gcineinscbaftliclicn  Sekante  (Potenzlinic);  da- 
dureh,  dass  man  in  Uezug  auf  Irgend  einen  KegelschniU  (oder 
Kreis)  als  Hasis  diese  beiden  Gebilde  pularisirt,  erhält  man  ein- 
mal eine  Kegelst  hnitlscbaar  mil  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
genieinschariliclien  Tungenlcn  und  das  andere  Mal  eine  Kegel- 
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scbiiiUscbaar  mil  vier  imaginftren  gemeioschafllicheo  Tangenten. 
Wir  unterlaaaen  die  AusfOlirüug  dieser  Untersuchung,  welche  sich 
SU  geometrischen  Uebungen  selir  empflehlt.   (S.  $  49.) 

S  46.  Polay  -  Bgensohaften  des  Kegelaolinittbüaohete. 

Das  in  $  43  gefundene  Resultat,  dass  die  Hittelpunkle  einer 
KegeiscIiniCIschaar  auf  einer  Geraden  liegen,  so  wie  das  schon 
in  §  38  hervorgetretene  Ergebniss,  dass  die  Mittelpunkte  eines 
BOschels  gleichseitiger  Hyperbeln  auf  einem  ilreise  liegen^  führt 
darauf  hin,  sowohl  för  das  allgemeine  KegelschnittbOscbel  den 
Ort  der  Mittelpunkte  aufzusuchen ,  als  auch  in  erweiterter  Fassung, 
da  der  Mittelpunkt  der  Pol  der  unendlich- entfernten  Geraden, 
also  nur  ein  besonderer  Fall  des  Poles  irgend  einer  Geraden  in 
der  Ebene  ist,  dfe  vier  Fragen  zu  beantworten:  Was  ist  der  Ort 
des  Poles  einer  festen  Geraden  in  Bezug  auf  simmüiche  KegeU 
schnitte  einer  Schaar  und  eines  Büschels?  Was  ist  der  Ort  der 
Polaren  einvs  festen  Punktes  In  Bezug  auf  sSmmtliche  Kegel- 
schnitte eines  Bfischeb  und  einer  Schaar?  wovon  die  beiden 
letzteren  die  polaren  Fragen  der  beiden  ersteren  sind,  also  in 
bekannter  Weise  von  jenen  abhftngen. 

Indem  wir  zuvOrderst  von  einem  KegelscbniUbüschel  mit  vier 
reellen  Mittelpunkten  ABCD  ausgeben,  wollen  wir  den  Ort  der 
Polaren  eines  festen  Punktes  P  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegel- 
schnitte des  Büscheb  ermitteln.  Sei  xyz  das  Diagoiialdreieck  des 
volbtändigeu  Vierecks^/? 6'^  (Fig.  (>G],  dauu  erhalten  wir  iiacli  ^  38 

(Fig.  06.) 


leicht  riiMii  K('i.«Isrluiill  des  ßöscliels,  indem  wir  einen  belie- 
bigen Puukl  a  der  Diagonale  yz  mit  ^  verbinden  und  diese  Gerade 
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als  Tangente  des  Kegelschnilts  ansehen;  aB  ist  dann  die  Tangente 
in  und  verbinden  wir  den  Srluiiilpunkl  der  Geraden  aJ  und 
der  Diagonale  xz  mit  C,  den  Sciinittpnnkt  der  Geraden  aB  und 
der  Diagonale  xz  mit  A  so  Irefl'en  sich  diese  beiden  (loraden, 
welche  die  Tangenten  in  C  und  B  am  Kegelscbnilte  sind«  auf  der 
Diagonale  tfz  in  einem  Puolite  a;  a  und  a  liegen  harmonisch 
KU  II.  8.  w.  Um  nun  zu  irgend  einem  Pmikto  P  in  der  £bene 
die  Polare  zu  erlulten  in  Bezug  auf  den  bestimmten  Kegelacimilt 
des  Buscheis»  dessen  Tangente  in  A,  Aa  iü,  ziehe  ich  aP,  wel- 
ches in  $  die  Bcr&hrungssehne  JB  trilR,  and  bestimme  von  s 
den  vierten  harmonisclien  Punkt  tf  zu  ^  und  B;  dann  wird,  weil 
a  der  Pol  ?on  ^i?  ist,  der  Pol  von  aP  sein;  zweitens  ziehe 
irli  Ptt,  welches  in  r  die  Sehne  CD  triHl,  und  bestimme  so  r  den 
vierten  harmonischen  Punkt  q  auf  CD;  dann  wird  q  der  Pol 
von  Ptt  sein,  folglich  ^9  die  Polare  von  P.  Halten  wir  diese 
Konstruktion  fest  und  verändern  jetzt  den  Kegelsclmitt  des  Bösdids» 
indem  wir  den  Punkt  a  auf  der  Diagonale  yz  fortrücken,  so  be- 
schreiben a er  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptolonpunkte  yzsind, 
weil  sie  beständig  zu  y  und  z  harmonisch  liegen;  ebenso  be- 
schreiben «r  ein  Punktsystem,  dessen  Asymptotenpunkte  A  und  B 
sind ,  und  auch  ein  solches,  dessen  Asymptotenpunkte  C  und  D 
sind.  Jedes  Punktsystem  ist  aber  in  sich  projektivisch,  d.  fa.  die 
koojugirten  Punkte  eines  Punktsystems  bilden  zwei  projektivische 
Punktreihen  ($  16);  also  beschrnihen  a  und  «  zwei  projekti- 
vische Punktreihen,  s  und  c  zwd  solche  und  r  und  f  ebenfalls; 
nun  liegen  die  Pnnktreihen  i  und  o  perspektivisch  in  Bezug  auf 
den  Projekttospunkt  P,  ebenso  r  und  a;  folglich  da  tf  mit  s, 
s  mit  a,  a  mit  a,  u  mit  r,  r  mit  q  prnjektivisch  sind/  so  ist 
auch  mit  q  projeklivisch;  diese  beiden  von  q  und  bcschrie- 
lienen  fu-ojektivischen  Punktreihen  liegen,  nie  leicht  zu  erkennen 
ist,  perspektivisch,  well  In  den  Schuitipnnkt  der  Träger 
und  CD»  d.  h.  in  den  Punkt  x  zwei  cntsprecliende  Punkte  hinein- 
fallen (wenn  a  nämlich  \n  AB  liineinfSlU,  also  er  in  CD  u.  s.  w.), 
folglich  läuft  die  Verbindungslinie  q<s  durch  einen  festen  Punkt. 
Dl(*.  Polaren  des  Punktes  P  in  Ilezng  anr  sämmtllche  Kegelschnitte 
des  Büschels  laufen  daher  dnrcli  einen  festen  Punkt  Q  und  bilden 
ein  Stralilhfiseliel,  welches  projeklivisch  ist  mit  der  von  dem 
IMuikle  (t  lu'scliiiehenen  Pnnklri'ilir ,  d.  Ii.  iiiil  dem  von  den  Tan- 
genten der  KegelsdiuilLe  des  Büschels  in  einem  der  vier  Miltel- 
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IMHikle  gebildeten  StrshJbOsebel.  Der  Puoki  0  kann  joUl  leicht 
gefuDdeo  werden,  indem  wir  P  mit  den  Diagoiial|>unkleu  xyz 
veHbindeii  und  tn  jedem  dieser  Stralilen  und  dem  In  dem  Diagonal- 
punkte  sich  Ivcuzenden  Linienpaar  den  vierten  liarmonischen 
Strahl  konstruiren;  dieae  drei  Strahlen  mOaaen  sich  in  dem  gc- 
sachten  Punkte  Q  trelTen;  die  Punkte  P  und  Q  heimsen  „kon- 
jugirle  Punkte  In  Beiug  auf  dae Kegelscbnitlbüschel", 
denn  aus  der  Polarlfaeorie  ($  30)  geht  hervor,  dass  auch  die 
Polaren  von  Q  in  Bezug  auf  sämmtllche  Kegelschnitte  des  Büschels 
durch  P  gehen  oder  dass  P  und  Q  ein  Paar  konjugh-le  l^nikle 
sintI  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels.  Denken  wir 
uns  den  bestimmten  Kegelschnitt  des  Büschels  konstruirt,  welcher 
durch  /'  gellt,  so  mnss  auch  die  Polare  von  Pin  Bezog  auf  ihn, 
il.  Ii.  seine  Tangente  in  P  durch  ij  gehen  und  ebenso  nniss  für 
den  durch  fj  gehenden  Kegelschnitt  des  Büschels  die  Tangente 
in  (>  durch  P  gehen;  die  Verbindungslinie  J'(j  wird  also  von 
iwci  Kegelschnitten  des  Büschels  und  zwar  in  den  runklen  /Miud  Q 
beniiul  oder:  aiil  der  Verbindungslinie  P(j  sind  /'  und  Q  die 
Asymplotenpunkle  desi«'nigen  Punktsystems,  welches  vtui  dem 
Kegelschnittbiiscliel  ausges(  linillen  wird  ^  Pas  gciuudene 

Besullal  iässl  sich  in  foigeuden  Sal/  zusaninieiil  issen: 

Die  Polaren  eines  festen  Punktes  7'  in  Bezug  auf 
sammtliclH!  Kegelschnitte  eines  nüscliels  von  vij-r 
feslen  Mittelpunkten  AI>CI>  laufen  dnicli  denselben 
festen  l'unkt  Q,  so  dass  also  /'  nn<l  Q  ein  l'itar  Konjii- 
girle  Punkte  sind  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Büschels  lind  auch  die  Polaren  v  on  (>  säui  m  1 1  i  c  h  durch 
P  laufen.  Für  irgend  zwei  Punkte  P  und  in  der 
D  b  e  n  0  b  i  I  d  e  n  die  P  o  I  a  r »:  n  z  w  e  i  S  t  r  a  Ii  I  b  n  s  <  Ii  e  I  [Q]  u u d  ((i 
wel<  lic  allemal  projek  ti  viscli  sind,  indem  je  zwei  Po- 
laren in  Bezug  aul  denselben  K  egelsclinitl  des  H  ii - 
srln'ls  ents|)  rech  endo  Strahlen  werden.  Das  Slralil- 
büs(  lii  l  0  '  isl  insbesondere  auch  projektivisch  mit  dem  mmi  den 
Tangenten  der  Kegi-lsclinille  des  Büschels  in  einem  der  vier 
Mittelpunkte  gebildeten  und  al^o  aiicli  ^  30  ,  wenn  wir  auf  die 
Kulsteliung  des  Kegelschnillbrisi  hcis  aus  dein  Sti  alillMiscliel  zurück- 
gehen, mit  ilemjenigen  Stralillnix  hui  (/*)  (5^38),  aus  welchem 
dos  Kegelsclinittbüschel  hervorgeht. 

Hieraus  folgt  weiter,  wenn  wir  zwei  i'uukle  P  und  P^  fest- 
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Iialtrii  und  ilit'  I'oliircii  in  IN/u^  auf  ein«;ii  Kt'fj;»*ls«  hiiil(  des  IJü- 
schels  ktHisU  iiirtMi,  deren  Sclniillpunkt  der  Pol  der  VrrhirHliiiii;^- 
linie  sein  fnuss,  dass  der  Ort  des  INdes  einer  leslfu  lir- 
nideii  (PP^)  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnille  des  Büseliels  der  Ort 
des  Sciiiiiltpuiikles  cnlspreelieuder  Slraiden  der  beiilen  projek- 
tivisclien  Slrahlbusciiel  (0)  und  »Iso  im  Allgemeinen  ein 

Kegelschnitt  sein  wird.  Dieser  Kegelschnitt  ist  zugleich  der  Ort 
derjenigen  Punkte,  welche  in  Hezu*,'  auf  das  Kegelschnitlbfischel 
den  sämmtlicbeii  Ihinkten  der  festen  Geraden  {PP^ )  konjugirl 
sind;  deim  der  knnjugirte  I'nnkt  zu  de?n  Schnittpunkte  zweier 
entsprechender  Slraiden  der  Slralilbösebel  {Q)  und  (0')  w»ss 
auf  der  festen  Geraden  (PP^)  liegen.  Hieraus  Folgen  sofort  sechs 
I'unkte  uilseres  Kegelschnitts,  nämlich  diejenigen,  welche  den 
Schnittpunkten  der  festen  (üeraden  mit  den  sechs  Seiten  des  voll- 
ständigen Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  Ik'zug  auf  jedes 
Paar  Kckeo.  Anderseits  ist  ersichtlich,  dass  die  drei  IHagonal- 
punkte  xyz  ebenfalls  IHmkte  des  gefundenen  Kegelschnitts  sein 
mflssen,  weil  sie  die  Pole  der  festen  Geraden  in  Bezug  auf  die 
drei  Lioienpaare  des  Kegelschnittbfiscfaels  sind,  und  endlich  können 
wir  noch  zwei  Punkte  dieses  Kegelschnitts  angebed  (welche  aber 
imaghi&r  werden  kftnnen),  nSmlich  die  Asytnptotenpunkte  des- 
jenigen PunkCsyslems,  welches  das  Kegelsobnittböschel  auf  der 
festen  Geraden  ausschneide!,  denn  diese  Punkte  sind,  wie  wir 
vorhin  gesehen  haben,  selbst  ein  Paar  konjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  das  KegelschniltbQschel ;  wir  haben  daher  folgendes  Ergebnlss: 
Die  Pole  einer  festen  Geraden  4B  in  Bezug  auf  sSmmt- 
liehe  Kegelschnitte  eines  Büschels  von  vier  festen 
Mittelpunkten  liegen  im  Allgemeinen  auf  einem 
Kegelschnitt  It,  welcher  dem  Diagonaldreieck  «ys  des 
von  den  vier  Mittelpunkten  gebildeten  vollstindlgen 
Vierecks  umschrieben  ist  und  ausserdem  diejenigen 
sechs  Punkte  enthält,  welche  den  Schnittpunkten  der 
Geraden  <9  mit  den  sechs  Seiten  des  vollständigen 
Vierecks  harmonisch  zugeordnet  sind  in  Bezug  auf 
jedes  Eckenpaar;  durch  diese  neun  Punkte  ist  der  Kegel- 
schnitt ft  schon  mehr,  als  bestimmt,  woraus  also  ein  elementarer 
Satz  folgt.  ÜerKegelschnittftist  zugleich  derOrtsämmt- 
lieber  Punkte  Q,  welche  den  Punkten /*  der  Geraden  <8 
in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbfiscbel  konjugirl  sind. 
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Die  Geraile  @  wird  von  den  KegelsclmiUen  des  Büschels  in 
Paaren  konjugirlcr  Punkte  eines  i^unktsystem»  gescboitteu  (§  39); 
dieses  Punktsystem  auf  der  Geraden  &  hat  zu  dem  Polarkegel- 
schuiti  $t  eine  eigeDtliüniliclie  Beziehung.  Treffe  nämlich  Irgend 
ein  Kegelschnitt  des  Büschels  die  Gerad«  in  dem  Punkten(»aare 
P  und  p,  so  wird  die  Tangente  des  KegelacbDilts  in  P  durch 
den  konjugirten  Pookt  Q  in  Bezug  auf  das  Kt^elschnittbflschel 
gehen  mösaen  und  ebenso  die  Tangente  in  p  durch  den  koiyu- 
girten  Punkt  q  und  auaserdeni  schneiden  sich  die  beiden  Tan- 
genten in  einem  Puulite  s,  dem  Pol  von  ®  in  Bezug  auf  den 
angenommenen  Kegelschnitt  des  Büschels;  es  leuchtet  ein,  dass 
der  Kegelschnitt  tt  durch  die  drei  Punkte  Qg  und  8  gehen  muss» 
weil  er  einmal  die  konjugirten  Punkte  aller  Punkte  von  ®  in 
Bezug  auf  das  Kegelschnittbflschel  und  anderseits  die  Pole  der 
Geraden  &  in  Bezug  auf  alle  Kegelachnilte  des  Büschels  enthält 
Da  nun  P  und  Q  ein  Paar  koi^jugirte  Punkte  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  sind  und  ebenfalls  p  und  so  müssen 
nach  einem  in  §31  bewiesenen  Satze  auch  die  Schnittpunkte 
(PPf  Qi)  und  {Pq,  Qp)  ein  Paar  konjugirte  Punkte  für  alle 
Kegelschnitte  des  Büschels  sein;  der  erste  Punkt  {Pp,  Qq)  liegt 
aber  auf  der  Geraden  ®,  folglich  muss  der  andere,  sein  konju- 
girter  in  Bezug  auf  d^s  Kcgclschnittbüschel ,  auf  dem  Kegelschnitte 
St  liegen;  mitliin  schneiden  sich  r^j  und  Op  ia  einem  Punkte  r 
des  Kegelschnitts  ft.  Wir  haben  jetzt  vier  Punkte  Qgsr  auf  dem 
Kegelschnitt  St;  die  Schnittpunkte  zweier  Seiteupaare  dieses  Vier- 
ecks sind  die  Punkte  P  und  iul^licb  sind  P  und  p  ein  l'aar 
konjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitte  ^  und  dasselbe 
gilt  für  jedes  Schuittpunktenpaar  eines  Kegelschnitts  des  Büschels 
mit  der  Geraden  ®;  wir  haben  also  folgenden  Salz: 

Die  Kegelschuitte  eiues  Büscheln«  treffen  ciue  Ge- 
rade (B  in  Punktenpaaren,  welche  ailcuial  konjugirlr 
Punkte  sind  in  Bezug  auf  dmjenigrn  Ktigolschiiit  l  il, 
welcher  die  Pole  von  @  in  Bozug  a  iif  alle  Kegelschnille 
des  Büschels  enthalt;  diese  Schnitlpunklenpaare  hil- 
deu  also  auf®  dasjenige  Punktsystem,  wclciies  den» 
Kegels (•  h n  i  n  ^  z u g e h ö r  l  §  29) ;  ist  es  h  v  p  r  r h o i  i  s r  Ii ,  s 
}4  i'  h  t  n  0 1  Ii  u  (•  u  tl  i  H  d  u  r  c  h  d  i  e  b  c  i  d  e  n  As  y  m  j)  l  o  t  o  ii  p  u  n  k  l  r 
«lesselbeu.  illierdurch  ist  zugleich  ein  neuer  Beweis  für  die 
charaklcristischc  Ligeuschaft  des  Kegelschuillbüschcls  gegebv'U.) 
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Durch  das  KegdscbDiUbüschel  wird  ein  eigenlbftiiiliclies  paar- 
weises  EntsprecheD  von  Punliten  in  der  Eliene  vcrmiUell:  Jedem 
Punitl  P  in  der  Ebene  des  KegelscbnitlbQscbels  entspricht  ein  l»e- 
stiniroter  lionjugirter  Ponkt  Q,  welcher  wiederum  die  Eigenschaft 
hat,  dass  sein  Ico^jugirter  Punict  P  ist;  bewegt  sich  P  auf  einer 
Geraden  se  durcblSufl  der  Icoujugirte  Punict  Q  einen  Kegel* 
schnitt  St,  weicher  durch  das  gemeinsehafiliche  Tripel  xyz  des 
KegelscbnillbGschels  hindorchgeht;  dreht  sich  ®  um  einen  festen 
I*unl(t  P,  so  beschreibt  der  Kegelschnitt  St  ein  Kegelschnittböschel 
von  vier  festen  Punicten  xffz  und  Q,  dem  lui^jugirten  zu  dem 
festen  PuniLte  P  der  Geraden  (B-  Allen  Geraden  (S>  in  der  Ebene 
entsprechen  simmtliche  Kegelschnitte  eUier  Schaar- Sehaar  (von 
doppelter  Unendlichkeit),  welche  durch  die  drei  Punttte  xtjz  geben. 
Es  kommt  im  Allgemeinen  in  der  Ebene  nur  vier  Mal  vor,  dass 
zwei  koujugirte  Punkte  P  und  Q  zusammenfallen,  und  dies  ge- 
schieht in  den  vier  Hittelpunkten  des  Kegeltebnittböschels.  Nimmt 
insbesondere  P  die  Lage  eines  der  drei  Diagonalpunkte  z.  B.  x 
ein,  so  wird  sein  konjugirter  Punkt  Q  nnbesthnmt,  indem  es  jeder 
Punkt  der  Verbindungsiinle  der  beiden  öbrigen  Di^igoiiülpunkle 
jft  sein  kann.  Jeder  Geraden  &  in  der  Ebene  entspricht  im 
Allgemeinen  em  bestimmter  Kegelschnitt  St;  dieser  zerßllt  in  ein 
Linienpaar,  sobald  (B  durch  einen  der  drei  Diagouiilimiikte  z.  B,,x 
gehl,  und  von  diesem  Linienpaar  ist  allemal  der  eine  Theil  die 
Verbindungslinie  der  beiden  öbrigen  Diagonnlpunkte  yz,  der  andere 
Theil  der  vierte  harmonische,  der  Ül  zugeordnete  Strahl  durch  x, 
indem  das  durch  x  geht-nde  Seitenpaar  das  andere  Paar  har- 
monisch-zugeordneter  Strahlen  ist. 

Die  im  Obigen  entwickelten  allgemeinen  Polar -Eigenschaften 
des  Kegelschnittbfiflcbels  sind  nur  bewiesen  ffir  den  Fall  eines 
Bösebds  mit  vier  reellen  mttdpunkten;  dass  sie  auch  bestehen 
bleiben,  wenn  zwei  oder  alle  vier  Mittelpunkte  imaginär  werden, 
können  wir  nadiweisen,  indem  wir  zu  der  in  <^  41  angegebenen 
Entatehungsart  des  Kegelschnittbftschels  zuröckgeiien ;  wir  sahen 
dort,  dacs.  wenn  zwei  Punktsysteme  (b,  ß)  und  (c,  y)  auf  den 
Trigem  Q  und  (S  willköhrlich  gegeben  sind,  uuendlirli  viele  Kegel- 
schnitte sich  auf  reelle  Weise  konstniiren  lassen,  fAr  welche  die 
gegebenen  beiden  Punktsysteme  die  den  Geraden  9  und  IS,  in 
Bezug  auf  jeden  solchen  Kegelschnitt  zugehörigen  sind,  und  dass 
diese  särnniUicheii  KcgelschuiUc  eiu  Büschel  konstltuiren,  wddies 
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diirrli  »li('se)l)f!n  vier  reellen  Pmikle  ,  wenn  die  heulen 
gegebenen  Pnnklsyslenie  liy(ierl)ttliscli  sind,  iirnnli<ii  dürr  Ii  die 
Asymplotcnpnnkte  dersellien ,  dagegen  «Iincli  zwei  reelle  un»l  zwei 
imaginäre  gemeinscliaflliclie  Pnnkle,  wenn  nur  eines  der  Leiden 
gegcl)»'nen  PnnkLsyslenie  hyperbolisch,  «las  anrlere  elli|»lisrh.  oder 
endlich  durch  vier  imaginäre  genieinschallliche  Pnnktc,  wenn  die 
beiden  gegebenen  Punklsysleme  elliptisch  sind;  dieselbe  in  §41 
auscinandcrgcselzte  Konslrnklion  liefert  alle  <Irei  Arten  von  Kegel- 
8CbniUbüs(-heln  und  lässt  nncli  ebenso  unmilteibar  die  vorhin  iic- 
wiesencn  Polareigenschaften  «lerselben  erkennen.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  P  in  der  Ebene  giebt  es  näuilich  im  Allgemeinen 
ein  nnd  nur  ein  einziges  Strahienpaar.  welches  gleichzeitig  sowohl 
durch  ein  Paar  konjugirte  Punkte  [b,  ß)  des  ersten  Punktsystems, 
als  auch  durch  ein  Paar  konjugirte  Punkte  {c,  y)  des  andern 
Punktsystems  hindurchgeht;  denn  denken  wir  uns  in  P  zwei  aur 
eiaander  liegende  Strahlsysleme ,  welche  beziehlich  mit  den  beiden 
geg(.>!>enen  Panklsystemcn  perspeküfisch  liegen,  so  haben  diese 
beiden  concentrischen  Straldsysteme  ein  gemeinsames  Paar  koD- 
jugirter  Strahlen  (§  16)  und  zwar  ist  dies  Paar  innncr  reell  vor- 
handen, sobald  beide  oder  nur  eines  der  beiden  «Strahisysteme 
elli(>tiscli  sind;  nor  In  dem  Falle,  dass  beide  hyperbolisch  sind, 
braucht  das  gemeinscbalUiche  Paar  nidit  reell  so  sein;  dies  ist 
aber  gerade  der  Fall  von  vier  reellen  Ifiltelpoiikleii  des  Bflschek, 
wenn  (fr,  ßj  und  (c,  y)  lieide  hyperboUscb  sind,  und  io  dem  Obigen 
erledigt,  während  die  beiden  Qbrigeo  PMle,  wenn  eines  hyper- 
l»olisch  nnd  das  andere  elliptisch  oder  beide  elliptisch  sUid,  die 
Kegelschnitlböschel  mit  zwei  reellen  und  zwei,  imaginSren  oder 
mit  vier  imaginAren- Mittelpunkten  liefern.  Hier  giel»t  es  also 
immer  durch  P  dn 'Strahlenpaar,  wekhes  durch  zwei  konjugirte 
Punkte  6,  ß  und  zugleich  durch  zwei  konjugirte  Punkte  e,  f  geht; 
mOgen  die  beiden  Strahlen  bc  und  ßy  sich  in  P  schnehien,  so 
haben  wir  ein  Paar  konjugale  Punkte  fr,  ß  in  Bezug  auf  alle 
Kegelsctmitte  des  BOscheis  {%  41)  und  ein  zweites  Paar  e,  y  eben- 
falls konjugirte  Punkte  för  alle  Kegelschnitte  des  B&schels;  folglich 
sind  die  Schnittpunkte  (bc,ßy)s=P  und  {by,  efi=ssQ  auch  ein  Paar 
konjugirte  l*unkte  für  alle  Kegelschnitte  des  B&schels  (g  31),  oder 
die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  sammtUche  Kegelschnitte  des 
Büschels  laufen  durch  denselben  festen  Punkt  Q,  w.  z.  b.  w. 
Das  Weitere  ergiebl  sich  jetzt  leicht  in  folgender  Weise: 
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Lassen  \\\r  fiiim  Punkt  P  .nil  ciiujr  (iiTiuh'ii  @  sich  bewt'^'on, 
8o  wird  (l<'i-  koiijugirlc  l'imkt  o  in  Ite/ng  «luf  «las  Hfischel  schon 
flailurch  hesLinunt,  Uass  wir  v(»n  /*  die  Polaren  in  Bezug  anl 
/.wo'i  hosiinuntc  Kegelschnitte  des  Büschels  ^H'-'  nnd  iJ3'-'  er- 
mitlein  und  ihren  Seiuiiltpunkt  0  anfsnchon.  Die  Polaren  von 
säunntlichen  Punkten  7'  der  (leraden  &  in  Bezug  auf  den  kegel- 
schnill  jaulen  aber  durch  einen  Punkt  und  bilden  ein  Strahl- 
(»üschel,  welclies  |Uojektivis<-h  ist  mit  der  von  P  beschriebenen 
Punklreihe  (§  30) ;  dasselbe  gilt  von  den  Polaren  des  veränder- 
lichen Punktes  /'in  Bezug  auf  folglich  sind  auch  die  beiden 
von  den  Polaren  beschriebenen  Strahlbüschel  unter  sich  projek- 
üvisch,  mithin  der  Ort  des  Punktes  ()  im  Allgemeinen  ein  Kegel- 
schoitt:  bewegt  sich  also  der  Punkt  /'  auf  einer  Geraden  @.  so 
durchlaiill  sein  konjugirter  Punkt  0  in  Bezug  auf  das  Kegel- 
schnitlbüschcl  einen  bestimmten  Kegelschnitt  ^,  welcher  zugleich 
die  l^le  der  Geraden  ®  in  Bezug  auf  die  Ke<ielschnitle  und  ^M-'. 
als  Miltelpunkle  der  ihn  erzeugenden  Strahlbüschel  enthält;  da 
aber  die  beiden  KegrIschniUe  Sl^^^  und  ganz  willkidiriicb  aus 
dem  kcgelsclinittbüschel  herausgenommen  sind  und  für  jede  zwei 
anderen  derselbe  Kegelschnitt  ^  als  Ort  der  konjugirten  Punkte  () 
resullircn  muss,  so  enthfdt  der  Kegelschnitt  ^  gleichzeitig  die 
l'ole  der  ('.eraden  @  in  Bezug  auf  sämrallicbe  KegeUchniUe  des 
Büschels.  Hieraus  folgt  umgekehrt,  dass,  wenn  wir  za  iwel  be- 
liebigen Punkten  in  der  Kbene  /'  und  P<  die  Pularen  in  Beiug 
auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  konslniiren,  dieselben  zwei 
Strahlbüschel  {Q)  und  \  hihlen,  welche  aiteoial  projektiviscli 
sind,  indem  enlsprediende  Strahlen  die  i'olaren  von  P  und  I*^ 
in  Bezug  auf  denselben  Kegelscbnitt  des  Büschels  sind,  denn  jene 
beiden  Strahlbüsciiel  erzeugen  einen  Kcgel^clmili  S\.  Vcrrmdern 
^'ir  beliebig  in  der  Kbene.  so  bleibt  das  Slrahlbüschrl  f  O' ) 
seiner  Polan^i  beständig  projektiviscli  mit  dem  Strahlbüschel  {Q) 
oder  irgend  einem  andern  Polaren  >  Slralilbüschel.  Der  Beweift 
der  übrigen  Polareigenschaflen  bleibt  unverändert  besteben»  ob 
die  Milieipunkte  des  Böscbels  reell  oder  imaginär  sühI. 

;^  47.    Uober  den  Mittolpunktskegelschnitt  eiuos  Büschels. 

Wir  «ollen  jelzt  einige  besondere  Fille  dttr  gewonnenen  allge* 
meinen  Resultate  henrorheben;  wird  nämlich  zuviVderst  die  Ge- 
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rade  ®  in  die  Unendlichlceit  verlegt  {Gj,  so  enlhäll  der  ihr 
ABlgpraehende  KegelscbniU  die  Mittelpunkte  sämmtliclier  Kegel- 
scbnlUft  des  Büschels:  wir  nennen  ihn  daher  den  Hittelpunlils- 
liegelscbttitl  8R^*;  das  der  Geraden  in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt  lugehArige  Pnnlttsysteni  ist  dasjenige,  welches 
V4MI  den  RIcbInngen  des  Ito^jogtrten  Durchmessersystems  des  Mittel- 
panktakegeischnitls  SD!*'^  fliirt  wird,  und  dieses  nrass  nach  dem 
oben  bewiesenen  Satae  identisch  sein  mit  demjenigen  Punktsystem« 
welches  die  Kagelschnitte  des  BOschels  anf  <B«  ausschneiden; 
also  die  Asymptote.n  jeder  Hyperbel  In  dem  BAschel* 
sind  einem  Paar  konjugirter  Durchmesser  desMittel- 
pnnktskegelschnltts  9R(*>  parallel.  Hieraus  folgt  weiter, 
wenn  wir  annehmen,  8RW  sei  Hyperbel,  (mithin  seine  Asymptoten 
s  und  t  mit  jedem  Paar  konjugirter  Durchmeaser  |  harmo- 
nisch gelegen),  da  jr|  den  Asymptoten  eines  bestimmten  Kegel- 
schnitts des  BOschels  parallel  dnd,  dass  auch  ti  einem  besthnm- 
ten  Paar  konjugirter  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts  parallel 
lauren;  also: 

Die  Asymptoten  des  Hittelpunktskegelschnitls  Wt^^ 
haben  die  Richtungen  eines  Paares  konjugirter  Durch- 
messer fOr  jeden  Kegelschnitt  des  Bikschels.  Wir  haben 
nun  früher  das  von  einem  Kegelschniltbüschel  auf  ausgeschnit- 
tene Punktsystem  In  allen  drei  Fftllen  ($  42)  des  Kegelschnitt- 
bflschels  ermittelt  und  die  Kriterien  gefunden,  unter  welchen  das- 
sdlie  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist;  da  das  Strahkystem  der 
konjugirten  Durchmesser  flQr  den  Mittelpunktskegelschnitt  9R<">  mit 
jenem  Punktsystem  anf  perspektivisch  liegt,  nach  dem  oben 
bewiesenen  allgemeinen  Satze,  so  kennen  wir  mit  BerQcksich- 
ligung  der  angeführten  Kriterien  folgende  Beziehungen  für  den 
Kegelschnitt  fOl^^  angeben: 

Die  Mittelpunkte  sSmmtlicher  Kegelschnitte  eines 
Büschels  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  Wl^^;  dieser  ist 
1)  wenn  daa  Büschel  vier  reelle  Mittelpunkte  hat,  eine  Ellipse, 
sobald  diese  vier  Punkte  so  liegen,  dass  einer  sich  innerhalb  des 
von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet,  dagegen  eine 
Hyperbel,  sobald  sie  derart  liegen,  dass  jeder  sich  ausserhalb 
des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  befindet,  endlich 
eine  Parabel,  sobald  einer  der  vier  Punkte  Im  Unendlichen  Hegt. 
Im  ersten  Falle  besteht  das  Büschel  aus  lauter  lly|»Rrbeln;  im 
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zweiten  Falle  aus  einer  Gruppe  Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyper* 
beln,  welche  durch  twei  Parabeln  von  einander  gelrennt  werden; 
die  Asymptoten  der  Mittelpunktsliyperhei  haben  die  Rich- 
tungen der  Axen  dieser  beiden  Parabeln,  oder  die  beiden  un- 
endlich-entfernten  Punkte  von  2Bt^  sind  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Parabeln ;  da  sie  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel  trennen» 
so  enthSlt  der  eine  Zweig  der  Hyperbel  die  Mittelpunkte 
aller  Ellipsen  und  der  andere  die  Mittelpunkte  aller  Hyperiieln 
des  Bfischels.  Im  dritten  Falle  besteht  das  BOschel  wieder  aus 
*  lauter  Hyperbeln  und  einer  einsigen  Parabel  Der  Kegelschnllt  9R^* 
geht  durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten  des  voUsUndigen  Vierecks, 
welches  von  den  BOschel -Mittelpunkten  gebildet  wird,  und  durch 
die  drei  Piagonalpunkte  desselben,  das  gemeinschafUiche  Tripel 
aller  Kegels<*.hnitte  des  BOschels.  Jedes  Paar  konjugirter  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  Wt^  ist  parallel  einem  A8ymptoti*npaar 
eines  KegelschniUes  des  Bäscheis  und  die  Aien  des  Kegelschnitts  9R<*> 
sind  parallel  den  Asymptoten  der  einzigen  gleichseitigen  Hyperbel, 
welche  in  dem  RegelschnittbAschel  vorkommt.  Ausser  den  nenn 
Punkten«  durch  welche  der  Mittelpimktskegelscbnitt  SOl^'l  schon 
mehr,  als  bestimmt  ist,  können  wir  noch  andere  Elemente  zn 
seiner  Konstruktion  angeben;  es  Iflsst  sich  nflmlich  leicht  der 
Mittelpunkt  von  ^^St^  l»estimmen.  Gehen  wir  von  der  allgemein- 
sten Erzeugung  des  KegelschnittbQscbels  aus  ($  41)  und  seien, 
enisprecheud  der  früheren  Bezeichnung,  Sß  und  <5  die  Träger 
zweier  Punktsysteme,  die  fQr  slmmtliche  Kegelschnitte  des 
Bfischels  die  zugehörigen  sind ;  ^ei  der  unendlich  -  entfernte 
Punkt  auf  Sd;  und  auf  6:  und  die  ihnen  konjugirten, 
d.  h.  die  Mittelpunkte  beider  Punktsysteme  auf  Sß  und  €  mögen 
mt  und  ntc  heissen,  dann  sind  und  ein  Paar  koiyugirte 
Punkte  fflr  das  ganze  Böschel,  ebenso  m«  und  e^,  folglich  (nach 
$31)  auch  die  Schnittpunkte  (m*m«,  b^c^)  und  {mc^»  «1^6^), 
also:  wenn  wir  durch  und  m«  Parallele  zu  €  und  SB  ziehen, 
die  sich  in  s  trelfen  mögen,  so  ist  s  der  konjtigirte  Punkt  zu 
dem  unendlich -entfernten  auf  der  Verbindungslinie  m»m«;  folglich 
muBs  ff  auf  dem  Mlttelpunktskegelschnitt  Wl^  liegen,  denn  er  ist 
der  konjiigirte  zu  einem  unendlich  •  entfernten  Punkte  in  Bezug  auf 
das  Bdschei.  Mithin  bilden  der  Schniltptmkt  o  der  Träger  SB,  6, 
die  Punkte  m»  und  m«.  und  endlich  s  ein  dem  Kegelschnitt  Wi^ 
einbeschriebenes  Parallelogramm,  dessen  Millt  lpniikl  zugleich  der 
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Miltclpunkt  von  ÜJ?'-''  sriu  imiss;  Iiioraus  folgt,  <lass  tlic  Mille 
(i  zwischen  don  beiden  runktcn  m/.  tind  ;/<,.  der  .Miltrlpniikl  des 
KcgcI.^rlinitLs  90^^-*  ist;  dieser  hlsst  sirli  immer  reell  koiisiruii  cn. 
ob  die  Büschel -Mitlelitnnkte  reell  sind  oder  nicht.  Hat  das  Kr-^el- 
schnittbüschel  vier  reelle  Mitlelpunkle,  so  Hdgl  hierans  zugleich  der 
bekannt«!  elementare  Satz:  Wenn  man  in  einem  vollstfindi- 
gen  Viereck  die  Millen  jedes  der  drei  Paare  (iegen- 
seilen  miteinander  v  (;  r  h  i  n  <1  e  t ,  s  o  s  c  h  n  e  i  «1  e  n  sie  Ii  dies  e 
drei  I.inien  in  einem  Punkte  und  ha  Ii)  Iren  si(  h  in 
demselben;  er  ist  der  MilU'l|)unkt  desjenigen  Kegel- 
sclinitts,  welcher  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  den) 
vollständigen  Viereck  umschriebenen  Kegelscbnilte 
enthält  und  sowohl  durch  die  Mitten  der  sechs  Seiten, 
als  auch  durch  die  drei  Diagonalpunkte  des  voll- 
ständigen Vierecks  hindurchgeht  2)  Wenn  [das  Ihlschel 
zwei  reelle  Mittelpunkte  hat  und  zwei  imaginäre,  welche  auf  der 
zweiten  (ideellen)  geroeinschartlichen  Sekante  liegen,  so  ist  der 
Kegelschnitt  ÜK^*'  Ellipse,  sobald  die  ideelle  gomeinschaftliche 
Sekante  zwischen  den  beiden  reellen  Mittelpunkten  hindurchgeht, 
dagegen  Hyperbel,  sobald  dieselbe  die  beiden  reellen  Mittel- 
punkte nicht  tremil,  endlich  Parabel,  wenn  einer  der  beiden 
reellen  Mittelpunkte  im  Unendlichen  liegt;  im  ersten  Falle  besteht 
wiederum  das  Büschel  aus  lauter  Hyperbeln,  im  zweiten  Falle 
aus  einer  Gruppe  Ellipsen,  einer  Gruppe  Ilyperbefn  und  zwei 
Parabeln,  im  dritten  Falle  aus  Linter  Hyperbeln  und  einer  ein- 
zigen Parabel.  Denken  wir  uns  dies  Kegcischnittbüschel  nach  §41 
durch  die  beiden  Punktsysteme  auf  dem  einzig  recUeu  Lioien- 
paar  (S,  (&),  welche  allen  Kegelschnitten  gleichzeitig  zugehnren, 
erzeugt,  so  geht  der  Kegelschnitt  3Jl'^'  durch  dea  Schnittpunkt 
diesTS  Mnienpaares  (den  einzig  reellen  Punkt  des  gemeinschafl- 
lichen  Tripels)  und  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  i^iokl- 
systeme  aur  )Ö  und  Ü;  durch  diese  drei  Punkte  ist  er  aber  noch 
nicht  völlig  bestimmt ;  nehmen  wir  die  Gerade  %  die  einiig  reelle 
Seite  des  geroeinschafUicben  Tripels,  und  das  Punktsystem  {a,  er) 
auf  ihr,  welches  von  den  Kegelschnitten  des  BCkschels  ausge- 
schnitten wird  und  in  diesem  Falle  noth wendig  elliptisch  ist,  so 
ist  der  Kegelschnitt  SR^  vollständig  bestimmt  durch  die  drei  ge- 
nannten Punkte  und  dadurch,  dass  das  hekannte  Punktsystem  (o,  «) 
das  ihm  zugehörige  sei.  J  Siehe  $31.)  3)  Wenn  das  Kegel- 
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whoittbflscbel  vier  tanaginftre  Mittelpunkte  hat,  so  ist  der  Mitid- 
punktskegelschiiitt  8R^>  aliemal  Hyperbel  und  TölUg  bestimmt 
dureb  den  Sclmlttpunkt  des  elniig  reellen  Linienpsaree»  die  Mittel- 
punkte der  beiden  (elliptischen)  Punktsysteme  auf  diesen  Trägern, 
welche  gleicbBeltig  allen  Kegelschnitten  des  Bflschels  lugehAren» 
und  durch  die  beiden  fibrigen  reellen  Tripelpunkte  des  gemeln- 
schafllichen  Tripels,  nämlich  die  Asymptotenpunkte  des  auf  der 
Polare  {%)  des  Schnittpunktes  von  dem  genannten  Linienpaar  be- 
findlichen hyperbolischen  Punktsystems,  welches  auf  dieser  Geraden 
von  den  Kegelschnitten  des  Rüschcls  aiisgesciunllen  wird.  Das  Kegel- 
schnitthüschei  hesteht  also  in  diesem  Failo  immer  aus  <'iner  Gruppe 
Ellipsen,  einer  Gruppe  Hyperbeln  tmd  zwei  Parabeln;  die  Mittel- 
punkte der  letzLorcn  sind  die  uiK  iidlicli  -  entfernten  l'unkte  der 
Hyperbel  und  trennen  die  beiden  Zweige  derselben,  deren 

einer  die  Mittelpunkte  der  Ellipsengruppe,  der  andere  die  der 
Hypcrbelgruppe  enthält;  das  Hiisdiel  enthält  nur  ein  reelles  IJnien- 
paar  und  zwei  imaginäre  l^inienpaare  (ISullkegelschuittc) ,  deren 
jedes  sich  auf  «iinen  Punkt  zusammenzieht;  dies  sind  die  beiden 
Asymptotenpunkte  des  hyperbolischen  I*unklsyslems  auf  %  oder 
zwei  Tripelpunkte  des  allemal  reellen  gemeinschaftlichen  Tripels. 
Der  Mitlelpunktskegelschnitt  9}^<'^'  kann  in  den  Fällen  1)  und  2) 
insbesondere  ein  Kreis  werden,  wo  danu  das  Kegelschnittbüschei 
aus  lauter  gleichseitigen  Hyper])elu  bestellt  (§  38);  in  dem  Falle  1), 
wo  die  vier  Büscluilmittelpunkle  reell  sind,  also  drei  Linienpaare 
in  dem  Ih'ischel  existiren.  deren  jedes  ein  Paar  rechtwinkliger 
Linien  sein  muss,  folgt  die  schon  oben  gefundene  Iledingung: 
die  vier  Mittel|)unkle  müssen  so  liegen,  dass  einer  (jeder)  der 
Höhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist. 
Diese  Dedingung  lässt  sich  aber  etwas  anders  fassen,  so  dass  sie 
auch  in  dem  Falle  2)  von  mir  zwei  reellen  Mittelpunkten  hestehen 
bleiiit;  seien  nämlich  APCJf  die  vier  Mittelpunkte  und  x  der 
Schnittpunkt  {AB,  CD)  zwischen  A  und  B  ^.'elegen.  was  noth- 
wendig  wenigstens  einmal  unter  den  drei  Linienpaaren  vorkommen 
muss,  sobald  SJ^^^'  EIHpse  ist,  dann  kommt  die  vorige  liedioguug 
darauf  hinaus,  dass  CD  auf  AB  senkrecht  stehe  und 
xA  +  xC  .  xD  =  0  sei  (§  38). 
Anstatt  der  l'unkte  C  und  D,  welche  die  Asymptotenpunkte 
des  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gemeinschaftlich  zugehöri- 
gen Punktsystems  auTCi/  sind«  können  wir  zwei  andere  l*uukte 
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einführen,  die  Mill«'  zwiscInMi  CD,  «I.  h.  den  MiUclpunkl  dieses 
gemcinschuflliclien  I'unktsystems  und  den  dem  runklc  x  konju- 
girten  Punkt  l  desselben,  d.  h.  tien  viericn  harmonischen  zu 
X,  C,      der  dem  »  zugeordnet  ist,  denn  nach  )^  8,  V  haben  wir: 

xC.xD  =  xm,xit   also  auch 
xÄ  .  xB  +  xm  .  dp{  s=  0, 

d.  h.  die  vier  Punlite  ABmi  mflsseo  so  liegen,  dass  jeder  der 
Hdhenpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  Ist. 
Soll  nun  in  dem  Falle  2)  das  KegelschnittbOscliel  mit  zwei  reellen 
und  zwei  imaginären  Mittelpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger 
Hyp^beln  werden  (oder  ein  Kreis)  und  denken  wir  uns 
dasselbe  durch  die  beiden  gemeinschaltlichen  Punktsysteme  auf 
dem  einzig  reellen  LinieD|iaar  erzeugt  (S^^)»  ^  bt  zunächst 
erforderlich,  dass  die  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  zwischen 
den  beiden  reellen  Mittelpunkten  AB  hindurchgehe  und  dieselbe 
in  X  rechtwinklig  schneide;  ist  l  der  konjugirte  Punkt  zu  x  in 
dem  auf  dieser  ideellen  Sekante  gegebenen  (|elliptischen)  Punkt- 
system, welches  allen  Regelschnitten  des  Büschels  gemdnschaniich 
zugehört,  und  m  der  Mittelpunkt  desselben,  so  muss: 

xA  .  xB  +  xm  .  xi  =  Q 

sein  oder  die  vier  Punkte  ABm^  müssen  so  liegen,  dass  jeder 
der  Hrdienpunkt  des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  ist; 
natOrlicb  wird,  während  im  Falle  1)  m  ausserhalb  «1  lag,  im 
Falle  2)  m  zwischen  liegen.  Dass  in  der  That  zwei  so  ge- 
legte Punktsysteme  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  erzeugen, 
lisst  sich  auch  a  posteriori  leicht  nachwdsen,  indem  wir  zeigen, 
dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Punktsysteme,  den  Schnittpunkt  x  Ihrer  Träger  geht  und  das 
(elliptische)  Punktsystem  auf  der  gemeinschafdichen  Polare  von  x 
zu  dem  ihm  zugehörigen  hat,  ebi  Kreb  sein  muss. 

Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  erörtern  übrig,  wann  der  Mit- 
telpunklskegelschnitt  SR<^  in  ein  Linienpaar  zerfäüL  Sind 
die  vier  Bfischelmittelpunkte  reell,  so  sind  auch  die  sechs  Mitten 
der  Sölten  dieses  voUstänifigen  Vierecks  reell;  der  Kegelschnitt  Wt^ 
enthält  aber  dieselben,  und  damit  er  In  ein  Linienpaar  zerfalle, 
müssen  wenigstens  drei  jener  Mitten  in  einer  Geraden  liegen; 
dies  ist  nur  auf  zwei  Arten  möglich:  entweder  haben  drei  in  einer 
Ecke  zusammenstossende  Seiten  Ihre  Mitlen  in  ehier  Geraden, 
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dann  inüssten  die  drei  übrigen  Ecken  des  Vierecks  selbst  in  einer 
Geraden  liegen,  also  alle  Kegelschnitte  des  Bfischels  zerfielen  in 
Linienpaare  iind  das  Kegelschnitt büscliel  löste  sich  in  eine  feste 
Gerade  und  ein  öhnlicbes  Strablbüscliel  auf;  dieser  Fall  kann 
uns  weiter  nicbl  interessiren ,  weil  wir  es  mit  keinem  Kcgel- 
sclinütbüschel  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  zu  tbun  haben; 
oder  zweitens:  drei  nicht  zusammenstossende  Seilen  des  vollstän- 
digen Vierecks  haben  ilu'e  Hilten  in  einer  Geraden;  bilden  diese 
ein  Dreieck,  so  haben  wir  wieder  den  vorigen  I'all;  sind  es  aber 
2.  B.  r()l<,'ende  AJi,  BC,  CD,  so  folgt  daraus,  dass  das  Seiten- 
paar AC,  BD  |)arallel  sein  muss.  also  einer  der  drei  gemein- 
schaftlichen Tripelpunkte  im  Unendlichen  liegt.  Der  K^elsdmiU 
WV-^  zerfällt  dann  in  der  That  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Thell  die  Verbindungslinie  der  beiden  übrigen  im  Endlichen  blei- 
benden Tripelpunkte  und  dessen  anderer  Thcil  diejenige  Gerade 
ist«  welche  zwischen  den  beiden  parallelen  Seiten  des  Vierecks 
in  gleichem  Abstände  von  beiden  selbst  mit  ihnen  parallel  läuft. 
Diese  gerade  Linie  enthält  aber  eigenthümlicher  Weise  keinen 
einzigen  Mittelpunkt  eines  eigentlichen  Kegelschnitts  dieses  Bü- 
srlicls;  vielmehr  muss  jeder  Punkt  von  ihr  als  der  Mittelpunkt 
(Irsjcnigen  E^elschnitts  angesehen  werden,  der  aus  dem  paral- 
lelen Seitenpaar  bestt  lit,  für  welches  eben  der  Mittelpunkt  un- 
bestimmt wird.  Alle  übrigen  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des 
Büschels  haben  ihre  Mittelpunkte  allein  auf  derjenigen  Geraden, 
welche  die  beiden  im  Endlichen  liegenden  Eckpunkte  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  verbindet,  und  Jeder  Punkt  dieser  Geraden  ist 
(I«T  Mittelpimkt  eines  bestimnitea  Kegelschnitts  dieses  Büschels. 
Wird  nucii  ein  zweites  Seitenpaar  parallel,  also  das  Viereck  ein 
Parallelogramm,  so  tritt  aufs  Neue  der  ci<^(Mi(!iriinliche  Unistand 
ein,  dass  för  iwei  Kegelschnitte  des  Büschels,  die  beiden  paral- 
lelen Seilenpaarc,  der  Mittelpunkt  unbestimmt  wird,  indem  er  jeder 
Punkt  der  durch  den  Mitldponkt  des  Parallelogramms  BU  einem 
Seitenpaare  parallel  gezogenen  Geraden  sein  kann,  während  alle 
übrigen  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Büsdiels  den  einzigen 
Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu  ihrem  Mittelpunkt  haben. 
Der  Kegelschnitt  M^-^  löst  sich  in  dasjenige  Linienpaar  auf,  wei- 
ches von  den  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  zu  den 
Seiten  gezogenen  Parallelen  gebildet  wird,  aber  dieses  Linienpaar 
ist  illusorisch  als  Ort  für  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  dea 
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ßuscliels,  w  v'il  diese  sich  alle  auf  einen  Punkt  conecnlrfreo.  Auch 
tfir  ein  Üfischel  mit  zwei  reellen  und  zwei  Imaginären  gemein* 
schaniichen  I*unkten  oder  mit  vier  imaginären  gemeiaselianiiciien 
Punkten  kann  der  Mittelpunktskegeischnilt  SR^^)  nur  zerraUen, 
wenn  das  einiig  reelle  Linienpaar,  welches  in  dem  Böschel  vor- 
kommt, zu  einem  Paar  ParallelUnien  wbd,  also  ihr  Scbnittfiunkt, 
d.  b.  ein  Punkt  des  geneiDschafUichen  Tripels  in  die  Unendlich- 
keit gebt;  der  Mitlelpunktikegdicbnitt  fBt^  lerAUt  dann  in  ebi 
Linienpaar,  dessen  einer  Tbdl  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Obrigen  Tripelpunkte  ist,  wlbrend  der  andere  Tbeil  wieder  illu- 
sorisch wird»  weil  der  Hittelpunkt  eines  Kegelscbnitts,  welcher 
aus  einem  Paar  Paralleillnien  l»esteht,  unbestinnnt  ist.  Noch  mehr 
specialisbt  sich  das  Kegelsebnittlifischel,  wenn  ein  Theil  deslimen- 
paares,  welches  in  demsellien  Torfcommt,  In  die  Unendlichkeit 
gebt  (zu  i9«  wird);  alsdann  rafissen,  well  das  auf  dieser  Geraden 
befindliche  Punktsystem  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  gleich- 
seitig zugehört,  simmtllche  Kegelschnitte  in  dem  Bflsebel  fthnlieh 
sein,  denn  die  Systeme  der  konjugbrten  Durchmesser,  welche  mit 
dem  auf  ®«  befindlichen,  den  Kegelschnitten  zugehörigen  Punkt- 
system perspektivisch  liegen,  werden  alle  gleich;  ist  das  Punkt- 
system auf  hyperbolisch,  so  sind  es  Ähnliche  Hyperbeln,  Ist 
es  elliptisch,  so  sind  sie  ähnliche  Ellipsen.  Hierher  gehören  die 
beiden  Kreissvhaaren  mit  reeller  oder  ideeller  gemeinschaflllcher 
Sekante,  deren  zweite  (Ideelle)  gemelnschanUche  Sekante  i^^  Ist; 
das  auf  ilir  befindliche  Punktsystem  ist  ein  solches,  dass  je  zwei 
konjngirte  Punkte  unter  rechtwinkligen  Richtungen  erschehien, 
oder  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  auf  ®.  die  imaglnören 
Asymptotenpunkte  dieses  (ellipCiscben)  Punktsystems  sind.  Der 
MiUelpunkUkegelschnitt  SRO)  zerßllt  natQrlich  ebenfalls  in  eine 
gerade  Linie,  die  Verbindungslinie  der  Qbrigen  lieiden  (reellen 
oder  Imaginfiren)  Punkte  des  gemeinschaftlichen  Tripels,  welche 
sftmmtliche  Mittelpunkte  dpr  (eigentlichen)  Kegelschnitte  des  Bfk- 
Bchels  enlhftlt,  und  einen  illosorischen  Tbeil,  welcher  mit  ®^ 
zusammenlUlt 

Schliesslich  möge  noch  der  besondere  Fall  in  Betracht  ge- 
zogen werden ,  wenn  der  MlUelpunklskegelsehnltt  SR w  eine  gleich- 
seitige H  yperbel  wird;  das  Punktsystem  auf  welches  von 
dem  Kegcischnitibflscbel  aui^gescboitten  wird,  muss  in  diesem 
Fall  hyperbolisch  sein  und  seine  beiden  Asympioienpuakte  In  zwei 
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zu  einander  rechhvinkligen  Richtungen  haben ;  ans  der  in  §  42 
angesleillen  Jktrachtung  folgt,  dass '  die  Gerade  thirch  den 
Mittelpunkt  des  Ilillfskreises  Ä  gehen  niuss;  und  da  jidcr 
l'unkt  in  der  Geraden  2  ein  Strablsystem  in  dem  l*cri|di(rje- 
punktc  B  des  Ki  cises  ß  hervorrult,  welches  dem  Syslen»  der  kon- 
jugirten  Dur(  liuwsser  eines  Kegelsclinilts  des  Büschels  parallel 
läuft,  so  muss  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  Kreis 
vorkommen,  weil  unter  jenen  Süahlsystemen  ein  Kreissyslem  vor- 
kommt; wir  schliessen  daljer:  Der  Mittelpunktskegcischnitt  ÜK<-) 
wird  gleichseitige  Hyperbel,  sobald  in  den»  Büschel  ein  Kreis 
vorkonmü  oder  diejenige  Ellipse  des  Büschels,  welche  unter  alle« 
deui  Kreise  ani  nächsten  kommt,  selbst  ein  Kreis  wird.  Da  wir 
aus  dem  Obigen  wissen,  dass  die  Asymptoten  des  Mitlelpunkls- 
kegelsshnills  9J2i^>  allemal  die  Kichtungen  zweier  koujugirter  Durch- 
messer für  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels  haben,  so* folgt,  weil 
diese  für  die  gleichseitige  Hyperbel  zu  einander  rechtwinklig  sind, 
dass  sie  den  Richtungen  der  Axen  sämmllicher  Kegelschnitte  des 
Böschels  parallel  laufen.  Wir  haben  daher  folgenden  Salz:  Wenn 
unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  ein  KreU  ent- 
hatten  ist,  so  sind  die  Axen  sämmliiciier  Kegel* 
schnitte  des  Büschels  zwei  bestimmten  zo  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  parallel,  welche  zugleich 
mit  den  Richtungen  der  Axen  der  beiden  in  dem 
Büschel  enthaltenen  Parabeln  zusammenfallen  oder 
auch  mit  den  Richtungen  der  Asymptoten  derjenigen 
gleichseitigen  Hyperbel  welche  die  Mittelpunkte 
aller  Kegelschnitte  des  Büschels  enthält.  Nehmen  wir 
insbesondere  die  vier  Büscbeünitteipunkte  reell  an  und  beröck- 
sichtigen  die  drei  Unienpaare  des  Büschels,  deren  Axen  die 
Ualbirungslinien  ihres  Winkels  und  Nebenwinkels  sind,  so  resol* 
tirt  der  bekannte  elementare  Satz:  Halbirt  man  in  einem 
Kreisviereck  die  Winkel  und  Nebenwinkel  jedes  der 
drei  Seitenpaare,  die  sich  in  den  Diagonaipunkten 
schneiden,  so  sind  von  diesen  sechs  UalbirungsiinieB 
drei  und  drei  parallel  und  die  drei  ersten  stehen  auf 
den  drei  letalen  senkrecht.  (Steiner,  Grelles  ioumal  fikr 
Matiieinalik  Bd.  II  S.  97).  Diese  beiden  su  einander  recfatwinkUieo 
Rldrtongen  sind  zugleich  die  der  Axen  slmmtUeber  Kegelscluiille, 
welcbe  durch  die  vier  Ecken  des  Kreisvierecks  gehen.  Hiervon 
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lässt  sich  beiläufig  eine  oAtsliclie  Anwendung  machen:  S(>i  i>in 
KegelschniU  in  der  Ebene  gezeichnet,  dann  findet  man  Iciclil  die 
Richtungen  seiner  Axen,  indem  man  einen  lieliebigen  Kreis  hin- 
durchlegt  und  die  vier  Srtiiiittpunifte  paarweise  durcli  Linienpaare 
VNrIiindet;  die  Haltiirungsiinien  von  Winkel  und  Nebenwinkel  eines 
solchen  Linienpaares  sind  den  Axen  des  gegebenen  Kegelschnitts 
parallel.  Halten  wir  den  Kegelschnitt  fest  und  zwei  von  den 
SchnHtpnnkten  mit  dem  Kreise,  verindern  aber  den  Kreis  selbst, 
so  daas  er  -eine  Kreisschaar  von  zwei  reellen  Punkten  durchläuft, 
dann  wird,  weil  von  einem  JLinienpaar  der  eine  Theil  und  die 
HalhtmngBlinie  onverftnderte  Richtung  Inhalten,  auch  der  andere 
TheU  beständig  sich  parallel  bleiben;  also:  Legt  man  durch  zwei 
feste  Punkte  eines  Kegelschnitts  beliebig  viele  Kreise,  so  hat 
jeder  derselben  mit  dem  Kegebchnilt  noch  eine  zweite  (reelle 
oder  ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante,  deren  Richtung  Immer 
dieselbe  bleibt  Dies  ist  ein  spedeller  Fall  eines  in  $  39  be- 
wiesenen allgemeinen  Satzes.  Lassen  wir  die  beiden  Punkte 
des  Kegelschnitts,  durch  welche  die  Kreisschaar  gelegt  wurde, 
zusammenfallen,  so  dass  die  gemefaischaftliche  Sekante  eine  Tan- 
gente in  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  wird  und  die  Kreise  in 
demselbero  Punkte  diese  Gerade  berühren,  also  ihre  Mittel- 
punkte auf  der  Normale  des  Kegelschnitls  in  dem  angenommenen 
Punkte  haben,  so  folgt:  Zieht  man  in  einem  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts Tangente  und  Normale  und  beschreibt  eine  Reihe  von 
Kreisen,  welche  ihre  llitleljNinkte  in  der  Normale  haben  und  durch 
den  angenommenen  Punkt  des  Kegelschnitts  gehen,  so  hat  jeder 
solcher  Kreis  mit  dem  Keg^hnltt  noch  eine  zweite  (reelle 
oder  ima^lfilre)  gemeinschaftttche  Sekante,  welche  bestindig  sich 
parallel  bleibt  und  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  dieselben 
Winkel  bildet,  wie  die  Tangente  In  dem  angenommenen  Punkte  P 
des  Kegelscbnilts  (ohne  mit  Ihr  parallel  zu  sein).  Fasst  man  nur 
diejenigen  Kreise  dieser  besonderen  Schaar  auf,  welche  den 
Kegelschnitt  in  noch  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  deren  Ver- 
bindungslinie die  konstante  Richtung  hat,  so  wird  man  einen  sol- 
chen besonderen  Kreis  aolBnden  ktanen,  für  welchen  von  den 
beiden  noch  übrigen  Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte  einer  P 
selbst  wird,  und  dies  muss  der  Krflmmungskreis  für  den  Punkt  P 
des  Kegelschnitts  sein,  well  er  durch  drei  unendUch-nahe  Punkte 
desselben  geht     37);  man  findet  also  folgende  einlache  Kon- 
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Sirokiion  des  KrOinmungskreises,  welche  tod  der  In  $  37  ange- 
gebenen wesentlicfa  Terachleden  ist:  Um  für  einen  Punkte  eines 
gegebenen  Kegelschnitts  den  KrAmmungskreis  xn  erhalten,  siehe 
man  die  Tangente  in  P  und  eine  zweite  Gerade  durch  P,  weiche 
zu  einer  der  Axen  des  Kegelschnitts  dieselbe  Neigung  hat,  wie 
die  Tangente;  trifft  diese  zweite  Gerade  den  Kegdachnitt  zum 
andern  Male  in  P\  so  lege  man  durch  P  und  P*  einen  Kreis, 
welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Normale  (Ür  P  hat;  dies  ist 
der  gesuchte  Krömmungskrete  an  dem  Punkte- P  des  Kegelschnitts. 
Hieran  knüpft  sich  der  elegante  Beweis  eines  auf  die  Krflmmongs- 
kreise  eines  Kegelschnitts  bezflglichen  Theorems  von  Stelner, 
welches  Joachimsthal  im  XXXVL  Bande  des  Grelle'schen 
Joornais  f&r  Mathematik,  S.  96  bewiesen  hat 

§  48.  Polar^XIgenflflliaften  der  KegelMhiiittsifliMr* 

Den  in  g  46  bewiesenen  allgemeinen  Polar -Eigenschaften 
des  Kegelschnittbüschels  stehen  gleichlaufende  der  Kegelschnitt- 
Schaar  zur  Seite,  deren  Beweis  dem  dort  gef&hrten  ohne  Schwie- 
rigkeit nachgebildet  werden  kann.  Um  indessen  die  dem  g  41 
zu  Grunde  liegende  Betrachtung  noch  kUu*er  hervortreten  zu  las- 
sen, reproduciren  wir  die  polare  Nebenbetrachtung  In  etwas  an- 
derer Form  und  leiten  daraus  die  Polar -Eigenschaften  der  Ke- 
gelschnittschaar mit  zum  Thell  anderen  Beweisen  direkt  ab. 
Sind  A  und  B  die  Mittelpunkte  zweier  beliebigeo 
Strahlsysteme  in  der  Ebene  und  (ir,  er)  irgend  ein  Paar 
konjugirter  Strahlen  des  ersten,  (6,  ß)  ein  Strahlen- 
paar des  zweiten  Strahlsystems,  so  bilden  simmtliche 
Kegelschnitte  in  der  Ebene,  ffir  welche  diese  beiden 
Strahlsysteme  die  Ihnen  sugehdrigen  sind  (S  29),  d.  h. 
je  zwei  konjugirte  Strahlen  der  Strahlsysteme  am  und 
bß  zwei  konjugirte  Strahlen  In  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt sind,  eine  Kegelschnittschaar. 

Die  Kegelschnitte  dieser  Schaar  haben  vier  reelle  gemela- 
schaftliche  Tangenten,  sobald  die  beiden  gegebenen  StraUsysteme 
hyperbolisch  sind,  nimHch  die  Asymptoten  9,  A  des  einen  und 
g^,  des  andern  Strahlsystems,  und  es  können  bettebig  viele 
Kegelschnitte  der  Schaar  vermittelst  dieser  vier  reellen  gemein- 
schaftlichen Tangenten  auf  bekannte  Weise  konstmlrt  werden. 
Wenn  dagegen  niu*  eines  der  beiden  Strahlsysteme  hyperbolisch. 
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das  andere  clliptiscli  ist,  so  haben  die  Ke^elschnille  nur  zwei 
reelle  gemeinschaniirlie  Tangenten,  die  Asymptoten  des  hyperbo- 
lischen Strahisystems,  und  man  sagt  der  Analogie  wegen,  sie 
haben  ausserdem  zwei  imaginäre  gemeinscharUiche  Tangentco; 
endlich  wenn  beide  gegebenen  Slrablsysleme  elUptisch  sind,  so 
sagt  man,  die  KegeischDilte  der  Schaar  haben  vier  imaginäre  ge- 
mdmchartliche  Tangenten ;  in  diesen  beidea  letzten  Fällen  lassen 
sich  sämmtlicbe  Kegelschnitte  der  Schaar  auf  folgendem  reellen 
Wegr  konstruiren:  Die  Verbindungslinie  AB  ist  ein  Strahl,  der 
sowohl  dem  einen,  als  dem  andern  Strahlsystem  angehört;  im 
ersten  Strahisysl«  in  möge  er  durch  l  und  sein  knnjngirler  durch 
k,  im  zweiten  Sirahlsystem  durch  (i  und  sein  konjugirter  durch 
m  bezeichnet  werden;  die  Strahlen  k  und  m  treiTen  sich  in  einem 
Punkte  C,  welctier  zum  Mittelpunkte  eines  dritten,  vollständig 
bestimmten,  von  den  beiden  gegebenen  Strahlsystemcn  abhängigen 
Strahlsystems  wird;  treffen  sich  nämlich  irgend  zwei  Strahlen  a 
und  b  der  beiden  ersten  Strahlsysteme  in  dem  Punkt  {<t,  h)  und 
die  konjugirten  in  dem  Schnittpunkt  {a,  ß),  so  sind  die  Verbin- 
dungslinien dieser  lieiden  Punkte  mit  C  zwei  Strahlen  c  und  y 
des  dritten  Stralilsystems  {c,  y)^  welches  wir  in  seiner  Totaiitit 
erhalten,  wenn  wur  die  Paare  {a,  a)  und  {b,  ß)  beliebig  verän- 
dern. In  der  That,  halten  wir  zuerst  a  und  «  fest  und  verän- 
dern b  und  ßt  so  beschreiben  die  Strahlen  c  und  y  zwei  auf 
einander  liegende  projeküviscbe  Strahlbüschel,  bei  denen  die 
Schenkel  entsprechender  gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander 
fallen;  denn  die  vier  Strahlen  auey  bilden  allemal  «n  vollstSn- 
diges  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  mit  JB  verbunden 
drei  Strahlenpaare  eines  Strahlsystems  sind;  von  diesen  Ist  des 
eine  b,  ß,  das  andere  f»m,  also  auch  das  dritte  ein  solches, 
weiches  dem  gegebenen  Strahlsystem  {B)  angehört;  hieraus  folgt, 
dass,  wenn  ein  Strahl  y^  auf  e  Allt,  nothwendig  e*  auf  y  fallen 
mnss,  folglich  bilden  cy  ein  Strahlsystem  ($  17).  Dasselbe  Strahl- 
system resultfat  aber,  wenn  wir  6,  |l  fest  halten  und  a,  «  ver- 
ändern; denn  die  Strahlen  CA,  CB  sind  In  dem  einen  und  dem 
andern  Falle  ein  Paar  koigugirte  Strahlen  und  ein  xw^tes  ge- 
meüischaflllches  Paar  Ist  selbstversttadllcfa  dasjenige*  welches  nach 
den  Schnitlpunklen  der  festgehallenen  Strahlen  (a,  b)  und  («,  ß 
hingeht;  folglich  coinclduvn  die  fai  beiden  FftUen  erhaltenen 
Strahlsysteme  (e,  y).  Da  CA  und  CB  ein  Paar  koiyugirte  Strahlen 
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dteies  drittan  Strablsystenu  stnd,  so  wollen  wir  sie  mit  n  imd  v 
beielclnieD,  so  dess  also  CA  ^  n  ^  X;  CB  sss  m  s=s  v  and 
^i?  rs  I  e=3  ist»  und  (/,  l)  (m,  fi)  (n»  V)  drei  Peer  konjugirte 
Strahlen  beziehiicb  in  den  drei  Slrablsystenien  (^4  (B)  (C)  sind. 
Diese  drei  Strablsysteme  stellen  daher  in  dem  eigenthOmlicbeB 
Zusammenhange  mit  einander,  dass,  wenn  irgend  drei  Strahlen 
derselben  ade,  durch  einen  Pankt  gehen,  die  konjugirten 
Strahlen  apy  ebenfalls  durch  einen  Punkt  gehen. 

Hieraus  folgt  efai  weiterer  bemerkenswerthcr  Znsammenhang 
der  drei  Strahlsysteme  {A)  {B)  {€),  Denken  wir  uns  um  das 
Dreieck  ABC  einen  beliehigen  Kegelschnitt  St  gelegt,  so  schnei- 
det bekanntlich  jedes  Strahlsystem  Sehnen  in  dem  Kegelschnitt 
aus,  die  durch  einen  Punkt  laufen  (S  31);  nennen  wir  diesen 
der  Kürte  wegen  den  „Sehnenpol"  des  Strahlsystems,  dann  müs- 
sen die  drei  Sehnenpole  a,  b,  c  der'  resp.  Strahlsysteme  (A)  [B]  {€} 
in  einer  Geraden  liegen.  Denn  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt 
P  des  Kegelschnitts  tt  und  sieben  AP,  BP,  CP,  so  müssen  die 
koigogirten  Strahlen  sich  in  einem  Punkte  U  treffen;  müge 
AH,  BJI,  cn  dem  Kegelschnitte  St  resp.  in  abe  begegnen, 
dann  werden  AP,  Aa  ein  Paar,  AB,  AC  ein  zweites  Paar  konju- 
girter  Strahlen  des  Strablsystems  also  Pa  und  BC  swel  Durch* 
bohningssebnen,  der  Schnittpunkt  (Pa,  BC)s=:a  der  Sehnenpol 
des  Slrahlsystems  (A)  sein;  ebenso  (Pb,  CA)  ss  b  der  Sehnenpol 
des  Strahlsystems  (B),  und  endlich  (Pe,  AB)s:st,  der  Sehnenpol 
des  Strahlsystems  (C).  Wir  haben  nun  das  Pascal'sche  Sechseck: 

aPb  BOA, 

also  die  Schnittpunkte: 

{Pa,  BC)    {Pb,  CA)    [An,  Bb]  oder 

a  %  n 

in  guruücr  Linie;  anderseits  das  l'ascal'sche  Sechseck: 

bPe  CAB, 

also  die  Schnittpunkte: 

(Pb,  CA)    {Pc,  AB)    {Bb,  Cc)       d.  h. 

b  c  n 

in  gerader  Linie;  da  nun  beide  Geraden  die  Punkte  b  und  Jl 
gemein  haben,  so  fallen  sie  lusammen,  folgfich  liegen  abc  in 
einer  Geraden  w.  s.  b.  w.,  also  gilt  der  Satt: 

Die  drei  in  Betracht  kommenden  Strahlsysteme 
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{Ä^  {B)  haben  den  eigentbAnliehen  Zueamnenbang, 
dass,  weoD  man  einen  beliebigen  KegeUchnitt  an  ABC 
legt  und  die  Sebnenpole  (d.  b.  Ourcbacbnlttapunkte  der 
Ditrchbobrungssebnen)  der  drei  Strablsysteme  fftrden 
KegeUobnitt  bestimmt»  dieselben  allemal  in  einer  Ge- 
raden liegen. 

Wl  BtrQoksicbtigung  der  oben  (S  41)  bemerkten  EigenscbafI, 
dass  Irgend  drei  Paar  Strablen  aus  solcben  drei  Strablsystenntt 
(i^  (B)  {Cj  allemal  seehs  Tangenten  eines  KegelscbnltlB  sind, 
kennen  W  folgenden  Satx  aussprecben: 

Haben  wir  ein  Dreieck  ABC  im  Kegelscbniti  und 
eine  beliebige  Transversale,  welcbe  die  Dreieckssei- 
len BC,  CA,  AB  resp.  In  al^c  trifft,  sieben  durch  aht 
drei  beliebige  Strablen,  deren  erster  In  «und  der 
sweite  In  ß  und  der  dritte  In  y  und  dem  Kegel- 
schnitte begegnet,  so  beröhren  die  sechs  Strahlen 
Am,  AuK  Bß,  BßK  Cy,  Cy\  einen  neuen  Kegelschnitt. 

Wenn  wir  nun  Irgend  swel  konjugirte  Strahlen  e,  y 
Strablsystems  ((?)  als  die  Trftger  sweler  projektlviscber  Punkt- 
reiben  auffassen,  welche  von  swel  ▼erftnderlichen  konjugirten 
Strahlen  «,  |  des  ersten  Sirahlsystems  {Äj  flxirt  werden  (oder 
aueh  von  einem  Strahlenpaar  y.  rj  des  swelten  Strablsystüins  {B)), 
so  eneugen  diese  beiden  projektivischen  Punktreihen  einen  Kegel- 
sehnitt,  welcher  die  Träger  e  und  y  bertthrt  und  die  Strahlen  «1 
itt  einem  Paar  konjugirter  Strahlen  hat;  denn  es  sind  die  Schnitt- 
punkte (c.  x),  (/,  I)  ein  Paar  enteprechende  Punkte  der  beiden 
projektivischen  Punktreihen,  aber  auch  glelchieitig  (c,  |),  {y.  x) 
sind  enteprechende  Punkte;  die  beiden  Projektionastrahlen  und 
e,  y  bilden  ein  dem  Kegelschnitt  umschriebenes  VIerseit,  dessen 
swei  Diagonalen  x  und  |  sind;  folglich  änd  x  und  |  konjugirte 
Strahlen  In  Besug  auf  den  Kegelschnitt;  da  dasselbe  von  jedem 
Paar  gilt,  so  ist  dasganse  Strahlsysteni  {A}  dasjenige,  welches 
dem  konstndrten  Kegelschnitte  sngehdrt,  und  da  dieselben  beiden 
eneugenden  Punktreihen  auf  e  und  y  auch  durch  y,  n  flxirt 
werden,  so  gilt  die  genannte  Eigenschaft  auch  für  das  zweite 
gegebene  Strahlsystem  {B),  Der  Kegelschnitt  bat  also  die  beiden 
gegebenen  Strahlsysteme  lu  den  ihm  xugehörlgen  und  gehört  da- 
her nach  unserer  Definition  der  Schaar  an.  Verindem  wh*  nun 
das  willkährlich  gewählte  Paar  c,  y  des  dritten  Strahlsystems,  ifio 
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«rfaalCeB  wir  sflnmtlfebe  KegelschniUe  der  Schaar  diireh  raeUe 
Konslniktiaii.  IMe  Strahlenpaare  t,  t  des  dritten  Strahlsyatema 
sind  die  Tangentenpaare  ans  dem  Punkte  C  aa  die  Kegeisehnltle 
der  Schaar;  die  Verbiodingaliiiie  Ist  die  Polare  dea  Punktes 
C  flir  siimitliche  Kegebchnllte  der  Schaar  und  das  Ponktenpaar 
J,  B  spedeUer  Kegelschnitt  derselhen.  Die  drei  Strahfeyateme 
(//)  [B]  {c)  stehen  hinsichtlich  Ihrer  Natur  In  folgendem  Zosam- 
nenhange: 


Slralilsysteiu 

w 

Strahlsyslem 

Strahlsystcui 

Kegelaehalttsefaaar 

1.  elHptisch 
U.  etUpÜach 

Hl.  hyperb. 

IV.  hyperl». 

eUipthKh 
hyperbolisch 
elliptisch 
hyperbolisch 

hyperbolisch 
eUiptisch 
elliptisch 
hyperbolisch 

vier  imag.  gem.  Tang, 
zwei  reelle,  zwei  in»g.  T. 
zwei  imag.,  zwei  reelle  T. 
vier  reelle  gem.  Taog. 

Sind  nun  x,  |  und  17  zwei  Paare  konjugirter  Strahlen  aus 
den  beiden  Strahlsystcmen  {A)  und  {Ii)  und,  wie  wir  wissen,  zu- 
gleich zwei  Paare  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  jeden  Kegel- 
schnitt der  Schaar,  so  erhalten  wir  aus  iiincn  nach  dem  in  §  31 
bewiesenen  Satze  ein  drittes  Paar  (ay,  ^ij)  und  {xij,  ^y), 
welches  ebenfalls  konjugirte  Strahlen  s«'iii  müssen  für  sämmtlichc 
Kegelschnitte  der  Schaar,  d,  h.  die  l'ole  von  einer  dieser  beiden 
Geraden  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen  auf  der  andern, 
und  solcher  Paare  konjugirter  Geraden  können  wir  durch  Verän- 
derung der  Paare  x,  ^  und  y,  >/  unendlich  viele  herstellen.  Ir- 
gend zwei  Paare  von  diesen  gefundenen  lassen  sich  wieder  zur 
Herstellung  eines  neuen  dritten  Paares  verwenden  und  dies  hat 
einen  neLzarligen  Fortgang  bis  ins  Unendliche.  Es  entsteht 
die  Frage,  ob  jede  beliebig  gegebene  Gerade  ein  Mal  mit  dem 
einen  Theil  eines  solchen  Linienpaares  zusammenfällt?  Diese 
Frage  wollen  wir  indirekt  beantworten:  Wir  wissen,  dass,  wenn 
wir  irgend  einen  Punkt  />  in  der  Ebene  mit  ABC  durch  drei 
Sti'ahlen  ahc  verbinden,  die  drei  konjugirten  Strahlen  a/Sy  sich 
in  einem  kon-espondirendcn  i'unklc  7t  trelTen;  wir  verändern  jetzt 
p  auf  einer  Geraden  @  und  suchen  den  Ort  des  Punktes  n  auf; 
derselbe  ist  offenbar  ein  Kegelschnitt,  welcher  dem  Dreieck  ABC 
umschrieben  ist;  denn  da  a  und  b  zwei  jierspcktivischc  Strahl- 
büscliel  beschreiben  und  a  ein  n»it  a,  ß  ein  mit  b  projektivisches 
Strablbüscbel  beschreibt  (wegen  der  Slralilsysteme),  so  sind  auch 
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die  Sürablböst  Ih  I  ,  welche  a  und  ß  beschreiben,  projeliUviseh;  ihr 
Erzeugniss  oder  der  Ort  des  Punktes  n  ist  also  ein  Kegelschnitt 
ft,  der  durcb  A  und  B  und  ebenso  auch  durch  C  geht  und  de»* 
aen  Tangenten  in  diesen  Punkten  leicht  zu  ermitteln  sind.  Wenn 
Biin  der  K^gebebnitt  ß  die  Gerade  @  in  zwei  Punkten  «  und  l 
aebneidet,  so  muss  ffir  einen  derselben,  z.  B.  s,  wenn  wir  una 
p  in  denselben  hineinfallend  denken,  der  korrespondirende  n 
sowobl  im  Kegelschnitt  ft  liegen,  als  auch  in  der  Geraden  (B, 
weil  i  sowohl  in  der  Geraden,  als  aucb  im  Kegelscbnitl  Hegt; 
der  korrespondirende  Punkt  zu  t  muss  also  i  sein  und  umgekehrt, 
d.  h.  es  ist  sowohl  A$  und  At,  als  auch  Bs  und  1^1  je  ein  Paar 
kopjugirter  Strahlen  der  beiden  gegebenen  Strablsysteme  [A)  und 
(B).  Hieraus  folgt  nach  dem  obigen  Satze:  die  Gerade  @  als 
Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  [{As»  Bs),  {Ai,Bijß  imd  die 
Gerade  als  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  ({At^  Bi),  (At,  i?f)] 
sind  ein  neues  Paar  koojugirter  Strahlen  in  Betug  auf  sftmmtllche 
Kogelschnitte  der  Schaar,  d.  h.  die  Pole  der  Geraden  0  In 
Besug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  liegen  auf 
der  Geraden  Wenn  dagegen  der  Kegelschnitt  tt  die  Ge- 
rade (9  ittcht  trifll,  so  hören  die  Punkte  m  und  i  xu  eiistiren 
auf,  wohl  aber  bleibt  die  Gerade  ^  bestehen,  denn  sie  ist  nach 
der  vorigen  Konstruktion  nichts  anderes,  als  die  Polare  deqeni* 
gen  Punktes,  in  wekshem  die  Ver-  (Fig.  67.) 

bindungalinle  AB  die  Gerade  ^ 
trifll  In  Heng  auf  den  Kegabchnitt  •  /jT/ 
ft.  Ea  iai  also  in  Termuthen,  dass  /  IV 

die  geometrische  Eigenschaft  der  /  /\ 

gefundenen  Geraden  (  fortbe-  //  I  \ 

stehen  wird,  aber  der  oben  gege-  //  l  \ 

beneBeweto  ist  nkht  mehr  suliaalg  //    l  \ 

und  wir  werden  uns  fOr  diesen  Fall    \^     j/\^-~J^  /W^^ 
nach  einem  anderen  Beweise  um«  -^^^^^^^^/^V^^ 
sehen  mOssen.   Um  ninichst  die  /fc^viK^I/y  ..Jt^ 

Gerade  ^  nnabhlngig  von  der 

Realilit  der  Punkte  #  und  i  in      /O^r^^^^^^'^'^^V.  \ 
konatnriren,  beseichnen  wir  (Fig.  jS^^^ 
0^  den  Schnittpunkt  ?on  AB  näXy^ 

9  durch  c,  den  vierten  harmonbchen  Punkt  lu  den  dreien  c  A»  B, 
wobei  A  und  B  als  sageordnete  aufgefasst  werden,  durch  Cj  und 
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endlich  denjenigen  Puiikl  aur  der  Geraden  ®,  welcher  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  ^  dem  c  konjugirt  ist,  durch  c^,  dann  geht  ^ 
durch  C|  und  und  ist  durch  diese  beiden  innner  reellen  Punkte 
bestimmt;  bezeichnen  vsir  noch  die  Schnittpunkte  von  ^Cund  AC 
mit  ®  durch  a  und  b,  so  wird,  weil  das  in  B  beflndliche  Strahlsystem 
BC  und  BA  zu  koigugirten  Strahlen  hat,  der  zu  konjugirte 
Strahl  des  Strahlsystems  {A)  die  Tangente  in  A  ;im  Kegelschnitt  ^ 
s«n  und  ebenso  der  zu  konjugirte  Strahl  des  Strahlsystems  (B) 
die  Tangente  in  B  am  Kegelschnitt  $t.  Wir  haben  also  in  A  und  in  B 
zwei  Strahlenpaare  der  beiden  gegebenen  Strahlsysteme;  da  nun 
fliromtliche  Strahleopaare  in  dem  Kegelschnitt  ^  Durchbohrungsaeh- 
nen  ausschneiden,  welche  für  das  gaase  Strahlsystem  durch  einen 
festen  Punkt  laufen  (§  31),  so  erkennen  wir,  dassdas  in  A  gegebene 
Strahlsystem  als  solchen  Diirciischnittspunkt  der  Durchbohrung»* 
sehnen  mit  ^  den  Punkt  a  liefert  und  ebenso  das  hi  B  gegebene 
Strahlsyatem  den  Punkt  h,  und  umgekehrt:  jede  durch  a  gehende 
Sehne  trifft  St  in  zwei  solchen  Punkten ,  welche  mit  A  verbunden 
ein  Paar  konjugirte  Strahlen  des  Strahlsystems  {A)  liefern  und 
ebenso  für  b.  Liegt  also  a  ausserhalb  des  Kegelschnitts  ^,  so 
geben  die  ßerührungspunkte  des  aus  a  an  ^  gelegten  Tangenten- 
paares mit  A  verbunden  die  Asymptoten  des  Strahlsystems  (A), 
welches  in  diesem  Falle  hyperbolisch  sein  muss.  und  ebenso  für  b. 
Die  Beridirungssehne  des  aüs  a  an  ^  gelegten  Tangentenpaars 
geht  aber  durch  den  Pol  von  @  in  Bezug  auf  ^,  folglich  treffen 
die  beiden  Asymptoten  des  Strnlilsysteras  {A)  die  Gerade  ®  in 
zwei  solchen  Punkten,  welclic  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des- 
jenigen Punktsystems  auf  ®  sind,  welches  dem  Kegelschnitt  K 
zugehArt;  ebenso  treffen  die  beiden  Asymptoten  des  Stiahlsystems 
{B)  die  Gerade  @  in  zwei  konjugirten  Punkten  ili  s  dem  Kegel- 
schnitt ^  zugehörigen  Punktsystems  und  dieses  Punklsystem  Ist 
durch  die  beiden  Punktenpaare  Toliständig  bestimmt. 

Wir  müssen  nun  untersuchen,  unter  welchen  Umstünden  die 
oben  mit  und  /  bezeichneten  Schnittpunkte  des  Kegelschnitls 
mit  der  Geraden  @  reell  oder  imaginär  weiden;  da  die  von  A 
und  B  nach  ihnen  hingehenden  Strahlenpaare  für  beide  Strahl- 
Systeme  {A)  und  (J9)  je  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  sind,  so 
sehen  wir,  dass  s  und  I  das  gemcinschaflliche  Paar  konjugirter 
Punkte  zweier  auf  (8  zusammenliegender  Punktsysteme  sind,  welche 
diM-ch  die  gegebenen  Strahlsysteme  {A)  und  {B)  ansgeachnitten 
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werden;  nach  §  16  exislirt  nun  immer  ein  reelles  gcmeinscball- 
Hehes  Pear,  sobald  wenigstens  eins  der  beiden  Punktsysteme, 
also  aucb  eins  der  beiden  Strahlsysteine  {A)  oder  (B)  elliptisch 
ist,  oder  was  dasselbe  bewirkt,  sobald  wenigstens  einer  der  beiden 
Punkte  a  oder  b  innerhalb  des  Kegclsciinills  ^  liegt;  d.  h.  in 
den  oben  mit  (I),  (II).  (III)  bezeichneten  Fällen  ist  das  I'unkten- 
paar  st  reell,  also  für  eine  Kcgelscbnittschaar  mit  vier  imaginä- 
ren oder  zwei  imaginäreti  und  zwei  reellen  gemeinschafllichen 
Tangenten;  um  in  dem  Falle  IV,  also  für  eine  KegelscIiniUschaar 
mit  vier  reellen  genieinschaftlielien  Tangenten  können  die  Punkte 
s  und  /  imaginär  werden.  Für  diesen  Fall  lässt  sich  .iImm  amlci- 
scits  aus  den  Eigenschal'len  des  einem  lve^'eis(-liniü  umsein  ichcnen 
Vicrseits  y§  27;  direkt  nachweisen,  dass  die  Pole  einer  (ieraden 
@  in  Bezug  auf  sämmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar,  die  einem 
Vierseit  einheschriehen  ist,  auf  einer  zweiten  Geraden  lie^jcii  und 
dann,  \\as  noch  erlordtrlicii  ist,  zeigen,  dass  diese  Gerade  mit 
der  oben  konstruirlen  Geraden  ij)  identiscli  ist.  Das  Erstere  gc- 
sciiielit  auf  analoge  Weise,  wie  in  §  46:  Ist  nämlich  das  voll- 
ständige Vierseil,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  AD,  A' B' ,  a  W 
und  dessen  drei  [)iagonalpunkt<'  xxjz  sind,  (Fig.  68)  gegeben,  so 
liegen  die  I]erührungs|)unkte  irgend  eines  demselben  einbeschrie- 
benen Kegelschnitts  (§  27)  paarweise  mit  den  Diagonalpunkten  in 
gerader  Unie  und  bilden  also  ein  vollständiges  Viereck,  dessen 
Diagonaldreieck  ebenfalls  xyz  ist.  Wenn  nun  irgend  eine  Ge- 
rade @  in  der  Ebene  gegeben  ist,  so  konstruiren  wir  den  Pol 
derselben  in  Hezug  auf  einen  dem  Vierseit  einbeschriebenen  Ke- 
gelschnitt, indem  wir  die  Berührungsseline  des  durch  A  lieben- 
den Tangenlenpaars  die  Gerade  @  in  m  und  die  lierülirungsschnc 
des  durch  Ii'  gehenden  Tangentenpaares  die  Gerade  @  in  n  tref- 
fen lassen,  sodann  zu  dem  Tangenlenpaar  in  Ä  und  y^'m  den 
vierten  harmonischen  Strahl,  ebenso  zu  «lern  Tangenten|)aar  in 
B'  und  B' \\  den  vierten  harmonischen  Strahl  hersteilen  und  den 
Schnittpunkt  p  dieser  beiden  vierten  harmonischen  Strahlen  auf- 
suchen ;  dann  ist  p  der  Pol  von  %  in  Bezug  auf  denjenigen  dem 
Vierseit  einbescbriebcncn  Kegelschnitt,  dessen  Berühruugssehnen 
für  die  Konstruktion  verwendet  sind.  Diese  beiden  Berührungs- 
sehnen schneiden  sich  nun  in  dem  Diagonalpunkte  y  und  sind  zu 
yx  und  yz  harmoniscti;  i»ei  der  Veränderung  des  Kegelschnitts 
besclireibeu  also  m  und  n  ein  PunkUysteio,  d.  b.  zwei  auf  ei^- 
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ander  liegende  projeklivisclie  I'unkln  ilnMi ,  lolglicli  A  m  und  B'n 
zwei  projekUvische  Stralilbüscliel.    i  eriier  siud  A  m  und  A  p 

(Fig.  68.) 


zugeordnet  Iiarmonisch  mit  dem  Tangenlenpaai*  durch  A',  also 
bescbrciben  bei  der  Veränderung  des  KegelscbniUs  die  Slrableii 
^'m  und  A'p  zwei  projektiviscbe  Strablbüscbel,  ebenso  auch 
B'n  lind  B^p,  folglich  auch  A'p  und  B'p,  deren  Schnittpunkt  der 
gesuchte  Pol  p  ist.  Diese  beiden  von  A'p  und  B'p  beschriebenen 
projeklivischen  Strablbüschel  liegen  aber  perspektivisch,  weil  auf 
die  Verbindungslinie  ihrer  Mitlelpunkle  zwei  entsprechende  Slrati- 
len  zusammenfallen ;  dies  IriU  uämlicb  In  dem  besonderen  Fall 
ein,  wenn  die  eine  ÜerührungssdiDe  durch  A'  selbst  geht,  also 
A'y  wird,  die  andere  B'y,  der  Kegelschnitt,  der  Schaar  aber  in 
das  Punktenpaar  A' ß'  ausartet.  Der  Ort  d<;s  Pols  p  isl  also  der 
DurcbsdmiU  zweier  perspeküvischea  Slrablbiucbel  oder  eioe  €e- 
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rado.  IHcse  geht  «lurcli  diejonigon  drei  Piwikto  der  hiagonalcn 
AB,  A' B ,  A"B",  welche  den  S(  hnilliumkleii  inil  @  liarmonisch 
zugeordnet  sind;  insbesondere  also  aucti  durch  den  oi>en  mit  c, 
bezeichneten  Punkt  auf  AB;  den  Punkt,  in  welchem  sie  die 
Gerade  @  trifll,  können  wir  ebenfalls  angeben.  Unter  den 
Kegelschnitten  der  Seliaar  gfebt  es  nändich  einen,  welcher  zu- 
gleich die  Gerade  ©  berührt;  der  Pol  von  (Sf  in  Bezug  auf 
ihn  ist  der  Derührungspunkt,  und  da  dieser  in  der  gefun- 
denen OrLsgeraden  von  p  liegen  muss,  8o.  ist  er  der  Schnitt- 
punkt derselben  mit  ®.  Diesen  Punkt  können  wir  mit  Hülfe 
des  liesorideren  Kegelschnitts,  welcher  dem  Vierseit  einbeschrie- 
Ijen  ist  und  zugleich  ®  berfdu-t,  nocti  anders  definiren.  Bekannt- 
lich (§  31)  liestiauueD  diu  Tangentenpaarc  aus  den  Punkten  einer 
Geraden  an  einen  Kegelsdinitt  gelegt  auf  einer  festen  Tangente 
desselben  ein  Punktsystem ;  betrachten  wir  den  dem  Vierseit  ein- 
beschriebencn  Kegelschnitt,  welcher  gleichseitig  <9  beröhrt,  so 
bestimmt  das  Tangentenpaar  aus  A  und  das  aus  B  zwei  Punkten- 
paare auf  ®,  welche  dies  Punktsystem  konstituiren.  Alle  Punkte 
der  Geraden  AB  geben  also  Tangentenpaare,  die  %  immer  in  je 
zwei  konjugirten  Punkten  dieses  Punktsystems  treffen,  insbeson- 
dere auch  der  Schnittpunkt  c  von  AB  mit  (9;  von  seinem  Tan- 
gentenpaar ist  aber  em  Theil  ®  selbst,  also  der  eine  Schnitt- 
punkt der  Berührungspunkt  C2  und  der  andere  c;  hiernach  l)estim- 
men  die  Schnittpunkte  des  Seitenpaares  durch  A  und  des  Seiten- 
paares durch  j9  auf  ®  ein  Punktsystem,  ron  welchem  c  und 
ein  Paar  konjugirCe  Punkte  sind.  Nach  dem  Frflheren  sind  nun 
die  Punkte  Cj  und  dieselben,  welche  dort  zur  Bestimmung  der 
Geraden  i(>  dienten;  folglich  colnddirt  die  früher  konstnUrte  Ge- 
rade ^  auch  fOr  den  Fall  einer  Kegelschnitlschaar  von  Tier  reel- 
len gemeinschaftlichen  Tangenten  mit  der  jetzt  gefundenen  Orts- 
geraden der  Pole  von  ®  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der 
Schaar  und  somit  ist  denn  fflr  alle  FSUe  die  Gültigkeit  des 
Satzes  erwiesen:  Die  Pole  einer  Geraden  ®  in  Bezug  auf 
sSmmtliche  Kegelschnitte  einer  Schaar  liegen  auf  einer  neuen 
Geraden  $i,  und  also  auch  die  Pole  Ton  (  auf  der  Geraden  (B, 
oder:  Die  Geraden  ®  und  ^  sind  ein  Paar  konjugirte  Strahlen 
in  Bezug  auf  sfimmiliche  Kegelsdmitle  der  Schaar  und  helssen 
daher  „konjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  die  Kegel- 
schnittschaar". Zu  jeder  Geraden  ®  in  der  Ebene  einer  Re- 
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gelschnillschaar  gehört  immer  eine  bc<^timmtc  konjiigirlo  (icrado. 
insbesondere  zu  der  uiioiKlIicli-entfiTnlen  Geraden  ®^  die  Millel- 
punklslinie  auf  welciier  die  Millelpuukte  sämmtiiciier  Kegel- 
schnitte der  Schaar  liegen.  Die  Paare  Ton  knnjugirten  Geraden 
erfüllen  also  auf  doppelte  Art  die  ganze  Ebene.  Fassen  wü*  irgend 
ein  solches  Paar  von  konjugirten  Geraden  ®  und  ins  Auge  und 
nennen  P  ihren  Schnittpunkt,  so  wird  die  Polare  von  P  in  Beiug 
auf  irgend  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  mit  ®  und  lusamtnen 
ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt 
bilden;  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  ausserdem  das  IVipei 
lionjugirter  Strahlen  gemeinschafUich,  welches  von  den  Seilen  des 
DiagonaMreiecks  xyz  gebildet  wird ,  und  da  zwei  Tripel  konju- 
girter Strahlen  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  allemal  einen  neuen 
Kegelschnitt  beröhren  {%  31),  so  berOhrt  die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  Sehaar  einen  gewissen  neuen 
Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Itknf  Tangenten:  Die  Seiten  des 
Diagonaldreiecks  xffz  und  die  Geraden  <9  und  ^  vollstindig  be- 
stimmt ist;  also:  Die  Polaren  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
sSmmÜlche  Kegelschnitte  der  Schaar  umhüllen  einen  Kegelschnitt, 
welcher  dem  Diagonaldreieck  einbeschrieben  ist.  Diese  Eigen- 
schaft gUt  nun  wiederum  allgemein  für  jeden  Punkt  P  der  Ebene, 
auch  wenn  das  Diagonaldrdeck  nicht  voUstSndig  reell  Ist  und  der 
Punkt  P  nicht  als  Schnittpunkt  eines  reellen  Paares  koigugirter 
Gerader  ®,  $  aufgefasst  werden  kann,  denn  die  Schnittpunkte 
sftmmtlicher  Paare  von  konjugirten  Geraden  ^,  ^  erfikllen  nicht 
die  ganze  Ebene.  Um  nun  die  AllgcmeingOltlgkeit  der  genannten 
Eigenschaft  darzuthnn,  bemerken  wir,  dass,  wenn  vir  zu  einem 
gegebenen  Punkte  P  die  Polare  in  Bezug  auf  irgend  einen  Kegel- 
schnitt der  Schaar  konstruiren  und  zu  ihr  wiederum  die  konjii- 
girte  Gerade  in  Bezug  auf  die  Kegdschnittschaar,  die  letztere 
Gerade  notbwendig  durch  P  gehen  muss;  verSndern  wir  also  den 
Kegelschnitt  der  Schaar,  so  laufen  diese  letzteren  Geraden  sAmmt- 
lieh  durch  P,  und  auch  umgekehrt,  wenn  wir  irgend  eine  Gerade 
@  durch  P  ziehen,  so  muss  die  ihr  konjugirte  Gerada  in  Be- 
zug auf  die  Kegelschnittschaar  notbwendig  die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der  Schaar  sein;  denn 
konstruiren  wn*  von  dem  Schnittpunkte  ((9,  S^)  die  Polaren  in 
Bezug  auf  sämmtllcbe  Kegelschnitte  der  Schaar,  so  umhüllen  die- 
selben nach  dem  Obigen  einen  gewissen  Kegelschnitt,  welcher 
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®  und  berührt,  und  die  Sc-Iu)iii|iiniklc  sämmtlicher  TangeDlen 
dieses  Kegelschnitts  mit  sind  die  Pole  von  ^  in  Dezug  auf 
alle  KegclscbniUe  der  Schaar;  diese  erffdleo  aber  die  Gerade  @ 
l^nz  und  unter  ihnen  iiomrot  also  auch  P  vor;  es  sind  also  auch 
P  und  ^  Pol  und  Polare  für  einen  bestimmten  Kegelschnitt  der 
Schaar.  Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Ort  der  Polaren  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  identisch 
ist  mit  dem  Ort  derjenigen  Geraden  welche  simrotlichen  durch 
P  gehenden  Geraden  <9  in  Bezug  auf  die  Kegelschnittschaar  kon- 
jngirC  sind.  Wir  werden  also,  um  jenen  Ort  zu  bestimmen,  eine 
Terftnderliche  Gerade  ®  um  den  festen  Punkt  P  drehen  nnd  den 
Ort  der  konjugirten  Geraden  ^  aufsuchen.  Nach  dem  Fröheren 
erschien  die  Gerade  ^  als  die  Polare  desjenigen  Punktes  c.  in 
welchem  ®  von  AB  getroffen  wird  in  Bezug  auf  den  Kegehchnitt 
$t  (Fig.  67).  Dieser  Kegelschnitt  verändert  sich  nun  mit  <Sl; 
läuft  nämlich  ®  beständig  durch  einen  festen  Punkt  P  und  haben  ' 
die  Strahlen  ÄP^  BP  zu  ihren  koiyugirten  in  den  beiden  erzeu- 
genden Strahlsystemen  (Ä^  und  {B\  die  Strahlen  AB,  BH,  welche 
sich  in  H  treffen,  so  geht  der  veränderliche  Kegelschnitt  $t  durch  . 
den  festen  Punkt  U.  nnd  ausserdem  durch  ABC^  beschreibt  also 
ein  BQschel  mit  vier  reellen  Mittelpunkten.  Die  beiden  Tangen- 
ten in  ^  und  B  an  dem  Kegelschnitt  treifen  sich  in  einem 
Punkte  S,  dessen  Ort  eine  feste  Gerade  sein  wird,  eine  Diago- 
nale des  vollständigen  Vierecks  ABCn,  nämlich  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  {AU,  BC)  und  {BH,  AC\,  Die  Polare, 
von  c  in  Bezug  auf  tt  geht  aber  darch  S  und  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt  c,  zu  c,A,B,  während  A  und  B  zugeordnete  Punkte 
smd;  durch  die  beiden  Punkte  S  und  c,  ist  ^  bestimmt  und  wir 
erkennen  jetzt  teicht.  dass  bei  der  Bewegung  von  ®  die  Punkte 
S  und  C|  zwei  projektivische  Punktreihen  auf  ihren  Trägern  durch- 
laufen; zu  der  Tangente  AS  ist  nämlich  im  Strahlsystem  {Aj  der 
Strahl  Aa  konjugirt  und  a  der  Schnittpunkt  von  @  mit  BC.  Wenn 
sich  also  @  um  den  festen  Punkt  P  dreht,  so  heschroibeii  c  und 
a  perspektivische  gerade  Punktreihen  au{  BC  um\  AB,  folglich  der 
vierte  harmonische  Punkt  c,  oiin'  mit  c  {irojektivisrlK'  i'unktreilie, 
weil  c  und  c,  ein  liyptTlioIischcs  Punktsystem  auf  ,/7?  konslilnirou ; 
ferner  heschreiht  Aa  ein  Slraijihüsrlu'l .  welches  piojekliviscli  ist 
mit  der  Pimklroihc  c  und  AS  ein  iiiil  Aa  iMojekliviscIies  Slrahl- 
hüschel,  weil  AS  und  Ja  immer  zwei  konjugirte  Strahlen  des 
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Slralilsystcms  {A)  sind;  also  werden  endlich  die  von  <S  und  c, 
durchiaufenen  geraden  Punklreihen  projeklivisch  sein  und  der  Ort 
der  Verhindniigslinic  i*»c,  ~  ^^ird  ein  Kcgelschiiill,  welcher  ins- 
besondere aucli  ABy  sowie  AU  und  B II  berührt.  Dieser  Kegcischnill 
lieisst  der  PoIarkegelscüuiU  des  Punktes  /*  in  Bezug 
auf  die  Kegelschaillschaar  und  hesiut  folgende  Eignisrliart: 
Die  Polaren  eineg  Punktes  /'  in  Dezug  auf  alle  Ke- 
geUcbniUe  einer  Schaar  umh ülicn  einen  Kegelschnitt, 
welcher  zugleich  der  Ort  aller  Geraden  ^  ist,  die  zu 
srunmtlichen  durch  P  gellenden  Geraden  ®  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnittschaar  konjugirt  sind.  Hat  die  &e- 
gelschnittschanr  vier  reelle  gemeinschaftliche  Taugeulen,  so  be- 
rührt dieser  Polarkegelschnitt  von  P  allemal  die  drei  Diagonalen 
de$  von  den  vier  gemeioschartliclieu  Tangenten  gebildeten  voil- 
stfindigeo  Vierseite  und  ausserdem  die  jenigen  sechs  Strahlen,  ^velche 
man  erhSlt.  wenn  man  durch  Jede  der  sechs  Ecken  des  vollstän- 
digen Vierseits  den  vierten  harmonischen  Strahl  konstruirt  zu  dem 
Seitenpaar  und  dem  Verbindungsstrahl  der  Ecke  mit  P,  diesem 
letzteren  zugeordnet.  Liegt  P  ausserliatb  des  Poiarkegelschuilts. 
so  ist  das  aus  ihm  an  denselben  gelegte  Tangentenpaar  ein  Paar 
konjugirter  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Schaar  und  es  giebt  zwei 
reelle  Kegelschnitte  der  Schaar ,  welche  durch  P  gehen  und  deren 
Tangenten  in  P  eben  diese  beiden  Strahlen  sind.  Aus  der  Eigen- 
Schaft  des  Polarkegelschnitte  folgt  zugleich  eine  nützliche  Bemer* 
kung:  Die  Pole  einer  Geraden  ®  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
einer  Schaar  liegen  auf  einer  Geraden  ^  und  bilden  eine  gerade 
Punktreihe;  die  Pole  einer  zweiten  Geraden  bilden  eine  zweite 
gerade  Punktreihe  auf  9'.  Retrachteu  wir  in  diesen  beiden  Punkte 
reihen  als  entsprechende  Punkte  die  Pole  von  ^  und  ®'  in  Bezug 
auf  denselben  Kegelschnitt  der  Schaar,  so  sind  die  beiden  Punkt- 
reihen auf  $  und  j^'  allemal  projeklivisch,  wie  auch  ®  und 
angenommen  werden  mögen;  denn  die  Verbindungslinie  je 
zweier  enteprechender  Punkte  umhflilt  den  Polarkegelschnitt  des 
Schnittpunktes  (®*  in  Bezug  auf  die  Schaar,  welcher  zugleich 
und  ^'  zu  Tangenten  hat,  folglich  schneiden  alle  übrigen  Tan- 
genten ^  und  in  zwei  projektivischen  Punktreihen.  Ferner 
Iftsst  der  Polarkegelschnitt  die  charakteristische  Eigenschaft  der  ' 
Kegelschnittschaar  ui  bestimmterer  Weise  hervortreten;  der  Polar- 
kegelschnitt eines  beliebigen  Punktes  P  heisse  C^;  nehmen  wir 
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zuerst  an,  dass  P  ausserhalb  liegt,  so  gebt  durch  P  ein 
Tangentenpaar  an  C^,  welches  sugleich  ein  Paar  konjugirter  Ge- 
rader in  Bexug  auf  die  Schaar  ist,  also  för  jeden  Kegelschnitt 
der  Schaar  lu  dem  Tangentenpaar  aus  P  an  letztereoi.  harmonisch 
gelegen  ist.  Die  simratttchen  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Ke- 
gelschnitte der  Schaar  bilden  also  ein  hyperbolisches  Strahbystem, 
welches  zusammenßllt  mit  demjenigen  Strahlsystem,  das  dem 
Punkt  P  in  Bezog  auf  den  Polarkegelschnitt  C^^  zugehört  und 
dessen  Asymptoten  eben  aus  dem  Tangenlenpaar  von  P  an 
bestehen.  Wenn  dagegen  ^  innerhalb  des  Polarkegelschnitls  C^^ 
liegt,  80  existh^  kein  reelles  Tangentenpaar  an  C^,  aber  trotz- 
dem bilden  die  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Kegelschnitte  der 
Schaar  ein  elliptisches  Strablsystem,  welches  mit  demjenigen  zu* 
sammenßlit,  das  dem  Punkt  P  in  Bezug  auf  zugehört  Um 
dies  zu  erkennen,  denken  wir  uns  ein  Tangentenpaar  aus  P  an 
einen  Kegelschnitt  der  Schaar,  es  sei  (S>  und  die  Polare  von 
P  in  Bezug  auf  denselben  sei  2,  welche  die  beiden  Beröhrungs- 
punkte  auf  ®  und  ®'  verbbidet ;  sei  ferner  die  konjuglrte  Gerade 
YOtt  ®  in  Bezug  auf  die  Schaar  ^:  und  von  so  geht^ 

durch  den  BerQhrungspunkt  von  und  durch  den  Berflhmngs* 
punkt  von  (B\  d.  h.  die  Verbindungslinie  {(B^,  ®'Sy)  ist  iden- 
tisch mit  S.  Der  Polarkegelschnitt  muss  aber  die  drei  Ge- 
raden ^  und  2  beröhren,  weil  i  die  Polare  von  1>  ist  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  und  ^  und  konju- 
girte  Gerade  von  ®  und  ®'  sbid,  welche  sich  In  P  treffen.  Da 
nun  ®>  ^  und  @',  zwd  Paare  konjugirter  Gerader  in  Bezug 
auf  die  Sehaar  sind,  so  werden  auch  31):  {®®\  ^i^')  und 
ein  drittes  Paar  konjugirter  Geraden  in  Bezug  auf 
die  Schaar  sein,  und  weil  von  diesen  die  erstere  durch  P  gebt, 
so  wird  die  Letzlere  C^^  berühren;  wir  haben  also  jetzt  vier  Tan- 
genten von  C^^K  nämlich: 

Von  (Uesen  dem  Kepfeischiull  umschriebenen  Vierseit  sind 
offenbar  die  (icraden  @  und  @'  zwei  IMagonalcn,  wie  aus  dmi 
Anblick  der  ßurbstaben  hervorgehl,  folgiicli  sind  @  und  @'  ein 
Paar  konjn;;irter  Slrahlen  in  Fb'zug  auf  den  I'oliirkegelschnilt 
und  da  alle  dinili  /*  «gebende  Paare  konjugirter  Slrahlen  in  Be- 
zug auf  denselben  ein  Slrabisysleni  bilden,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Tangentenpaare  aus  einem  beliebigen  Punkte  P 
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an  die  Kegeisctiuitte  einer  Schaar  bilden  ein  Slrabl- 
gystem,  welclies  identiscli  ist  mit  demjenigen,  das  dem 
Punitte  P  in  Bezug  auf  seinen  PolarltegelscIiniU 
zugeh6rt;..i«i80  je  zwei  Tangenten  aus  P  an  einen  Ke- 
gelschnitt der  Schaar  sind  ein  Paar  konjugirter  Strah- 
len in  Bezug  auf  den  Polarkegeischnitt  C^K 

Der  Polarkegelschnilt  C^^  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  die 
Kegelschntttschaar  ist  insliesondere,  wie  wir  gesehen  halten»  dem 
gemeinschafUichen  ^Tripel  konjugirter  Strahlen  fOr  alle  Kegel- 
schnitte der  Schaar  einheschrleben ;  ^dieses  Tripel  ist  al>er  nur 
reell,  wenn  das  Strahlsystem  (C)  hyperliolisch  ist,  und  liesleht 
alsdann  aus  den  Asymptoten  desselben  und  der  Verbindungslinie 
AB,  welche  die  drei  Diagonalen  sind,  bt  dagegen  das  Strabl- 
system  ((7)  elliptisch,  so  tritt  an  die  Stelle  der  genannten  Eigen* 
schall  die  mit  ihr  gleichbedeutende,  dass  das  Strahisystem 
(C)  allemal  dasjenige  ist,  welches  dem  Punkte  C  in  Be- 
zug auf  irgend  einen  Polarkegeischnitt  zugehört. 
Um  diese  Behauptung  zu  rechtfertigen,  denken  wir  uns  den  Po- 
larkegeischnitt C<'>  eines  beliebigen  Punktes  P  auf  etwas  andere 
Weise  hergestellt  Konstruiren  wir  die  den  Strahlen  AP,  BP,  CP 
konjugirten  Strahlen  in  den  drei  Strahlsystemen  (IQ  (C),  so 
schneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkte  II,  und  ziehen  wh*  durch 
P  irgend  eine  Gerade  @,  welche       in  c  trifll  (Flg.  69),  so 


(Fig.  ca.) 


wird  ilc  die  feste  Gerade 
/   CP  in  einem  Punkte  X 
^l"  treffen,  so  dass  durch  die 
j     fünf  Punkte  ABCUX  der 
' —  oben  mit  9t  bezeichnete 


\  /         /       denn  da  CP  und  CJl  ein 


Kegelschnitt  bestimmt  wird« 


Paar  konjugirter  Strahlen 
des  Strahlsystems  [C)  bt,  so 
muss  die  Durchbobrungs- 


,\    /^^s^   sehne  JIJT  mit  dem  Kegel- 


schnitt ^  durch  den  Punkt 
€  geben,  wie  es  schon 
oben  für  die  Punkte  a  und 
b  nachgewiesen  ist  und  in 
gleicher  Welse  fikr  den 
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Punkt  c  gilt;  wir  sehen  also  umgelLehrt,  dass  CP  und  ilc  sich 
In  einem  Punkte  JT  des  Kegelschnitts  St  treffen  müssen,  und  kdn- 
nen  jetzt  von  diesem  Kegelschnitte  gans  abstrahiren,  indem  wh* 
den  SU  seiner  Bestimmung  dienenden  Punkt  X  allein  ins  Auge 
fassen;  verbinden  wir  die  Schnittpunkte: '(w^JT,  ÜB)  s=  «  und 
{BX,  HAI  s:a  /IT,  so  ist  die  Verbindungslinie  aß  ^  Sj^  die  kon- 
jugirte  Gerade  zu  ®  in  Bezug  auf  die  Schaar,  uifd  indem  wir 
die  Gerade  @  um  den  festen  Punkt  P  drehen,  umhQllt  die  in  der 
angegebenen  Weise  konstruhle  Gerade  ^  den  Polarkegelschnitl 
C^.  Diese  Konstruktion  gestattet  leicht,  die  Veränderung  zu  Qber- 
blicken,  welche  die  Figur  durch  die  Drehung  von  (Sl  erflihrt;  es 
beschreibt  nftmUch  c  eine  gerade  Punktreihe  tut  AB,  X  eine  mit 
ihr  projektivisehe  gerade  Punktreihe  auf  CPy  a  und  ß  projektivi- 
scbe  Punktreihen  mit  X,  also  auch  mit  einander  auf  ÜB  und  HA» 
folglicli  umhQllt  $  einen  Kegelschnitt  C^,  weicher  IIA  und  17^ 
l>erQhrt;  auch  Ist  leicht  zu  erkennen,  dass  er  AB  zur  Tangente 
hat,  was  daraus  hervorgeht,  dass,  wenn  ®  mit  »PC  zusammen- 
nilt,  4  auf  zu  liegen  kommt  Auf  den  beiden  Trägern  IIA 
und  IIB  sind  mithin  einmal  A  und  B  und  dann  ß  und  «  je  ein 
Paar  entsprechender  Punkte  der  beiden  projektiviscben  Punktrel* 
hen,  folglich  liegt  der  Schnittpunkt  {A«,  Bß)=X  auf  der  Ver- 
bindungslhile  der  Berührungspunkte  der  iielden  Triger  (S  21), 
oder,  da  X  die  Gerade  PC  durchliuft,  so  ist  PC  die  Polare  von 
17  in  Bezug  auf  den  Polarkegelsclmitt  C^;  ferner  bilden  17^, 
ÜB,  AB,  aß  ein  dem  Kegelschnitt  umschrielienes  Vierseit,  des- 
sen zwei  Diagonalen  XA,  XB  sind;  XA  und  XB  sind  also  stets 
du  Paar  konjugirler  Strahlen  in  Bezug  auf  den  Polarkegelschnitt 
C<*);  insbesondere  also  auch  CA  und  CB,  und  auch  CP  und  Ci7, 
weil  n  der  Pol  von  CP  ist  ;  rolglich  bestimmen  diese  beiden  Paare 
konjugirter  Strahlen  das  dem  Kegelschnitt  C^*^  zugehörige  Strahl- 
syslem  In  C  und  dieses  coinciilirt  mit  dem  Slrablsystem  {C),  wel- 
ches, wie  fruh<T  angegeben  hl,  vun  den  beiden  als  gegeben  an- 
gesehenen Stralilsystunien  {A)  und  {B)  abhängt»  Indem  CA  und  CS 
ein  Paar  und  CP  und  CII  ein  zweites  Paar  konjugirler  Slrahlen 
desselben  isl.  I>iu  ohvn  ausgesprochene  Reliauplung  ist  also  er- 
wiesen und  der  Polarkegelsclinilt  des  iNmktes  /'  in  IJezng 
auf  die  Seliaar  niimiielir  dadiiK  Ii  ,  dass  er  dem  Urei- 

erk  AI!  II  einbesrlii  ielnii  i>t  und  //./  und  IIB  in  denjenigen 
beiden  Funkleu  beridnt,  in  wtlclien  sie  von  PC*  getrolTen  werden. 
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<^  49.   Nachtrag  su  ^  45. 

Di«!  in  ^  45  jiclührlü  l  iilcrsuiliiing,  welche  fihcr  die  beson- 
dere Natur  der  in  einer  Kegelschnittschaar  enlludlenen  Kegel- 
schiiillc  Aurscliluss  {,'al),  berulitc  uesenllich  darauf,  dass  die  Kegel- 
schnitlsciiuur  ein  reelles  genieiiisrliaflliches  Tripel  x  y  z  besilzl, 
behält  also  nur  ihre  (lulligkeit,  wenn  die  kegelscbuiltschaar  enl- 
weder  vier  reelle  gemeinscbafliiciie  Tangenten  iiat  oder  vier  inia- 
ginAre;  es  bleibt  daher  eine  Lücke  lür  den  Fall,  \>enn  die  Schaar 
zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  genieinschafllicbe  Tangenten  be- 
sitzt, und  diese  Lficke  ausznrüllcn  ist  der  gegenwärtige  Paragraph 
bestimmt,  in  welchem  die  dort  gewonnenen  Resultate  von  einem 
neuen  Gesichtspunkte  aus  den  allgemeinen  Polarcigenscliarten  der 
Kegelscbnittschaar  nochmals  abgeleitet  werden  sollen,  unabb«ingig 
davon,  ob  das  gemeinsame  Tripel  xyz  ganz  oder  nur  zmn  Tbeil 
reell  ist. 

Gehen  wir  #on  der  allgemeinsten  Erzeugmig  der  Kegelscbnitt- 
schaar aus  Termittetst  der  beiden  Strablsysteme  und  {B),  von 
welchen  das  Strahbjstem  (C)  in  bestimmter  Weife  abhängt  (§  48), 
und  nehmen  insbesondere  die  unendlich-entfernte  Gerade  ®^ ,  so 
wird  deren  ko^jugirte  Gerade  M  In  Bezug  auf  die  Schaar  die 
Mittelpunkte  m  sammtlicher  Kegelschnitte  der  Schaar  enthalten. 
Der  unendlich -entfernte  Punkt  dieser  Geraden  SR  ist  der 
Mittelpunkt  der  einzigen  in  der  Schaar  vorkommenden  Parabel; 
von  diesem  Punkte  wollen  wir  den  Polarfcegelschnltt 
in  Bezug  auf  die  Schaar  bestimmen;  derselbe  muss  eine  Parabel 
sein,  weil  die  Polare  von  In  Bezug  auf  die  einzige  in  der 
Schaar  vorkommende  Parabel  ®.  selbst  Ist  und  mitbhi  ®^  eine 
Tangente  von       ist;  folglich  bt  ^(*>  eine  Parabel;  sie  berOhrt 

well  9)t  die  konjugirte  Gerade  zu  ®^  ist  und  durch 
gellt;  sie  berührt  ebenfalls  AB  und  das  Strabls^fstem  (C)  ist  das 
ihr  zugeliürige,  wie  bei  jedem  Polarkegelschnitt  [%  48).  Jede 
Tangente  der  Parabel  %^  trifft  ajt  in  einem  Punkte  m,  welcher 
Mittelpunkt  eines  bestimmten  Kegelschnitts  der  Schaar  Ist,  und 
bildet  mit  9)t  zusammen  ein  Paar  konjugirter  Durchmesser  dieses 
Kegelschnitts,  weil  diese  beiden  Strahlen  und  ein  Tripel  kon- 
jugirter Strahlen  für  einen  solchen  Kegelschnitt  sind.  Ziehen  wir 
femer  mC  und  eine  Parallele  durch  m  zu  AB^  so  haben  wir 
ein  zweites  immer  reelles  Paar  koujugirtcr  Durchmesser  dieses 
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KegdschDiUs  der  Schaar,  weil  C  und  die  VerbinduDgsUoie  AB 
Pol  und  Polare  fOr  sämmlliclie  KegelscbniUe  der  Schaar  sind. 
Durch  diese  beiden  Paare  ItonJugirter  Durchmesser  ist  nun  das 
ganie  Strablsystem  der  ito^jugirten  Durclunesser  fflr  den  Kegel- 
schnitt der  Schaar,  dessen  Millelpunicl  m  ist,  vollstSndig  hestlmml, 
und  die  Natur  dieses  Strahlsystems  giebt  Aufscbluss  Ober  die 
Natur  des  Kegelscbnitls,  ob  er  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  Wir 
können  hiernach,  indem  wir  eine  verSnderllche  Tangente  an  der 
Parabel  herumbewegen,  den  Verlauf  jenes  Slrahbystems,  also 
die  NaUir  der  Kegelschnitte  der  Schaar  verfolgen  und  gelangen 
uuabhAngig  von  der  RealitXt  des  gemeinsamen  Tripels,  tou  wel- 
chem C  und  AB  immer  reell  sind,  zu  den  Resultaten  des  §  45, 
die  aber  für  den  Fall  nur  zweier  reeller  gemeinschaflUcher  Tan- 
genten der  Schaar  eine  Modiflkation  erleiden.  Zuvörderst  ist  es 
nun  nöthig,  die  Konstrulttion  der  Geraden  iDl  und  der  Parabel 

wovon  Alles  abhängt,  genauer  anzugeben.  Die  Gerade 
wird  nach  J  48  so  gefunden:  Ein  durch  A  iu>  BC  gezogener 
Parallelstrahl  hat  zu  seinem  konjugirten  In  dem  Strablsystem  {A) 
den  Strahl  AS  und  ein  durch  B  zvi  AC  gezogener  Parallelstrahl 
hat  zu  seinem  konjugirten  in  dem  Strahteysteni  {B)  den  Strahl 
B8\  bezeichnet  S  den  Schnittpunkt  der  beiden  so  gcrundenen 
Strahlen  und  o  die  Mitte  vwkAB,  so  Ist  oS  die  gesuchte  Mittel- 
punklslinle  SR.  Ziehen  wir  sodann  durch  A  und  B  Parallele  zu 
und  die  zu  Ihnen  konjugirten  Strahlen  in  den  Strahbystemen 
{A)  und  (ß),  welche  sich  in  77o  treffen,  endlich  durch  C  eine 
Parallele  zu  welche  JU  A  und  U^B  \n  «  und  ß  trillt,  so  ist 
derjenige  Kegelschnitt,  welcher  dem  Dreiselt  n^AB  einbesclirie- 
ben  ist  und  die  Seiten  IIoA,  n^B  in  den  Punkten  <r  und  ß  be- 
rührt, die  gesuchte  Parabel  sie  berührt  auch  SSSt  und  zwar, 
wie  leicht  zu  erkennen  ist,  i(i  demjenigen  Punkte  niA,  welcher 
die  .Mitte  des  Abschnittes  ist,  den  Ilf,A  und  n^^Ii  auf  ü)2  aus- 
schneiden; dieser  Punkt  ntA  ist  der  Mitlelfuinkl  derjenigen  Hy- 
perbel, welche  der  Schaar  angeliört  und  die  Cioradc  9.1i  zu  einer 
Asymptote  hat,  also  durch  den  Punkt  gt-'hl ,  denn  nu  ist  der 
Schnittpunkt  zweier  zusammenrallonder  Tangenten  der  Parabel 

also  zweier  zusamnienlnlleiidcr  koiijii}^lrter  Ihirchniesser  eines 
Kegelschiiills  <ler  Schaar.  IHe  Verbiiuhrnjisliiiic  //„nu  gehl  dalier 
nach  dem  iiiieiiillich-eiiUenilcii  Punkte         i'ai.ilicl  oder  ist 

parallel  mit  der  Axe  derselben.    IJierdurcIi  ist  iiuu  die  l'arabcl 
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roelir,  als  bestimmt  und  es  ISssl  sich  fler  vorhio  angedeutete* 
Vorgang  deutlich  verfolgen,  wenn  man  aus  den  simmtUchen 
IHmkten  m  der  Geraden  ^Ot  die  noch  Ohrige  zweite  Tangente  an 
die  Parabel  legt.  Bezeichnen  wir  mit  den  jedesmaligen 
unendlich -entfernten  Punkt  derselben,  so  beschreiben  m  auf  SR 
und  p^  auf  <Si«  zwei  projektivische  Punktreihen,  weil  Wt  und 
®^  selbst  Tangenten  eines  Kegelschnitts  (der  Parabel  sind 
und  daher  von  allen  übrigen  Tangenten  desselben  projektiviscb 
geschnitten  werden;  bezeichnen  wir  noch  den  unendlich-entfern- 
ten Punkt  von  AB  durch  c«,  so  sind  nach  dem  Obigen  mC  und 
mc^  ein  Paar,  mm«  und  mp^  ein  zweites  Paar  konjugirter 
Durchmesser  desjenigen  Kegelschnitts  .der  Schaar,  dessen  BUtlel- 
punkt  m  ist,  und  durch  diese  beiden  Paare  bt  das  ganze  Durcb- 
messersystem  liestimmt.  Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Strahlsystem 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  haben  wir  nachzusehen,  ob  ein 
Paar  konjugirter  Strahlen  durch  ein  zweites  und  dieses  durch 
jenes  getrennt  wird  oder  nicht;  dies  Utost  sich  leicht  bei  der 
obigen  Figur  verfulgen;  wir  kftnnen  uns  aber  auch  des  In  $  ^ 
angewendeten  HQlfsinitlels  bedienen,  indem  wir  das  Strahlsystem 
parallel  mit  sich  nach  irgend  einem  Punkte  0  eines  HOlfskegel- 
Schnitts  €  verlegen;  die  Durchbobrungsselme  je  zweier  konjugir- 
ter Strahlen  mit  dem  Kegelschnitt  (S  läuft  dann  durch  einen 
festen  Punkt  P,  und  je  nachdem  dieser  Punkt  ausserhalb,  inner- 
halb oder  auf  dem  Kegelschnitte  (S  liegt,  ist  das  Strahlsystem 
hyperbolisch,  eiiipttoch  oder  parabolisch.  Verschlelien  wir  nun, 
wie  in  §  45,  simmtlicbe  Durehmesser^ysteme  der  Schaar  ohne 
Dreliiiiig  nach  einem  beliebigen  Punkte  0  eines  llülfskegelscbnilts  (S, 
so  bestimmt  jedes  derselben  einen  Punkt  P  und  den  Ort  säninit- 
lieber  Punkte  P  för  die  ganze  Schaar  crinilteln  wir  folgender- 
maasscn:  Die  durch  0  zu  mm^  und  mc^  gezogenen  Parallelen 
trelTcn  6  in  den  festen  Punkten  d  und  y;  die  zu  ntp,  durch  O 
gezogene  Parallele  beschreibt  ein  Sirahlbüschel,  welches  perspek- 
tivisch ist  mit  der  Puiiktreihc  p^  .  und  die  zu  ni^'  gezogene  Pa- 
rallele durch  0  hcsrhrribt  ein  Slr;dilluischLl ,  \vch;hes  mit  der 
Punktreihe  m  projekliviscli  ist;  da  nun  die  Punktreihen  m  und 
P*  projekliviscli  sind,  weil  nip^  die  vcrruiderliclie  Tangtrile  der 
Parabel  '•^''^  isl  .  so  dui  «  lilMducii  die  lu  ideu  lel/teii  Straldbüsthel 
<len  Ke-^elsi  hnilt  (\  in  l'uukleu,  web  he  resp.  niii  den  festen 
l'uuklen  d  und  y  aul  (S  verbunden   zwei  projektivische  Strahl- 
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bOschel  liefern  mflasen;  der  ScboiUpunkt  je  iweier  eDtsprechen- 
der  Slrablen  derselben  bt  aber  P,  rol^icb  ist  der  Ort  der  Punkte 
P  ein  neuer  Kegebcbnitt  <St,  welcher  mit  <S  die  beiden  Punkte 
y  und  9  gemein  bat  Die  Punkte  P  dieses  Kegelscbnitts  (5j  be- 
stimmen nun  Sebnen  auf  (S,  deren  Scbnittpunkte  mit  0  verbun- 
den Strabbysteme  In  0  bewirken,  welpbe  den  Durcbmessersystc- 
men  der  Kegelscbnittscbaar  parallel  laufen;  denjenigen  Punkleu 
von  welche  ausserhalb  <S  liegen,  enUprcchen  also  Hyperbeln 
in  der  Kegelscbnittscbaar,  denjenigen  Punkten  innerhalb  IS  Ellip- 
sen und  den  beiden  Punkten  f  und  d  Parabeln,  und  swar  bt 
nur  die  dem  Punkte  d  entsprechende  eine  eigentliche  Parabel, 
während  die  dem  Punkte  y  entsprechende  ein  Punktenpaar  B 
bt,  deren  Verbindungslini«;,  doppcil  gedacht,  als  Parabel  aufgefasst 
werden  kann.  Zur  weiteren  Untersuchung  müssen  nun  zwei  Ffille 
unterschieden  werden,  nSmlicb  ob  der  Punkt  C  1)  innerhalb  oder 
2)  ausserhalb  der  Parabel  liegt  Da  das  dem  Punkte  C  in 
Bezug  auf  die  Parabel  zugehörige  Strabbystem  dasjenige  ist, 
welches  von  den  beiden  als  gegeben  angenommenen  Strahlsyste- 
men (A)  uud  {B)  abhängt  (§  48),  und  es  Im  Falle  1]  eliiptiscli, 
im  Falle  2j  hyperbolbch  bt,  so  bat  die  Kegelscbnittscbaar  im 
ersten  Falle  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschafUiehe 
Tangenten  (11  und  III) .  im  zweiten  Falle  entweder  vier  imaginäre 
oder  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  (I  und  IV).  Im  er- 
sten Falle  können  nun  die  Kegelschnitte  @  und  (E^  ausser  den 
l*unkten  y  und  d  keinen  Punkt  weiter  gemeinschafUich  haben 
oder  es  kann  weiter  keins  von  den  Durchmessersystcincn  para- 
bolisch werden:  denn  djunil  ein  Slrahlsysteni  paraholisch  sei, 
müssen  zwei  beliebige  Slrablen  desselben  ein  und  denselben  kon- 
jii^irlen  Slrabl  baben,  welchiT  dann  m  allen  Strabb'ii  der  koii- 
jugirte  ist:  es  müssteii  also  aiidi  m  uiul  m  denselben  koii- 
ju{,'iiieii  Stralil  baben  oder  ciiic  (lnr(li  m  i^cIkmkIl'  Tani^cnle  der 
i'arabel  innssle  niil  lu  /.nsaniiiiriilallen;  da  nnn  ('  inncrbalb  der 
Parabel  liej^t,   so  gebt  keine   Tangi-nle   «Inrcli    ibn,  also 

sibliessen  w ir :  K i n  <•  K e ^' e I s c b n i  1 1 s e b a  a  r  m i  t  z \v  ei  r r  e II  e n 
und  zwei  ima^'inärt'ii  ^'em ei n s(  ba  I  ii i  c  b e n  r.ui^'enlen 
zerfällt  nnr  In  eine  <ii'n|i{)e  Kllipsen  nnd  eine  (irniipe 
Hyperbeln,  welche  von  einander  getrennt  werden 
einmal  dureb  die  einzlLje  in  derScbaar  vorkomnjendc 
l'arabcl  und  das  andere  Mal  durch  das  einzige  in  ihr 
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vorkommende  Punklenpaar.  Im  zweilen  Falle  dagegen  haben 
die  beiden  Kegelschnitte  <^nnd  <Si  ausser  den  Punkten  y  und  S 
noch  zwei  andere  Punkte  gemein,  welche  parabolischen  Strahl- 
systemen  entsprechen;  die  beiden  aus  C  an  die  Parabel  ^('^■ge« 
legten  Tangenten  sind  nämlich  selbst,  jede  doppelt  gedacht,  als 
zwei  besondere  Parabeln  der  Schaar  aufzufassen  und  bilden  mit 
AB  zusammen  das  reelle  gemeinschaftliche  Tripel  oder  sind  die 
drei  Diagonalen  des  entweder  ganz  reellen  oder  ganz  imaginären 
vollständigen  Vierseits,  welchem  die  Kegelschnittschaar  einbe- 
schrieben ist  In  diesem  Falle  bleiben  die  im  $  45  gefundenen 
Resultate  bestehen:  Die  Kegelschnittschaar  Iiesteht  aus  zwei  Grup- 
pen Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbebi,  welche  durch  vier 
Parabeln  von  einander  getrennt  werden  u.  s.  f.  Auch  die  inter- 
essanten Folgerungen,  welche  sich  aus  der  Untersuchung 'des 
Kegehtchnitts  <S|  in  $45  ergaben,  bleiben  bestehen  mit  derHo- 
diflkation,  welche  aus  der  abweichenden  BeschalTenheit  der  Regel- 
schnittschaar von  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  sich  von  selbst  ergiebt. 

Es  ist  der  Vollständigkeit  wegen  noch  der  Ueiwrgangsfali  zu 
untersuchen,  wenn  der  Punkt  C  auf  der  Parabel  selbst  liegt; 
In  diesem  Fall  ist  das  Strahlsystem  (C)  parabolisch,  die  beiden 
Asymptoten  fallen  zusammen  in  eine  Gerade,  die  Tangente  in  C 
an  der  Parabel  $(*);  diese  Asymptoten  sind  aber  zwei  Diagonalen 
des  vollständigen  VIerseits,  welchem  die  Kegelschnitlschaar  eln- 
lieschrieben  ist,  und  da  sie  zugeordnete  harmonische  Strahlen  mit 
CA  und  CB  sind,  so  muss  der  Strahl,  in  welchem  sie  zusammen- 
fallen, entweder  durch  A  oder  durch  B  gehen;  nehmen  wir  an. 
er  gehe  durch  S,  so  zeigt  sich,  dass  das  durch  ^  gehende  Sei- 
tenpaar des  vollständigen  Vierselts  zusammennilt,  also  das  Strahl- 
sysicni  {B)  ebenfalls  paralioiisch  wird,  oder  die  Kegelschnittschaar 
den  speciellen  Charakter  annimmt,  in  einem  festen  Punkte  B 
beständig  dieselbe  feste  Tangente  BC  und  ausserdem  zwei  reelle 
oder  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  zu  haben,  die  durch 
A  gehen,  zu  besitzen,  je  nachdem  das  gegebene  Strablsysiem  {A) 
hyperbolisch  oder  elliptisch  ist.  Die  Kegelschnittschaar  spedali- 
sirt  sich  also  in  diesem  Uebergaiigsfalle  dahin,  dass  zwei  von  den 
gemdaschaftlichen  Tangenten  zusammenfallen. 
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%  50.   Koi^ugirta  KegäbMdmittbÜaolieL 

Die  In  §  41  angegebene  Erzeugung  des  Kcgelschnitlhüschels 
aus  zwei  beliebig  in  der  Kheiie  angenomniuneii  gei;idrii  Punkl- 
syslemen,  weicbe  gleieli/.eitig  siunnillicben  Kcgels(  Iniilleii  des 
IJfisc  licis  ztigebören,  ffdirt  unmiUelbar  zu  einer  cigenlhinnlichen 
Vrrliindiin^  von  «h'ci  Kegelscbniltbfisrlieln ,  \velclie  konjugirl  ge- 
nainil  >\ erden  nnd  ganz  dieselben  Eigensrlialten  besitzen,  w'w. 
zwei  konjugirte  Kreissrbaaren  (Steiner:  .,Kini|,'e  geonielrisi  bo 
Ib'lr-iebliingen",  Crelle's  Journal  d.  M.ith.  Hd.  I,  S.  1G8)  inid 
ein  von  ihnen  abbangiges  Rüscbel  gleiclis«'iliger  Hyperbeln.  In- 
dem wir  bei  der  folgenden  l  ntersuehinig  dieser  Eigensebaften  nur 
einen  Fall  ins  Ange  fassen  und  z>vnr  <Ier  Finfix  biicil  \u*gen  den- 
jenigen, für  wcleben  die  wcsentlirli.shMi  J  heile  der  Figur  reell 
werden,  wird  es  nach  Anleitung  der  vorigen  Auseinandersetzun- 
1,'en  keine  Sc  hwirrigkcit  inclir  baben,  die  übrigen  Fälle,  in  nel- 
cben  gewisse  Tlieile  der  Figni"  inia^'iriiir  werden,  gleiclierw eise 
auszufübrea  und  die  dabei  cinlrelenden  ModiUkalioneii  zu  cr- 
luiüeln. 

Wir  geben  von  zwei  byj)erl)oliscben  Punktsyslcnien  (a-,  ^) 
und  (//.  7/)  auf  den  Trägern  %  und  23  aus,  nnl  den  Asym|itoten- 
punktcu  y,  h  und  g' h'  (Fig.  70},  also  von  einem  KcgelscbniU- 


(Piff.  70.) 


liQschel  mit  vier  reelten  Ponliteii  gh,  g'h\  Von  diesen  beiden 
als  gegeben  angeioninienen  Panlttgysteinen  hingt  nun  ein  drittes 
in  gewisser  Weise  ab;  dem  Schnittpunlit  {%  fß)  entspricht  nSm- 
lieh  als  p  im  ersten  Punkisysiem  aufgefasst  der  konjugirte  Punlit 
9t  und  als  cS  im  zweiten  Punktsystem  der  konjugirte  Punkt  o;  die 
Verbindungslinie  no,  welche  (St  heisse,  ist  der  Träger  eines  he- 
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slimmton  (lriU«!u  Punktsystems  Iz,  f\  uclclu's  dadiircli  ciilstehl, 
dass  wir  dir  Srlinill|miiklt'  von  (S  mit  <U:n  Vt'rl)indungslinien 
und  |t/  oder  auch  .r»;  und  v|  als  je  ein  Paar  konju£,'irtcr  Pnnktn 
z  und  f  auffassen.  Ks  ist  in  §41  bcuinsen,  dass,  wie  aurii  die  , 
beiden  Paare  und  f/ij  aus  den  ersten  beiden  Punktsystemen 
gewfddt  werden  mö<j;rn ,  z,  f  immer  ein  und  demselben  drillen 
Punklsysteni  angeiiören  und  dass  dieses  insbesondere  hyperboliseh 
ist  in  dem  unserer  Hetrachtung  zu  Grunde  gelegten  Falle,  wenn 
{x,  I)  und  iy,  t/)  liypcrboiiscbe  Punktsysteme  sind;  seine  Asymp- 
lotenpunkle  g"  h"  sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  gg*  mdgh' 
oder  auch  hh'  und  hg'  die  Gerade      treffen,  so  da»  also: 

igg'.  hh')  =  g"  [gh\  hg')  =  //' 
und  die  sechs  Asymplolenpimkle  gh  g')i  g'' h"  die  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  sein  müssen,  als  dessen  drei  Diagonalen  die 
Träger  313?  auftreten,  hir  beiden  Punklsyslcme  auf  31  und  93 
erzeugen  ein  Kegelsclmitlbüschel,  welches  die  vier  Mittel|)unkte 
ghg'h'  hat;  die  Kegelschnitte  dieses  Büschels  treffen  in  je 
zwd  Punkten  z  ^  ihres  Punktsystems  oder  haben  g"h"  zu  konju- 
girten  Punkten;  nehmen  wir  irgend  ein  Paar  als  Mittelpunkte 
zweier  Strahlbuschel,  die  nach  den  Punkten  x|  eines  verSnder- 
liehen  Punktenpaares  auf  9t  (oder  auch  nach  y,  ff,  euiem  TerSn- 
derlichen  Paare  auf  193)  hingclien,  so  erzeugen  diese  beiden  pro- 
jeklifischen  Strahlböschel  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  {gh  g'h') 
und  pg'h"  ist  das  gemeinschalUicbe  Tripel  dieses  BQschels.  Die 
Schnittpunkte  von  (S  mit  %  und  8»  wetehe  wir  n  und  o  genannt 
haben,  sind  aber  auch  gleichzeitig  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
des  Systems  {z,  i)  und  in  diesem  Sinne  bezeichnen  wir  sie  mit 
r  und  Q. 

Es  Uegt  jetzt  nahe,  ebenso  wie  das  durch  die  beiden  Punkt- 
systeme {x,  I)  und  (g,  i})  hervorgerurene  Kegelschnittbflscbel  ein 
zweites  KegelschnittbOschel  aus  den  beiden  Punktsystemen  {x,  Q 
und  {z,  und  ein  drittes  aus  den  Systemen  {y,  i})  und  ^ 
hervorgehen  zu  lassen;  diese  drei  Kegelschniltbascbel  wollen 
wir  durch: 

[(S]  mit  den  Mittelpunkten  gh  g'^' 

m  •    -  -     •  ghg'Hr 

m  '    '  '  gh'g'h" 

bezeichnen  und  konjugirte  KegelschnittbOschel  nennes. 
Solche  drei  Kegelschnittbasehel  hftngen  In  eigenthQmlidier  Weine 
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mil  eiaamler  zusaininen  und  hieten  eine  Reihe  von  merliwördigen 
Eigensdiaften  dar;  weiche  im  Folgenden  abgeleitet  werden  sollen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  s  In  der  Ebene  gehen  drei 
Kegelschnitte  ABC,  deren  jeder  beziehungsweise  einem  der  drei 
konjuglrten  Bflschet  angehört;  von  diesen  drei  Kegelschnitten 
schneiden  sich  je  zwei  ausser  in  den  drei  ersichtlichen  Punkten 
noch  in  einem  jedesmaligen  vierten,  nftmlich:  • 

A  und  S  in  den  Punkten  g^h'^s  und  a" 
*  -        -      g  h  s   •  9 

C    '   A  '    •        -      ff'  h*  9   '  a\ 

Dir  «Irni  Punkte  a  a' g"  lir<i(Mi  in  j;»'r;Ml«'r  Linio;  durcli  d<»n 
Punkt  gielit  es  nämlirli  im  All^pinrincn  zwei  Slrnlilen,  die  so- 
wohl %  wie  in  je  einein  Vxw  konjn^'ii  ler  Pnnkle  der  auf  ihnen 
hefindliehen  Pnnktsyslenie ,  folglich  iiiuh  (S  in  einen»  Pa.ir  seines 
Pnnklsyslenis  Irj'flrn;  nnn  können,  da  die  hei«h'n  PindUsystenu^ 
(or,  ^1  innl  (y,  >;)  hypei  lxdisc  h  ani^'enonnnen  sind,  jene  heiden 
Sirnhicii  dnreii  auch  iniapinär  werden,  wehln'ii  Tall  wir  nach- 
her milersnchen  wnUen;  seien  znersl  die  heich-n  Strahlen  (hneii 
s  reell  nnd  so  heseliallen,  dass,  wenn  dereine  die  Träj^er 
in  a  b  r  triin  .  der  andere  ihneti  in  ilen  konjnj^irten  Pnuklen  «/iy 
begegnet;  dann  sind  die  Schniltpunkle 

{aß,  ba),=  ff"    {ay,  c«)  —  ff*    {by,  cß)  =  ö 

und  liegen  nach  $  21  in  gerader  Linie.  Da  nämlich  a«  tt  und  b,  ß 
zwei  Paare  konjugirter  Punkte  sind  f&r  das  Büschel  [<S],  so  sind 
auch  (nach  $  31)  {ab,  aß)  =  t  und  {aß,  b«)  =  ein 
Paar  konjugirter  Punitte  für  das  ganze  Böschel  [6] ;  ebenso  ist  <r 
der  konjugirte  Punkt  zu  5  fOr  das  Büschel  [^]  und  a  für  das 
Bikschei  [^].  Die  Tangenten  in  $  an  den  drei  Kegelschnitten 
ABC  gehen  also  resp.  durch  «ir'a"';  nun  trifft  aber  der  Kegel- 
schnitt A  die  Gerade  9(  in  den  obigen  Punkten  a  und  «,  denn 
die  beiden  Strablböschel  in  a  und  «  als  Mittelpunkte,  welche 
nach  den  Paaren  koigugirter  Punkte  [y,  i})  oder  ^)  hingehen, 
erzeugen  den  Kegelschnitt  A,  weil  ab  und  aß  sich  in  s  treflen 
und  durch  diesen  einen  Punkt  der  Kegelschnitt  des  Bilschels  [^^l] 
schon  bestimmt  ist;  hieraus  folgt,  dass  auch  [aß,  ba)  =  ir" 
ein  Punkt  des  Kegelschnitts  A  sein  muss;  anderseits  trifll  der 
Kegelschnitt  B  die  Gerade  iB  in  den  Punkten  b  und  ß,  Tidglich 
ist  auch  [ha.  ßa)  =  a*'  ein  Punkt  des  Kegelschnitts  B,  und  da 
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die  KegebchniUe  Ä  und  B  bereits  die  drei  Punkte  ge- 
mein haben,  so  ist  0''  ihr  vierter  gemeinscbafUicher  Punkt;  in 
gleicher  Weise  folgt,  dass  (69^,  ^  der  vierte  Schnittpunkt 
der  Kegelschnitte  P  und  C  und  endlich,  dass  (c«,  ay)sss6'  der 
vierte  Schnittpunkt  der  Kegelschnitte  A  und  C  ist.  Wir  haben 
also  folgendes  Ergebniss: 

Hat  man  drei  koojugirte  Kegelschnittböschel,  so 
geht  durch  einen  beliebigen  Punkt  s  In  der  Ebene  aus 
jedem*  Büschel  je  ein  Kegelschnitt;  diese  drei  Kegel- 
schnitte ABC  haben  zu  je  zweien  noch  einen  vierten 
gemeinschaftlichen  Punkt,  und  zwar  B  und  C  den  Punkt 
0,  C  und  A  den  Punkt  a\  A  und  B  den  Punkt  tf";  die 
drei  Punkte  ffff'a"  liegen  in  einer  Geraden  S  und  die 
drei  Strahlen  sc,  sa\  se"  sind  die  Tangenten  der  drei 
Kegelschnitte  ABC  im  Punkte  s;  die  Punkte  Oü'tt**  sind 
ferner  die  konjugirten  Punkte  von  »  in  Bezug  auf  die 
drei  konjugirten  Bfischel.  Die  drei  Kegelschnitte  itffC 
treffen  endlich  im  Allgemeinen  die  Trftger  der 
drei  erzeugenden  Punktsysteme  in  drei  konjugirten 
Punktenpaaren  «er,  bß,  cy  und  von  diesen  sechs  Punk- 
ten liegen  zwei  Mal  drei  in  je  einer  Geraden:  abe  und 
vßy,  welche  beide  Gerade  selbst  durch  s  gehen; 
diese  drei  Punktenpaare  sind  entweder  alle  drei  reell 
oder  alle  drei  imaginär.  Die  sechs  Mittelpunkte  der 
drei  konjugirten  Kegelschnittbflschel  bilden  ein  voll- 
ständiges Vierseit  und  es  giebt  eine  Kegelschnitt- 
schaar, welche  dem  letzteren  einbeschrieben  ist;  von 
den  beiden  möglichen  Kegelschnitten  dieser  Schaar, 
welche  durch  t  gehen,  sind  die  beiden  Tangenten  In  a 
die  vorigen  Geraden  abe  und  aßy  und  daher  die  Asymp- 
toten desjenigen  Strahlsystems,  welches  von  den  Tan- 
gentenpaaren ans  9  an  die  Kegelschnittschaar  konsti- 
tuirt  wird.  Der  Polarkegelschnitt  von  s  in  Bezug  auf 
diese  Kegelschnittschaar  berührt  die  Geraden  abe  und 
aßy  und  Ist  ausserdem  dem  Diagonaldreieck  opr  des 
vollständigen  Vierseits  einbeschrieben;  die  Punkte 
aa'ü"  sind  die  Pole  der  drei  Strahlen  so,  sr,  sp  in  Be- 
zng  auf  den  genannten  Polarkegelschnitt  und  die  Ge- 
rade 8  ist  also  die  Polare  von  s  In  Bezug  auf  denselben. 
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Das  Letotere  folgt  uDmiUeliiar  daraas,  dass  oabß  ein  diesem 
PolariiegelsctiniU  umsdiriebenes  Viereck  ist»  dessen  Diagonaldrei- 
eck f  tf''p  ein  Tripel  In  Bezug  auf  denselben  bildet. 

Wir  mflssen  jetzt  dieselben  Resultate  auch  fßr  den  andern 
möglichen  Fall  nachweisen,  wenn  nSmIich  die  beiden  durch  den 
angenominenen  Punkt  s  gehenden  Strahlen,  welche  die  Träger 
i\oT  dvt'i  Punktsysteme  {x ,  |)  (y,  t^)  {z,  gleichzeitig  in  drei 
l'anrrn  korijngirl»T  Punkte  treffen,  nicht  reell  sind.  Ilirrzu 
konslrnireii  wir  uns  «Icn  dem  .v  konjugirten  Pmikl  in  IJczug  auf 
das  IiüscIk'I  [-Jlj,  dessen  Mitlelpnuklc  f/' //' /i"  sind  und  des.sen 
gonu'inschartlirhes  Tripel  ij/m  isl ;  wenn  wir  also  .v^,  afi,  so  zie- 
hen uud  die  vierten  harmoniscln  n ,  diesen  zugeordneten  Strahlen 
heslimmeu,  iruhMU  jed«*s  Seilen|iaar  des  vollständigen  Viereeks 
y'  fi  g"  h"  das  aiulere  Paar  zugeordneler  Strahlen  ist,  so  sind 
diese  drei  vierten  Harmonischen  die  Polaren  von  s  in  ifc/ug 
auf  die  dr<'i  l/mien|)aare  des  nüseliels  ["Jt]  uu<l  sehuf  irlen  sieh 
in  dem  zu  s  konjugiilen  l'uukir  g\  also  sind  <lie  vier  Strahlen 
g  [1/  It  s6)  vier  harmonische  Strahlen,  ebenso  andi  //  [g'  h'  sg) 
uud  in  gleicher  Weise  g  [g"  h"  s  a)  und  h  {g"  h"  sa)\  aus  der 
Gleichheit  der  Do|ipelverhiillnissc : 

folgt  aber,  dass  die  sechs  Punkte  ghg'  h' $9  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen  und  ans  der  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse: 

g  [g"  h"  sa)  =  h  {g"  h"  sa), 

dass  die  sechs  Punkte  ghg"h"sa  auf  einem  Kegelschnitt  liegen; 
diese  beiden  Kogelschnitte  Ii  und  C,  welche  den  Ruscheln  [33] 
und  [6]  angehören  und  durch  s  gehen,  sdmeiden  sich  also  in 
dem  vierten  Punkte  <r,  welcher  der  konjugirte  ist  zn  s  in  Rezng 
auf  das  Büschel  {911  und  also  in  der  Tangente  eines  durch  die 
fünf  Punkte  g'  h'  g"  h"  s  gelegten  Kegelschnitts  A  an  dem  Punkte 
s  sich  heflndeU  Die  in  gleicher  Weise  für  die  Kegelschnitte  A 
und  Ii,  A  und  C  ersichtliche  EigenschafI  Itesläfigl  also  den  ersten 
Theil  des  (ddgen  Satzes.  Da  nun  die  fünf  Punkte  g' k  g"  k"  9  Wkl 
einem  Kegelschnitte  A  liegen,  de<^« d  Tangente  so  ist,  so  wer- 
den, wenn  wir  die  Strahlen  sg',  sh'  als  ein  Paar  konjugirter 
Sirahlen,  sg*\  th"  als  ein  zweites  Paar  eines  neuen  Strabbysteros 
auffassen«  deren  Durchbohrungssehnen  g'  h'  und  g**  IT  mit  A 
sich  in  o  treffen,  so  nnd  9  0  ein  drittes  Paar  dieses  Strabl- 
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Rystems  («)  sein  {$  31).  Diesas  Strahlsysiciii  {$),  welches  durch 
(tte  beiden  Stralilenpaare  sg',  bK  und  »g",  shT  bestimmt  wird, 
bat  nun  auch  ig  und  t  A  an  einem  Paar  l(onju|^rter  Strahlen  und 
ist  dasjenige,  welches  von  den  Tangentenpaaren  aus  $  an  die 
Kegelschnittschaar  gebildet  wird»  welche  dem  vollstindigen  Vier- 
seit  ghg' Kg"  einbeschrieben  ist»  oder  (nach  $48)  dasjenige 
Strahlsystem,  welche«  dem  Polarfcegelschnitt  des  Punktes  t  in 
Bezug  auf  diese  Kegelschnitlschaar  zugehftrt;  folglich  sind  to  und 
99  ein  Paar  konjugirte  Strahlen  för  den  genannten  Polarkegel- 
schnitt;  anderseits  lieröhrt  dieser  Polarkegelschnitt  die  Seiten 
des  Diagonaldreiecks  orp  und  oa  bt,  wie  wir  gesehen  haben, 
der  vierte  harmonische  Strahl  zu  o«,  or,  op,  dem  ot  zugeord- 
net, also  sind  auch  und  otf  konjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf 
den  Polarkegelschnitt  und  daher  a  der  Pol  von  « o  in  Bezug  auf 
denselben;  in  gleicher  Weise  folgt,  weil  der  Polarkegelschnitt 
▼on  f  in  Bezug  auf  die  dem  TollsUndIgen  Vierseil  einbescliriebene 
Schaar  unverindert  bleibt,  dass  der  Pol  von  r«  der  Punkt  tf' 
und  von  p  s  der  Punkt  o"  ist,  und  da  die  drei  Strahlen  ot,  rt ,  ps 
durch  einen  Punkt  t  gehen,  so  müssen  die  drei  Pole  cc' 9"  in 
einer  Geraden  2  liegen,  welche  die  Pohre  von  s  ist.  Hierdurch 
ist  der  zweite  Theii  des  obigen  Satzes  erwiesen  und  damit  zu- 
gl(>ich  ein  elementarer  Satz  gewonnen: 

Wenn  man  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits^/«,  9'//.  ^"A"  mit  einem  beliebigen 
Punkte  ff  der  Ebene  verbindet  und  zu  jedem  dieser 
Strahlen  den  vierten  harmonischen  Strahl  konstroirt» 
z.  B.  zu  ys  und  den  beiden  sieb  in  g  kreuzenden  Seiten 
des  Vierseits  den  vierten  harmonischen,  welcher  g9 
zugeordnet  ist,  ebenso  zu  Affu.  s.  f.,  so  schneiden  sich 
solche  Strahlen,  die  durch  je  zwei  Gegenecken,  z.  B. 
g  und  h  gehen,  In  einem  Punkte  tf,  die  vierten  har- 
monischen Strahlen  durch  g'  und  h'  in  0'  und  die  durch 
g"  und  h*'  in  o"  der  Art,  dass  die  drei  Schnittpunkte 
99*9"  in  einer  Geraden  liegen. 

Ein  besonderer  Fall  des  polaren  Nebensatzes  ist  sehr  be- 
kannt, nämlich:  ,,Dic  Verbindungslinien  der  Mitten  der  drei  Sei- 
tenpaaro  eines  voli$landigen  Vierecks  laufen  durch  einen  Punkt" 
(Schwerpunkt). 

Die  drei  konjugirten  Kegelsclinitlbüschel  [^J  [8]  [6]  haben 
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weitere  bemerkenswerlbe  E}gcn<;chancn :  Legi  man  aus  irgend 
einem  Punkte  a  der  Geraden  %  das  Tangentenpaar  an  einen 
Kegelschuitt  B  des  [{üsdu  ls  dessen  Mittelpunkte  ghg"  h" 
sind,  und  mögen  die  Berütirungspunktc  1 1'  heissen ,  so  geiit  die 
Polare  / 1'  von  a  in  Bezug  auf  B  durch  den  konjugirten  Punkt  a 
des  Punktsystems  [x,  |),  weil  cc  der  vierte  harmoniscite,  dem  a 
zugeordnete  Punkt  vol  a,gh  ist.  Die  vier  Punkte  gh  tt'  auf  dem 
Kegelschnitt  'B  besitzen  aber  die  Eigenscbaft,  dass  sie  mit  irgend 
einem  andern  Punkte  dieses  Kegelschnitts  verbunden  vier  bar* 
monisclie  Strahlen  liefern  ($  27),  folglich  sind  ebensowohl 
g"  (ghiC)  als  auch  h**  (ghti*)  je  vier  harmonische  Strahlen 
und  aus  der  Gleichheit  der  Doppelrerhältnisse: 

g*'{ghtC)^h"(hgtt*)  .  .  .  .  (S  S) 
ergiebtsich,  dassdie  Schnittpunkte  entsprechender  Sirahlen,  also 
die  vier  Punkte  g'lit(  mit  g'^h"  auf  einem  Kegelschnitt  Ä  liegen 
und  dass  die  Punkte  g'lii^  vier  harmonische  Punkte  dieses  Keg4- 
Schnitts  A  sind  (g  27),  folglich  tl'  durch  den  Pol  von  g*h'  gehen 
muss;  der  Pol  von  gh'  in  Bezug  auf  den  Kegekchnitt  A  muss 
aber  auf  gh  liegen,  weil  ogh  ein  Tripel  in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt  ist,  also  ist  der  Schnittpunkt  von  tf  mit  gh,  d.  b.  der 
Punkt  tt  der  Pol  von  g'U  oder  ttg'  und  «'A'  Tangenten  des  Keg^- 
schnitts  A  in  den  Punkten  g*,  h\  Da  ferner  ogh  das  Diagonal- 
dreieck des  vollständigen  Vierecks  gKg'*H*  Ist  und  die  Tan- 
genten  des  dem  letzteren  umschriebenen  Kegelschnitts  A  in  g'K 
sich  auf  der  Diagonale  gh\^  Punkte  «  treffen,  so  mössen  auch 
die  Tangenten  des  Kegelschnitts  A  in  g**U'  sich  auf  der  Diagonale 
(jh  schneiden  in  dem  zu  ghu  harmonisch  liegenden,  dem  «  zu- 
geordneten Punkte,  also  In  a  (§  27).  Der  Kegelschnitt  A  hat 
also  ag"  und  zu  Tangenten  ia  den  Pimkten  g**  und  if. 
Fassen  wir  das  Geftindene  zusammen,  so  erhalten  wir:  Legt 
man  aus  irgend  einem  Punkte  a  der  Geraden  9t  das  Tangenten- 
paar an  einen  Kegelschnitt  des  Büschels  [iBj,  so  liegen  die  Be- 
rührungspunkte auf  einem  KegeLschniti  welcher  durcli  die  vier 
Punkte  g'll g'h"  gelil  und  ag'\  ah"  zu  Tangenten  hat;  veran- 
dern wir  daher  den  Kegelschnitt  B  des  Büschels  [58],  halten  aber 
den  Punkt  a  fest,  so  verändern  sich  die  BcrOlirungspunkle  It, 
führend  der  Kegelschnitt  ^,  auf  welchem  sie  liegen  müssen,  der- 
selbe l)l('il)t,  also: 

Legi  man  aus  irgend  einem  Punkte  u  der  Geraden 
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X  an  sämmtliche  Kegclsclinitte  des  Büsclieis  [8]  die 
Tangenten'paare,  so  ist  der  Ort  ihrer  Herühnings- 
punkte  ein  hostimmter  Kegelsctinilt  A  des  Büschels  [9], 
welcher  ag"  ah"  zu  Tangenten  hat  Weil  dieser  Kegelschnitt  A 
aber  auch  ag*  ond  crA'  zu  Tangenten  hat,  so  folgt:  Legt  man 
aus  irgend  eine-m  Punkte  a  der  Geraden  %  an  sSmint* 
liehe  Kegelschnitte  des  Bflschels  die  Tangenten- 
paare,  so  ist  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte  ein  be- 
stimmter Kegelschnitt  A  des  BDschels  [9]*  welcher 
ag\  ah'  zu  Tangenten  hat,  und  zwar  entsteht,  wenn 
a  und  a  harmonisch  liegen  zu  g,  A,  för  den  Punkt  a 
und  das  Bfischei  [Q]  derselbe  Kegelschnitt  A,  wie  für 
den  Punkt  a  und  das  BQschei  [6],  ebenso  auch  fOr 
den  Punkt  a  und  das  Bfischei  [<£]  derselbe  Kegel- 
schnitt A,  wie  för  den  Punkt  er  und  das  BQscbel  [9]: 
Me  Kegelschnitte  A  und  A  sind  aber  verschieden;  sie 
gehören  beide  dem  Bfischei  pi\  an,  aber  der  erstere 
hat  og",  ah"  zu  Tangenten,  der  andere  ag\  ah'  und  zu- 
gleich der  erstere  ag\  «A',  der  andere  ag",  ah", 

VerSndern  wir  jetzt  den  Punkt  a  (und  a)  auf  %  so  durch- 
lauft der  Kegelschnitt  A  (und  A)  das  ganze  Bfischei  [^]  und  die 
Kegelschnitte  A,  und  A  erffillen  dasselbe  auf  doppelte  Weise.  Wir 
sehen  hieraus,  wie  das  Bfischei  [%]  aus  dem  konjugirten  Bfiadiel 
[^:B]  oder  [(i]  hervorgeht;  in  gleicher  Weise  entsteht  das  Bfischei 
[S]  auf  doppelte  Art  aus  den  Biisclieln  [%]  und  [(^]  und  endlich 
das  Bfischei  aus  den  Büscheln  [^K]  und  |'^^].  Gehl  man 
anderseits  von  einem  heliehlgen  Kegelsclmiltbüschel  niil  vier  Millel- 
punkten  aus,  so  kann  man  die  beiden  an<)ern  zu  ihm  konjugirleu 
Hrischcl  dadurch  ahlciton,  dass  man  «in  Liiii«Mi]iaar  des  ersten 
Kegeisrhnillin'ischels  anffassl ;  iiimnil  man  in  der  r'iuen  gemeiii- 
s<  liaHli(  heil  Sekante  dieses  Linien|)aars  einen  Punkt  a  an  und  legt 
aus  a  die  Tangcnt*M)jiaare  an  sämmfHehe  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels, so  liegen  die  Derfduuiigsputikte  auf  einem  Kegelschnitt, 
welcher  n)il  der  V<'ränderung  von  «  das  eine  konjugirle  Ihischel 
erzengt;  in  t;leiclier  Art  liefert  die  andere  genieinschaflliche  Se- 
kante (ins  «h'ilte  konjiii^irlc  Hüschel.  Kommen  in  dem  anffuj^dicli  . 
angenonuneneu  l]üs<hel  drei  reelle  I-inirnpaare  vor,  so  giehl  rs 
drei  Mal  solche  je  drei  konjwj:;irle  Hüsclu  i.  im  Ganzen  also  sieben 
Kcgelsciinillbüsclici,  da  das  urs|)rünglichc  drei  Mal  zählt. 
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Die  beiden  oben  butracbleleii  Kegelscbnille  A  iiiid  A  sieben 
init  den  beiden  i'nnklen  «  und  a,  wekben  sie  enls|)recben,  in 
einem  eigenlbüinlicben  Zusaniuienliange:  Ihi  der  Url  der  Dernh- 
rtingspunkle  aller  au  die  Kegciscbnillc  des  Düscbels  [üD]  aus  dem 
Punkte  a  gelegten  Tangentenpaare  der  Kegelschnitt  A  ist,  so  uird 
es,  wenn  irgend  eine  durch  a  gelegte  Transversale  den  Kegel- 
scbnill  A  in  den  Punkten  /  inid  r  trifll,  swel  Kegelschnitte  des 
Büschels  [l^]  geben,  welche  die  Transversale  in  den  Punkten 
I  und  T  berühren  und  es  werden  daher  i  und  v  die  Asyniptoten- 
punkte  desjenigen  Punktsystems  sein,  welches  von  den  Kegel- 
schnitten des  Büschels  [^I^]  ;nif  der  Transversale  ausgescbnillen 
wird.  lielracblen  wir  nun  den  Kegelschnitt  A»  der  durch  g'h'g"h  " 
gebt  und  dessen  Tangenten  ag\  ah'  sind;  möge  die  vorige  durch 
a  gezogene  Transversale  ihn  in  r  und  q  treffen,  so  sind  g'h'r^ 
vier  harmonisch  gelegene  Punkte  dieses  KegelsciiniUs  ($  21),  folglich 

g**{Sf'h'rQ)   und  h"{g'k'rQ) 
je  vier  barmoniscbe  Strahlen;  aus  der  Gleichheit  der  Doppelver- 
hältnisse: 

g'ig'h'rff)  s=  h''{h'g'rQ) 

Folgt  nun»  dass  die  sechs  Punkte  ghtifg^h"  auf  einem  Kogel- 
scbnille  liegen,  welcher  natOrlich  dem  Böschel  [Q]  angehi^rt;  es 
sind  daher  r,  ^  ein  Paar  konjugirter  Punkte  jenes  Punktsystems 
auf  der  Transversale,  welches  t  und  t  zu  Asymptotenpunkten  hat; 
r,  Q  liegen  also  su  t,  %  harmonisch  und  diese  vier  Punkte  sind 
in  der  Art  paarweise  zugeordnet,  dass  je  zwei  Schnittpunkte  mit 
einem  der  Kegelschnitte  A  und  A  zugeordnete  Punkte  shid;  jede 
durch  den  Punkt  a  gezogene  Transversale  trifll  daher  die  beid^ 
Kegelschnitte  A  und  A  in  vier  harmonisch  gelegenen  Punkten,  von 
denen  je  zwei  Schnittpunkte  mit  demselben  Kegelschnitt  zuge- 
ordnete sind;  dasselbe  gilt  offenbar  für  den  Punkt  a.  Das  Ver- 
halten der  beiden  Kegelschnitte  A  und  A  zu  den  Punkten  a  and  « 
ist  daher  genau  dasselbe,  wie  es  in  der  Kreistheorie  bei  zwei 
sich  rechtwinklig  schneidenden  Kreisen  und  ihren  Mittelpunkten 
sich  darbietet;  hat  man  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Kreise, 
so  ist  aus  den  Elementen  bekannt,  dass  jede  durch  einen  der 
beiden  Kreisniittelpunkte  gehende  Transversale  die  Kreise  in  vier 
barmonisi  li  gelegenen  Punkten  trifTt,  von  denen  die  Schnittpunkte 
mit  je  einem  Ivicise  zui^cordnele  siml.  Die  Veraligeuieineruug 
dieser  Eigcnsciiatt  beslebl  milbin  in  lulgendcm  Satze: 
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Legi  man  aus  irgend  einem  Punkte  a  einer  ge- 
meinscb'arilicben  Seliante  eines  Kegelsclinittbfiscliels 
die  Tangentenpaare  an  dasselbe,  so  liegen  die  fie- 
rfibrnngspunkte  auf  einem  Kegelschnitt  A;  legt  man 
aus  dem  konjuglrlen  Punkte  «  zu  a  in  Bezug  auf  das 
fiöscbel  ebenfalls  die  Tangentenpaare  an  die  Kegel- 
scbnitte  des  Büschels,  so  liegen  die  Berflhrungs- 
punkte  auf  einem  andern  Kegelschnitt  A;  die  beiden 
Kegelschnitte  J  und  A  haben  zu  den  Punkten  a  und  er 
die  eigenthflmiiche  Lage,  dass  jede  durch  a  oder  a 
gehende  Tran8?ersale  ?on  den  beiden  Kegelschnitten 
in  vier  harmoniachen  Punkten  getroffen  wird,  Ton 
denen  je  zwei  Schnittpunkte  desselben  Kegelschnitts 
zugeordnete  sind. 

Weitere  Eigenschaften,  welche  konjugirte  Kegelschnittbüschel 
darbieten  (wenn'  z.  B.  aus  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  die 
Tangciiiciipaare  an  die  Kegelschnitte  der  Büschel  gelegt  werden, 
wobei  die  Berührungspunkte  auf  einer  Kurve  dritten  Grades  liegen 
und  diese  drei  Kurven  dritten  Grades  in  Bezug  auf  die  drei  kon- 
jugirten  Kegelschnittbüschel  in  eigentküroliche  Verbindung  treten), 
müssen  wir  hier  übergehen,  uro  nicht  die  Grenzen,  welche 
diesem  Buche  gesteckt  sind,  zu  uberschreiten.  Es  bleibt  noch 
übrig,  den  im  Eingänge  dieses  Paragraphen  berührten  besonderen 
Fall  von  drei  konju^irten  KegelschnUtbfischeln,  welcher  schon  in 
den  Elementen  auflrltt,  mit  dem  hier  bebandelten  allgemeloen 
Falle  in  Verbindung  zu  setzen.  Nehmen  wir  nSmIicb  an,  dass 
von  den  drei  erzeugenden  Punktsystemen  {x,  i)  {y,  und  [z,  t) 
ehies  den  besonderen  Charakter  hat,  dass  sein  Träger  die  un- 
endlich  •entfernte  Gerade  ist  und  dasselbe  aus  allen  Paaren 
unendlich- entfernter  Punkte  besteht,  welche  io  je  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  also  dasjenige  Punkt- 
system auf  dessen  Asyuiploicnpunkte  die  beiden  imaginüren 
Kreispunkte  auf  der  unendttch-enlfernlctt  Geraden  sind  {%  35)  und 
isi  (.1%  i)  dieses  besondere  Punktsystem,  dessen  Träger  %  also  ®„ 
isi,  dagegen  (y,  17)  ein  beliebiges,  etwa  byperbollscbes  Punktsystem 
ttolt  den  Asymptotenpunkten  y'  h'  auf  dem  Träger  so  wird  der 
Träger  6  des  dritten  Punktsystems  diejenige  Gerade  sein,  welche 
in  dem  ftlitlelpunkle  0  des  Punktsystems  (y,  1/),  der  dem  unendlich- 
entfernten konjugirt  ist,  d.  h.  in  der  Mitte  0  zwischen  g'h'  senk- 
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rechi  steht  auf  SB*  und  das  dritte  Punktsystem  (2,  Q  auf  (S,  wel- 
ches nothwendig  ein  elliptisches  sein  muss  {$  41),  wird  erhalten, 
indem  wir  durch  y  einen  beliebigen  Strahl  yz  und  durch  1}  einen 
darauf  senitrechten  17t  ziehen,  welche  €  in  z  und  (  treffen; 
0  wird  ebenfalls  der  Hittelpunkt  dieses  Punktsystems  sein  und 
liegen  also  auf  entgegengesetzten  Seiten  yon  0  so,  dass 

oy  .  o»i  +  oz  ,  oi  =  0, 

ist,  also  die  Potenzen  der  heiden  Punktsysterae  auf  Sd  und  (S  gleich 
aber  entgegengesetzt  werden.  Die  von  solchen  drei  Punktsystemen 
erzeugten  konjugirten  KegelschnittbQschel  nehmen  einen  besonders 
einfachen  Charakter  an,  indem  zwei  von  ihnen  konjugirte 
Kreisschaaren  werden  und  das  dritte  ein  BOschel  gleichseitiger 
Hyperheb,  welches  in  den  Elementen  unerwähnt  zu  bleiben  i)flegt. 
In  der  Tbat  das  BOschel  wird  eine  gewöhnliche  Kreisschaar, 
welche  durch  die  beiden  reellen  gemeinschaftlichen  Punkte  g'h' 
geht,  weil  die  Imaginären  Kreispunkte  auf  (^^  allen  Kegelschnitten 
dieses  Büschels  gemelnscbafllich  sind,  also  alle  Kreise  werden; 
diese  Kreise  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  iE  und  treffen  dasselbe 
in  je  zwei  konjugirten  Punkten  seines  Punktsystems.  Das  Büschel 
[S]  wird  el»enfalls  eine  Kreisscliaar  mit  der  ideeilen  geineinschalt- 
liehen  Sekante  sie  hat  nämlich  ihre  Mittelpunkte  auf  $B  und 
jeder  Kreis  derselben  Irilllt.  in  je  zwei  konjugirten  Punkten  y,  tj 
lies  {j'i'gebciK'n  Punktsystems;  (He  Kreise  liieser  Schaar  haben  also 
die  Strecke  zwischen  je  zwei  konjugirten  Punkten  //>/  zu  Durch- 
messern. Die  Asyniptotenpunkte  g'/i  repräsentiren  insbesondere 
die  Nulikreisc  dieser  Schaar.  FHe  beiden  genannten  Kreisscliaaren 
heissen  bekarnitUrh  konjugirte  Kreisscliaaren,  indeui  jeder  Kreis 
der  einen  jeden  der  anch'ru  rechtwinklig  schneidet.  Das  dritte 
Ihischcl  [%]  besteht  endlich  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  die  reelb'n  Punkte  zu  Hüscheluiittelpunkten  haben 

und   das  Punktsystem  äiii  dem 'Träger  (5,  zu  demjenigen, 

welches  allen  Kegelschnitten  dieses  Büschels  zugehört;  dadurch 
ist  es  schon  bestinunt  und  besteht  ofTenbar  aus  lauter  gleich- 
seitigen Ihperbelii,  da  es  den  in  §  47  aufg«'sfellten  Ib'dingungen 
dafür  genügt ,  dass  ein  Büschel  mit  zw  ei  reellen  un<l  zwei  ima- 
ginären Mittelpunkten  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  sei; 
je  z>Yei  unendlich  -  enllernte  Punkte  in  zwei  zu  einander  rccht- 
wiukUgcu  Aichtuugeu  sind  also  die  uneudiich- entfernten  Punkte 


300 


Dritter  AbocbuitU 


einer  Hyperbel  dieses  BQsebels;  der  Punkl  o  ist  der  NiUelpunkt 
aller  dieser  Hyperbeln;  der  Milteipunktskreis  redudrt  sich  daher 
auf  einen  Punkt  o  und  je  iwei  durch  o  gehende  rechtwinklige 
Strahlten  sind  die  Asymptoten  einer  Hyperbel  dieses  BOschels; 
da  die  Uyperbebi  ausserdem  durch  die  reellen  l^unkte  </  h'  ^eheii, 
so  sind  sie  leicht  su  konstruiren  (§  26).  (Vergl.  §  60.) 

Wir  erwihnen  noch  im  Allgemeinen,  dass  bei  drei  konju- 
girieii  Kcgelschnitlbüschelu  hliisiclitlicli  ihrer  besonderen  Beschaf- 
fenheit überhaupt  nur  zwei  Fälle  eintreten  können:  entweder 
1)  hat  jedes  der  drei  konjugirten  Büschel  vier  reelle  Mittelpunkte, 
was  der  von  uns  behandelte  Fall  ist,  oder  2)  eines  der  drei  kon- 
jugirten Uüscbel  hat  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Miltclpunkle. 
das  andere  ebenHdls  und  das  dritte  vier  imaginäre  MiUelpunkle. 
wovon  die  beiden  Kreisschaaren  und  das  Uüsrhel  gleieliseiliger 
ll>  jM  rix'lii  ein  besonderer  F;dl  ist;  denn  nach  §  41  hängen  die 
drei  erzeugenden  l*uiikls\sl(  iiu'  [x,  l)  [y,  »/)  (r,  f)  immer  so  mit 
eiiuMider  zns;inuiieii,  d.iss  entweder  alle  drei  hyperbtdisch  oder 
eines  iiy|>erl)olis(  Ii  und  die  beiden  andern  elliptisch  sind. 

Der  in  diesem  Pjritsr.iplieu  dureligeffdirlen  Helrachlung  steht 
die  gleichlaufende  polare  Nebenbetrachluni;  zur  Seite,  welche  von 
zwei  beliebig  angenoinuieiieu  Slrahlsystenieu  ausgehl  (\>ie  in  §4S), 
von  denen  ein  drittes  in  besliunnler  NN  eise  abhängt;  diese  drei 
SlrahlsysteuH'  bestinnnen  zu  je  zueieii  in  \erliiudung  gebracht 
drei  konjugirte  K  eg  e  I  sc  h  n  i  U  sc  ha  aic  n  ,  deien  Kigenscliaf- 
len  in  ganz  gleicher  NVeise,  wie  die  obigen  der  konjugirten  \M\- 
sciiel,  abgeleitet  werden  koiuien.  Pa  diese  Febertragung  (dun.* 
alle  Schwieriykeil  ausi^effdul  uerdeu  kann,  so  übergehen  wir 
dieselix',  sowir  die  N\  iiuli  rhnliuig  der  gewonnenen  Hesidlate,  welche 
mil  denselluii  NVnilen  ans^es|uochen  werden  köiuien  unter  der 
bek  luiiUn  Veränderung  in  der  iiedeutung  der  augewendeleu  lie- 
zeicbuuog. 

m 

§  51.    Bosoiidcrc  Fällo   von  Kegelschnitt  -  Büscheln  und 
-Schaaron:  Kogolschnitto,  dio  sich  doppolt  borühron, 
confokale  Kogolschnitto. 

Kei,'e|s(  hnillbnN<  lirl  inid  Scliaarrn  bieten  eine  Anzahl  v«tn  be- 
sonder» ii  |- allen  dar,  welelie  In  rvitiyehen  aus  der  l)e>onderen 
ij»  s(  hallenlieil  nn»i  \/.vj,^-  der  er/engenden  (lebilile  oder  be- 
stiüimcudeu  i:^leuiente  und  welche  vou  grüsscrein  oder  geringerem 
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Inlcrtresse  ^\in\.  Wir  liylieii  heri'ils  als  iiesoiulcn;  Schaar  iVw  t'iiiem 
l>reis»Ml  eiiibt's('liri«;ht'nc  I'aralu;ls<  liaar  •lerundeii,  weUlic  di«'  iiii- 
«MullIrliMMiireriilc  Dierath;  zur  virrloii  ^'eiiicinsi  liarilklu'ii  Taiigtüile 
lial,  IVriier  das  IIüscIh-I  •jiciclisciliycr  llyperlu'lii ,  dessen  vier 
Millel|iniikle  in  eigeiiLliuiiili(  licr  Verltiiidim^'  stehen,  rndUeh  du* 
Kreisschaar  (Kreislifischel) ,  welche  ans  den  Klenienlen  liekannl 
ist,  al>er  anch  aus  der  aIlK»'i>ii'i«i»'i>  Kr/en},'nng  durch  zwei  Pinikl- 
sysleme  iiervtu j^ehl,  wiini  das  eine  derselhen  dasjeinge  ist,  welches 
auf  der  unendlich  -  enifernlen  (ieraden  durch  je  zw  ei  in  rec  ht- 
winkligen Richtungen  liegende  Punkte  hestinnnt  wird  und  dessen 
Asyujptotenpunkte  die  imaginären  Kreispunkli;  sind.  In  diestin 
Paragraphen  sidlen  noch  uini^e  hcsumlcre  Fälle  vun  liilercöbi' 
unltTsucht  werden. 

Wenn  v(Ui  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  Lr,  |) 
ntul  (v-  Jud  den  Trägern  %  un<l  i^,  wtdche  säinnitlichen  Kegel- 
st hnitlen  des  Büsc  hels  gleichzeitig  zugehören,  einc^s  parabolisch 
ist,  d.  h.  seine  beiden  Asymptolenpunkle  zusammenfallen  (es 
seien  g  und  //  auf  so-lial  dieser  Punkt  zu  seinem  konjngirlen 
jeden  beliebigen  andern  des  Trägers  und  jeder  beliebige  Punkt  des 
Tragers  wiederum  ij  zu  seinem  koiijii^irlen  (ij  !(}  ;  die  (leiade 
welche  die  kdiijugirten  Pmikte  des  Scimilipnnkles  {'^l,  i^)  in  beiden 
Punktsystemen  verhindel,  geht  also  durch  (j  uiul  das  dritte  Punkt- 
system (z,  t}  «iiif  <^  ^^h'd  lolglich  anch  parabolisch  und  hat  ebrn- 
falls  seine  zusammeidallenden  .Asymptolenpunkle  in  //.  .Alle  Kegel- 
scluiitte  des  Ihi.schels  berühren  daher  die  (lerade  5(  iu  dem 
Punkte  g  und  gehen  ausserdem  dincli  die  reellen  oder  imaginären 
Asymj»tolenpunkte  des  andern  gegebeiu'ii  INniktsystcms  (//,  »/).  Das 
gemeinschaltlirlie  Tripel  des  llnschels  reducirl  sich  in  diesem  Falle 
auf  den  S(  hnittpimkt  jt  der  (leraden  \!(,  und  den  dop|)elt  zu 
zählenden  Pimkl  (/,  in  welchem  sich  >.i]imilli(  lic  Krgelsrlmitlc3  <les 
Düschels  berühren;  von  den  drei  unter  den  Kegelschnillen  des 
Büschels  vni  konnnenden  Linienpaaren  ist  das  eine  5(,  5?;  die 
beiden  andern  ( oincidiren  und  gehen-  von  fj  nach  den  beiden 
Asyrnptotenpunklen  des  Pnnklsysleins  auf  33.  Her  >IiUelpnnkts- 
kegeisciinilt  des  Büschels  geht  durch  den  Schnittpunkt  p  der 
beiden  Trager  %  und  ^,  durch  den  Mittelpunkt  nif,  des  Punkt- 
systems auf  53,  durch  den  l'nnkl  7,  in  welchem  ei;  die  ticrade  iS, 
zur  Tangeulc  kal  und,  falls  das  Puuklsysleiii  auf  hy[)erholisch 
tel  und  zu  Asymptolenpuuklen  g'h'  hat,  auch  durcli  die  MiUoii 
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der  beiden  Strecken  gr/  und  gh'\  wenn  es  dagegen  eilipUsch  ist, 
so  ist  er  durch  die  vorigen  Bedingungen  noch  nicht  voilstSndig 
bestimmt;  erinnern  wir  uns»  dssft  die  Mitte  von  gm^  der  Hittei* 
punict  des  gesuchten  Kegelschnitts  sein  moss,  so  wird  also  die 
Tangente  in  paraliei  laufen  mit  (£  und  hierdurch  ist  der  Mittel- 
pun1(tsli«gelschnitt  unzweideutig  bestimmt;  zugleich  eritennen  wb*, 
dass  er  Hyperbel  sein  muss,  das  BDschel  also  aus  euier  Gruppe 
Ellipsen  und  einer  Gruppe  Hyperbeln  besteht,  welche  durch  zwei 
Paral»eln  von  einander  gescUeden  werden. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  einer  Kegetscimittschaar,  bei 
welcher  eines  der  beiden  erzeugenden  Strahlsysteme  parabolisch 
angenommen  wbrd  und  deren  Kegelschnitte  ein  und  dieselbe  Gerade 
in  einem  festen  Punkte  berühren,  während  sie  ausserdem  zwei 
reelle  oder  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten  haben;  wir 
unterlassen  hier  die  nähere  Ausführung,  weil  sowohl  jenes  specielle 
B&schel,  als  auch  diese  besondere  Schaar  von  untergeordneterem 
Interesse  ist,  als  eine  noch  speeiellere,  zu  der  wir  gelangen,  wenn 
wir  beide  erzeugenden  Punktsysteme  oder  l)ei»le  cr/cumMKlcn 
Sirahlsysteme  paPfiboliscIi  niiiiehmcii ;  hier  tritt  iiiiiiilirli  in  hriikn 
Ffiik'ii  (l.isst:ll)c  Ciehilth;  iiif,  welches  gleichzeitig  als  Kegel- 
st Iniilt  -  lUischel  iiiul  -Schaar  angfsdirn  werden  miiss  ufid  d.ditr 
auch  die  Eigeiischaflcii  hcidcr  (ichildc  mit  einigen  Modifikationen 
in  sich  vereinigt.  Sind  nämlich  zu  ei  parahoUschc  Punktsysl<'me 
anf  den  Trägern  %  nnd  23  gegeben  iuhI  die  zusamnienfullen- 
(h'u  Asymplolenpurikl«!  des  ersten  in  (j,  <lie  des  zweiten  in  ij' 
vereinigt,  so  besttdit  das  Kegelscimillbüschel  ans  säniminchen 
Kegelschnitten,  welche  in  g  und  7'  diesellten  Tangenten 
und  lialxii,  also  sich  selbst  in  diesen  beiden  Punkten  dop- 
pelt; henilnen.  Wir  können  i:leielizeitig  die  Punkte  7  und  7' 
als  Mitteipnnkle  zweier  jiaraliolischen  Strahlsysienie  iMiflassen, 
deren  zusanimenfallende  Asyn»|ttolen  bezielilicli  di(!  Strahlen  % 
nnd  93  sind;  die  Kegelschnillc  der  durch  diese  beiden  Slrahl- 
systenie  »  rzeiiglen  Schaar  herfduen  sämmtlich  %  nnd  23  bezielilicli 
in  den  Punkten  7  und  7'  und  werdi'ii  daher  mit  den  Kegel- 
schnitten jenes  Ihiseliels  identisch.  In  dieser  S <  Ii  1  a r  einander 
doppelt  berührender  K  e  j,- e  1  s  c  h  n  i  l  le  koinml  sowohl  das 
PiUiktenpaar  77'  V(>r.  <les<en  \  r  i  liinduugslinie  do|)pelt  ge/rddt  als 
specieller  Kegelschnitt  anj,M>elieü  werden  muss,  wie  auch  das 
'  Uuienpaar<^(,  ^»  dessen  Schnitlpuukl  p  sei.  Aus  den  bckamileo 
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Eigcnscbaftcn  iles  Ilüscliels  und  «Kt  ScIkku'  folgt  Iiier  iiishesoiidri  e: 
Jede  Gerade  ^  in  <1<t  Ebene  eines  Hfiscliels  sich  doppelt  be- 
ridirender  Kegelschnitte  wird  in  einem  Pnnktsysteni  geschintteii 
von  den  Kegelschnitten  und  dii'  Tangentenpaarc  aus  jedem  Punkte 
P  an  dieselben  bilden  ein  Sirahlsystem;  das  Punktsystem  ist  stets 
liyperbolisch  und  hat  einen  Asymptotenpunkl  auf  der  gemein- 
schaniiclien  nerfihrungssehne;  der  andere  Asymptotenpunkt  ist 
der  vierte  liariuonische  dem  Schnittpunkt  mit  der  Uenihrungs- 
sehne  zugeordnete,  während  die  Schnittpimkte  mit  den  beiden 
gcmeinscbartlichen  Tangenten  das  andere  Paar  zugeordneter  Punkte 
sind;  es  gicbt  daher  nur  einen  einzigen  Kegelschnitt  dieser  Schaar, 
welcher  die  Transversale  S  berührt  und  zwar  iu  dem  eben  kon- 
struirten  vierten  harmonischen  Punkte;  ebenso  ist  das  Strahl- 
system in  dem  Punkte  /'immer  hyperbolisch  und  Pp  eine  A8|mplote 
desselben,  Pg  und  Pg'  em  Paar  konjugirte  Strahlen,  so  dass 
der  Werte  harmonische  zu  Pp  zugeordnete  Strahl  Pt  die  Tan- 
gente an  dem  emsigen  Kegelschnitte  dieses  Düschelsist,  welcher 
durch  P  geht;  die  Mittelpunkte  sSmmtlicher  Kegelschnitte  dieses 
Bfischds  liegen  auf  derjenigen  Geraden,  welche  durch  p  and  die 
llitte  der  Berührungssehne  gg'  gebt  Diese  Gerade  ist  zugleich 
der  eine  Tbeil  des  HIttelpunktskegelschnittSp  welchen  jedes  Büschel 
besitzt  und  der  hier  in  ein  Linienpaar  zerßillt;  der,  andere  Tbeil 
ist  die  Berahrungssehne  gg'  selbst;  denn  da  diese  als  ein  zu- 
sammengefallenes Linienpaar  aufzurassen  ist,  so  kann  jeder  Punkt 
von  ihr  als  Nittelpunkt  angesehen  werden.  Die  Kegelschnitte  dieser 
sich  doppelt  beröhrenden  Schaar  zerfallen  im  Allgemeinen  in  eine 
Gruppe  Ellipsen  und  eine  Gruppe  Hyperbeln,  welche  von  ein- 
ander getrennt  werden  einmal  durch  das  Punktenpaar  gg'  und 
das  andere  Mal  durch  die  einzig  vorkommende  Parabel,  deren 
Mittelpunkt  der  unendlich -entfernte  Punkt  der  vorhin  konstrufartcn 
Mittelpunklslhiie  ist.  Die  sfimmtlichen  Kegelschnitte  dieses  Büschels 
haben  erslclitlicber  Weise  den  Ihinkt  p  und  die  Verbmdungs- 
linie  gg'  zum  Pol  und  zur  Polare  und  das  Strahbystem,  welches 
dem  enteren,  das  Punktsystem,  welches  der  letzteren  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnitte  des  Büschels  zugehört,  ist  für  alle  dasselbe 
und  beide  Systeme  liegen  perspektivisch.  Iliernacb  lässt  sich  diese 
Kcgelsclmittschaar  auch  in  anderer  Weise  erzeugen:  Wenn  ein 
Punktsystem  auf  dem  TrSgerSund  ein  mit  jenem  per- 
spektivisches Strahlsystcm,  dessen  Mittelpunkt  o  ist, 
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gL'gehen  sind,  so  hildcn  srimmlliclie  Kegelschnitte, 
in  liezug  nuf  weit- Ii e  diese  beiden  (ie bilde  die  dem 
I'unkle  o  und  der  (ieradeii  2  zn<;ili(>iij,'en  Sy  sie  nie 
sind,  eine  Seliaiir  von  Kegelselinillen,  die  sich  dnp- 
pelt  berühren,  [sl  das  gegebein;  Piniktsysleni  und  also  auch 
das  n)il  ihm  juisjti'Klivisrhe  Slialiisy>lrm  hyperbolisch,  so  be- 
ridiren  sieh  sämmtliche  Kcgelsehnilli'  in  den  beiden  Asyniplolrn- 
pnnkten  jenes  I'unklsystems  und  lialien  in  diesen  l'unklen  die 
Asymjjlolen  des  Slrahlsvslems  zu  gemeinsehafUicheii Tangenten;  sind 
dagegen  beide  Systeme  elliptisch,  so  ist  die  Kegelschnillschaar 
nichtsdestoweniger  voilsländig  beslinnnl  und  kann  reell  kouslruirl 
werden;  in  diesem  Talle  Saiden  wlv  der  Analogie  wegen:  Die  Kei:<'l- 
schnilte  haben  eine  ininginiire  dopjn'lte  Berührung.  Dieidnii 
angegebenen  Kigcnschallen  behalten  ihre  üfdligkeit;  denn  da  Für 
alle  Ki'gelsehnille  der  Schaar  »  und  ^  Pol  und  J'olarc  sind,  so 
wird,  wenn  wir  irgend  einen  l*uid\t  a'  auf  der  Geraden  2  an- 
nehmen und  den  konjugirten  Punkt  a  ym  s  in  dem  gegebenen 
Punktsysteme  mit  o  verbinden,  oa  die  Polare  von  s  für  sämmt- 
liche Kegelschnitte  der  S(  haar  sein;  wenn  also  irgeud  eioe  durch 
s  gezogene  Gerade  in  i  die  Pidare  oa  irifll,  so  «rerden  s  und  t 
liarmooiscli  liegen  zu  sännntlichen  Schnittpunktpaareri ,  in  welchen 
die  Transversale  st  von  den  Kegelschnitten  der  Schaar  getroffen 
wird,  und  wenn  wir  anderseits  irgend  einen  Punkt  in  der  Polare  o9 
annehmen,  so  werden  diese  und  die  Verbindungslinie  mit  t  liar- 
moniscli  liegen  zu  allen  Tangentenpaaren  aus  dem  angenommenen 
Pnidxte  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar;  jene  Punktenpaare  auf 
der  Transversale  bilden  also  ebenso  ein  Punktsystem,  wie  dies« 
Tangenlenpaare  aus  dem  Punkte  ein  Strablsystem,  woraos  denn 
das  Weitere  sich  ron  selbst  ergiebt  Die  reelle  Konstruktion  der 
Kegelschnitte  dieser  sich  doppelt  berührenden  Schaar  für  den 
Fall,  dass  die  beiden  Berührungspunkte  und  also  auch  die  ge- 
meinscbalUichen  Tangenten  imagin&r  sind,  lässt  sich  so  ausführen: 
Zieht  man  irgend  einen  Strahl  durch  o,  welcher  die  Berflbrungs- 
sehne  8  in  «  treffen  mag  und  nimmt  auf  demselben  ein  Paar 
hafmonisch- zugeordneter  Puukte  p  und  »  zu  o  und  s  als  Mittel* 
punkte  zweier  Strahlbflscbel  an,  welche  nach  den  Paaren  kon- 
jugirter  Punkte  |  des  auf  2  gegebenen  Punktsystems  hingehen, 
so  erzeugen  dieselben  einen  Kegelschnitt  der  Schaar,  welcher  der 
Ort  des  Schnittpunktes  (px,  9v|)  oder  (»or,  p|)  ist;  verändert  wir 
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(las  Viiiw  p  tiiid  -Jt,  so  orli.illcn  wir  sriiimillirlir  KcgrlschiiilN'  (licsrr 
Scliaar.  fMesc  Schaar  sie  Ii  «loppcll  bcM'filirciidtjr  KegciscliiiiUe  ent- 
springt also  aucii  aus  der  Aiinaliine  zweier  INiiiklsysleine,  von 
denen  das  eine  liyperbolisch  isl  und  einen  Asyrnploteiipuiikl  in 
dem  Träger  des  andern  hat.  Einige  sehr  einfache  Frdle  sulrher 
Scbaaren  gehen  aus  besonderer  Ainiahme  von  o  und  £  hervor: 
1)  liegt  o  im  Unendlicben,  so  isl  S  ein  Durelimesser  säniinl lieber 
.  Kegelschnitte  der  Schaar  und  diese  sind  alle  concenlrisch ,  da  sie 
den  Mittelpunkt  des  rnnktsystems  auf  £  zu  ihrem  gemeiusehari- 
lirhen  MiUelpinikte  m  haben;  ist  das  Punktsystem  auf  £  hyper- 
bolisch, so  berühren  sidi  also  sämmtliche  Kegelschnille  in  den 
Endpunkten  eines  allen  gemeinschafllichen  Ihnclnnessers;  ist  es 
elliptisch,  so  mfissen  sämmtliche  Kegelschnitte  Hyperbeln  sein, 
welciie  m  zum  geineinschariliclien  Mittelpunkt  haben,  und  da  mo 
und  8  ein  Paar  konjugirte  Durchmesser  aller  dieser  Hyperbeln 
sind»  so  bilden  die  Asymptoten  dieser  Ilyperlielschaar  mit  ima- 
ginirer  doppelter  Berührung  selbst  ein  Strablsystem,  welches 
2  und  mo  zu  Asymptoten  hat;  2)  gehl  £  in  die  Unendlichkeil, 
so  ist  0  geraeinschafllicher  Mittelpunkt  sämmüicher  Kegelschnitte 
der  Schaar  und  das  gegebene  Strablsystem  (o)  das  System  der 
koiyugh'ten  Durchmesser;  ist  dieses  also  hyperhoKsch,  so  be- 
steht die  Schaar  aus  lauter  llyperbehi,  welche  denselben  Mittel- 
punkt und  dieselben  Asymptoten  haben,  nämlich  die  Asymptoten 
des  Sirahlsystems  (o);  ist  dieses  dagegen  elliptisch,  so  besteht 
die  Kegelsclinittschaar  aus  Ähnlichen  und  ähnlich -liegenden  con- 
centrischen  Ellipsen;  ist  insbesondere  das  Strahlsystem  (o)  ein 
Kreissystem,  so  wird  die  Kegelschnittscbaar  mit  doppelter  imagi- 
närer RerAhrung  im  Unendlichen  eine  Schaar  concentriscber  Kreise. 
(l*oncelet,  traite  des  proprietes  projectives  des  flgures  pag.  228). 

Aus  dem  Vorstehenden  geht  u.  a.  die  Lösudg  der  Aufgabe 
hervor:  Durch  drei  gegebene  Punkte  einen  Kegelschnitt 
lu  legen,  welcher  einen  gegebenen  Kegelschnitt  K 
doppelt  berflhrt.*)  Es  giebt  vier  Kegelschnitte ,  welche  diesen 
Bedingungen  genügen ,  ^och  scheint  es,  als  ob  dieselben  nur  dann 
reell  vorhanden  sind,  wenn  entweder  alle  drei  «begebenen  Punkte 
pqr  innerhalb  oder  alle  drei  ausserhalb  des  gegebenen  Kegel- 


*)  Sicli(>  Steiner:  Alljjomoino  Bctriiclitini'ri  ii  iil»er  einamler  dop- 
pelt*bcrüliren»lc  Kegt-lacJinittc  * ;  Crellc's  Juiuiial  Htl.  XLV  S.  222. 
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siliiiills  liegen;  zieht  man  nan)lich  die  <lroi  Verl)in<lungslinien 
pq,  qr,  rp,  so  IrilTl  jede  deisell)en  den  Kegelseliiiitt  K  in  zwei 
andern  Punkten,  vx'lehe  als  ein  zweites  Paar  iionjugirler  Punkte 
eines  l'nnktsyslenis  aulgelasst  werden  können;  liegen  nini  pqr 
inneiliall)  des  Kegelsclniilts  K,  so  werden  auf  den  drei  Verbin- 
dungslinien pq,  qr,  rp  durcli  je  zwei  dieser  Punkte  und  die 
beiden  S(  linitfpunkte  mit  K  drei  liyperholisrlie  Punktsystem«^ 
bestimmt;  (iies(i  beiluden  sii  Ii  genau  in  derselben  Lage,  wie 
die  drei  zusammengebörigen  Punktsysteme  (x,  l)  [y,  ri)  \{z,  t,) 
auf  den  Trägern  ^  33  6  in  41 ;  die  drei  Paar  Asymptolen- 
punkte  ijh,  i/h',  ij" h"  liegen  daher  zu  je  dreien  auf  vier  ge- 
raden Linien:  gy  y' ,  yh'h'\  hg'h",  hh'g".  Jede  dieser  vier 
Geraden  trilU  mm  den  Kegelschnill  A"  in  zwei  solchen  Punkten, 
in  welchen  ihn  ein  durch  pqr  und  diese  Punkte  selbst  gelegter 
Kegelschnitt  doppelt  berührt  (reell  oder  imaginär),  denn  es  ist 
ersichllicb,  dass  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  p  gelegt  wird 
und  K  in  den  beiden  Schnittpunkten  einer  dieser  vier  Geraden 
doppelt  berührt,  nothwendig  durch  q  und  r  gehen  must;  also 
hat  die  vorgelegte  Aufgabe  im  AUgenieinen  vier  Lösungen ,  sobald 
die  drei  Punktsysteme  auf  pq,  qr,  rp  hyperbolisch  sind;  dies  ist 
aber  der  Fall,  sobald  entweder  dir  drei  Punkte  pqr  innerhalb 
des  Kegelschnitts  A'  liegen,  oder  alle  drei  ausserhalb:  sollte  in 
dem  letzteren  Falle  die  Verbindungslinie  pq  den  Kegelschoitt  K 
nicht  treffen,  so  können  wir  doch  leicht  die  Asymptotenpunkte  yh 
auf  ihr  hesiammen,  indem  wir  nämlich  zwei  auf  einander  liegende 
Punktsysteme:  das  erste,  welches  der  Geraden  pq  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  K  zugehört,  also  elliptiach  in  diesem  Fall,  das 
andere  .hyperbolisch  mit  den  Asymptotenpnnkten  p  und  9,  auf- 
fassen und  das  gemeinschafUiche  Paar  kotgnghrter  Punkte  (§S  16 
und  31)  heider  Punktsysteme >  bestimmen,  welches  nothwendig 
reell  ist;  dies  ist  das  gesuchte  Pnnktenpaar  g,  h\  sobald  also  pqr 
alle  drei  ausserhalb  des  K^elschnltts  K  liegen,  smd  ebenfalls 
die  drei  Punktsysteme  auf  pq,  qjr^  rp  hyperbolisch  und  die  Auf- 
gabe hat  vier  reelle  LAsungen.  Sobald,  aber  von  den  drei  ge- 
gebenen Punkten  pqr  einer  Innerhalb  und  die  beiden  andern 
ausserhalb  des  Kegelschnitts  K  liegen,  oder  umgekehrt,  Ist  nur 
eines  von  den  drei  Punktsystemen  auf  pq,  qr,  rp  hyperiiolisch, 
die  beiden  andern  elliptisch;  von  den  sechs  Ecken  des  vollstin- 
digen  Vierseits  gqg*%Uli*  ist  also  nur  ein  Paar  GegensKken 
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reell  und  die  vier  Seiten  imaginär;  die  AufgaiM  ISsst  also  Iteine 
reelle  Lösung  in. 

Fassen  wir  ans  der  Schaar  Kegelschnitte  mit  doppelter  (reeller 
oder  imaginArer)  BerAlirung  nur  zwei  ins  Auge,  K  und  K\  so 
erkennen  wir  InteressaDte  Besiehungen ,  welche  dieselben  dar- 
bieten. Sind  0  und  2  das  begondere  Paar  Pol  und  Polare  für 
beide  Kegelschnitte,  denen  dasselbe  Strahl-  und  Punktsystem  in 
Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  lugehdren»  und  welche  wir  kurz 
die  BerQhrnngssehne  und  ihren  Pol  nennen  wollen,  so  liegt  o 
innerhalb  beider  Kegelschnitte  und  2  trifft  keinen  von  beiden, 
wenn  die  doppelte  Beröhrung  eine  imaginäre  ist;  dagegen  liegt  o 
ausserhalb  beider  und  2  trilil  beide  in  denselben  zwei  reellen 
Punkten,  wenn  die  Kegelschnitte  eine  reelle  doppelte  BerQhrung 
haben.  Nehmen  wir  nun  irgend  eine  Transversale,  welche  den 
Kegelschnitt  K  in  den  Punkten  t  und  l|,  die  BerQhrungssehne  2 
in  9  IrelTen  mAge,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  in  I  und  Ii 
an  dem  Kegelschnitt  K  In  einem  Punkte  r  und  ro  ist  die  Polare 
von  s  f&r  beide  Kegelschnitte;  die  vier  Strahlen  rt,  rt^,  ro  und  rs 
sind  harmonisch,  die  ersteren  beiden  und  die  letzteren  beiden 
,  zugeordnet;  trifft  nun  die  Tangente  in  I  den  andern  Kegelschnitt  K' 
In  zwei  Punkten  x^,  die  zweite  Tangente  für  /j  aber  in  dem 
Punktenpaar  x^^^  und  wur  denken  uns  die  Verbindungslinie  xt 
gezogen,  so  wird  dieselbe  den  Kegelschnitt  iT'  in  demjenigen 
zweiten  Punkte  treffien,  welcher  der  vierte  harmonische  dem  x 
zugeordnete  Ist,  während  s  und  der  Schnittpunkt  {xi,  ro)  das 
andere  Paar  zugeordneter  Punkte  ist.  Dieser  vierte  harmonische 
Punkt  muss  aber  auf  dem  vierten  harmonischen  Strahl  zu  rx,  ro,  rs 
liegen,  und  da  dieses  der  StraU  rl|  ist,  welcher  den  Kegel- 
schnitt £'  in  x^  und  |,  trifll,  so  muss  xs  den  Kegelschnitt  Jl" 
in  Xi  Oller  |,  trefflsn;  gehe  nun  xxi  durch  m,  so  muss  auch  er- 
sichlilcherweise  ||,  durch  s  gehen  und  es  schneiden  sich 
und  «||  in  einem  Punkte  p  der  Geraden  ro,  indem  prs  ein 
Tripel  In  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  IT'  sind.  Wir  haben  hier- 
aus Tolgcnden  Satz:  Hat  man  zwei  sich  doppelt  berüh- 
rende Kegelschnitte  und  zieht  zwei  beliebige  Tan- 
genten an  dem  einen,  welche  den  andern  in  den  Punk- 
tenpaaren ff,  I  und  £r,|,  treffen,  so  liegt  von  den  drei 
Hchnittpunkten  («X|,  IIJ  x^'i)  (ag.  a,!,)  der  eine 
auf- der  gemeinschaftlichen  fierOhrungssehne  2  und 
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die  beiden  andern  auf  der  Polare  des  ersteren,  welche 
durch  den  gemeinscbaftlichen  Pol  o  der  Berflhrungft- 
sehne  gehl.  Der  ersle  Punkt  Hegt  mit  den  beiden  Berührungs- 
punkten in  gerader  Linie.  Halten  wir  jetzt  eine  der  beiden  Tan- 
genten fest  und  bewegen  die  andere  am  Kegelschnitt  JT  herum, 
80  bleibt  der  Berfibrungspunkt  und  die  Punkte  jr|||  fest;  <  be- 
schreibt eine  gerade  Punktreihe  auf  S  und  Xit,  |j<  also  projek- 
tivische  Strahlbfischel»  die  zugleich  mit  dem  von  Ijl  beschriebenen 
Strahlbaschel  projektivisch  sind.  Wir  schlieasen  daraus  folgenden 
Salz:  Bewegt  sich  bei  zwei  einander  doppelt  berflh- 
renden  Kegelschnitten  IC  und  eine  Teränderllcbe 
Taugente  um  den  einen  IC  herum  und  schneidet  jedes- 
mal den  andern  IC'  in  den  Punktenpaaren  x  und  |,  so 
beschreiben  x  und  |  zwei  krumme  Punktreihen  auf 
diesem  Kegelschnitt,  welche  mit  irgend  zwei  Peri- 
pheriepunkten B  und  B  auf  K'  verbunden  zwei  pro- 
jektivische  Strahlbüschel  liefern,  und  die  Berührungs- 
punkte der  von  dem  ersten  Kegelschnitt  bewegten 
Tangente  bilden  gleichfalls  eine  Punktreihe  auf  dem- 
selben, welche  mit  einem  seiner  Periphcriepunkle 
verbunden  ein  mit  jenen  beiden  projektivisches 
Sirahlbüschel  liefert.  Solche  zwei  krumme  Punktreihen  x 
und  I,  welche  auf  demselben  Kegelschnitt  ausgeschnitten  werden 
durch  die  Slrahlen  zweier  im ojcktiviscber  Strahlbfischd,  die  ihre 
Mittelpunkte  fai  zwei  beliebigen  PeripheriepunktoD  des  Kegel- 
schnitts haben  und  deren  entsprechende  Strahlen  immer  zwei 
entsprechende  Punkte  x,  |  auf  dem  Kegelschnitt  bestimmen,  heissen 
krumiD-projektivische  Punktreihen  und  es  zeigt  sich  für 
dieselben  die  Umkehrung  des  vorigen  Satzes  als  allgemein  gültig: 
Hat  man  zwei  krumm-projektivische  Punklreihen  auf 
demselbem  Kegelschnitt,  so  umhüllt  die  Verbindungs- 
linie entsprechender  Punkte  einen  neuen  Kegel- 
schnitt, welcher  mit  dem  gegebenen  eine  doppelte 
(reelle  oder  imaginäre)  Berührung  hat.  In  der  Thal,  da 
drei  Paar  wUlköbrIich  als  entsprechend  auf  dem  Kegelschnitt  an- 
genommene Punkte  a  und  er,  b  und  ß,  c  und  y  die  beiden  krumm- 
|irojeklivischen  Gebilde  beslinunen  und  für  jedes  vierte  Paar  ent- 
sprechender I*unkte  X,  ^  die  Strahlbfischel  D{abcx)  und  B(cf/3y|) 
dasselbe  i)oppeiverh<illnis$  haben,  wenn  B  und  B  zwei  beliebige 
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Peripheriepunkte  des  Regelschnilts  bedeuten,  so  beschreiben  auch 
und  ax  zwei  projeltüvische  Strahlbüschd,  während  wir  aa  fest* 
halten  und       Terftndern  (Flg.  71);  diese  liegen  aber  perspek- 


tivisch, weil  in  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  zwei  ent« 
sprechende  Strahlen  hineinrallcn;  der  Ort  des  Schnittpunkts  ax) 
ist  also  eine  gerade  Linie ;  nehmen  wir  anstatt  a  und  a  ein  anderes 
Paar  bß,  so  erhalten  wir  dieselbe  gerade  Linie,  weil  sowohl  {aß,  ab) 
als  auch  («y,  uc]  und  {by,  ßc)  auf  derselben  (icraden  liegen  (wegen 
des  Pascarscheii  Sechsecks  aßcaby]\  es  ist  daher,  wenn 
und  y?;  irgend  zwei  Paar  entsprechender  Punkte  d<!i-  beiden  krnnnii- 
projektivischen  Cehilde  bedeuten,  der  Ort  <les  Schnittpunktes 
{^'V'  yi)  ^'i'i^'  fi'ste  (ierade  2  und  die  Verl)indungsiinie  der  iieiden 
andern  Schnittpunkte  ix'^,  y^)  und  (.ry,  |»/)  läuft  didier  diuTh  einen 
festen  I'unkt  o,  den  Pol  der  Geraden  2  in  Ik'zug  auf  den  Kegel- 
schnitt. Der  Punkt  o  und  die  Gerade  £  sind  vollständig  und 
eindeutig  bestimmt,  sobald  die  Beziehung  der  beiden  kruinm- 
projektivischen  Gebilde  durch  drei  Paar  als  enlsj»rechend  fest- 
gesetzte Punkte  des  Kegelschnitts  lixirt  ist;  jeder  Pinikt  des  Kegel- 
schnitts gebort  sowohl  der  einen,  als  der  andern  krummen  Punkt- 
reihe an,  der  ihm  entsprechende  in  dem  einen  und  <leni  andern 
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Sione  ist  aber  nicht  derselbe  zweite  Punkt  des  Kegelschnitt«:, 
MNidero  es  sind  verschiedene;  die  Punkte,  in  weichen  S!.  den 
Kegelschnitt  trifll,  sind  zusammeDrallende  (mtsprechende  I^unkte 
da*  beiden  Gebilde  und  kuimon  reell  oder  imaginär  sein.  Be- 
zeichnen wir  den  Schnittpunkt  {xij,  y|)8«  auf  der  Geraden  2 
und  Ix^,  t/fj)  =  r,  so  ist  or  der  Pol  von  8  wegen  der  Fligenschall 
des  Vierecks  im  Kegelschnitt;  dem  Punkte  o  gehdrt  ein  iMstimm- 
tes  Strahlsysteni ,  seiner  Polare  £  ein  bestimmtes  mit  jenem  per- 
spektivisches  Punktsystem  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  zu,  too 
jenem  sind  os  und  or  ein  Paar  konjugirter  Strahlen,  von  diesem 
die  Schnittpunkte  der  Linien  ra  und  ro  mit  2.  ein  Paar  koiqn- 
glrter  Punkte.  Denken  wir  uns  nun  einen  Kegelschnitt,  welchem 
dasselbe  Strafalsystem  in  o  und  dasselbe  Punktsystem  anf  2  zu- 
gehört und  welcher  ausserdem  berObrt,  wodurch  dieser  foll- 
sttndig  und  eindeutig  bestimmt  ist  (siehe  oben),  oder  mit  andern 
Worten,  weicher  den  gegebenen  Kegelschnitt  in  denjenigen  beiden 
Punkten  berflhrt.  In  welchen  £  Ihn  schneidet,  imd  der  ausser- 
dem zur  Tangente  hat,  so  mflssen  auch  i&r  ihn  ro  und  rt 
konjngirte  Strahlen  sein,  also  da  rx  ebie  Tangente  Ist,  so  moss 
die  andere  der  vierte  harmonische  dem  rx  zugeordnete  Strahl 
sein,  d.  h.  (wegen  des  Vierecks  xlyii)  die  Gerade  rp  oder  yi|; 
wir  sehen  also,  dass  dieser  KegelsdiniU  auch  yi}  berOhrt,  und 
▼ertadem  wir  yi;,  so  Terindem  sich  zwar  r  und  s,  aber  der 
oben  bestimmte  Kegelschnitt,  welchem  das  Strahbystem  in  o  und 
das  Punktsystem  auf  2  zugehört,  bleibt  derselbe:  es  ber&bren 
also  alle  Verbhidungsstrablen  y^i  entsprechender  Punkte  der  beiden 
krummprojektivischen  Gebilde  einen  Kegelschnitt,  welcher  den 
Triger  der  beiden  Gebilde  doppelt  berührt  w.  z.  b.  w.;  jeder 
Strahl  hat  zum  fieröhrungspunkte  den  vierten  harmonischen 
Punkt,  der  dem  Schnittpunkte  mit  der  Berfihrungssehne  2  zuge- 
ordnet Ist. 

» 

Auf  die  zahlreichen  Folgerungen,  welche  aus  dieser  Grund- 
eigenschaft einander  doppelt  berOhrender  Kegelschnitte  hervor- 
treten, gestattet  der  Raum  nicht,  nüher  einzugehen.*)  Wir  be- 


*)  Wir  verweisen  in  dieser  Besiehmig  mnt  die  Abhendlnng  Ooe« 

peTa:  „Ueber  ProjektivilUt  der  Kegelschnitte  als  krammer  Gebilde**, 
Crelle'a  Jonrnal  Bd.  XXXVI  S.  317  und  die  Erwcitenmg  derselben: 
„Uober  die  Erzeugnisse  krummer  projektivisclier  Gebilde**  von  Schrotet 
in  dem  Crelle-Borchardt'eclien  Journal  ßd.  LIV  S.  31. 
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iiniken  nur,  dass  zwei  besondero  Fälle  dieser  ailgemeinereu 
Betrachtung  in  dem  Laufe  unserer  Untersuchungen  von  beson- 
derer Wiebligkeil  geworden  sind;  erstens  nnmlicb,  wenn  der 
KegeUclioiti  aus  einem  Linienpaar  besteht,  wo  dann  die  hoi(hm 
krummen  Gebilde  zwei  gewöhnliche  gerade  projeklivisciie  l'unkl- 
reihen  werden  und  ihr  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  ist.  welcher 
mit  dem  Linienpaar  der  beiden  Träger  eine  doppelte  [{erfdirung 
tial  (§  21);  zweitens,  wenn  die  beiden  krummen  Gebilde  auf  dem 
Kegelschnitt  die  l)esnndere  involuloriscbe  Lage  haben,  dass 
einem  Punkte  des  KegelscbniUs  als  Element  beider  Gebilde  auf- 
gefasst  in  dem  jedesmaligen  andern  ein  und  derselbe  Punkt  ent^ 
spricht;  in  diesem  Falle  laufen  alle  Verbindungslinien  euLsprerben- 
(ler  Punkte  durch  einen  festen  Punkt  und  die  entsprechenden 
Punkte  mit  einem  Peripheriepunkte  des  KegM'lschnilLs  verbuixhMi 
liefern  ein  Sirahlsystem  (§  31);  der  düp[)elt  beriilirende  Kegel- 
schnitt zerfällt  in  ein  Punktenpaar.  In  gleicher  Weise,  wie  die 
Punkte  eines  Kegelschnitts  eine  krumme  Punktreihe,  bilden  die 
Tangenten  desselben  ein  krummes  Tangentenbüscliel  und  die 
Punktreihe,  in  welcher  sie  eine  beliebige  feste  Tangente  trelTen, 
lässt  sich  mil  der  Punktreihe,  in  welcher  sie  irgend  eine  zweite 
feste  Tangente  treflfen,  in  projeklivische  Beziehung  setzen  der  Art, 
dass  die  Tangenten  des  Kegelschnitts  ehiander  paarweise  ent- 
sprecbeta  und  man  an  demselben  Kegelschnitt  zwei  krumm -projek- 
.  tifiscbe  TangentenbOschei  erhftlt;  der  Ort  des  Schnittpunktes  je 
zweier  ents|mchender  Tangenten  wird  wieder  ein  liegelschnitt, 
welcher  den  Träger  der  beiden  TangentenbOschei  doppelt  be- 
rOhrt.  Dies  tritt  in  ganz  analoger  Weise  zu  Tage,  wie  das  oben 
liewiesene  Resultat  und  l>edarf  keiner  näheren  Auseinandersetzung. 

Unter  den  besonderen  Fällen  von  Kegelschnitt- Büscheln  und 
-Schaaren,  von  denen  die  eben  betrachtete  Schaar  einander  dop- 
pelt berObrender  Kegelschnitte  eine  hervorragende  Bedeutung 
hat,  könnten  wfar  noch  diejenigen  untersuchen,  bei  welchen  die 
Kegelschnitte  des  BOschels  in  einem  gegebenen  Punkte  eine 
dreipunktige  Berührung  haben  und  a)  durch  einen  vierten  ge- 
meinschaftlichen Punkt  geben,  b)  eine  vierte  gemeinschaftliche 
Tangente  haben,  endlich  wenn  die  Kegelschnitte  des  BQscbeb 
in  einem  gegebenen  Punkte  ehie  vlerpunktige  Berührung  beben. 
Doch  wollen  vrir  die  nähere  Untersuchung  dieser  besonderen 
Fälle  dem  Leser  überlassen  und  nur  noch  eine  spedelle  Kegel- 
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Schnittschaar  erwilmeD,  welche  h&ttflger  auftritt.  Wenn  nämlich 
die  beiden  erzeugenden  Sirahlsysteme  einer  Kegelschnittschaar 
(§  48)  [A]  und  (^)zwei  Kreissysteme  sind,  so  haben  die  K^el- 
schnitte  dieser  Schaar  die  Bliltelpunkte  A  und  B  zu  gemeinschaft- 
lichen Brennponklen,  denn  es  giebt  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts nnr  zwei  reelle  Punkte,  für  welche  die  tugebftrigen 
Strahlsystcme  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Kreissysteme  sind, 
und  dies  sind  die  Brennpunkte  df^s  Kegelschnitts  ($35);  akd 
bilden  sAnuntliche  Kegelschnitte,  welche  A  und  B  zu  ihren  ge* 
melnschalUichen  Brennpunkten  haben,  eine  besondere  Kegebebnitt* 
Schaar  mit  vier  imaginären  Tangenten;  die  Brennpunkte  sind  als 
das  einzig  reelle  Paar  Gegenecken  dieses  ünaginftren  Viersdts 
anzusehen.   Wir  nennen  diese  Kegelschnittschaar  eine  Schaar- 
confokaler  Kegelschnitte  und  können  sur  reellen  Kon- 
struktion derselben  nach  den  IHkberen  allgemeinen  B^raehtnngen 
auf  folgende  Weise  gelangen:  Das  dritte  von  den  beiden  ge- 
gebenen Kreissystemen  {J)  und  (B)  abhingige  StraUsystem  {C) 
wird  nämlich  besonderer  Art,  Indem  sein  Mittelpunkt  in  die 
Unendlichkeit  geht  und  derjenige  unendlich -entfernte  Punkt 
wird,  welcher  in  senkrechter  Richtung  zu  AB  liegt.  Das  Strahl- 
tystem  (C.)  wird  ein  hyperbolisch -gleichseitiges,  dessen  beide 
Asymptoten  die  in  der  Mitte  m  zwischen  AB  errichtete  Seokrecbte 
und  die  unendlich -entfernte  Gerade      sind;  je  zwei  konjugirte 
Strahlen  desselben  sind  zwei  solche,  die  zu  mC^  parallel  laufen  • 
und  gleich  wdt  von  ihr  abstehen.   Die  beiden  Asymptoten  des 
Strahlsystems  {CJ  und  die  Gerade  AB  sind  das  gemeinschaft- 
liche Tripel  konjugirter  Strahlen  für  alle  KegelsehniUe  der  Schaar, 
folglich  ist  m  der  Mittelpunkt  und  die  beiden  Senkrechten  mC^ 
und  AmB  die  Axen  für  sftmmtllche  Kegelschnitte,  was  auch 
a  priori  klar  ist.   Denken  wir  uns  irgend  ein  Paar  konjugirter 
Strahlen  des  Str^hlsystems  {C^),  d.  h.  zwei  ?on  «i  gleich  weit  ab- 
stehende parallele  Gerade,  welche  senkrecht  wS  AB  stehen,  und 
drehen  um  A  (oder  B)  einen  rechten  Winkel,  dessen  Schenkel 
jene  beiden  Parallelen  In  den  Punkten     (und  z't')  durchbohren, 
so  umhüllt  die  Verbindungslinie  zt  dnen  Kegelschnitt  der  Schaar, 
dessen  Tangenten  In  zwei  gegenikherllegenden  Scheiteln  das  an- 
genommene Paar  Paralleler  ist  (Flg.  72).  Verftndern  wir  dieses 
Paar,  so  erhalten  wir  sämmtllche  Kegeischnitte  der  konfokalen 
Schaar;  diese  zerfftUt  demnach  in  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine 
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Gruppe  Hyperbeln,  je  nachdem  jenes  Paar  Paralleler  ausserhalb 
der  Strecke       liegt  oder  iwischen  Ä  und  B  hindurchgeht  Die 


(Fig.  72.) 


beiden  Gruppen  werden  von  ein- 
ander getrennt  einmal  durch  das 
Punklenpaar  AB,  oder  deren  dop- 
pelt gedachte  Verbindungsliiüe» 
welche  als  Parabel  aufgerasst  wer- 
den kann,  und  anderseits  durch 
die  doppelt  gedachte  unendllch- 
entfemte  Gerade  G^,  in  wefche 
diejenige  Parabel,  die  in  der  Schaar 
▼oritommen  muss,  flbergeht;  die 
d<)]>])clt  gedachte  Gerade  mC^  ist 
swar  auch  als  ein  besonderer 
Kegelschnitt  der  Schaar  aufiufas- 
sen;  er  steht  aber  isollrt  da  in 
der  Hyperbelgruppe.  Die  Nittel- 
punktdinie  der  Schaar  wird  unbe- 
stimmt, was  denn  auch  damit  Qbereinstimmt,  dass  mider  Mittelpunkt 
sämmtlicher  Kegelschnitle  der  confokalen  Schaar  ist.  Die  Polar- 
Eigenschaflen  dieser  besonderen  Kegelschniltscbaar  zeigen  einige 
Eigenlhömlichkeiten,  welche  sich  sowohl  aus  der  allgemeinen  Be- 
trachtung (§  48),  als  auch  aus  den  Fokaleigenschaften  des  Kegel- 
schnitts (§  36)  ergeben.  Die  Winkel  zwischen  dem  Tangentenpaar  aus 
einem  Punkte  P  an  einen  Kegelschnitt  der  Schaar  haben  nämlich 
dieselben  beiden  zu  einander  reclilwinkligen  Halbirungsstrahlen, 
^vic  die  Winkel  zwischen  den  Strahlen  PA  und  Pli\  folglich  bilden 
sämmtliclie  Tangentenpaare  aus  P  an  die  Ktgelsclinitte  der  kon- 
fokalcn  Schaar  ein  hyperbolisch-gleichseitiges  Slrahl- 
sy Stern,  dessen  Asymptoten  die  beiden  zu  einander  senkrechten 
Halbirungsstrahlen  der  Winkel  zwischen  dem  Strahlenpaar  PA,  PB 
sind.  Es  gieht  also  durch  den  beliebig  angenommenen  Punkt  P 
immer  zwei  reelle  Kegelschnitte  der  Schaar,  von  denen  einer 
Ellipse,  der  andere  Hyperbel  ist;  sie  schneiden  sich  rechtwinklig 
in  diesem  Punkte;  wir  erkennen  hieraus,  dass  in  der  konfokalen 
Kegelschnittschaar  w  eder  zwei  Ellipsen ,  noch  zwei  Hyperbeln  einen 
reellen  gemeinscliafllichen  Punkt  haben  können,  dass  aber  jede 
Ellipse  jede  Hyperbel  in  vier  reellen  (zu  m  syninietrisch  liegenden) 
Ji'unkten  triflt  und  dass  sie  sich  überall  rechtwinklig  durchschneiden. 
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Dies  lasst  sich  auch  so  ausspreclieii:  Je  zwei  iioiijugirte 
Gerade  in  Bezug  auf  die  Schaar  conTokaier  Kegei- 
schnitte  stehen  auf  einander  srnkrcclit.  F>miUeln  wir 
von  irgend  einem  Punkte  P  den  PolarkegeischniU  iu  Bezug  auf 
die  Schaar,  so  erkennen  wir,  dass  derselbe  eine  Parabel  sein 
muss,  weil  er  allemal  dem  gemeinschaniichen  Tripel  konjugirter 
Strahlen  für  die  Schaar  eingeschrieben  ist  und  dasselbe  hier  aus 
den  drei  Geraden  AB^  mC^  und  @^  besteht;  ein  Kegebchnitt, 
der  ®^  zur  Tangente  hat,  ist  aber  Parabel  (§  2()).  Diese  Parabel 
hat  die  Verbindungslinie  Pm  zur  Leitlinie,  weil  die  durch  m 
gehenden  Axen  jedes  Kegelschnitts  der  Schaar  und  die  durch  P 
gehenden  Uaibirungsslrahlen  der  Winkel  zwischen  PA  und  PB 
zwei  Paar  zu  einander  rechtmnklige  Tangenten  dieser  Parabel 
sind;  der  Brennpunkt  derselben  findet  sich  als«  auch  leicht,  indem 
man  von  diesem  der  Parabel  umschriebenen  vollständigen  Vierseit 
deqjenigen  Diagonalpunkt  aufsucht,  welcher  nicht  in  der  Diagonale 
mP  liegL  Die  beidep  konjugirten  Kegelschnitlscbaaren  {$  Sßfj, 
welche  zu  der  confokalen  Kegelschnittschaar  gehören  und  durch  dfo 
drei  Strablsysteme  {A)  [B]  {C^)  erzeugt  werden,  bestehen,  wie 
leicht  zu  sehen  Ist,  aus  Parabeln,  well  (9«  eine  Asymptote  von 
ist,  und  zwar  wird  die  eine  Schaar  gebildet  von  sfimmtlichen 
Parabeln,  welche  A  zum  Brennpunkt  und  jede  durch  B  gehende 
Gerade  zur  Leitlinie  haben,  die  andere  Schaar  von  sSmmtlicben 
Parabeln,  welche  B  zum  Brennpunkt  und  jede  durch  A  gebende 
Gerade  zur  Leitlinie  haben;  diese  Parabebi  berühren  gemein* 
schafUich  die  In  der  Mitte  m  9u(,AB  senkrecht  stehende  zweite 
Asymptote  des  Strahlsystems  (C^)  u.  s.  w.  —  Im  AUgemebien  Iii 
noch  zu  erwähnen,  das»,  wenn  von  den  beiden  erzeugenden  Strabi- 
systemen  {A)  und  {B)  nur  eines  ein  Kreissystem,  das  andere  ein 
beliebiges  hyperbolisches  "oder  elliptisches  Strahlsystem  ist,  alsdann 
eine  Kegelschnittsciiaar  zum  Vorschein  kommt,  wdche  einen  Brenn- 
punkt gemelnscbalUlch  hat  und  aussenlem  zwei  reelle  oder  ima- 
ginäre geroeinscbafftliche  Tangenten,  je  nachdem  das  andere  Sirahl* 
System  byperbollscb  oder  elliptisch  ist;  auch  diese  Kegelschnitte 
schaaren  bieten  manche  Eigenth&mlichkeiten  dar. 

S  52.  Gemintihte  Kegftlnohnlttoehnaggn. 
Wenn  wir  Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnitts  als  Be- 
sUmmungsstOcke  desselben  annehmen,  so  ist. er  Im  Allgemeinen 
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durch  fünf  dieser  Elemente  ein-  oder  mehrdeutig  bestimmt  und 
zwar:  Durch  f&nf  Punkte  oder  fQnf  Tangenten  eindeutig  {$  20). 
durch  vier  Punltle  und  eine  Tangente  oder  durch  vier  Tangenten 
und  dnen  Punlit  zweideutig  (S  39),  endlich  durch  drei  Punkte 
und  zwei  Tangenten  oder  durch  drei  Tangenten  und  zwei  Punkte 
vierdeutig  ($  39).  Durch  vier  dieser  BestimmungsstQcke  ist  der 
Kegelschnitt  nicht  bestimmt,  sondern  es  giebt  eine  unendliche 
Reihe  von  Kegelschnitten,  welche  vier  Bedingungen  der  Art  er- 
füllen, dass  sie  durch  gegebene  Punkte  gehen  oder  gegebene 
Gerade  beröhren.  Von  solchen  unendlichen  Reihen  von  Kegel- 
schnitten haben  wir  bisher  nur  zwei  einander  gegen&bersteliende 
in  Betracht  guogen:  Das  Kegelschnittbfiscbei  als  die  TotatttAt 
alter  durch  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  und  die  Kegd- 
schnittschaar  als  die-  Totalität  aller  vier  Gerade  berührenden  Ke- 
gelschnitte mit  BerQcksichÜgung  auch  der  PAUe,  in  denen  von 
den  vier  gemeinschalUichen  Punkten  oder  Tangenten  Paare  ima« 
ginftr  sind.  Obwohl  nun  diese  beiden  Gebilde  von  hervomgoi- 
der  Bedeutung  sind,  so  lassen  sich  doch  noch  andere  derartige 
Reihen  von  Kegelschnitten  bilden,  nftmlich  zunächst  wieder  zwei 
dnander  gegenöberstehende  Gebilde:  a)  sftmmtliche  Kegelschnitte^ 
welche  durch  drd  feste  Punkte  gehen  und  dne  feste  Gerade  be- 
rOhren,  und  b)  dUnmtliche  Kegelschnitte,  welche  drd  feste  Gerade 
berühren  nnd  durch  ehien  festen  Punkt  gehen,  und  sodann  ein 
sich  selbst  gegenüberstehendes,  dso  dldnstehendes  Gebilde:  c) 
simmtliche  Kegelschnitte,  welche  zwei  feste  Gerade  berühren  and 
durch  zwd  feste  Punkte  gehen.  Diese  drei  Gebilde,  wdche  „ge- 
mischte KcgeUchnittschaaren"  hdssen mögen ,  sollen  jetzt 
näher  untersucht  werden. 

Ebenso  wie  Steiner  das  Kegdschntttbüschel  aus  dem  Strahl- 
büsclicl  entstehen  lässt  (§  38),  können  wir  uns  eine  gemischte 
Kegelscliailtscbaar  von  drei  Punkten  und  einer  Tangente  aus 
einem  krummen  Tangentenbuscbel  (§51),  d.  h.  den  sämmtlichen 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  erzeugen  in  folgender  Art:  Denken 
wir  luis  einen  Kegelscluiitt  K  und  zwei  beliebige  Punkte  dessel- 
ben D  und  /),  als  die  Mittelpunkte  von  Strahlbüscheln,  eine  be- 
liebige Tangente  /  des  Kegelschnitts  als  den  perspektivischen 
Durchschnitt  zwrier  Stralill)ris(  In  l ,  welche  in  B  und  B^  ihre  Mit- 
telpunkte hab«.'ii ,  so  wird  die  j)rojeklivi.sche  Beziehung  dieser  bei- 
den SLrahlbüsciul  in  B  uud  B^  durch  die  Gerade  t  voUsländig 
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bestimmt  und  durcti  die  Veränderung  der  Tangente  /  am  Kegel- 
schnilt  K  crhalleu  wir  unendlich- viele  Paar«  von  projektivischoi 
Strablbuscheln  in  B  und  B^,  deren  paarweise  Beziehung  jedes- 
Bial  unzweideutig  feslgcstellt  ist.  Endlirli  haben  wir  noch  zwei 
projektiviBche  Strahlbüschcl  io  B  und  B^,  welclie  den  KegelsdiniU 
K  erzeugen.  Denken  wir  uns  nun  diese  unendlich  •  vielen  Paare 
projektivischer  Beziehungen  in  B  und  in  sich  festgehalteo» 
aber  um  di(;  Mittelpunkte  B  und  B^  so  gedreht,  daw  die  beiden 
den  Kegelschnitt  K  erzeugenden  Strahibüscbel  in  perspektivische 
Lage  gelangen,  also  die  Schnittpunkte  enbtprechender  Strahlen 
auf  eine  Gerade  2  zu  liegen  kommen,  so  werden  jetit  zwei  solche 
Strahlbüschel,  welche  vor  der  Drehung  eine  Tangente  /  zum  per- 
spdUivischen  Durchschnitt  halten,  sich  im  Allgemeinen  nicht  mlhr 
in  perspektivischer  Lage  befinden,  also  einen  Kegelschnitt  eneu- 
gen;  alle  diese  Kegelschnitte  gehen  durch  B  und  B^x  sie  gehen 
ausserdem  durch  einen  dritten  festen  Punkt  C  den  Schnittpunkt 
derjenigen  beiden  Strahlen»  welche  vor  der  Drehung  in  der  Ver^ 
bindungslinie  B  B^  vereinigt  waren,  und  welche  fAr  alle  projek- 
ttvischen  Beziehungen  (bei  der  perspektlviachen  Lage)  din  Pasr 
entsprechender  Strahlen  waren,  und  endlich  berAhren  diese  Kegel- 
schnitte sAmmtUch  die  Gerade  2,  well  vor  der  Drehung  alle  I  den 
Kegelschnitt  K  berührten;  aus  den  gemeinschaitUchen  Punkten  von 
i  und  K  werden  nimttch  nach  der  Drdiung  die  gemeinschaftBcliea 
Punkte  des  aus  I  entspringenden  Kegelscbnitls  mit  2,  und  da 
jene  beiden  zusammenfallen,  so  mikssen  auch  diese  beiden  zu- 
sammenfallen. Wir  erhalten  also  in  der  That  eine  gemischle 
Kegelscfanittscfaaar  von  drei  Punkten  BB^C  und  ehier  Tangente 
£  auf  (so  zu  sagen)  organischem  Wege  aus  den  simmtliciien 
Tangenten  eines  Kegelscfanitts. 

In  ganz  analoger  Welse  kann  die  gegenttberatehende  ge- 
mischte Kegelschnittschaar  von  drei  Tangenten  und  einem  Punkte, 
welche  allen  Kegelschnitten  gemeinschaftlich  sefai  sollen,  aus  einer 
krummen  Punktreihe  50),  d.  h.  den  sftmmtlichen  Punkten 
eines  Kegelschnitts  erzeugt  werden.  Nehmen  whr  zwei  feste  Tan- 
genten %  und  Sil  eines  Kegelschidtts  IC  und  betrachten  ehien 
verftnderlichen  Punkt  dessdhen  als  Projektionspunkt  ffir  swd 
l<riijektlvische  Punktreihen  auf  ft  und  91},  welche  sich  in  per- 
•  spektivischer  Lage  beihiden,  so  erhalten  wir  mit  der  Veränderung 
von  p  unendlich -viele  Paare  projektivischer  Punktreihen  auf  Ü 
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und  deren  Besiehung  ?oll8tftndig  besUmmt  ist;  endlich  wer- 
den %  und  fCf  noch  von  den  Tangenten  des  Kegelschnitts  IC  in 
twd  itrojektiviwhen  Panl[treihen  getroOen,  die  sich  nteht  in  per- 
speliUvischer  Lage  lieflnden.  Denlien  wir  uns  nun  diese  unendlich- 
vielen  Paare  projcküfischer  Bedebungen  in  sich  fcstgeliallen, 
aber  die  Tröger  ohne  ihre  Lage  zu  verSnüern,  auf  sich 

selbst  so  verschoben,  dass  die  beiden  letzten  den  Kegciscbnitl  K 
erzeugenden  Punktreihen  in  perspektivische  Lage  gelangen  (was 
bekannllirb  auf  unendiicii-viele  Arten  gesctichen  kann),  so  werden 
nacli  der  Verschiebung  y  zwei  vorhin  p«'rspeklivisclie  Punktreihen 
auf  ?t  und  51,  sich  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  perspektivi- 
scher Laji'e  bennden,  sondern  einen  Kci;elsciuiitl  erzeujicii;  alle  so 
erhallenen  Kegelschiiille  berühren  51  und  51,  «nid  eine  drille  Ge- 
rade ,  <lie  Verhin<lungslinie  derjrnigen  beiden  l'unktc  iuif  den 
Trägoi  u  iiarh  der  Verschiebun};,  welche  vorher  in  iin  eni  Scluiill- 
piuikte  vcreiingt  waren  und  liir  jedes  Paar  der  unendlich  -  virleii 
projeklivischen  Beziehungen  bei  perspcklivischer  Lage  ein  I*aar 
«  nlsprechender  Punkte  sind  und  also  auch  bleiben ;  endlich  geiu'n 
s;unnillich('  ans  <len  Punkten  ;>  entspringende  Kegelschnitte  durch 
einen  festen  Punkt  den  Prtijrkliunspnnkt  der  beiden  j»rojckli- 
visclien  l'iinklreiiieii  auf  51  und  51,,  welche  vor  der  \'ers(  liicbnng 
den  Kegelschnitt  A'  ei  zcnglen  und  nach  der  Vrrs(  hicbung  |)er- 
sj)ektivis(h  zu  lit'yen  konnnen.  Wir  erlialten  also  eine  geniischle 
Kegelschniltschaai  von  drei  gemeinschaftlichen  Taugt  nten  ^5t,t5 
und  ciiuMM  t;emeinschaftli(  heil  Punkte  P,  hervorgegangen  aus  den 
sannnlli«  iii'u  l'unklen      eines  Kegelschnitts. 

Auch  mngekeJnt  können  wir,  sobald  die  bestimmenden  Kle- 
mente  »'iuer  sedchen  gennschlen  Kegelscimillschaar ,  also  a)  drei 
Punkte  /?/>',  r  un<i  eine  (;erade  2  oder  b)  drei  (.erade  %  5t,  15 
und  ein  Punkt  P  gegeben  sind,  den  Kegelschnitt  J{  herstellen, 
aus  dessen  Tangenten  oder  Punkten  das  ganze  Gebilde  durch 
Drehung  oder  Verschiebung  hervorgeht.  Wir  denken  uns  nänt- 
lich  im  Falle  a  in  /?  und  zwei  perspektivische  Strahlbiisi  hei, 
welche  die  Gerade  ^  zum  pcrspeklivischen  Ihnchscliiiitt  haben, 
um!  drehen  di«;se  beiden  Strahlhüschel .  deren  projekli\is(  he  Ite- 
ziehung  dadurch  hestinnnl  ist,  um  solche  Winkel,  dass  die  Strah- 
len BC  und  />,  6'  zusammenfaHeii ,  daini  erzeugen  jene  Strahl- 
hüschel den  Kegelschnitt  A',  oder  b,  wir  denken  uns  5(  und  51, 
als  die  Träger  zweier  perbpeklivischcr  Punktreiheu,  welche  P  zu 
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ihrem  Pr(»j<!kli(nis|iimkte  haben»  uuil  verscbieben,  iiuleiii  wii diese 
projj'ktivisclie  nr/i<  liiiii)j;  fpslhallrii,  die  Träger  auf  sich  selbsl 
um  solche  Slrccluii,  dass  die  Sciinillpunktc  {%  6)  und  {%^,  6) 
in  den  Schniltpunkt  ^, )  hineinfallen;  dann  erzeugen  jene 
beiden  nicht  mehr  perspektiviscbeu  Puaktreihen  den  Kegel- 
scliuitt 

Diese  Entstehung  der  beiden  gemisclilen  Kegelsclinittschaaren 
giebt  ebensowohl  Aufschluss  Ober  ihre  Mächtigkeit,  welche  gleich 
ist  der  von  den  Tangenten  oder  Punkten  eines  KegeisduiitlSi 
wie  Ober  die  Eigenschaften  l>eider  Gebilde.  Bezeichnen  wir  tur 
Abkürzung  die  Scliaar  Kegelschnitte,  weiche  durch  drei  Punkte 
gehen  und  ehie  gerade  Unie  berühren,  mit  S  {Sp,  1 1)  und  die 
Scitaar  Kegeischnitte,  welche  drei  gerade  Unlen  berühren  und 
durch  dnen  Punkt  gehen,  mit  S  {Zi,  Ip),  so  zeigt  sich  zunichst 
der  DoppelsaU: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  j  Eine  beliebige  Gerade  in  der 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeinen  ,  I^bene  horühreii  im  Allgeineiiicn 


zwei   Kegelschnitte  der  Schaar 


zwei  Kegelschuillc  der  Schaar 
S(3/.  Ip). 


Denn  fassen  wir  zum  Beweise  des  Satzes  links  irgend  zwei 
Tangenten  t  des  erzeugenden  Kegelschnitts  IC  auf,  so  entspringca 
aus  diesen  beiden  Tangenten  zwei  Kegelschnitte  der  Schaar 
S  (Sp,  II),  welche  ausser  den  drei  gemeinschaftlichen  Pnnktea 
B  B^C  noch  dei^enigen  vierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  in 
welchem  sich  nach  der  Drehung  die  beiden  Strahlen  von  B  und 
Bi  treflen,  weiche  zum  Schnittpunkte  der  beiden  Tangenten  i 
hingehen;  also  umgekehrt,  da  durch  einen  beliebigen  Punkt  < 
nur  zwei  Tangenten  t  an  den  Kegelschnitt  £  möglich  smd,  so 
gehen  auch  durch  einen  beliebigen  Punkt  o'  der  Ebene  nur  zwei 
Kegebchnitte  der  Schaar  S['6p,  1  /) ;  und  ebenso  rechts.  Ferner 
zeigt  sich: 


Eine  beliebige  Gerade  in  der 
Ebem*  wird  im  Allt;emeinen  von 
vier  Kegelscliniüen  der  Schaar 
5  (3  p,  1  /)  berührt. 


Durch  einen  beliebigen  Puiikl 
der  Ebene  gehen  im  Allgemeiiieii 
vier  Kegelschuille  der  Schaar 
5(3^  Ip). 


Denn  denken  wir  uns  zum  Beweise  des  Satzes  links  ehie 
Gerade  ®  als  den  perspektivischen  Durchschnitt  noch  zweier  pro- 
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jeküviwher  SCrahlbOsehel,  deren  Mittelpaiikte  in  B  UDd  pta- 
cirt  sind  und  welche  mit  jener  Gruppe  voo  Strabll>QtGliel|i9aren 

unveränderlich  zusammenhängen,  so  werden  dieselben  vor  der 
Drehung  einen  Kegelschnitt  ^  erzeugt  haben  und  so  viel  Tangen- 
ten t,  als  die  Kegelschnitte  K  und  St  gemeinschaftlich  haben,  wer- 
den durch  die  Drehung  in  Kegelschnitte  verwandelt,  ivelche  die 
Gerade  @  berühren;  also  im  Allgemeinen  vier;  dasselbe  zeigt  sich 
gleicherweise  bei  dem  Satze  rechts. 

Auch  über  die  Natur  der  in  dur  Schaar  S^p,  11)  vorkom- 
mendiMi  Kegelschnitle  giebl  die  ol)i^(>  Eiilslchungsweise  Aufscldiiss; 
da  nämlich  alle  Punkte,  welclic  nach  der  Drehung  in  die  Unend- 
lichkeit gelangen,  vor  derselben  auf  einem  Kreise  liegen  (dem 
„Drehkreise"  §  38) ,  welcher  das  Erzeugniss  zweier  gleicher  und 
gleicUaufender  Strahlbüschel  ist,  so  werden  alle  diejenigen  Tan- 
genten i  des  erzeugenden  Kegelschnitts  K»  welche  diui  Drebkrels 
in  zwei  reellen  Punkten  schneiden,  in  Hyperbeln,  diejenigen, 
welche  ihn  berühren,  in  Parabeln  und  diejenigen,  welche  ihn 
nicht  trelTen,  in  Ellipsen  verwandelt;  solche  Tangenten  /,  welche 
durch  den  Hittelpunkt  des  Drehkreises  gehen,  werden  nach  der 
Drehung  in  gleichseitige  Hyperbeln  übergeben,  weil  die  unend- 
lich-entfernten Punkte  unter  rechtwinkligen  Richtungen  erschei- 
nen.  Wir  haben  also  folgendes  Ergebnis: 

In  der  genilscliten  K  cgclsclinitlscliaar  S{',i/i,  1 /) 
kommen  im  Allgemeinen  vier  Paralieln  vor,  weKlie 
zwei  (Ir Uppen  Ellipsen  und  zwei  (irnppen  Hyperbeln 
von  eiuarjder  Iren  neu;  unter  lctzl«;ren  befinden  sich 
i ni  A 1 1 g e m e i n e n  nur  zwei  g I e i c  1» s e i t i g II y j» e r h ein;  ins- 
besondere enlbäll  die  Schaar  drei  Linienpaare,  welche 
ihre  Doiipelpnidvlc  in  der  Geraden  2  liaben  und  jedesmal  aus 
zwei  (ieraden  bestellen,  deren  eine,  die  Verbindufigsliuie  zweier 
von  den  3  p  ist  und  die  ainlcrt'  die  Verbindungslinie  des  dritten 
mit  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  JQ  und  der  vorigen  Verbin- 
dungslinie. Diese  «Irei  Linienjiaare  entspringen  nändich  ans  <len- 
jenig»'u  l)ci(l(  II  l  aiigeiilen  /  des  Kegelschnitts  A',  welche  in  den 
Punkf(?ti  Ii  benihreu,  weil  die  projektivische  ffeziehung  hier 
den  paralMilischerj  Charakter  anninnnt,  ntui  drittens  aus  der  Tan- 
gente des  Kegelscliiiilts  A'  in  demjenigen  Funkte  />,  in  welchem 
sich  vor  der  Drehung  zwei  Strahlen  scbuillen,  welche  nach  der- 
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8«iben  in  die  Verbiudungslinle  BBi  susammenfallen,  weil  ftlr 
diese  i  die  perspel^tivisclie  Lage  erhalten  bleibt. 

FQr  die  Schaar  S{31,  Ip)  iSsat  sich  leicht  der  Ort  der 
Hlttelpunkte  sdmmtlieher  Kegelschnitte  ermitteln;  flehen  wir  nim- 
licb  durch  Irgend  einen  Punkt  p  des  eraeugenden  Kegelschnitts 
K  ein  Paar  Parallele  au  den  Trägern  9  und  9(t»  9o  treffen  die- 
selben in  den  Punkten  r  und  qt  und  diese  behalten  ihre  Eigen- 
schaft, Durchscbnittspunkte  der  Parailelstrahlen  ($  12)  zu  sein, 
auch  nach  der  Verschiebung.  Wir  erhalten  dadurch  ' nach  der 
Verschiebung  ein  dem  jedesmaligen  Kegelschnitte  der  Schaar  um- 
beschriebenes Parallelogramm,  deiisen  Blittelpunkt  der  Blittelpunkt 
dieses  Kegelschnitts  wbrd.  Der  Ort  des  Hittdtpunktes  des  ersten 
Parallelogramms  ändert  aher  durch  die  Verschiebung  nur  seine 
j.uge  in  der  Ebene,  indem  er  sich  selbst  kongruent  bleibt,  und 
dieser  Ort  ist,  me  leicht  zu  sehen,  ein  dem  erzeugenden  Kegel- 
schnitt K  ähniiclier  Kegelsclmitt;  denn  bezeichnen  wir  den  Scbnitt- 
[umkt  der  Träger  'S!  ?ti  mit  c  (oder  f,)  als  Punkte  der  beiden 
jk'ii  Kegelschnitt  A'  erzeugenden  IMmktreihen  und  die  Berührungs- 
punkte mit  i  und  c,,  so  erzeugen  die  Strahihrischei  f /;  und  c,  p 
<len  Kegelschnitt  K;  iiezeichnen  wir  aher  mit  t  nml  rp^  (Ue  Millen 
der  Stre<kcn  cf  und  Cif|,  mit  7t  die  Milte  von  cp,  so  sind  en 
<p^n  (»araliei  resp.  mit  f/>  und  c,;>,  erzeugen  also  einen  ähidichen 
und  ähnlich-liegenden  Kegelstimitt,  welcher  in  t  und  qp,  die  Trä- 
ger 5(  hcrfdn't;  nach  der  Verschiebung  nimmt  dieser  Kegel- 
sehiiiil  zwar  eine  andere  Lage  ein,  bleibt  aber  dem  K  ähnlich 
und  wir  haben  mithin  folgendes  Resultat: 

Sämmtliche  Kegelschnitte  der  gemischten  Schaar 
S  ['M ,  1  p)  hahen  ihre  Mi  II  el  [>  n  iik  te  auf  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  älinlich  ist  dem  erzeu^'enden  Kegelsrhnilt  Ä'. 
Stellen  wir  uns  ncuh  die  (ierade  ^  her,  welche  diejenigen  hei- 
den  entsprechenden  IMiiikle  auf  den  Trägern  %  und  9t,  der  den 
K<'i,'els<  liiMff  A  ('i/cii^'cndcn  Punklreihen  vcrhindet,  die  nach  der 
Verschiebung  in  (Icni  S(  Imittpimkte  {%  vereinigt  werden,  d.  h. 
die  (lerade  T,  welche  jt.trallel  zu  (S  und  symmetrisch  rficksichl- 
lich  des  S(  liniltpunktes  (*it  »U,)  liegt,  und  welche  nothweiidig  eine 
Tangente  des  erzeugenden  Kei,'elsrhniUs  ist,  so  können  wir 
nach  dem  in  4.']  gefundenen  Kriterium  leicht  entscheiden,  wel- 
cher Art  die  Kegelschnille  der  gemischten  Schaar  S  (3/,  1  p)  sein 
werden;  der  KeguUcbnitt  K,  welcher  die  drei  Geraden  ^^^^ 
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berfihrt,  liegt  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb  des 
▼on  Jen«»  drei  Geraden  gehililelen  Dreiseils.  In  dem  ersten  Falle 
liegt  er  ganz  in  einem  tier  Häume  (e)  (§  43,  Fig.  02)  und  ist 
nolhwendig  FIlipse;  die  Kegelscboilte  der  Scliaar  bestehen  also 
in  diesem  Falle  aus  lauter  Ellipsen  und  nurh  der  .Milteipunkts- 
kegelschnitt  ist  eine  Fiiipse.  Im  zweiten  Falle  ist  der  Kegeisctmitl 
if  entweder  Ellipse  und  liegt  dann  ^mhz  in  einem  der  Hfuimc  {h}, 
welche  den  Seiten  des  Dreiscits  anliegen;  die  Kegelsrlniitte  der 
Srhnar  bestehen  in  diesem  Falle  aus  lauter  Hyperbeln  und  der 
Millelpunktskegelsritiiilt  ist  Klii[)se;  oder  der  Kegelschnitt  K  ist 
Hyperbel  und  liegt  dann  mit  einem  Zweige  in  einem  Räume  (h) 
und  mit  dem  andern  in  dem  gegenüberliegenden  Räume  (e);  die 
Kegelschnitte  der  Schaar  besteben  dann  aus  einer  Gruppe  Ellip- 
sen und  einer  Gruppe  Hyperiieln,  welche  durch  zwei  Parabelii 
Ton  ehnander  getrennt  werden;  der  Mittelpunktakegelschnitt  ist 
Hyperbel  und  die  beiden  unendlich -entfernten  Punkte  derselben 
sind  die  Mittelpunkte  der  beiden  in  der  Schaar  Torkommenden 
Parabeln.  Das  in  S  43  angegebene  Kriterium  giebt  auch  unmit- 
telbar  Aufscbliiss  über  die  Natur  der  gemischten  Kegelschnitt- 
schaar  je  nach  der  Lage  der  sie  bestimmenden  Elemente,  nim- 
lich  der  drei  Geraden  91 9(|    und  des  Punktes  P.  Es  zeigt  sich 
nimlich,  dass  die.  drei  Geraden  K  9(|  (S  das  Gebiet  der  ganzen 
Ebene  in  7  Räume  theÜen:  den  endlichen  Raum  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiseits,  die  drei  unendlichen  den  Seiten  anliegenden 
RSume  und  die  drei  unendlichen  den  Ecken  anliegenden  Scheitel- 
riume;  je  nachdem  der  Punkt  P  In  dem  einen  oder  andern  die* 
ser  Räume  liegt,  ändert  sich  die  Natur  der  gemischten  Kegelschnitt- 
schaar,  und  zwar:  1)  Wenn  der  gegebene  Punkt  P  Innerhalb  des 
endlichen  Dreiecksraumes,  den  die  drei  gegebenen  Geraden  %%|(5 
begrenzen,  gelegen  ist,  so  besteht  die  Schaar  aus  lauter  Ellipsen 
und  auch  der  Mittelpunktskegelschnilt  ist  eine  Ellipse;  2)  wenn 
der  Punkt  P  in  einem  der  drei  unendlichen  Schdtehräume,  welche 
an  die  Ecken  des  Dreiseits  anstossen,  gelegen  ist,  so  besteht  die 
Schaar  aus  lauter  Hyperbeln  und  der  Mittelpunktskegelschnitt  ist 
wiederum  eine  Ellipse;  3)  wenn  der  Punkt  P  in  einem  der  drei 
den  Seiten  des  Dreiseils  anli^enden  unendlichen  Räume  gelegen 
ist,  so  zerflllt  die  Schaar  In  eine  Gruppe  Ellipsen  und  eine 
Gruppe  Hyperbeln,  welche  durch  zwei  Parabeln  von  einander  ge- 
trennt werden;  der  Mittelpunktskegelschnitt  Ist  Hyperbel  und  der 
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eine  Zweig  derselben  enÜiSlt  die  Mittelpunkte  .der  Ellipsen,  der 
andere  die  der  Hyperlieln ,  während  die  beiden  unendiicb-enirern- 
ten  Piinltte  <tteser  Mittelpunidshyperbel  die  Mittelpanlile  der  bei- 
den Paralieln  der  Schaar  sind. 

Wir  brechen  hier  die  Betrachtung  der  beiden  noch  wenig 
untersuchten  Kegelschnittachaaren  S{3p,  II)  und  8{Bi,  Ij»)  ab 
und  fiherlassen  die  Tieien  noch  unerledigten  Fragen,  weiche  sich 
daran  Itnfipfen,  dem  Leser.  Die  hier  gegebene  Entstehungsweiie 
derselben  scheint  eine  ergiebige  und  empfehlenswerlhe  Quelle  fikr 
ihre  Untersuchung;  sie  Iflsst  uns  nur  in  dem  Falle  im  Stich, 
wenn  von  den  8  p  oder  8 1  ein  Paar  imaginär  angenommen  wird, 
d.  h.  a)  wenn  ein  Punlit  p,  eine  Gerade  /  und  ein  (eiliptiscktt)  : 
Punktsystem  gegeben  ist  und  alle  Kegelschnitte,  welche  durch  p  , 
gehen,  I  berflbren  und  das  g^ebene  Punlitsystem  tu  ihrem  m*  | 
gehörigen  liaben,  die  gemischte  Kegebffibnittscliaar  bilden,  oder 
b)  wenn  eine  Gerade  /,  ein  Punkt  p  und  ein  (elliptiaches)  StraU-  I 
System  gegeben  ist  und  alle  Kegelschnitte,  welche  t  berOhrea. 
durch  p  gehen  und  das  gegebene  Strahlsystem  su  dem  ihnen  ni- 
gehörigen  haben,  die  gemischte  Regelschnittschaar  bilden.  Zw 
Konstruktion  der  Kegelschnitte  dieser  Schaaren  können  wir  ge* 
langen,  indem  wir  a)  einen  veränderlichen  Punkt  p  die  Gerttle ' 
durchlaufen  lassen  und  jedesmal  den  Kegelschnitt  konstruirai. 
welcher  in  p  die  /  beröbrt,  durch  p  geht  und  das  gegebene 
Punktsystem  zu  seinem  zugehörigen  hat  (§  31);  b)  indem  «ir 
einen  veränderlichen  Strahl  t  um  p  drehen  und  jedesmal  des 
Kegelschnitt  konstruiren,  wefcher  in  p  die  t  berührt,  ausserdcn 
I  berflhrt  und  das  gegebene  Strahlsystem  zu  dem  Ihm  zngeblri* 
gen  hat  Diese  Konstruktionen  gestatten,  wenn  auch  nicht  einen 
so  unmittelbaren  Einblick,  wie  die  obige  organische  Entstebong*- 
weise,  doch  eine  klare  Anschauung  dieser  gemischten  Kcgd* 
schnittschaaren  und  efaie  Handhabe  fDr  Ihre  Unteranchung»  ^ 
übrigens  zum  TheO  schon  auf  Kurven  höheren  Grades  fuhrt 

Wir  haben  noch  die  dritte  gemischte  Kcgelscbnitlscbiar 
S{2p,  21)  von  zwei  festen  Punkten  und  zwei  festen  Tangenten 
in  Betracht  zii  ziehen  oder,  wenn  nir  uns  von  der  Realität  dieser 
Paare  unabhängig  machen  wollen,  alle  Kegelschnitte  aoftn- 
suchen,  welche  gleichzeitig  ein  gegebenes  Punktsysie» 
und  ein  gegebenes  Sirahlsystem  zu  den  ihnen  zuge* 
hörigen  haben.  Das  Verhallen  dieser  gemischten  KegeischDitt- 
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Schaar  lässt  sich  leicht  aus  einem  specieilen  Falle  erlienneii,  >%enn 
vir  nSmUch  alle  Kreise  in  Betracht  ziehen,  welche  swei  gegebene 
Gerade  berühren,  da  diese  anf  der  onendlich-cntferDten  Geraden 
&^  ausserdem  zwei  imaginäre  gemeinschaFÜiche  Punkte  haben 
(S  35);  aber  auch  allgemein  seigt  sich  leicht  Folgendes:* 

Sei  gegeben  ein  Strahlsystem  {x,  dessen  Mittelpunkt  B 
und  ein  Punktsystem  (y,  «})  auf  dem  Träger  so  wird  es  im 
Allgemeinen  ein  Mal  vorkommen,  dass  ein  Paar  konjugirter  Strah- 
len des  Strahlsystems  durch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems hindurchgeht  (§$  16  u.  3t);  ein  solches  gemeinschaH- 
iicbes  Paar  ist  immer  reell  vorhanden,  sobald  eines  oder  beide 
Systeme  elliptisch  sind  oder  wenn  beide  Systeme  hyperbolisch 
sind  mit  den  Asymptoten  h  und  den  Asymptotenpunkten  g, 
falls  die  letzteren  durch  die  ersteren  nicht  getrennt  werden,  d.  Ii. 
die  Punkte  g,  ^  entweder  in  demselben  Winkelrauroe  oder  In 
zwei  ScheitebSumen  von  den  vier  durch  g  und  h  gebildeten  Win- 
kelräumen enthalten  sind;  wenn  aber  g  und  (  in  zwei  neben  ein- 
ander liegenden  Winkelräumen  enthalten  sind  (Fig.  73),  so  giebt 
es  kein  solches  perspektivisch  liegendes  (Fig.  73.) 

Paar  konjugirter  Elemente.  Dann  giebt  \  / 
es  aber  Oberhaupt  gar  keinen  reellen  \  / 
Kegelschnitt  der  Schaar;  denn  ein  Ke-  Y 
gelschnitt,  wddier  g,  h  berflhrt  und  ^  \  f  \  u 
durch  g  geht,  Ist  vollständig  in  dem  /.  «pV  /  S  \ 
Winkel-  und  seinem  Seheitelraume  ent-^ 
halten,  in  welchem  g  liegt,  mag  er  Ellipse,  Hyperbel  oder  Para- 
bel sein;  er  kann'  also  nie  durch  einen  Punkt  ^  gehen,  welcher 
in  einem  der  Neben-Scheitelräume  liegt.  Die  Schaar  enthält  also 
in  diesem  Falle  keinen  einzigen  reellen  Kegelschnitt.  Sehen  wir 
daher  von  diesem  illusorischen  Falle  ab,  so  giebt  es  ein  Strahlen- 
paar i  und  l  des  Strahlsystems  (B),  welches  den  Trüger  91  in 
einem  Paar  konjugirter  Punkte  p  und  n  des  auf  ihm  gegebenen 
Punktsystems  trifft,  und  dasselbe  ist  nach  dem  Früheren  leicht 
zu  konstruiren.  Diese  besonderen  perspektivisch-liegenden  Paare 
/,  X  und  p,  n  konjugirter  Elemente  heider  gegebenen  Systeme 
beherrschen  nun  die  gemischte  K('j;elsehniltschaar.  (ieht  ii  imlif  h 
7  «hn  rh  p  nnd  X  diircli  tt,  so  wird,  weil  p  und  n  kdiijiii^'ii  le 
I'unkte  in  XW/xv^  niil  \v(\v\\  Ki'^'clschnilt  dieser  Schaar  sein  nifis- 
sen,  die  Polare  von  p  durch  n  geiieu;  sie  muss  aber  anderseits 
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auch  den  Pol  von  /  enthalten,  wdl  l  durch  p  geht;  der  Pol  von 
I  mosa  wiederum  auf  der  Geraden  X  liegen,  well  I  und  l  kongu- 
girte  Gerade  für  ille  Kegelschnitte  der  Schaar  sind;  es  sind  also 
nur  awel  MitgUchkelten  vorhanden,  entweder  ist  n  sdhat  der  Pol 
Ton  /,  oder  wenn  er  es  nicht  ist,  so  muss  l  die  Polare  von  p 
sein;  die  Kegelschnitte  der  Schaar  xerfallen  daher  in  zwei  Grup- 
pen: fOr  die  erste  Gruppe  sind  p  und  X  Pol  und  Polare,  fiOr  ^ 
iweite  Gruppe  sind  und  I  Pol  und  Polare.  Beselchnen  wir 
diese  beiden  Gruppen,  in  welche  die  gemischte  Kegelschnittschaar 
zerfSlIt,  durch  [>,  A]  und  [n,  /],  so  ergiebt  slqh  folgendes  Ver- 
halten: Well  in  der  Gruppe  [>,  k]  die  Polare  X  von  p  durchs 
gebt,  so  muss  auch  die  Polare  von  B  durch  p  geben,  und  weil 
der  Pol  p  von  X  auf  %  liegt,  so  muss  auch  der  Pol  von  %  auf 
X  liegen,  dagegen  in  der  Gruppe  [n,  /]  geht  die  Polare  von  JB 
beständig  durch  n  und  der  Pol  von  ^  liegt  immer  auf  /•  Wir 
haben  also  folgendes  Resultat: 

Die  gemischte  Kegelscbnittschaar  von  zwei  festen 
Tangeilten,  deren  Schnittpunkt  und  zwei  festen 
Punkten,  deren  Verbindungslinie  31  sei,  zerfällt  in 
zwei  Gruppen  von  Kegelschnitten;  für  jede  derselben 
gebt  die  Polare  von  B  (  fterfihrungssehne  dor  beiden 
festen  Tangenten)  durch  je  einen  festen  Punkt/»  und 
n,  welche  auf  51  liegen,  und  der  Pol  d«'r  (ieradcn  % 
{Sclinillpunkt  der  Tangenten  in  den  beiden  festen 
Punkten)  liegt  auf  je  einer  festen  Geraden  l  und  /, 
welche  durch  7i  gehen;  die  Geraden  X  und  /  geben 
rcsp.  durch  die  Punkte  n  und  ;>  und  sind  zugeordnet 
harniu  liische  Strahlen  zu  den  beiden  festen  Tangen- 
ten, sowie  p  und  7t  zngeordnet-barnioui sehe  Punkte 
zu  den  beiden  festen  Punkten  der  Schaar  sind. 

Für  den  vollständig  reellen  Fall,  wenn  beide  Systeme  (/?) 
und  (91)  hyperbohsch  sind,  also  die  Asymptoten  gh  des  Strabl- 
systems  die  beiden  festen  Tangenten  iin<l  che  Asymptotenpunkte 
(\  ^  des  Punktsystems  die  beiden  festen  Punkte  (b*r  gemischten 
fcLegelselinittschaar  sind .  ist  zu  bemerken .  dass  die  Kegelschnitte 
von  jeder  der  beulen  (inippcii  paarweise  iiiil  einander  zusanimeii- 
bängen:  Ziehen  wir  niinili(  h  irgend  einen  Strahl  durch  ,  wel- 
cher g  und  //  in  den  Punkten  /,  und  trillt,  so  wird  auch, 
weua  wir     und     mit  n  verbinden  und  die  Scbnittpunkle  dieser 
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Verbindungsslrahlen  mit  h  und  g  durch  und  bezKchnen,  die 
Verbinduogsliuie  t^t^  durcU  p  laufen  müssea  (Fig.  74),  denn  die 

(Fig.  74.) 


Stralüen  ghll  sind  hannooiscli  and  aus  der  harmonischen  Eigen- 
schaft des  ViereclM  folgt  die  Ricbtigfceil  der  obigen  Behauptung. 
Es  giebl  hiernach  zwei  Kegelschnitte  der  Gruppe  [p,  t^,  deren 
einer  in  i^i^,  der  andere  vk  t^t^  die  Geraden  gh  l>er&hrt'and 
durch  g  %  geht;  anderseits  giebt  es  aber  auch  zwei  Kegelschnitte 
der  Gruppe  [tt,  i\,  deren  einer  in  t^t^,  der  andere  in  /^/^  die 
Geraden  gh  berührt  and  ausserdem  durch  geht;  diese  vier 
Kegelschnitte,  welche  paarweise  den  lieiden  Gruppen  angeboren, 
beröhren  sich  in  den  ?ier  Punkten  ^2 '3 '4  derartig,  dass  jeder 
aus  der  einen  Gruppe  die  beiden  andern  aus  der  andern  Gruppe 
iMsrührt;  die  vier  Punl[te  liegen  ferner  mit  den  festen 

Punkten  g  ^  in  einem  Kegelschnitt  weil  g  und  (  zugeordnete 
faarmonisdie  Punkte  sind  zu  p  and  n,  zwei  Diagonalpmikten  des 
voUstAndigen  Vierecks  /,  ^4.  Dieser  Kegelschnitt  hat  Bpn 
zu  einem  Tripel  konjugirter  Punkte,  folglich  ist  p«  die  Polare 
von  B  in  Bezug  auf  ihn  und  daher  B  g  und  B  (  seine  Tangenten 
in  den  Punkten  g  und  ^.  VerSndem  wir  den  willkührlicli  durch 
p  gezogenen  Strahl ,  so  verändert  sich  auch  das  Viereck  der  vier 
Berührungspunkte  /,  t-^i^t^  und  der  Kegelschnilt  Ä;  ersteres  he- 
hfdt  das  feste  Diagonaldreieck  Bpn  und  ein  Seitenpaar  gh  un- 
verändert, der  Kej,M'lschnilt  ^  iieschreihl  eine  Schaar  sich  dop- 
pell InTühreiHlfi-  heg<'Ist Imitle.  welriie  in  den  IMinkleii  g  und  ^ 
die  gemeinsamen  Tangenten  Ii  g  und  B  ^  iiaben.  In  anaiuger 
ScbrSUr,  TiMorle  d.  KtgOttka.  25 
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Weise  ordnen  sich  die  Kegelschnitle  der  gemischten  Schaar  su 
zwei  und  zwei  Paaren,  wenn  man  au^l  einen  heliebigen  Punkt  p 
nimmt.  Ihn  mit  ^  und  1^  verhlndet  und  die  Sclmittpunkte  dieser 
Verbindungsstrahlen  mit  1,  abwechselnd  mit  und  g  Terbln- 
det,  welche  beiden  Linien  sich  wiederum  auf  l  schneiden;  man 
erhilt  dadurch  ein  Vierseit,  dessen  Diagonaldreiseit  ^/X  ist  und 
▼6n  dem  dn  Paar  Gegenecken  g  und  "fy  Ist;  die  vier  Seilen  die- 
ses Vlerseits  sind  die  Tangenten  von  vier  Kegelschnitten,  welche 
paarweise  den  beiden  Gruppen  [p,  X}  und  [n,  (]  angehören  und 
sich  derartig  berühren,  dass  jeder  aus  der  einen  Gruppe  die  bei- 
den andern  aus  der  andern  Gnqipe  iMrubrt.  Die  vier  Seiten 
dieses  Vlerseits  und  die  beiden  Geraden  g  und  h  sind  sechs  Tan- 
genten eines  Kegelschnilts,  der  91 zum  Tripel  konjugirter 
Strahlen  hat  und  daher  die  Geraden  g  und  h  in  denjenigen  bei- 
den Punkten  berfihrt,  in  welchen  sie  von  %  geschnitten  werden; 
verändern  wir  den  wUlkührlich  angenommenen  Punkt  p  auf  der 
Geraden  /,  so  verändert  sich  sowohl  jenes  Vierseit,  als  auch  die- 
ser Kegelschnitt  und  letzterer  durchläult  eine  sich  doppelt  be- 
rOhrende  Kegelschnittschaar,  deren  beide  Beröhrungspunkte  die 
Schnittpunkte  von  g  und  h  mit  der  Geraden  91  sind. 

§  53.  Die  gemeinsQhafUiohiea  Punkte^  Ttogenten  und  das 
gemeinaame  Tripel  konjugirter  Punkte  und  Strahlen  für 
I  swei  beliebig  angenommene  Kegelaohnttte. 

Zwei  wlllkflhrlich  in  der  Ebene  angenommene  Kegelschnitte 
können  höchstens  vier  gemeinschaftliche  Punkte  und  vier  geiiiein- 
sclianiiclic  Tangenten  haben,  denn  durch  fünf  dieser  Elemente 
ist  <k>r  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  eindeutig  bestimmt  und 
zwei  K(><;clschnitte,  welche  dieselben  fünf  Pnnkte  gemeinseliartlich 
hätten,  müssicn  identisch  znsammenrallen.  Die  Frage  nach  der 
Healital  dieser  gemcinsrhanii<  licn  INinkle  nnd  Tangenten,  sowie 
die  Kdiislniklioii  derselben  ist  für  viele  geometrische  Untersncliun- 
'^vu  voll  iinerlässlicber  JUMb  iitiing .  insbesondere  für  die  Konstruk- 
tion des  Kegelscbniltbüschcis  nnd  der  Kegels(lmil(scli;iar,  weirbe 
beiden  (iebiide  <liirrii  zwei  Kcyrlsciinilte  vtdislandii;  uikI  eiiidciiUg 
beslininil  wcrdrn.  Ks  soll  dalu-r  «liesc  Frage  narlilnigilrli  beaiit- 
norlct  wt-rtleij.  Iju  KegcIscliiiiU  llieilt  die  nnendlirln*  Kbeiie  in 
zwei  ticbictc,  wciclie  wir  das  äussere  und  innere  (ii-bi«  !  iieiiiicn; 
crsteres  wird  erfidlL  von  sännnllicbeii  Tangenten  des  Kcgelscbnitl^, 
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If  tztms  von  keiner  getroflen.  Denken  wir  uns  eine  vernndcrliclie 
Tangente  an  dem  Contour  eines  Kegelschnitts  heruml)c>\(>gt,  so 
dorchstreifl  diesolhe  das  ganze  äussere  Gebiet  doppell;  denn  hal- 
ten wir  den  Berührungspunkt  in  der  Tangente  fest,  sn  thcilt  er 
Jedeunal  dieselbe  in  zwei  unendliche  Hälften,  und  während  der 
Berährungspunkt  den  Contour  des  Kegelschnitts  einmal  durch- 
Iftull,  durchstreift  jede  der  beiden  Ufilflen  das  ganze  äussere  Ge- 
biet. Bei  der  Hyperbel  bildet  das  Süssere  Gebiet  ein  zusammen- 
hingendes  Ganze  von  unendlicher  Ausddmung;  das  Innere  Gebiet 
besteht  aus  zwei  getrennten  (im  Unendlichen  zusammenhftngenden) 
Theilen  ebenfalls  von  unendlicher  Ausdehnung.  Die  Bewegung 
der  Tangente  mit  ihrem  Berflhrungspunkt  längs  des  Contours  der 
Hyperbel  zeigt  den  Zusammenhang  der  beiden  Hyperbelzweige 
im  Unendlichen  26).  Das  hinere  Gebiet  der  Ellipse  ist  von 
endlicher  Ausdehnung,  das  äussere  von  unendlicher;  bei  der  Pa- 
rabel sind  beide  von  unendlicher  Ausdehnung  und  jedes  in  sich 
zusammenhängend. 

Wenn  wir  zwei  beliebige  Kegelschnitte  K  und  iT,  in  der 
Ebene  willkübriich  annehmen,  so  können  drei  wesentlich  ver- 
schiedene Fälle  riicksichtlich  ihrer  gegenseitigen  Lage  ehitreten» 
nämlich  1)  ist  das  innere  Gebiet  des  efaien  ganz  in  dem  inneren 
Gebiete  des  anderen  enthalten  und  zugleich  enthält  das  äussere 
Gebiet  des  letzteren  ganz  das  äussere  Gebiet  des  ersteren,  d.  h. 
der  eine  Kegelschnitt  liegt  ganz  innerhalb  des  anderen,  oder 
2)  das  innere  Gebiet  des  elneo  liegt  ganz  in  dem  äusseren  Gebiet 
des  anderen  und  zugleich  das  äussere  Gebiet  des  erster en  enthält 
ganz  das  innere  des  andern,  d.  h.  der  eine  Kegelschnitt  liegt 
ganz  ausserhalb  des  anderen,  oder  3)  das  innere  Gebiet  des  einen 
greift  theilweise  Ober  in  das  Innere  Gebiet  des  anderen.  In  den 
Fällen  1)  und  2)  können  die  Kegelschnitte  keinen  reellen  Punkt 
gemeinschaftlich  haben,  im  Falle  3)  müssen  sie  gemeinschartUche 
Punkte  haben  und  zvrar  nothwendig  zwei  oder  vier;  denn  ver- 
folgen wir  den  Contour  des  einen,  so  muss  ein  auf  demselben 
sich  bewegender  Punkt  aus  dem  äusseren  (Gebiete  des  anderen 
in  das  innere  Gehiet  desselben  fdx'rtrelcn  hei  der  Annahme,  dass 
ein  Theil  der  inneren  (irhicle  sich  deckt;  der  sicii  hcwog(»nde 
Punkt  inuss  aber  auch  witMlernin  ;ius  dcni  inneren  (iehiet  in  das 
äussere  /nrückk«'lirrn ,  von  wo  wir  ihn  ausziehen  liessen;  hei 
dem  kontinuirliclien  Durchlaufen  des  zusannuenhangendeu  (hei  der 
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Hyperbel  durchs  riicntlliche  zusanuiienhanpcnden)  Conlours;  er 
iDuss  also  mindesli'iis  zwei  Mal  die  Grenze  überschreiten,  kann 
es  aber  auch  vier  Mal,  d.  h.  zwei  Kegelschnitte  haben  ent- 
weder keinen  oder  zwei  oder  vier  gemeinschaftliclie 
Punkte;  haben  sie  einen  gemeinschaftlichen  Punkt, 
so  müssen  sie  noch  einen  zweiten  reellen  Punkt  ge- 
melnf^rhartlich  haben,  liönnen  aber  auch  noch  drei 
haben;  haben  sie  drei  reelle  I^unltte  gemein,  so  müs- 
sen sie  noch  ein en  vierten  reellen  gemelnscha fllictieo 
Punkt  haben.  Hieraus  folgt  unmittelbar  das  gegenüberstehende 
Ergebniss:  Haben  zwei  KegeischniUe  eine  reelle  ge- 
meiDschafiliclie  Tangente«  so  müssen  sie  noch  eine 
zweite  haben,  können  aber  auch  noch  drei  andere  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben;  denn  wenn  wir  zwei 
Kegelschnitte  mit  einer  reellen  gemeinschaftlichen  Tangente  in 
Bezug  auf  irgend  einen  Kegelschnitt  als  Basis  polarisiren  (§  36), 
so  erhallen  wh*  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  einen  reelles 
Punkt  gemein  haben,  folglich  nothwendig  noch  einen  zweUeo 
oder  drei  andere  geroeinschafUlche  Punkte;  die  ursprüngUcbes 
beiden  Kegelschnitte  haben  daher  nothwendig  noch  eine  zweile 
gemeinscbaflUche  Tangente,  oder  auch  drei;  hieraus  folgt*- 
Zwei  Kegelschnitte  haben  entweder  keine  oder  zwei 
oder  Tier  gemeinschaftliche  Tangenten. 

Wie  nun  gemeinschaftliche  Punkte  und  Tangenten  bei  zwei 
Kegelschnitten  zusammen  auftreten,  erkennen  wir  am  deutlichM 
indem  wir  das  gemeinschaftliehe  Tripel  konjugfa'ter  Punkte  uod 
Strahlen  In  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  aufsuchen.  Irgend  eis 
Punkt  p  in  der  Ebene  hat  in  Bezug  auf  jeden  der  beiden  geg^ 
benen  Kegelschnitte  JT  und  JT,  efaie  besthnmte  Polare;  sucbes 
wir  solche  Punkte  in  der  Ebene  auf,  für  welche  die  beiden  Po- 
laren zusammenfallen;  und  anderseits,  jede  Gerade  in  Bezog  aoT 
einen-  Kegelscbnitt  hat  einen  bestimmten  Pol;  suchen  wir  solche 
Gerade  auf;  welche  für  beide  Kegelschnitte  denselben  Pol  haben: 
eine  Lösung  der  ersten  Frage  giebt  zugleich  eine  Lösung  der 
zweiten,  wie  ersichtlich  Ist,  und  zwei  Lösungen  geben  sofort  ehie 
dritte,  denn  seien  x  und  X,  y  und  Y  zwei  Paar  Pole  und  Po- 
laren in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte,  so  muss  der  Scbnitl|Hiolit 
(AT,  F)  und  die  Verbbidungslinie  xy  ein  drittes  Paar  Pol  und 
Polare  für  beide  Kegelschnitte  sein.  Mehr,  als  drei  Lösungen  der 
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Frage  kdnaen  aber  aicbt  existircn,  sobald  (he  gegebenen  Kegel- 
schnitte TOD  einander  verschieden  sind,  denn  wären  x  und  JT, 
y  und  F,  xy  =^  Z  und  {X»  Y)  ^  z  diese  drei  Paar  Pole  und 
Polaren  und  noch  ein  viertes  Paar  u  und  so  üessen  sich  un- 
endlich-viele  neue  Paare  herstellen,  nämlich  d?«  s=  F  und 
(X,  V)  ^  V  u.  8.  f.,  und  aus  diesen  wieder  neue,  was  einen 
netxartigen  Fortgang  bat;  auf  jeder  VerbiDdiingsliiiie  wie  s.  B. 
xy  wftre  ein  Punlilsystem  beltannt,  welches  beiden  Kegelschnitten 
gleichzeitig  angehörte,  und  die  beiden  Asymptotenpuokte  wSren 
allemal  ein  Paar  gemeinschafUicher  Punkte  beider  Kegelschnitte 
(reell  oder  Iroaginlr),  die  beiden  Kegelschnitte  bitten  also  un- 
endlich •viele  gemeinBehaflliche  Punkte  und  wären  somit  iden- 
tisch. Nach  dieser  vorläufigen  Bemerkung  kommt  es  nun  darauf 
an,  jene  besonderen  Punkte  zu  finden,  deren  Polaren  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  zusammenfallen;  bewegen  wir  zu  diesem 
Zweck  ehien  vcrinderlichen  Punkt  p  auf  einer  beliebigen  Gera- 
den ®,  so  wird  seine  Polare  In  Bezug  auf  den  ersten  Kegelschnitt 
X  ein  StrablbQschel  beschreiben,  welches  um  den  Pol  o  der  Ge- 
raden ®  sich  dreht  und  projektivisch  ist  mit  der  von  )>  beschrie- 
benen Punktreibe  auf  dem  TrSger  @  (§30);  ebenso  die  Polaren 
von  den  Punkten  )»  In  Bezug  auf  den  zweiten  Kegelschnitt  X^x 
diese  beiden  projektiviscben  Strahlbflscbel,  deren  Mittelpunkte  o 
und  0|  sind,  erzeugen  selbst  einen  Kegelschnitt  tt,  welcher  durch 
o  und  0|  geht  und  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  sich  hi  jedem 
Punkte  q  desselben  die  Polaren  eines  gewissen  Punktes  p  der 
Geraden  ®  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  und  IT^  schneiden, 
also  auch  umgekehrt:  Die  Polaren  eines  jeden  Punktes  <|  des 
Kegelschnitts  St  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  X  and  Xi  tref- 
fen sich  in  einem  Punkte  p  der  Geraden  @ ;  wenn  wir  jetzt  eine 
zweite  Gerade  ®'  annehmen  und  von  einem  verinderlicben 
Punkte  p'  durchlaufen  lassen,  so  erhalten  wir  in  derselben  Weise 
wie  vorhin  einen  zweiten  Kegelschnitt  welcher  durch  die 
Pole  o'  und  o,'  der  Geraden  ®'  rQcksichtlich  der  Kegelschnitte 
K  und  Ä'j  hindurchgeht  und  alle  Ihmkte  q'  enth.iit,  deren  Po- 
laren in  Bezug  auf  K  und  A',  sich  in  einem  Punkte  der  Ge- 
raden @'  treffen.  Die  beiden  Kegelschnille  ^  iimi  >t'  haben  nun 
einen  unriiiltrll>ar  anzugebenden  Punkt  gemein;  der  Schnittpunkt 
P  der  CienHlen  @,  hjU  iirimlirh  in  liezng  auf  K  imd  A',  zwei 
i'olarco,  welche  sich  in  ij  treücn,  und  durch  Q  müssen  ullenbar 
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beul)-  Kegeliiciiiiitle  ^  und  ^'  lundiircligelieii;  sie  babeii  nach 
dem  Ohigrn  nolliwendig  noch  einen  oder  drei  andere  gemein- 
scbafUiche  Puolite,  welche  die  I.ösung  der  vorgelegten  Frage  dar- 
bieten; sei  X  eio  gemeinsciiaflliclier  Punkt  der  Kegebcboitte 
ft  und  ^'  ausser  dem  bekannten  Q,  so  niüsson,  weil  er  in  ^ 
liegt,  seine  Polaren  rücksichtlicii  A'  und  A',  sich  in  eüiem  Punkte 
I  der  Geraden  @  ireiTen,  und  weil  er  in  ^'  liegt,  müssen  sie 
sieb  in  einem  Punkte  |'  der  Geraden  (B'  treffen;  die  Punkte  | 
und  I'  faUen  aber  nicht  lusammen  in  P,  weli  aonat  xlnQ  Uige; 
fol^ch  mOssen  die  PoUuren  von  x  rückaichtUcli  beider  Kegel- 
schnitte IC  Kl  in  die  Gerade  ||'  zummmenfalien,  d.  h.  x  ist  ein 
Punkt  der  gesuchten  Art  Wir  scfaUessen  also:  Es  gieht  in  der 
Ebene  im  Allgemeinen  drei  Punkte  xyt  der  Art»  dass 
für  jeden  derselben  die  Polaren  r&cksichtlich  sweier 
gegebenen  Kegelschnitte  K  und  JC^  zusammenfallen; 
von  diesen  drei  Punkten  muss  einer  immer  reell  sein. 
Nehmen  wir  an,  es  waren  alle  drei  reell,  so  selgt  sich  ein  merk- 
würdiger Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  ihren  Polaren  für 
die  Kegelschnitte  IC  und  iTi.  Wenn  nftmlich  die  Polare  von  x 
in  Bezug  auf  IC  und  ATj  in  |  und  |'  resp.  die  Geraden  ®®'  trUR 
und  die  Polare  von  y  in  17  und  ri\  so  muss  auch  der  Schnittpunkt 
(ll'>  vn'}  ein  solcher  Punkt  sein,  dass  er  dieselbe  Polare 
in  Hezug  anr  beide  Kogelschnitte  A^A',  hat;  es  giebt  aber  nur 
iiücii  v'im'u  einziJ^eIl  dritten  Punkt  dieser  Art,  nfunlich  z,  den 
vierten  8(  liiiill|tiii»kt  der  beiden  Kegelschnitte  ^  und  il  ',  folglich 
muss  der  Piuikt  (^^',  T]7j')  niil  :  loincidiren  und  seine  Polare, 
welche  in  f  und  ^'  resp.  die  (leraden  @  und  @'  IrilU,  muss  die 
Verbindungslinie  x  1/  sein;  es  ist  also  z  der  I'ol  von  xy  und  iu 
gleicher  Weise  x  iU'V  l*ol  von  yz  und  y  der  Pol  von  zx;  die 
tirei  Punkt«';  xyz  liegen  daher  so,  dass  jeder  der  Pol 
der  Verbindungslinie  der  beiden  andern  ist,  d.  h.  si« 
bilden  ein  Tripel  k o  11  j u gi r le r  Pu  11  k l e  für  beide  Kegel- 
schnitte  A' und  A',,  und  die  Verltindungslinien: 

[yz]  =  X  {zx}  =  y  Uy)  =  Z 
ein  I  ri|M;I  konjugirter  Strahlen.  Hierdurch  ist  zugleich  die  zweite 
oben  aulgeslellle  l-rage  beantwortet,  nandich  solche  (lerade  in  der 
Kbern?  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  A'  und  A',  zu  (inden.  deren 
i*ulc  in  Hczug  auf  beide  zusaramcnrallen ;  denn  eine  solche  Ge* 
rade  muss  die  Triger  (9  und  ®'  in  zwei  derartigen  Punkten  p 
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und  treffen,  dass  der  Schnittpunkt  der  Polaren  von  p  in  Be- 
lüg auf  K  und  AT,  mit  dem  Sclinittpunkl  der  Polaren  von  p'  zu- 
eammenftUt»  und  solcher  Geraden  gieht  es,  wie  ulr  gesehen  haben, 
nur  die  drei  H\  ^n'»  oder  X,  Z.  Also:  Es  giebt  in 
der  Ehene  Im  Allgemeinen  drei  Gerade  JCTZ  der  Art, 
dass  für  jede  derselben  die  Pole  rOcksichtlich  zweier 
gegebenen  Kegelschnitte  JT  und  AT,  zusammenfallen; 
▼on  diesen  drei  Geraden  muss  eine  immer  reell  sein; 
sind  alle  drei  reell,  so  bilden  sie  ein  Tripel  konjugir- 
ter  Strahlen  fflr  beide  Kegelschnitte  AT  und  if|,  d.  h. 
der  Pol  jeder  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  andern. 
Da  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripeldreieck ,  dessen  Ecken  xyz 
und  gegenQberliegende  Selten  X  I  Z  gleiclizeilig  beziehungsweise 
ein  Tripel  koojugirter  Punkte  und  Strahlen  für  beide  gegebenen 
Kegelschnitte  sind,  entweder  alle  Ecken  und  Seiten  reell  sind 
oder  nur  eine  Ecke  sc  und  die  gegenflberliegende  Seite  AT,  so 
braueben  wir  auch  nur  diese  beiden  Immer  reellen  Elemente, 
deren  Konstruktion  oben  augegeben  Ist,  zu  ermitteln  und  können 
die  übt  igen  auf  folgende  Art  aus  ihnen  finden:  Die  Polare  X  von 
X  ist  der  Träger  zweier  verschiedenen  Puniibyslenie,  welch«  bc- 
zit'liungsweisc  den  Kegelschnitten  A'  und  A',  zugelißreii;  bubeii 
dieselben  ein  gemeinst bafliirbes  Paar  iionjugirler  Punkte  f§,^  IG 
und  311.  so  niuss  dassellje  ans  den  l'iiniiten  //  und  z  bestehen; 
dieses  IMinkifn|iaar  iiaiin  alsu  inu'  dann  imaginär  sein,  wvwu  «lie 
beidiMi  auf  .V  brlindlirlien  IMniklsjsleine,  N\ei(:lie  den  Kegelscluiil- 
ten  yr  und  A  ,  zti^choreu.  bebb'  byjierl)oliseii  sind  und  di»*  A^yni|»- 
lo(«iij»iinklf  (k'iselben  >bli  gegens(;itig  trennen,  «xiti  iiiil  .indern 
Worten,  wenn  die  (iera(b;  .\'  beide  Kegelsc  biiiltt;  A'  uihI  /i ,  in 
je  zwt'i  reellen  l^inkliMi  sclineidt't ,  von  dcnrn  das  rine  I*;iar 
duixb  das  andere  und  /uglei«  b  dieses  dur«  Ii  |t  ii('s  gelreinil  wird. 
Wrtui  die  Kegelseluiille  A'  und  A,  kr'inen  rt^elltii  IMnikt  geniein 
baben,  also  in  der  oben  mit  1}  und  2)  be/.eiebnel«'n  Lage  sieb 
l)eliiidrii,  bei  ucbber  «.'UlNvcder  der  eine  ganz  inneibalb  oder 
ganz  aussn  liiilb  des  andern  geb'grn  ist,  dann  ist  es  crsi«  bilieb, 
dass  jed«!  (ieiadc,  welche  beide  in  rrellen  l*unkteii(taai cn  schnei 
del  (also  auch  .Vi.  sie  nolliuendig  mi  Ireticn  niuss,  dass  die 
Schnill|»unklen|»aare  nicht  «luidi  einander  gelrennt  werden,  also 
sclili«  sscii  w'ii:  Zwei  K  l;  c  I  sc  b  n  i  I  f  e ,  welche  k  eitlen  reel- 
len l'uakl   gemein    hüben,    müssen  uulbwendig  ein 
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reelles  Tripel  konjiigirter  Puiikh3  x  tj  z  geiueinsc  liafl- 
licli  haben,  tlenn  es  ^'mhl  überliaiipl  keine  Ger;ide  in  der  Kbcue 
zweier  so  gelegener  Kegelscbnille,  welclie  tlieselben  in  Punkton- 
paaren träfe,  die  einander  trennen,  also  auch  kein  A'  der  Art 
Anderseits  haben  z>Yei  Kegelschnitte,  welche  vier  reelle  gemein- 
sehafüicho  Punkte  haben,  immer  ein  reelles  gemeinsames  Tripel 
xyz,  welches  a  priori  zu  bestininien  von  früher  her  bekannt  ist» 
nämlich  das  Diagonaldreieck  des  von  den  vier  Schnittpunkten  ge- 
bildeten vollständigen  Vierecks;  also  bleibt  dafür,  dass  die  bei- 
den Kegelschnitte  K  und  iTj  von  dem  gemeinsamen  Tripel  allein 
w  und  X  reell  haben,  der  einzige  Fall  übrig,  dass  die  beides 
Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  Scboitipunkte  baben;  wir  schlieesea 
also:  Wenn  zwei  KegelschDitte  nur  twei  reelle  SchDitt* 
punkte  baben,  so  ist  von  dem  gemeinschaftlicben  Tri- 
pel nur  ein  Punkt  x  und  seine  Polare  (die  Verbüduiigi* 
linie  der  beiden  andern)  reell  Denn  wäre  das  Tripel  xgi 
ToUstindig  reell  und  die  Kegebcbnitte  bitten  nur  ehien  reeUea 
Punkt  «r  gemeinscbaftlicb ,  so  würde,  wenn  wir  ax  sieben,  wel* 
ches  in  r  träfe,  der  vierte  harmonisfbe  Punkt  xu  «xx»  dem 
«  zugeordnet,  nothwendig  aucb  ein  gemeinschafüicber  Punkt  bei- 
der Kegelschnitte,  also  der  zweite  Punkt  ß  sein  mflsnen;  in  gld- 
cber  Weise  wQrden  wir  aber  nocb  zwei  andere  gemeinscbafUicbi 
Punkte  erhalten,  indem  wbr  or  mit  ^  und  z  verbinden  und  die 
.  gleiche  Konstruktion  ausfülu^n;  wenn  also  die  Kegelschnitte  ao 
reelles  gemeinschafUicbes  Tripel  und  nur  einen  Punkt  gemds 
bitten,  so  mQssten  sie  vier  reelle  gemeinscbaftlicbe  Punkte  babaa; 
es  kann  mithto,  wenn  sie  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  gemeta 
baben,  das  Tripel  nicht  volUtändig  reell  sein,  sondern  nur  or  und 
X,  und  zugleich  müssen  die  beiden  reellen  geroeinschafllirbea 
Punkte  mit  x  in  gerader  Linie  liegen;  und  umgekehrt:  Weon 
von  (U'in  gemeinscbaftlic  luMi  Trijtel  zweier  Ke|^'«'lschnilte  allein  ein 
Tripclpunkl  x  und  seine  zugehörige  Polare  X  reell  sind,  so  müs- 
sen die  beiden  Kegelschnitte  zwei  und  nur  zwei  reelle  geniein- 
scliafllicbe  Pinikle  haben.  Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den 
gemeinsi  liarilichen  Tangenten  zweier  Kegelschnitte,  Wenn  zwei 
Kegelscbnille  vier  reelle  geineinschallliche  Tatigenten  haben,  >o 
haben  sie  ein  vollstäiidig  reelles  gemeinschaftliches  TripcMr»  ieck, 
nämlich  <las  Diagonaldreieck  des  von  jenen  vier  Tangenten  ge- 
bildclcu  volistänüigcu  Vierscils.   Ebenso:  Wenn  zwei  Kegel* 
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sfliiiillc  keine  reell»'  gemeinsc]i;ifllirhc  Tiiiij^eiilt^ 
haben,  so  müssen  sie  ein  reelles  Tripel  konjn girier 
Str^llllen  (und  Punkte)  besitzen.  Dies  lolgt  dureh  Polari- 
sation aus  dem  oben  Naeligewiesenen :  dass,  wenn  zwei  Kc«;el- 
sebnillc  keinen  reellen  l'nnkt  haben,  ihr  gemeinsames  Tripel 
vollständig  reell  sein  mnss.  Denn  polarisiren  wir  die  beiden  ge- 
gebenen Kegelschnitte  K  und  Af, ,  von  welchen  angenommen  wird, 
dass  gie  keine  gemeinschaitliehe  Tangente  reell  haben,  so  erhal- 
ten wir  zwei  neue  Kegelschnitte,  welche  keinen  reellen  i^nikt 
gemein  haben,  uod  da  diese  ein  reelb  s  gemeinschartlicbes  Tripel 
haben,  so  mfissen  auch  jene  ein  solches  haben,  indem  aus  Pol 
und  PoUire  eines  Keg(dsrhniits  durch  Polarisation  allemal  wie- 
der Polare  und  Pul  des  Polarerzeugnisses  wird  (§  30} ,  also  auch 
aus  einem  Tripel  konjugirter  Punkte  ein  Tripel  konjugirter  Strah- 
leo,  was  ja  gleichzeitig  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  ist.  Wenn 
endlich  die  gegebenen  Kegelschnitte  K  und  ITj  nur  swel  gemein- 
schafUiche  Tangenten  reell  haben,  so  kann  ihr  gemeinschaftliches 
Tripel  nicht  ganz  reell  sein,  sondern  nur  X  und  x\  dennwSren 
alle  drei  konjugirten  Strahlen  JT  FZ  des  Tripels  reell,  so  rofissten 
die  Kegelschnitte,  sobald  sie  nur  eine  reelle  gemeinschaftliche 
Tangente  hStten,  alle  vier  reell  haben;  wir  finden  nSmlich,  wenn 
u  die  erste  wäre,  die  drei  Ckbrigen,  indem  wir  durch  jeden 
Schnittpunkt  derselben  mit  X,  Y,  Z  den  vierten  harmonischen 
ihr  zugeordneten  Strahl  konstruiren,  während  je  ein  THpelstrahl 
und  die  Verbindungslinie  jenes  Schnittpunktes  mit  dem  Pol  dieses 
Tripektrahls  das  andere  Paar  zugeordneter  Strahlen  sind.  Also: 
Wenn  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben,  so  Ist  von  ihrem  gemein- 
sehaftlichen  Tripel  allein  ein  Trlpelstrabl  und  sein 
Pol  X  (der  Schnittpunkt  der  beiden  andern)  reell;  und  auch 
umgekehrt:  Wenn  allein  X  und  x  reell  ist,  so  müssen  die  Ke- 
gelschnitte zwei  und  nur  zwei  reelle  gemeinscliaftliche  Tangenten 
liaben.  Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  dem  Obigen:  Zu  ei 
Kegelschnitte,  w  elche  nur  zwei  re  eil e  Seh n i  1 1  p u  nk  l  e 
haben,  müssen  zwei  und  nur  zwei  reelle  gemein- 
sehartliche  Tangenleu  besitzen,  und  umgekehrt.  (Vgl. 

Hieraus  ersehen  wir,  dass  bei  zwei  ludiebig  angenonunenen 
Kegelschnillcu  K  und       l  ücksichtlich  ihrer  gemeinschallllicheu 


3Ü4  Dritter  Abschnitt. 

Punkte  und  Tangenteu,  überhaupt  nur  folgende  Tünf  FSUe  ein- 
treten können: 

.  A)  Das  gemeinschaftliche  Tripel  xyz,  und  Xs^s),  Ts  {zx), 
Z=  {xy)  ist  vollständig  reell: 

I.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  keinen  reellen 
Punkt  und  keine  reelle  Tangente  gemein- 
schaftlich. 

II.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  keinen  reellen 
Punkt,  aber  vier  reelle  Tangenten  gemein- 
schaftlich. 

III.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  reelle 
Punkte,  aber  keine  reelle  Tangente  gemein- 
schaftlich. 

IV.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  vier  reelle 
Punkte  und  vier  reelle  Tangenten  gemein- 
schaftlich. 

ß)  Von  dem  gemeinschafllichen  Tripel  ist  nur  ein  Tripei- 
piuikt  X  und  ein  Tripelstrahl  X,  seine  I*olare,  reell: 

V.  Die  beiden  Kegelschnitte  haben  nur  zwei  reelle 
l'niiktc  und  gleichzeitig  nur  zwei  reelle  Tan- 
g  L'  n  1 1'  n  g  f  m  <■  i  ii  s  c  Ii  a  Fl  1  i  c  Ii. 

Wie  nini  in  diesen  ITnil  F;illeii  das  genieinsaine  Tri|»el  rfu  k- 
siclitlieli  der  beiden  geyelxMien  Kegelschnitte  gelegen  ist,  Ifisst 
sieh  auf  folgende  Weise  erkennen:  Kiii  Tripel  konjngirler  l'uid^le 
Hm  eiin-n  Kegeiseljuitl  liegt  {§  30)  immer  so  zu  demselben,  dass 
ein  Trij)el|»nnkt  in  dem  inneren  (iebiele  des  Kegelsehiiills,  die  bei- 
den .iiiderii  in  dem  .inssereii  (ieliiete  enlliidlen  sind  «uler  von  den 
drei  konjiigirt«'!!  Strahlen  zwei  den  hegelsehiiitt  in  zwei  reellen 
Pind\leni)aari'n  und  der  drille  nielit  s«  hneidel,  Has  genieinschafl- 
lielie  Tripel  zweier  Kegelsebnitle  kann  deiiiiKuh,  wenn  es  voll- 
ständig reell  ist,  nur  auf  zwei  Arten  zu  Ucnseihen  gelegen  sein: 

entweder  (a)  oder  {ß) 


X  innerhalb  K,  innerhalb  ATj      |  x  ausserhalb  K,  ausserhalb  AT, 

u 

z 


ausserhalb  K,  ausserhalb  {y  innerhalb  ausserhalb  iff 
ausserhalb     ausserhalb  AT,  [t  ausserhalb     innerhalb  ATj 


.V  Iriin  weder  k  ,  noeli  h\        I  (.V|lri(rt  A'  und  A', 

y  li  iin  A'  iMid  A  ,  1  \  Y  Iriin  niehl  A  .  aber  A , 

Z  j  Irilll  A  und  A',  ,      |  trillt  /i ,  aber  nicht  K^. 
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In  dem  Falle  1.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (a), 
denn  da  von  den  beideo  Kcgelsclinillon  der  eine  ganz  in  dem 
Innern  Gebiete  des  aaderii  entbalten  ut  (s.  oben  1)),  so  kann  der 
Fall  (ß)  nicht  eiotreteD,  denn  läge  ganz  innerhalb  IC,  so 
müMle  jeder  Punkt  imierhalb  iTj  a  fortiori  auch  innerhalb  K  lie- 
gen, folglich  wJlre  kein  z  möglich;  es  muss  datier  der  Fall  («) 
eintreten. 

Im  Falle  II.  ÜBgt  das  Tripel  nach  der  Art  (ß),  denn 
da  der  eine  Kegelschnitt  ganz  ausserhalb  des  andern  liegen  muss 
(s.  oben  2)),  so  glebt  es  keinen  Punkt»  dbr  innerhalb  beider 
Uegt;  der  Fall  («)  kann  also  nicht  elnlreten,  weil  es  kein  x  giebt, 
folglich  muss  der  Fall  {ß)  eintreten. 

In  dem  Falle  Hl.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  {ßj; 
dies  folgt  aus  dem  vorigen  Falle  durch  Pobrlsation;  denn  das 
polarisirte  Gebilde  des  vorigen  giebt  zwei  Kegelschnitte,  welche 
keine  reellen  Tangenten,  aber  vier  reelle  Punkte  gemein  haben, 
und  das  Tripel  konjugirier  Punkte  geht  in  das  Tripel  konjugirter 
Strahlen  Aber;  es  ist  aber  offenbar,  dass  beide  übereinstimmend 
ilegen  mflsseu,  rolglicb  liegt  das  Tripel  im  Falle  HI.  so,  wie  im 
Falle  II.  nach  der  Art  {ß). 

In  dem  Falle  IV.  liegt  das  Tripel  nach  der  Art  (a); 
denken  wir  uns,  da  die  vier  geincinschaniicben  Tan^MMilcn  reell 
sind,  die  ganze  Schaar  der  dtm  Viei*seit  einbescbriebeiicn  Kc^cl- 
sclinille,  so  erTülUii  (liuselbcii,  w'w  wir  wissen  44),  nur  die 
iunf  elli|»lisclu'ii  Hiuime  (e) ,  \\(i\innu\  die  .scriis  hypcrbolisLlicn 
Itüuuie  (h)  Irei  bleiben  (Fig.  lüj,  und  aul  diese  lüui'  ellipliscben 


Räume  vertheilen  sich  die  Kegelschnitte  der  Schaar  in  zwei 
Gruppen  Ellipsen  und  zwei  Gruppen  Hyperbeln  der  Art,  dass  die 


(Fig.  76.) 
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eine  Gruppen  Ellipsen  ganz  In  dem  Räume  {e),  die  eine  Gruppe 
Ilyperlieln  ganz  in  den  Räumen  (^|)  und  {e^,  die  andere  Gruppe 
Ellipsen  ganz  in  dem  Räume  {e^)  und  die  letzte  Gruppe  Hyper- 
beln ganz  in  den  Räumen  {e^  und  [e^)  enthalten  ist.  Wenn  also 
zwei  Kegelschnitte  dieser  Scliaar  AT  und  IT,  reelle  Schnittpunkte 
haben  sollen,  iwie  in  IV.,  so  mftssen  sie  entweder  beide  im 
Räume  {c)  oder  beide  in  (^|}  und  oder  beide  in  {eji  oder 
beide  in  [e.^]  und  (e^)  oder  einer  in  {e^)  und  der  andere  in  {e^ 
und  {c^)  enthalten  sein,  denn  diese  Räume  e  schliessen  sich  gegen- 
seitig aus;  bei  dieselk  TQnf  Annahmen  liegt  aber  immer  das  Tripel 
xyz  nach  der  Art  [a] ;  liegen  nun  beide  Kegelschnitte  im  Räume  (e), 
90  liegt  X  ausserhalb  beider  und  auch  z;  sind  beide  In  (^J  und  {e^ 
entlialten,  so  liegen  y  und  z  ausserhalb  beider;  sind  sie  in  (e,) 
enthalten,  so  Hegt  x  und  y  ausserhalb  beider;  sind  beide  in  (^,) 
und  («4)  enthalten,  so  liegen  wiederum  x  und  p  ausserhalb  bd- 
tier,  und  endlich  auch,  wenn  einer  in  {e^),  der  andere  in  {e^)  und 
{e^)  enthalten  ist  Unter  allen  niögüclien  Annahmen  liegt  also  im 
Falle  IV.  das  Tripel  xyz  nach  der  Art  (»). 

In  dem  Falle  V.  liegt  der  reelle  Tripelpunltt  x 
ausserhalb  beider  Kegelschnitte  und  seine  Polare  X 
schneidet  beide  Kegelschnitte  in  reellen  Pnnkten- 
paaren,  welche  einander  trennen,  wie  wir  dies  schon  oben 
gesehen  haben. 

Ks  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  während  die  Lage  der  Fälle 
I,  II,  IV,  V  bei  jeder  Art  von  zwei  Ke«;rlschnilten  (KIlipse,  Pa- 
ii\hv\ ,  Hyperbel)  auftreten  kann,  <lor  Faii  III.  iiiu"  möglich  ist, 
wvuu  wiMiigsteiis  einer  der  beiden  Kegelselmilte  llyjjerbel  ist. 
Dies  folgt  wiederum  dnreh  Polarisation  des  Falles  II.,  wo  jeder 
Kogelsehnill  ganz  in  drm  iinsseren (Jebiet  des  andern  liegt,  also  kein 
Punkt  exi>tirl ,  web  her  gleielizeilig  innerhalb  beider  sich  befindet. 
Pas  INdar-Krzenirniss  eines  Kegelseliiiills  A'  Mird  aber  nur  Ellipse, 
wenn  der  .Mitul|»nid\t  der  Hasis  innerb.db  A'  liegt  {§  30),  und  da 
es  lv(  inen  Pindvt  i^irlit,  w  elcher  gleielizeilig  innerhalb  A'  und  A', 
liegt  im  Falle  II.,  so  muss  das  Polarerzeugiiiss  der  .Vrt  sein,  dass 
wenigstens  einer  der  beiden  erzeugten  Kegeh»  liiiitte  Hyperbel  ist 
^)der  auch  bi'ide);  weil  aber  durcb  Polarisation  des  Falles  II.  der 
Fall  III.  hervorgeht,  so  muss  von  zwei  Kegelsehnitteii ,  welche 
vier  reelle  Punkte .  aber  keine  reelle  Taugeute  gemein  üabeu, 
wenigsleus  einer  Hyperbel  sein. 
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Wir  müssen  nocb  eines  besonderen  Falles  Erwähnung  thun, 
welcher  eine  Augnahnie  macht.  Aus  der  vorigoii  UntersucboDg 
gehl  nämlich  hervor,  dnss  im  Allgemeinen  zwei  Kegelschnitte  nur 
ein  einziges  Tripel  konjugirter  Punkte  genieinschaft- 
lich  haben,  von  dem  entweder  alle  drei  Punkte  xyz  oder  nur 
einer  und  seine  Polare  X  reell  sind;  die  beiden  auf  X  befind- 
lichen Punktsysteme,  weicht  den  beiden  Kegelschnitten  zugebOren, 
haben  als  gemeLnschaftlicbes  Paar  konjugirter  Punkte  y  und  z 
und  können,  solange  sie  von  einander  verschieden  sTnd,  nur  ein 
einziges  gemeinscbaftlicbes  Paar  besitzen;  es  kann  aber  der  be- 
sondere Fall  eintreten,,  dass  diese  beiden  Punktsysteme  identisch 
sind;  alsdann  haben  sie  unendUch-viele  Paare  konjugirter  Punkte 
gemehiscbafUlcb  und  die  beiden  Kegelschnitte  haben  unendlich- 
vlele  Tripel  konjugirter  Punkte  gemeinschaftlich, 
welche  Indessen  eine  Ecke  x  und  die  gegenöberlicgende  Seite  JIT  ge- 
mein haben.  Die  Kegelschnitte  haben  dann  ($51)  eine  reelle  oder 
Ideelle  doppelte  Berfihrung  und  es  folgt  hieraus,  dass  zwei  Kegel- 
schnitte, auch  ohne  identisch  zu  sein,  mehr  als  ein  gemeinschaft- 
liches Tripel  haben  können ;  dass  sie  dann  aber  eine  (reelle  oder 
ideelle)  doppelte  fierOhrung  haben  müssen  und  den  unendtich- 
vielen  gemeinschaftlichen  Tripeln  eine  Ecke  und  die  gegenüber- 
liegende Seile  (Polare)  gemeinsam  ist. 

Nactidem  wir  vermittelst  des  aufgcfuiKlencn  *ieuieiu»ciiafl- 
liclien  Tripels  zweier  Kegelschnitte  alle  iiiö<?liclieii  Fälle  liinsirhl- 
lich  der  Ilealität  ihrer  genieinschafUicln'ii  I'uukle  und  Tjinj^'enlen 
erörtert  hahen,  hieiht  es  noch  ührig,  eine  direkte  Knnslniklion 
der  lel/lcren  anzugehen,  indem  das  gemcinschaftlifhe  Trijx'l,  dessen 
Konstruktion  ohen  gegehen  Nunnle,  als  hereils  erinillell  ange- 
nommen wird,  l'in  genieinschaflliche  Tunkte  zweier  Kcgclschniltr 
K  imd  A'i  aufzufniden,  kommt  es  darauf  an,  solclic  (lerade  in 
der  Khene  zu  ernnltt-ln,  welchen  in  lk'/.ii|L,'  auf  WiAv  Krgolschnill«* 
dasseihe  PunkLsyslem  zugehört,  «lemi  eine  s»»lehi;  (ierade  niuss 
reelle  oder  ideelle  gemeiiiseli,i('(liihe  Sekante  heider  Kegelsehnilte 
sein,  je  naclidem  jenes  Punktsyslem  hyperholisch  oder  elli[ttisrli 
ist;  um  anderseits  gemeinschaftliche  Tangenten  zweier  Kegel- 
*  schnitte  zu  linden,  kommt  es  darauf  an.  solehe  Punkte  in  der 
Ebene  zu  ermitteln ,  denen  in  ßezug  auf  beide  Kegelschnitte  das- 
selbe Strahbystem  zugehört;  denn  die  Asymptoten  eines  solchen 
Strahlsystems,  wenn  es  hyperbolisch  ist,  müssen  gemeiudchallUiche 
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Tangenten  beider  Kegelschnitte  sein,  and  wenn  es  elhptfech  ist, 
so  nennen  wir  einen  solchen  Punkt  den  Darehsefanittspunkt  iwcier 
imaginärer  gemeinschalUlcber  Tangenten  beider  Kegelschnitte.  Jene 
Geraden  und  diese  Punkte  aufzufinden  giebt  uns  das  gemeinschaft- 
liche  Tripel  ein  Hfllfsmittel  an  die  Hand;  denn  ein  Tripelpunkt« 
und  seine  Polaren  X  besitsen  die  Eigenschaft»  dass  auf  irgead 
einem  durch  x  gezogenen  Strahl  der  Schnittpunkt  £  mit  JT  oud 
der  Punkt  x  ein  Paar  konjugirter  Punkte  f&r  beide  Kegelschnitte 
Ist,  also  die  beiden  Punktsysteme  auf  diesem  durch  x  gezogenes 
Strahl,  welche  den  lielden  Kegelschnitten  zugehdren.  das  Punkten* 
paar  x^  lu  einem  gemeinschaftlichen  Paar  konjugirter  Punkte 
haben;  drdien  wir  jetzt  einen  Strahl  um  x»  so  kann  es  TorkomineB, 
dass  auf  Ihm  noch  ein  zweites  Paar  konjugirter  Punkte  beiden 
Punktsystemen  gcmeinschartlich  wird,  und  dann  müssen  sie  identisdi 
sein,  weil  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  das  Punktsystem  bs- 
stimmen ;  also  eine  gemeinschaftliche  Sekante  wäre  gefunden. 
Lassen  wir  nun,  wie  am  Anfange  unserer  Itetraclitung,  einen 
Punkt  p  eine  iieliehij^e  (iera«lc  @  dnrrlilanfcii  imd  treffen  sich 
die  Polaren  von  p  rüeksiehtlieli  der  beiden  IvegelscliniUe  K  und  A", 
in  (lern  verändeiliciien  FNmkte  q,  so  beschreibt  q,  wie  wir 
sehen  haben,  ein<'n  bestimmten  Kegelsciniilt  ^,  welcher  dem  ge- 
meinschnfllichen  Tripel  .r//r  uinsrhrieben  ist,  imd  jedem  Punkte  p 
der  Geraden  erilspricbt  ein  liestimmter  Pmikl  q  des  Ki'i,'^!- 
schnills  ^  von  der  IJeschaffenheit,  dass  jj  und  q  ein  Paar  kon- 
jn^'irfcr  Punkte  beider  gegebenen  Ke^^elsrhnitte  K  und  h\  ist- 
Dem  Punkte  x  entspricht  der  Schnittpunkt  |  der  Geraden  @  mit  X 
den  l'unkten  v*  (wenn  sie  reell  sind)  die  Schnittpunkte  ij?  df 
Geraden  (Sj  mit  Y  und  Z.  Da  p  und  q  immer  ein  Paar  kon- 
jugirter Punkte  ist  für  h'  und  A',  und  x  und  §  ein  zweites  Paar, 
so  folgt  aus  dem  in  §  31  bewiesenen  Salze,  dass  die  Schnitt« 
punkte  (.rp,  und  .rq,  |p)  =     elienfaUs  ein  l*aar  kon- 

jugirter Punkt(;  für  beide  Kegelschnitte  sein  muss;  weil  aber  der 
letztere  p^  auf  @  liegt,  80  muss  der  erstere  auf  ß  liegen,  d.  h.  die 
Verbindnngsstrahien  a:p  und  |q  treffen  sich  in  einem  I'unklc 
des  Kegeischnitls  ft,  dessen  konjugirter  Punkt  p'  auf  @  derjemge 
ist.  in  welciiem  x<\  die  Gerade  @  trifft,  oder  mit-andera  Worten:* 
Verbinden  wir  x  mit  einem  Paar  konjugirter  Punkte  ^  und  q,  resp. 
auf  <Sl  und  ft,  so  treffen  die  Verbindungsste*ablen,  ^  und  St  mm 
andern  Male  in  einem  neuen  Paar  konjugirter  Punkte  p'  und 
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Hieraus  geht  horvor,  dass  die  licidcn  Vcrbindungsälraliien  .rp 
und  xq  mit  der  gleichzeilij^en  Bewegung  von  p  und  q  ein  Straiil- 
system  erzeugen.  Sind  nämlicii  n  und  die  Pule,  der  Geraden  @  in 
Uo7Av^  auf  die  Kegelscbnitle  iT  und  A\,  so  lieseln-eDx  n  oq  und  o,q|, 
die  Polaren  von  p,  zwei  projekUvische  Strablbüscliel  mit  der  von  p 
(hnclilaiifencn  Piinktrcihe,  erzengen  also  jenen  Kegelschnilt 
der  durch  x  gehl;  folgücli  hesclireihl  auch  .rq  ein  mit  oq,  also 
mit  der  Punktreihe  {p)  projektivisches  Strahlhüschel;  xp  und  .rq 
besrhreilien  miüiin  zwei  concentrische  projektivische  Strahihnsrhel, 
welche  so  atif  einander  liegen,  dass  die  Schenkel  entsprechender 
gleicher  Winkel  verkehrt  auf  einander  fallen;  denn  wir  haben 
gesehen,  dass,  wenn  xlp  mit  «q^  coincidirt,  d^q  auf  xp^  fallen 
muss;  nach  $  17  bilden  daher  :tp  und  orq  ein  Strahlsystero ; 
dieses  Stralilsystem  Usst  sich  leicht  anschauen,  sobald  die  Gerade  ® 
und  der  Kegelschnitt  St  bekannt  sind;  denn  wir  halten  gesehen, 
dass  zwei  konjugirte  Strahlen  xp  und  xq  desselben  den  Kegel- 
schnitt $t  in  den  Punkten  q  und  q*  durchbohren,  deren  Verbin- 
dungssehne durch  den  festen  Punkt  |  geht,  woraus  noch  ein- 
facher folgt,  dass  xp  nnd  xq  ein  Strahlsystem  erzeugen;  jeder 
durdi  S  gebende  Strahl  trifft  also  den  Kegelschnilt  ft  in  solchen 
zwei  Punkten  q  und  qS  welche  mit  x  verbunden  zwei  Strahlen 
liefern,  die  in  den  konjugirten  Punkten  p^  und  p  der  Geraden  ^ 
begegnen.  Ilieraus  wird  es  nun  leicht,  die  eigentlich  vorgelegte 
Frage  zu  beantworten;  denn  Ist  das  eben  ermittelte  Stralil- 
system [xj  hergestellt  und  wir  drehen  einen  verftnderlicben  Strahl 
um  X,  indem  wir  den  jedesmal  ihm  konju^^irtcn  Strahl  aus  diesem 
Strahlsystem  hinzufügen,  so  Irilll  erslerer  den  Kegelsrhnilt  ^ 
und  letzlerer  die  flerade  @  [und  ziigleitli  uingekehrl)  allemal  in 
zwt'i  i'unkU'ii  q  und  p,  welche  für  A'  nnd  A',  j^leiclizeilig  koii- 
jngirl  sind;  sohahl  daher  zwei  solche  koiijniiine  Sirahh'n  di-s 
Slrahlsysleins  [x]  zusaimii»  iil.tllcn ,  müssen  .uil  diesem  I>oj»j)cI- 
strahl  niclil  allein  die  l'unkle  p  ihm!  q.  sotult  rn  auch  die  Punkte  .r 
und  der  Schnittpunkt  §  mit  .V  je  «  in  l'a.ii  koiijn^iirh'r  Puiikle  für 
/r  und  Ä'i  sein,  und  da  dnreli  zwei  Paar  konJu<;iitcr  Puidvle  ein 
Punktsysicin  \i>llst;uidig  un<l  einiletili^^  hestimml  ist,  so  niuss 
diesem  l)(iji|M'lsti  .ihl  in  liezug  auf  A  und  A',  dasscllic  Ptiiikl>\>lt  in 
ziiijehörcu ,  «xicr  er  nmss  i^rerlle  oder  ideell«')  gemciusclialllit  lic  Se- 
kanle  der  Kegelschnitte  A' und  A',  seiu.  Ks  kounul  al.so  .Mies  darauf 
au,  die  Asymptoten  des  Slraidsyslcjus  [aj  zu  liudeu;  dieselben 
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irerdeo  dadurch  leichl  ermiUelt,  dasswir  durch  |  das  Tangenten- 
paar an  den  KegelschniU  St  legen  und  die  BerQbruDgspunkte  aa^ 
mit  X  Terbinden.  Die  Tollsländige  AuflOeung  der  Aufgabe:  „Die 
gemeinschaftlichen  Pnnicte  xweier  beliebig  gegebener 
Kegelschnitte  M  und  iC^  su  finden*'»  lisat  sich  also  folgen- 
dermassen  zusammenfassen: 

Man  nehme  von  den  Punkten  p  einer  beliebigen 
Geraden  ®  die  Polaren  in  Beiug  auf  iTiind  ITi.  welche 
sich  paarweise  in  einem  Terftnderlichen  Punkte  q 
treffen,  dessen  Ort  ein  bestimmter  Kegelschnitt  ist; 
dasselbe  mache  man  mit  einer  swelten  Geraden  9*,  so 
erhftlt  man  einen  zweiten  Kegelschnitt  $t*>  Die  Kegel- 
schnitte St  und  St^  habeA  einen  reellen  Punkt  Q  ge- 
mein, den  Schnittpunkt  der  Polaren  von  (<il,  <9^)  es p 
In  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  JK  und  £K  Sie  haben 
daher  im  Allgemeinen  noch  drei  andere  Punkte  wffz 
gemein  (von  denen  wenigstens  einer  je  und  dleGeradeX» 
auf  welcher  die  beiden  andern  liegeu,  reell  sein  muss). 
Die  drei  Verbindungslinien  {y,  z)=sj[{z,  x)=  (x,  y)=sZ 
treffen  (9  in  den  Punkten  die  Tangentenpaare 

aus  diesen  Schnittpunkten  an  den  Kegelschnitt  ^  ge- 
legt mögen  die  Berührungspunkte  aa^,  ßß\yy^  haben, 
dann  sind  die  sechs  Linien  xa,  xtt^^  yß»  yß\  zy,  zy^  sechs 
gemeinschaftliche  Sekanten  der  beiden  Kegelschnitte 
K  und  Kl  und  müssen  sich  zu  je  dreien  in  vier  Punkten 
treffen,  welche  die  gesuchten  sind. 

Hieraus  crgiebt  sich  beiläufig  ein  Satz,  «.elcher  auch  auf 
direktem  Wege  zu  verißciren  ist: 

Hat  man  einem  Dreieck  xyz  einen  Kegelschnitt 
umschrieben  und  werden  die  Seilen  dos  Hrciecks 
yZt  zx,  üct/  von  einer  iieliobigen  Transversale  resp. 
in  den  Piiiiktcn  ^i/f  ^-e troffen;  legt  man  aus  ^t]^  die 
Tange nlenpaare  an  ^\  und  bestimmt  die  liernlirungs- 
jMinkle  (1  erseilien:  aa\  ßß^,  yy\  so  selineidct»  sieh  die 
sechs  Veriiindnngsstrahien  .<  a,  .ic(\  yß,  yß\  ty,  ry'  zu  je 
dreien  in  vier  I* unkten  und  sind  die  seelis  Seilen 
eines  vollslä ndi^'en  Vierecks,  dessen  drei  Diagonal- 
punkte  a-y:  sind. 

[Anmerkung.  >Vir  bemerken  noch,  dass  die  Lösung  unserer 
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Aufgabe  nur  eine  Zurück rnlirung  derselben  auf  eine  andere  ist; 
um  nämlich  die  vier  Schnittpunkte  zweier  beliebig  gegebenen 
KegelscbnitCe  JUTilTi  zu  finden,  müssen  wir  drei  Schnittpunkte  x^: 
zweier  andern  Kegelschnitte  St$t^  ermitteln,  welche  einen  be- 
kannten vierten  Punkt  Q  gemein  haben.  Diese  Zurackfährung  ist  in 
der  Natui^der  Sache  begrOndet  und  nicht  su  eliminiren ;  sie  ist  gleicb- 
l)edetttettd  mit  der  ZurflckfQhning  der  LAaung  der  biqoadratischen 
auf  die  der  Itubischen  Gleichung;  wie  denn  fiberliaupt  in  unserer 
Untersuchung  eine  geometrische  Lösung  der  biquadratischen  ver- 
mittelst kubischer  und  quadratischer  Gleichungen  enthalten  ist] 

Die  analoge  Konstruktton  der  gemeinschartlichen  Tangenten 
der  Kegelschnitte  JC  und  JC^  ist  nach  dem  bekannten  üeber- 
tragungsprinzip  unmittelbar  herzustellen;  mit  den  bereits  kon- 
struhrten  Linien  und  Punkten  können  wir  sie  ein  wenig  abkörzen, 
wie  folgt:  Von  dem  Punkte  P  ^  (@>  werden  die  beiden 
Pobren  In  Bezug  auf  K  und  K},  die  sich  in  Q  trcflen,  und  ein 
Kegehcbnltt  iS  konstruirt,  welcher  dieselben  berQbrt  und  dem 
DreMl  XYZ  einbescbrieben  ist,  also  durch  diese  fOnf  Tan- 
genten vollständig  bestimmt  wird;  zieht  man  die  drei  Stralilen 
Px,  Pij,  Pz,  so  schneiden  dicselhen  den  Kegelschnitt  6  in  sechs 
Punkten,  deren  Tangenten  an  (\  lieziehlicli  vui\  bb\  cc'  heissen 
mögen;  die  Schnittpunkte  [Ä\\)  (A'a')  (Yh)  (rb'i  i'/c)  (Zc')  sind 
die  sechs  Kcken  (drei  Paar  Gegeneckeu)  eines  vollsländigen  Vier- 
seits,  welches  aus  den  vier  genieinscliaftlicheu  Tangenten  der 
heiden  Kegelsrhnitte  A'A\  gebildet  wird  und  zu  seinen  drei  Dia- 
gonalen }'/  hat.  Die.  Ke^'elsclinilte  Ä  und  haben  die  Bezie- 
hinig  zu  einander,  dass  erslerer  den  heiden  Dreiecken  xyz,  Qoo^ 
/.ugleieli  uuiscbriehen  ist  und  der  letztere  diesen  beiden  Dreiecken 
gleicliz«'ilij,'  einheschrieben  ist. 

Die  gegebene  allgemeine  Lösung  ist  nun  hinsichtlich  der 
Healitfit  der  konslruirt«  n  gemcinscliafllichen  IMiiikte  und  Tangen-' 
ten  der  Kegelschnitte  A  und  A',  zu  diskutiren  und  es  sind  dabei 
die  obigen  Fälle  A)  und  Ii)  zu  unterscheiden. 

A)  Ist  das  Tripel  xtjz  und  XYZ  vollstiindig  reell,  so  kann 
eine  gerade  Linie  @  in  der  Ebene  zu  diesem  Dreieck  nur  auf 
zwei  wesentlich  verschiedene  Arteti  gelegen  sein:  entweder  sie 
trifft  alle  drei  Seiten  desselben  in  ihren  Verlängerungen  (d.  h. 
ausserhalb  der  Strecken  ary,  yz,  xz)  oder  nur  eine  in  der  Ver- 
längerung und  die  beided  andern  zwischen  den  Ecken  des  Drei« 
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ecks;  da  nun  der  Kegelschnitt  ft  dem  Dreieck  xyz  umaclirieben 
ist,  so  mOssen  die  drei  Sclinlttpunkte  der  Geraden  ®  mit 
den  Dreieeksseiten  entweder  alle  drei  ausserhalb  St  liegen  oder 
nur  einer  ausserhalb  und  die  beiden  andern  innerhalb;  yon  den 
seclis  Berührungspunklen  «rcr*  ßß*  fy^  sind  mithin  entweder  alle 
oder  nur  zwei  reell  und  es  glebt  daher  auch  entweder  sechs  reelle 
gemeinschaftliche  Sekanten  oder  nur  zwei  für  die  beiden  Kegel- 
schnitte X  und  JET,,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte  haben  entweder  vier 
reelle  Schnittpunkte  oder  keinen ,  in  dem  letzten  Falle  aber  zwei 
angebbare  ideelle  gemeinschaftliche  Sekanten.  Anderseits  kann 
ein  Punkt  P  zu  einem  Dreiseit  X7Z  nur  auf  zwei  wesentlich 
verschiedene  Arten  gelegen  sein:  entweder  seine  Verbindungs- 
linien mit  den  Ecken  xyz  des  Dreiselts  treffen  alle  drei  Sdten  in 
Punkten  zwischen  den  Ecken  desselben,  oder  von  diesen  Schnitt- 
punkten liegt  nur  einer  zwischen  den  Ecken  des  Dreiselts  und 
die  beiden  andern  in  den  VerlSngerungen  der  Seiten.  Hiernach 
können  wir  beurtheilen.  In  welche  Rfturoe  die  drei  zusammenge- 
hörigen Strahlen  Px,  Py^  Pz  hineinfalien,  wie  auch  der 
Punkt  P  in  der  Ebene  liegen  mag,  und  müssen  dazu  sechszehn 
verschiedene  Pille  unterscheiden.  Die  Seilen  des  Dreiecks  xys  Zer- 
fällen nämlich  die  ganze  Ebene  in  sieben  von  ebiander  getrennte 
Räume,  den  endlichen  Dreiecksraum  die  drei  an  die  Ecken  ryz 
anstossenden  Scheitelräumc  6'^  von  unendlicher  Ausdehnung 
und  die  drei  den  gegenflberiicgenden  Seiten  anliegenden  Räume 
h^fi^h^  ebenfalls  von  unendlicher  Ausdehnung  ^Fig.  76];  es  kön- 

(Fip.  70.) 


Hi  ll  nun  tWc  ilni  zusainmengehöri^cii  Slraliic«  Pjc  Py  Pz  nur 
in  rolgeiiüe  llauiue  iiiiieiiirallen: 


Digitized  by  Google 


Kegelschnifttbiiichel  and  Keg elschniitechasr.  §  68. 
in  die  Riume: 


Pz 


Px 


e  Ä, 

e  ^2  *2 

e  t'j  Äj 

^,//,^ 

t',Ä,Ä2 
*!  *3 

^2*2*1 

'  3  ^'3^' 

«1*3*1 
«1*1*1 

«3*3*1 
^2*2*1 

«1*8*1 
«2*2*1 

«8*3*1 

«1*2*1 

«2*3^'.' 
«2*1*3 

''3 

6  ^2*2 
«1*1*2 

f.,  //.,  h.^ 
«1*1*2 

^3 /<-,//., 

e  ^2*2 
«2*t*2 

e  C3A3 

e  ejAj 

«  <?3*3 

Diese  seduizelin  FMIe  Itönnen  allein  anftrelen  und  enUpreclieii 
der  Lage  des  Punlites  P  in  je  einem  der  16  Raunte,  welclie  wir 
orlialten,  indem  wir  nocli  durdi  xy  z  drei  Parallele  zu  den  Drei- 
ecksseiten  zielicn,  wodurcli  jeder  der  drei  Rinme  h  in  vier  RSume 
zerfAllt,  also  im  Ganzen  3 .4A  +  d.  b.  16  RSome.  Der  Kegel- 
schnitt. (S,,  welclier  dem  Dreieclt  Xffx  einliesclirielien  ist,  Itann 
nur  so  gelegen  sein,  dass  er  ganz  entlialten  ist  in  folgenden 
Räumen : 

1)         2)         8)         4)         5)  6)  7) 

e  *]         *2         *r)     ''1  und  *t    ^2      *2  ^3  ''"^  *3- 

Von  den  drei  Strahlen  Px,  Py,  Pz  können  und  müssen  Hin  dalier 
solche  in  reellen  Punkten  trcflen,  welche  in  diese  Räume  hinein- 
fallen; aus  dem  obigen  Tableau  erkennen  filn  r  li-idii,  dass, 
welcher  dieser  7  Ffdlr  auch  angenommen  wird,  die  drei  Strah- 
len Px,  Py,  Pz  den  Kegelschnitt  6  entweder  alle  drei  in  reellen 
Punktenpaaren  treCTen,  oder  nur  einer  Ton  ihnen;  von  den  sechs 
Tangenten  aa^  W  cc^  sind  also  auch  entweder  alle  oder  nur 
zwei  reell  und  von  dem  vollständigen  Vlerseit  der  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  exlstiren  daher  entweder  nur  ein  Paar 
Gegenecken  oder  drei  Paar,  d.  h.  die  beiden  Kegelschnitte 
haben  entweder  4  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  oder  keine; 
in  dem  letzten  Falle  existben  aber  zwei  angebhare  Punkte»  welche 
als  ein  Paar  Gegenecken  des  Imaginiren  vollständigen  Vierseits 
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aoiusehen  sind.  Wir  erkennen  hieraus,  dasB  bei  A)  in  der  That 
nur  die  vier  oben  mit  I,  II,  Ul,  IV  beieichnftten  FftUe  auAreCeo 
können  und  anch  wirklich  auftrelen  oiQssen,  wie  die  angegebene 
Konstruktion  es  erheischt.  (Wir  sehen  daliei  von  speolelien  Fftlien 
ab.  Indem  einige  der  konstruirten  Punkte  oder  Linien  susammen- 
fallen  kdnnen,  welche  dann  als  doppelt  aufiulassen  sind.) 

B)  Ist  von  dem  gemeinschafUichen  Tripel  dir  gegebenen 
Kegelschnitte  K  und  nur  ein  Tripelpunkt  «  und  ein  Tripel- 
strahl  X,  sefaie  Polare  oder  die  Verbindungslinie  der  beiden 
andern  imaginären  Tripelpunkte  reell,  so  schneidet  X  den  Kegel- 
schnitt nicht  (denn  schnitte  es  ihn»  so  wären  die  Schnittpunkte 
y  t  rell,  was  nicht  der  Fall  Ist);  alle  Punkte  der  Geraden  X 
liegen  also  ausserhalb  des  Kegelschnitts  9,  mithin  auch  der  Punkt 
in  welchem  %  von  X  getroffen  wird;  es  giebt  also  aus  |  ein 
reelles  Tangentenpaar  an  und  die  Berührungspunkte  uu^  mit  x 
verbunden  geben  ein  Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks  der 
vier  gemeinschafUichen  Punkte  von  K  und  JT,.  Von  den  beiden 
Geraden  xu  und  xu^  muss  nun  die  eine  in  zwei  reellen  gemein- 
schaftlichen Punkten  die  Kegelschnitte  K  und  jr^  treffen,  die  an- 
dere in  iwei  imaginären.  Denn  wir  können  die  beiden  Punkt- 
systeme auf  den  Geraden  x«  und  x»^  bestimmen,  deren  jedes 
beiden  Kegelschnitten  gemdnschaftlich  zugehört,  und  werden  fin- 
den, dasa  das  eine  hyperbolisch,  das  andere  eUipttsch  sein  muss; 
mögen  nämlich  (Fig.  77)  die  Geraden  x«  und  xu^  der  Geraden 

Xin  r  und  begegnen 
und  der  Geraden  @  in  i 
und  so  bestimmen  die 
Punittenpaare  xx  und  ab 
auf  der  ersten,  xx^  und 
«*b*  auf  der  zweiten  die 
PunkUvsltMin',  Nvelclie  den 


KegelschniUen  K  A\ 


meinschafllich  zugt'horeii.  Die  Geraden  Ö^i  und  .V  IrelTen  sich  nun 
in  I  und  «a'  ist  die  l'olar«'  von  ^  in  lleiug  auf  den  KegelschniU 
§t;  trifft  diese  also  <He  .V  in  4'.  so  sind  vr'  und  zwei  IVirik- 
lenpaare  dt'sjeiiigeii  I*unklsystems.  welches  der  (Jeradtii  A'  in 
liezug  auf  den  Kegelschnitt  ^  zugt  liurl ;  «lieses  ist  noliiwendig 
elliptiseh.  weil  di»*  Sehnilf punkte  xy  von  X  und  AI  imaginär  sind, 
fui^'licli  müssen  xx^  durrü        geliennl  werden,  d.  Ii.  wejui  i 


Digitized  by  GooqIc 


KegeliehnittbfiMlial  nnd  KoifelioluiUtediMr.  f  68.  405 


iwiscben  rr'  Kegt,  so  liegt  |'  ausserhalb  dieser  Strecke  und  um- 
gekehrt.  Nun  liegen  «  in  einer  Geraden  und  6  {  in  einer 
swelten  Geraden  und  diese  Punkte  sind  je  drei  Schnittpunkte 
mit  den  Seiten  des  Dreiecks  xxt^i  von  den  Schnittpunkten 
wissen  wir,  dass  sie  getrennt  werden  durch  die  Oreiecksecken 
rrM  von  den  Schnittpunkten  irgend  einer  Geraden  in  der  Ebene 
wissen  wir,  dass  noihwendig  entweder  keiner  oder  zwei  zwischen 
den  Ecken  eines  Dreiecks  liegen  mQssen;  es  sind  daher  für  die 
L»g<'  der  Punkte  a«i|         nur  folgende  Fälle  möglich: 


swiiohea  iswischen 


ausser-  j  aus  so  r- 
hnlhxf  i  halb  xx^ 


iwiseli«a 

xr 

ausscr- 
hftlb  xr 


ausser- 
halb XX^ 

BWischen 


1 


halb  ir' 


ausser- 
halb 

zwischen 
rr' 

zwischen 

rr« 


zwischen 

rr' 


.  Jzwischen  oder  Jausserhalb  od. 
|\  ausserh.  xr  \  zwischen  xx* 


zwischen  (zwischen oder 


ausser* 
halb 


r»iisserii«lb  od. 
\  swischen  «r* 

Jswischen  oder 
\AiiB8erhalbxi> 

rswischen  oder 
laiiflBeihalb  «y* 


\  ausserh.  xt 

)r-  Jzwischenodcr 
tx^  A  auuerh.  xx 

ausser-    J  zwischen  oder 
halb  rr'  1  anuerh.  xr 

Durch  die  willköhrüche  Annahme  der  Iwiden  ersten  Kolum- 
nen sind  die  vier  Tolgenden  bestimmt;  bei  den  Kolumnen  1^  und 
1^^  gdten  yon  den  cloppelten  Bezeichnungen  immer  die  in  dersel- 
ben Horizontabreihe  stehenden  noihwendig  zusammen;  das  Punkt- 
system auf  ««  ist  nun  bestimmt  durch  die  Punktenpaare  as  und 
ab,  auf  xtt*^  durch  die  Pnnktenpaare  xx^  und  a^h^;  die  aus 
der  Tabelle  ersichtliche  Lage  dieser  Puoktenpaare  zeigt  aber,  dass 
Dothwendig  das  eine  Punktsystem  elliptisch,  das  andere  hyper- 
bolisch sein  miiss,  folglich  müssen  die  Kegelschnitte  A'iind  A^j  in 
dem  Falle  ß)  zwei  reelle  uiiil  zwei  imaginäre  Schnitlpunkte,  aber 
ein  reelles  Paar  gemeinschaflliclier  Sekanten  haben,  welches  durch 
X  geht. 

Wir  können  nun  in  ähnlicher  Weise  zeigen,  dass  in 
diesem  Falle  Ii)  junlerseits  auf  der  Geraden  A'  zwei  solche 
reelle  IHinkle  exisliren ,  «lass  für  jeden  derselben  die  in  Bezug 
auf  die  Kegelschnille  A'  un<l  A\  ihm  zugehörigen  Slrahlsysleme 
idenliscii  werden,  und  dass  von  den  dadurch  erhaltenen  zwei 
Sdalilsystemen  iiothwendig  das  eine  liyperholiscii  und  das  andere 
elliptisch  ist;  die  Asymptoten  des  ersteren  sind  die  beiden  reellen 
gemeinBcbaftiicheu  Tangenten  von  A'uud  A^^,  während  die  anderen 
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beiden  inia|j[iiiär  siiul,  aber  als  reellen  S(  liiiillpimkt  aul  A'  den 
Mitlelfiunkl  des  andern  elli|)lisclien  Slralilsyslems  baben.  Allein 
es  bedarl'  bier  keines  so  nmsländlicben  iNacbweises  mebr,  weil 
dnrcb  Pularisalion  des  bereils  gefundenen  lU'snIlales  das  andere 
uinniltelbar  zu  Tage  Irill;  denn  das  I'ularerzeugniss  zweier  Kegd- 
scbnitlc,  für  welcbe  von  dem  geoieiuschafUicben  Tripel  allein  x 
und  X  reell  siofl,  wird  aus  zwei  neuen  Kegclscbuillen  bestehen, 
für  welche  von  dem  gemeinschafUicbea  Tripel  allein  X  und  x 
reell  sind;  da  jene  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinscbart- 
licbe  Funkte  haben  müssen,  so  mössen  diese  zwei  reelle  und  zwei 
imaginäre  gemeinscharUicbe  Tangenten  haben;  das  Polar-GebUde 
ist  aber  derselben  Gattung  B),  wie  das  polarisirte,  folglicb  tritt 
in  der  That  für  den  Fall  B)  nur  die  einzige  oben  mit  V.  bezeich- 
nete Möglichlieil  ein,  dass  die  Kegelscbnitte  K  und  ifi  allein 
zwei  redle  Scbnittpunlite  und  zugleicb  zwei  reelle  gemelnscbalUiche 
Tangenten  liaben. 

Wir  sind  durch  diese  Untersuchung  in  den  Stand  gesetzt, 
wenn  zwei  beliebige  Kegelschnitte  K  und  gegeben  sind,  so- 
wohl das  Böschel,  als  auch  die  Schaar  Kegelschnitte  herzustellen, 
welche  durch  jene  beiden  Iiestimmt  werden.  Hierzu  bedarf  es  nur 
der  oben  angegebenen  Konstrulition  eines  immer  reellen  gemein- 
schaftlichen Paares  Pol  und  Polare  x  und  X  und  dann  des  reellen 
Unienpaares  durch  x  und  des  reellen  Punktenpaares  auf  JT, 
deren  ersteres  ein  Paar  gemeinschaftlicher  Sekanten  der  beUlen 
Kegelschnitte  und  letzteres  ein  Paar  Schnittpunkte  gemeinschaft- 
licher Tangenten  ist,  oder:  ersteres  enthält  zwei  Punktsysteme, 
letzteres  zwei  Strahlsysteme,  welche  für  beide  Kegelsrlmille  zu- 
gleich die  zugehörigen  sind.  Diese  beiden  Punktsysteme  und 
Sil  alilsysleme,  mögen  sie  nun  elliptisch  oder  byperbuliscb  sein, 
geben,  wie  wir  in  §§41  und  48  gesehen  haben,  eine  unniiltel- 
bare  reelle  Konslruklion  an  die  Hand  für  alle  Kegelschnitte  einer- 
seits des  lh"ischels  nml  anderseits  der  Schaar,  welelic  durch  die 
beiden  gej^'cbenen  K  und  beslinnnt  werden.  Auch  zur  Entste- 
hung geniischler  Keg»'lsrlniills(  liaaren  (§  52l  geben  K  und  A', 
gleiehralls  Anlass.  Scbliesslieli  iM  Uicrken  wir  nocli,  ihiss  durch 
die  Vorst t'bende  Untersuchung  /.u  den  aus  den  Kleiiii  iilcii  ht  kaini- 
trii  Figuren  des  vollständigen  Vieiccks  und  Vierseils  neue  liiii/.u- 
tr«'len,  inden»  1^  ken  und  Seiten,  IMagonalpunkte  un«I  niaguiialen 
derselben  paarweise  imaginär,  d.  h.  durch  elUpliscke  Puukl-  und 


Digitized  by  Google 


kegelschnittbfischel  und  KegelsebnittoeliMr.  §  &8.  407 


Slraiilsysteme  verlreleii  werden,  und  zwar  giebl  es  drei  wesent- 
lich verschiedene  Arten  dieser  beiden  Figuren,  wie  aus  dem 
Obigen  hervorgebt: 
Das  vollslAndige  Viereck  hat: 

I.  vier  reelle  Ecken,  sechs 
reelle  Seiten  oder  drei  Paar  Ge- 
genseiten, welche  sich -in  drei 
reellen  Diagonalpunkten'  paar- 
weise treffen. 


Das  vollständige  Vierseit  hat: 

I.  vier  reelle  Seiten,  sechs 
reelle  Ecken  oder  drei  Paar  Ge- 
genecken, welche  paarweise  ver- 
bunden drei  reelle  Diagonalen 
liefern. 


H.  keine  reelle  Kckc,  zwei  II.   keine  reelle  Seite,  zwei 

reelle  Seilen,  il.  Ii.  ein  reelles  rfcllc  Ecken,  d.  h.  ein  reelle.«; 

Paar  (iegcnscileii ,   (iic  sich  in  Paar  (iegcneeken,  deren  Verhin- 

eineni     reellen    l>i;if.((Mi.'ilinnikte  (Inngslinie  eine  reelle  fMagoiiide 

IrefFen;  die  fjeiden  iunlern  l'aare  ist;    (Vw   beiden    andern  Paare 

(iegenseilen  sind  iniai,Mnär,  aber  (iegeiiecken  sind  inia^'inär.  aiier 

ihre    Üurclischnills|m!j!<(e    ^ind  ihie  Verbintlinij,'slinicn  siml  i  cell 


reell  inid  bilden  die  beiden  übri- 
gen reellen  Diagonaipnnkte. 

Iii.  iwei  reelle  Ecken  und  zw  ei 
imaginSre  Ecken,  ein  reelles  Paar 
Gegenselten,  von  denen  eine  die 
beiden  reellen,  die  andere  die 
beiden  imaginären  Ecken  enthält  i 
einen  reellen  Diagonalpunkt,  den 
Schnittpunkt  jenes  reellen  Paares 
Gegenseiten;  die  beiden  andern 
Paare  Gegenseiten  sbid  imaginär 
und  auch  die  beiden  andern 
Diagonalpunkte,  aber  die  Ver- 
bindungslinie der  letzteren  ist 
reell. 


und  i>ilden  die  J)cideu  iibrigen 
reellen  Diagonalen. 

Iii.  zwei  reelle  Seiten  und  zwei 
imaginäre  Seilen,  ein  reelies  l*aar 
Gegenecken,  von  denen  die  eine 
der  Schnittpunkt  der  beiden  reel- 
len, die  andere  der  Schnittpunkt 
d<^  beiden  imaginären  Seiten  Ist; 
eine  reelle  Diagonale,  die  Ver- 
iiindungslinie  dieses  reellen  Paares 
Gegenecken;  die  beiden  andern 
Paare  Gegenecken  sind  imaginär 
und  auch  die  beiden  andern  Dia- 
gonalen, aber  der  Schnittpunkt 
der  letzteren  ist  reell. 


Da  das  vollständige  Viereek  iinksl  in  allt;n  drei  Frdlen  ein 
reelles  Paai-  (Iei;enseiten  bat,  so  können  wir  diese  als  die  Träger 
zwei»'!-  PnnktsysItMue  anseilen,  deren  Üoppel[»uiikte  die  Keken  <les 
vollständigen  Vierecks  sind,  und  liiernucb  (ritt  denn  ein:  der  l'ail  I, 
wenn  beide  IMinktsystenie  hyperbolisch,  der  Kall  II,  wenn  beide 
elliptisch,  und  der  Kall  III.  wenn  eines  elliptisch,  das  andere 
hyperl>oÜsch  ist;  ebenso  liauu  das  vollständige  Vierseit  (rechts) 
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als  gebildet  voa  den  Doppelstrahlen  zweier  Sd  alilsystciiie  angesehen 
werden  und  es  treten  die  drei  oben  aurgcrCilirlen  Fälle  ein,  je 
nachdem  beide  SlraliL^ysteme  liyperboliscii,  beide  elliptisch  oder 
eines  hyperbolisch  und  das  andere  elUpiisch  isL 

S*  54.  HannoniBQlL-siigeovdnete  Kogelaohiiitte. 
Wenn  man  einen  Kegelschnitt  iE  und  ehi  Tripel  konjugurler 
Punkte  in  Bezug  auf  denselben  «yz  bat,  so  müssen  von  den 
VerbUidungslinien  (yz)  es  X  {zsc)  =  F  (xy)  =  Z  twei  den  Kegel- 
schnitt d  hl  reellen  Punktenpaaren  treffen,  während  die  dritte 
ihn  nicht  trifft  ($  30);  möge  JT  in  a  und  F  in  (  und  ß  den 
(S -schneiden  (Fig.  78),  dann  weiss  man,  dass  der  Schnittpunkt 


(Fig.  78.) 


{ab,  uß)s=e  und  der  Scbnitlpunkl  {aß,  «b)ss:y  beide  auf 
der  Polarn  Z  von  jc=f««,  bß)  liegen  müssen  und  dass  zcy 
ein  zweites  Tripel  konjiigirter  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegel* 
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schnitt  6  sind ,  weil  sie  die  Diagonalpunkte  des  dem  Kegelschnitt 
einbeschriebenen  vollständigen  Vierecks  aabß  sind;  wir  erkennen 
ferner ,  dass  die  vier  Punkte  aabß  vier  harmonisch  gelegene 
Pmikle  auf  dem  Kegelschnitt  (S.  sind  und  dass  auf  den  drei  Ge- 
raden-V  l'Z  sowohl  aat/z,  als  auch  bßzx  und  endlich  cyxy 
je  vier  liannonlsch  gele<jene  Punkte  sind.  Die  hierdurch  hcrjie- 
stellte  Figur  hielrl  intcrt'ssanle  Fltreiisrliaflfii  dar.  Ebeusti, 
der  Ke«;elschuilt  durch  di(^  vier  l'uiikte  aabß  ^'chl  und  in  diesen 
XU,  xa,  yb,  ijß  m  Tan{,'riit<  ii  hat,  lassen  sich  zwei  andere  Kegel- 
schnille  9t  und  jB  herstellen,  von  denen  der  erslere  durch  hßcy 
geht  uud  in  diesen  l'unkten  die  Tang<'nlen  yh,  yß,  zc,  zy  hat, 
der  andere  aber  durc  ii  ryaa  gehl  und  die  Tangenten  zc,  zy, 
xa,  xct  hat.  Denn  i\vr  Kegelschnitt  welcher  in  b  uud  ß  die 
Tangenten  yh  und  yß  hat  und  ausserdem  durch  r  gehl,  wodurch 
er  vollständig  heslinunl  ist,  luuss,  weil  ov  if  inid  }'  /,u  I'ol  und 
l'olarc  hat  und  y  der  vierte  harmonische  l'unkt  /u  yxc  Ist,  auch 
durch  y  gehen;  <'r  muss  ferner,  weil  x  z  h  ß  viei-  harmonische 
Punkte  sind,  auch  x  und  A'  /u  Pol  und  Polare  liahen,  folglich 
auch  z  und  Z,  also  xyz  /u  einem  Tripel  konjugirler  l'unkle;  da 
rlie  (lerade  Z  den  Kejrl<(  Imitt  51  in  c  und  y  trifft,  so  müssen 
die  Taiigeiilen  in  <li(\srn  Punkten  durch  den  Pol  r  gehen;  «ler 
Kegelschnill  xU  l)esiLzl  also  die  behauptete  Eigenschaft  uud  in 
gleiclier  W<'ise  ij^.    Solche  drei  Kegelschnitte: 

{%  durch  die  Punkte  bßcy  mit  den  Taugenten  yb,  yß,  zr,  zy 
33  „  „  „  cyact  „  „  „  zc,  zy,  xa,  xct 
M  M  o  aabß  „  „  „  xa,xa,yb,  yß 
heisscn  harroonisch-zugeordnetcKegelscIniitte  und  treten 
mehrfach  bei  geometrischen  Untersuchungen  auf;  jeder  von  ihnen 
berührt  die  beiden  andern  doppelt  und  die  Kerührungspunkte 
sind  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  aa,  bß, 
cy\  das  Diagonaldreieck  desselben  xyz  ist  gemeinschaftlich  für 
alle  drei  Kegelschnitte  ein  Tripel  konjugirter  Punkte;  die  vier 
Punkte  auf  Jedem  der  drei  Kegelschnitte,  welche  allemal  zwei 
Paar  C egenecken  des  vollständigen  Vierseits  sind,  bilden  inuner 
ein  Quadrupel  von  vier  harmonisch  gel^enen  Punkten  auf  jedem 
der  drei  Kegelschnitte  (§27),  d.  b.  irgend  ein  I*unkt  des  Kegel- 
schnitts mit  diesen  vier  Pimkten  verbunden  liefert  allemal  vier 
harmonische  Strahlen.  Die  drei  Kegelschnitte  91  ^  (S  erscheinen 
also  als  drei  harmonische  Kegelschnitte,  welche  bei  gehöriger 
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Ziii)r(Irnin<i;  dtiO  drei  Vierecken  hßcy,  eyaa,  aubß  uiiisc  Ii  rieben 
sind  (i§  27);  aus  diesem  (Hiiiide  heissen  sie  lianiii>nis(  Ii -zuge- 
ordnete K(>gelsclniille.  Gleielizeilig  erscheinen  ilieseliien  drei 
KegelscIiiiiUe  91  ^  6  aber  auch  als  drei  harmonische  Kegeischuilte. 
welche  hei  gehöriger  Zuordouog  dea  drei  Vierseilen  eingei^chrie- 
ben  sind,  die  in  einem  voUsUindigen  Viereck  liegen;  beieicbaen 
nir  nAmlich  die  sechs  Strahlen: 

xa        XU       yb       yß       ze        zy  mit 
A         A         B         B        C         r,    so  ist 

•'I  sichtlich .  (I;iss  diese  sechs  Sir.dilcii  ein  vollständiges  Vicm  k 
hilden,  d.  h.  zu  je  diLMcn  sich  in  vier  Punkten  trellen,  uolui  A 
und  A,  ^  und  B,  C  und  T  die  drei  Paare  (jegeuseilen  sind, 
denn  ehensu  wie 

fthf  in  einer  (Geraden  liegen,  treffen  sich  AßT  in  einem  Punkt» 

^ßy  »•    »»      »»      »»        »»     •»  ^iBC       ff  ff 

^  by  tt    $t        tt        tf         ff  A  /?  (7  ,j 

tt/^e  ».     »»        »t        M         «>      »  ABT 

weil 

a  a  b  ß  c  y\  Pole  und  Polaren  in  Bezug  auf  den 
AKB'BVc]  Kegelschnitt  <S  sind ; 

in  gleicher  Weise  sind: 

a  (t  b'  d  r  y  \  Pole  und  ,    „  .  «, 

kABici]  1-oUren  «»  »«^  « 

und  endlich 

n  u  h  ß  c  y  \  iNde  und  .  ,, 

AK^BCt]  P«l.rea 

Der  Regelschnitt  %  ist  also  ein  den  Vierseit  BBCV  einbe- 
schriebener harmonischer  Kegelschnitt,  ffir  welchen  die  Seiten- 
paare i?undB»  C  Uttdr  als  zugeordnete  aufgefasst  sind,  ebenso 
ist  9  ein  dem  Vierseit  CV  Ak  einbeschriebener  harmonischer 
Kegelschnitt  und  €  ein  dem  Vierseit  AkBH  einb^scbriebener. 
Es  giebt  aber  nach  §  27  nur  einen  einzigen  harmonischen  Kegei- 
schnilt,  welcher  bei  gegebener  Zuordnung  einem  gegebenen  Vier- 
eck einbeschriehen  oder  Vierselt  umschrieben  ist,  und  zugleich 
ersehen  wir  aus  der  letzten  Zusammenstellung,  dass  das  vollstän- 
dige Viereck  und  das  vollständige  Vierseil  Polartiguren  l  in  ksi<  ht- 
licb  jedes  der  drei  Kegelscbuille  ^  ^      sind,  indem  um*  die 
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drei  einfachen  Vit;iccke ,  aus  denen  das  vollslandige  VitTseil  be- 
slelil,  den  drei  einfaclien  Vierseilen,  ans  welchen  das  voHslän- 
difie  Viereck  hcstehl,  in  verscliiedcner  Weise  entsprechen  bei 
%  ^  und  (I;  da  also  auch  die  einfacbcu  Vierseite  <iie  Polarfigni  en 
der  einfachen  Vierecke  sind ,  sn  müssen  die  jenen  einitcschriebe- 
nen  harmonischen  Kegelschuiltc  die  I'olarflgureii  der  diesen  um- 
schriebenen Kegelschnitte  sein;  es  folgt  hieraus,  dass  die  drei 
harmonisch  -  zugeordneten  Kegelschnitte  ^  S3  6  die 
merltwürdige  Eigenschaft  besitzen,  dass  jeder  seine 
eigene  Polarfigur  ist,  wenn  er  in  Bezug  auf  irgend 
einen  der  andern  poiarisirt  wird.  Um  z.  B.  die  Polarfigur 
des  Kegelschnitts  %  In  Bezog  auf  Q  zu  erhalten ,  mOssen  wir  von 
den  vier  Punitten  bßey  und  den  in  ihnen  stattfindenden  Tangen- 
ten BBCT  die  Polaren  und  Pole  rücksichtlich  S  nehmen ; 
erstere  sind  bezlehüch  BBCT  und  letztere  ßbey;  der  Polar- 
kegelschoitt  geht  also  durch  dieselhen  vier  Punkte  und  hat  diesel- 
ben vier  Tangenten  in  ihnen«  wie  der  zu  polarisirende;  er  coinci- 
dirt  daher  mit  ihm.  Dasselbe  geht  hervor,  wenn  wir  den  dritten 
Kegelschnitt  €  als  Basis  nehmen.  Dieser  eigentbümUche  Zusam- 
menhang der  drei  Kegelschnitte  wonach  jeder  sich  selbst 
wieder  erzeugt»  lisst  sich  noch  deutlicher  überblicken ,  wenn  wir 
von  den  Punkten  eines  dieser  Kegelschnitte  die  Polaren  in  Bezug  auf 
einen  zweiten  aufsuchen ,  welche  selbst  Tangenten  des  ersten  sein 
müssen»  und  dabei  zugleich  die  Berührungspunkte  der  letzteren 
ermittein.  Nehmen  wir  Irgend  einen  Punkt  a  auf  dem  Kegel- 
schnitt ^  an,  s(»  niuss  seine  Polare  in  Bezug  auf  $  eine  Tan- 
«,'ente  von  %  sein,  möge  sie  den  IJenlhrungspunkf  a'  haben; 
dann  wird  die  Polare  von  a'  in  Pezng  auf  iü  ehenlalls  eine  Taii';ente 
von  %  sein  und  ollcnbar  den  zuerst  angenonnui  ncu  l'uiikl  a  zum 
IJenduuii^'spunkl  haben;  nennen  wir  für  den  Auginiblick  diese 
l)ei<len  Taiigc'ulen  in  a  und  a  lui  Kegelschnitt  :  t„  und  t«  und 
ihren  Sriiuillpuukt  3,  so  ist  in  Hezug  auf  den  Kegelscliuilt  23:  a 
und  fa'  Pol  <nid  Polare,  cljeulalis  auch  a'  und  ta.  folj,'lich  muh 
ö  und  afl';  in  Pezuu  auf  den  Kegelschnitt  9t  sifid  aber  ehenlalls  £< 
und  aa'  Pol  und  Polare,  weil  ^ciiic  Tangenten  in  a  nrul  a'  «lurch 
g  gehen.  Der  Punkt  und  die  (icrade  aa'  situi  daln'r  gcuu'iu- 
schal'tlicli  füi'  beidi'  Kc;;t'lsclinitte  5(  und  33  P*d  und  l'olare,  sie 
müssten  also  dem  genieiiischalllichen  Tripel  angelKueti ;  dies  ist 
aber  xytt  also  liabeu  die  Kegeisclmilte  %  und  ^  zwei  und  so- 
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gar  imciidlicli- viele  gemeinscliarUiclie  Tripel  uikI  dies  isl  (§  53) 
nicht  anders  möglich,  als  >venn  sie  eine  doppelte  Berührung 
haben;  sie  haben  Duo  io  der  That  eine  doppelte  Berührung  in  den 
IMir)ktpn  c  und  y\  z  und  Z  sind  gemeinschalltUch  Pol  und  Polare 
für  beide  Kegelschnitte  und  haben  in  Bezug  auf  beide  dasselbe 
Strahl-  und  Punktsystem;  alle  Tripel  konjugirter  Punkte,  welclie 
beiden  Kegelschnilten  gemeinschaftlich  sind,  müssen  daher  6ine 
Ecke  in  z  und  eine  Seite  in  Z  halten  und  es  folgt  daraus,  dass 
der  Punkt  l  \si  Z  liegen  und  die  Verbindiin|[8linle  aa'  durch  % 
laufen  muss.  Um  also  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  a  des 
Kegelschnitts  %  in  Bexug  auf  8  au  erhalten,  sieben  wir  a«,  wel- 
chtt  in  a'  dem  9  zum  andern  Mal  begegnet;  dann  ist  die  Tan- 
gente in  a'  an  %.  die  Polare  von  a  in  Bezug  auf  8;  um  gleicher- 
weise die  Polare  Ton  a  in  Bezug  auf  <5  zu  erhalten,  ziehen  wv 
a^,  welches  In  a"  dem  %  zum  andern  Male  begegnet;  die  Tan- 
gente in  a"  an  9C  ist  dann  die  Polare  von  a  in  Bezug  auf  (S; 
hieraus  folgt  zugleich,  dass  die  Verbindungslinie  a  a''  durch  % 
gellen  muss  ($  31).  Jeder  durch  «  gehende  Strahl  trifft  also 
den  Regelschnitt  %,  In  zwei  solchen  Punkten,  dass  die  Tangenten 
derselben  die  Polaren  in  Bezug  auf  S  und  (S  von  ein  und  dem- 
selben dritten  Punkte  des  %.  sind,  und  das  Analoge  gilt  von  y 
und  z. 

Ferner  lassen  sich  die  Mittelpunkte  der  drei  Kegelschnitte 
9133  6  leicht  crniitteln;  da  aa  die  Berührungssehne  und  ilir 
Pol  für  die  Kegelschnitte  39  und  6  ist,  so  muss,  wenn  w'vv  niil 
jit  die  Mille  der  Herührungssehne  aa  bezeichnen,  x^l  durch  die 
Mltleljiunkte  der  Kegelscluiilte  23  und  6  gehen;  ist  jit'  die  Mitte 
der  Sehne  />/S,  so  muss  yft'  durch  die  Miltclpimkte  der  Kegel- 
schnitte (5  und  51  gehen,  folglich  isl  der  Sciiniltpunkt  (xfi,  y^') 
der  Millelpnnkl  des  Kegelschnitts  6;  ist  endlich  jii"  die  Mitte  der 
Sehne  cy ,  so  gehl  durch  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte 
81  und  S3  und  daher  isl: 

[x\i,  r/jit')  =  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  (£, 
(yf*'. =  9.^    „      „        „        „  H, 

(rft",  .ritt)  =  ü)l'    „        „  „  „  SB. 

Die  drei  Punkte  /ü |t»' \k*  liegen  als  die  Mitten  der  drei  Dia- 
gonalen eines  vollständigen  Vierseits  auf  einer  Geraden  (§  43). 
Da  wir  von  den  drei  harmonisch  zugeorchieten  Kegelschnitten  ein 
ihnen  gemeinsames  Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte  SR  äA'  Sl't'' 


Digitized  by  Googl 


Kegelschaitttchaar  und  Ke^lsobnittbUtchel.  §  54.  413 


keiiiieii,  so  lässt  sirli  nach  »ler  in  45  gemachten  Hcnierkun}^ 
jetzt  aucti  die  Gallung  der  Kegelsciinitle  bestimmen.  Wir  selten 
nämlich,  dass  die  drei  Millen  fi  (i'  ^"  der  Diagonalen  aa,  /  /) 
cy  des  vollständigen  Vierseite  iiotbwcndig  ausserhalb  der  bei^eu 
des  Üiagonaldrciecks  xyz  liegen  müssen,  denn  es  sind  zu  att 
liarmoniscb  geleiron  und  die  Mille  des  einen  Paares  zugeordneter 
Punkte  aa  liegt  olleubar  ausserhalb  des  andern  Paares  zugeord- 
neter (wegen  des  hyperbolischen  Puuktsystems);  weiui  alier  eine 
Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  xtjz  so  IriiH,  dass  die 
drei  Scbnittpuniite  t»'  "  ausserhalb  der  drei  Seiten  yz,  zx,  xy 
zu  liegen  kc^mmen,  so  wird  in  dem  voilstündigen  Vierseit,  dessen 
drei  Paar  Gegenecken  x^,  zf^"  und  dessen  Diagonalpunkte 
Wf'WlfBt'  sind,  nothwendig  einer  zwischen  xit,  ein  anderer 
zwischen  yt^'  liegen,  der  dritte  aber  ausserhalb  x(t  und  yn'. 
Von  den  7  Räumen,  in  welche  die  Ebene  durch  die  Seiten  des 
Dreiecks  xyz  zerthellt  wird,  müssen  also  zwei  hyperbolische 
Rftume  (A)  zwei  von  den  Hittelpunkten  enthalten,  w&hrend  der 
dritte  entweder  in  den  dritten  hyperbolischen  oder  den  gogen- 
überliegenden  elliptischen  Raum  liineinfallen  wird,  also:  Von 
drei  harmonisch-zugeordnetenKegelschnitten  mQssen 
entweder  alle  drei  Hyperbeln  oder  einer  Ellipse  und 
die  beiden  andern  Hyperbeln  sein.  Als  besonderen  Fall 
der  letzten  Art  giebt  es  ein  sehr  einfaches  Beispiel  von  drei  har- 
monisch-zugeordneten  Kegelschnitten:  Ist  nSmIich  insbesondere 
z  der  Mittelpunkt  des  als  Ellipse  angenommenen  Kegelschnitts  (S> 
und  sind  die  Tripelstrablen  X  und  Y  die  Axen  der  Ellipse,  so 
werden  die  beiden  andern  zugeordnet-harmnniscben  Kegelschnitte 
zwei  Hyperbeln,  deren  eine  die  EIIi|tse  in  den  Scheiteln  der 
grossen  Axe,  die  andere  in  den  Sclicittlii  tki  klciiH'ii  \\v  dop- 
pelt berührt,  indem  die  beiden  Hyperbeln  dieselben  Asymptoten 
haben,  also  konjngirte  Hyperbeln  sind,  und  die  Asymptoten  dieser 
Hyperbeln  in  die  Hichluiigen  der  beiden  gleichen  konjnj;irten 
iMucIniiesser  der  Kllij)se  fallen.  Dies  is(  der  eihracbslc  Fall  dr<'i«'r 
liarmonisch-ziigtüirdiieler  Kegels<  bnitte,  welche,  in  Ib'zug  aul  einan- 
der polarisirl,  sich  selbst  wietlerer/engen.  Wählt  man  für  i\ 
einen  Kreis,  so  bestehen  und  %  ans  gleiclisrili^^tn  Hyjier- 
beln,  welche  in  (h'n  Kudpunkten  zweier  zu  einander  rechtwink- 
ligen Durchmesser  den  Kreis  berühren  und  dieselben  Asymptoten 
haben. 
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In  i'ignitlirinilirlier  Arl  triU  zu  den  harmoniscli-ztigeordnrten 
Kegelsclinilten  ^  iB  €  noch  ein  vierter  imaginärer  Kegel- 
schnilt  von  dem  man  sagen  kann,  dass  er  dicselhen  Hezie- 
Kungen  darbietet,  wie  die  drei  reellen  (vgl.  $  56).  Wir  liaben 
nümlich  oben  drei  Zuordnungen  der  Punkte  aa»  bß,  cf  zu  den 
Geraden  JA,  B'B,  CT  erkannt,  wonach  diese  Polaren  jener  sind; 
durch  jede  dieser  Zuordnungen  wurde  ein  KegelscbniU  beatlaunC, 
indem  eigentlich  mehr  Bedingungen  dadurch  gesetzt  waren,  die 
sich  aber  nicht  widersprachen;  jetzt  können  wir  noch  eine  vierte 
Zuordniing  festsetzen,  nimlleh: 

a  b  ß  e  f  Pole  and  1 
A^B^rC  Polaren  J 
in  Bezug  auf  einen  unliekannten  zu  snchenden  Kegelschnitt 
för  diesen  Kegelschnitt  mOssen  sowohl  xa«  als  auch  ybß  nnd 
ebenso  zcy,  endlich  auch  xyz  je  ein  Tripel  konjugirter  Punkte 
sein.  Auf  den  drei  Tripdstrahlen  X  YZ  kennen  wir  also  die 
drei  Punktsysteme,  welche  dem  Kegelschnitt  ^  zugehören  mOssen; 
da  diese  alle  drei  elliptisch  sind  (wegen  der  harmonischen  Eigen- 
schaft des  Tollsllindigen  Vierseits),  so  ist  es  ersichtlich,  daas  der 
ganze  Kegelschnitt  imaginär  sein  muss;  wir  erkennen  dies  aber 
auch,  indiMii  wir  seinen  Mittelpunkt  aufsuchen;  das  elliptische 
Punktsystem,  von  dciii  i/z  und  ua  zwei  Paare  konjugirter  INinkle 
sind,  hat  nändicli  zum  Mittelpunkt  denjenigen  Punkt  m,  in  \mI- 
chem  t/z  von  aDJJ  gelrofren  wird,  denn  dasselbe  Punktsystem  ge- 
hört auch  dem  Kcf^elsclmitl  91  zu,  und  da  x  und  X  Pol  und 
Polare  sind,  sk  muss  .r9JJ  durch  m  gehen;  die  drei  auf  diese 
Weise  erhaltenen  Linien  ./ i^i ,  y^K',  cÜJj"  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  (iinrli  hekaimten  harmonis<  hen  Eigenschaften), 
dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  X;  durch  diesen  Mittelpunkt 
und  das  Tripel  .ryr  ist  der  Kegelschnitt  schon  vollständig  he- 
stimml;  es  zeigt  sich  immi  .  dass  er  imaginär  sein  muss,  weil 

in  das  Innere  des  Dreiecks  xi/z  hineinfallt  (§  45),  denn 
die  drei  Punjite  fi  (a'  (i"  liegen,  wie  wir  oheii  gesellen  liaben, 
in  einer  geraden  Linie,  welche  die  Seiten  des  Iheiecks  nryr  in 
ihren  Verlängerungen  trilTl.  Da  nun  (Fig.  79)  die  Punkte  xft, 
yii\  cft"  die  drei  Paar  (Jegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 
sind,  dessen  Diagonalen  sich  in  Wl  9)1'  äR"  schneiden-,  so  wer- 
den a'3)i  und  .r3U'  harmonisch  gelrennt  durch  xy  und  xz, 
und  da  «ätt'  die  Linie  yz  im  Punkte  f»  ausserhalb  yz  VnBi,  so 
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mu88  ac9R  dieselbe  zwischen  yz  IrefTen.  ebenso  nniss  tj'^'  die 
Seite  zx  zwischen  iliren  Endpunliien  Ireflen  und  gleiclierweise 


(Pig.  79.) 


die  dritte  zWt";  der 
Schnittpunkt  äR'"  liegt 
daher  nothwendig  in- 
nerhalb  des  Dreiecics 
xifz  und  der  Kegel- 
schnitt ®,  fOr  welchen 
xffz  ein  Tripel  und 
aß'^der  Mittelpunkt  Ist, 
wird  also  imaginSr.  Aus 
dem  Umstände,  dass 
die  drei  Strahlen  x^Bt, 
y9R',  züR^sichin  einem 
Punkte  Wt"*  schneiden 
oder  xyz  das  Diago- 
naldreleck  des  Tollstindigen  Vierecks  SJUtk'M"  isU  };eht 
hervor,  dass  ffir  den  durch  drn  Mittelpunkt  und  das  Tripel 
xyz  bestimmten 


imaginAren  K(';^'elschnilt  1^  in  der  That 


ft  a  h  ß  r  y  )  WAa  und  . 
AJBBTCf   l»olarcn  ' 


in  Bezug  auf  !£) 


sind.  Fügen  wir  diesen  vierten  imaginären  Kegelsclmill  ülien 
untersuclilcn  dreien  hinzu,  so  haben  wir  ITir  <li<'^<-  vier  liar- 
in  Ollis  (th-ziigeordn  eleu  Kegelschnitte  folgende  Zusammen- 
gehörigkeit von  Pol  und  Polare: 


fQr 


Pol  .  . 

Polare 

Au 


I 


8 


6 


I 


SD 


(I  et  It  ß  c  y  j      a  h  ß  C  y  j  u  et  h  ß  h  y      a  a  h  ß  r  y 


A  A  B  B  c  r 


//AB  JiVY    Ak  /'BTC 

dieser  Zusamiiifiistrllnii^  Irill  es  alM-i  kliir  vor  die  Augen. 
<lass  aus  jrdrni  der  vier  ixc^clsc  liniUe  als  iVtlarUgur  in  He/.ug  auf 
einen  der  übrigen  er  selbst  liervorgehl,  denn  durch  IN)lari- 
sation  wird  aus  Pol  uiul  INdar«.*  für  die  eine  Figur  Polare  und 
Pul  für  die  Polarfigur;  wenn  wir  daher  einen  der  vier  Kegel- 
sciinitle  in  Bezug  auf  einen  andern  polarisiren  wollen,  so  suchen 
wir  von  den  Punkten  na.,  und  den  Geraden  AJL,,,,  wie  sie 
bei  dem  gewählten  Kegelsc  hiiittc  zusammengehriren ,  die  Pola- 
ren und  Pole  in  Bezug  auf  die  gewählte  Basis  und  gelangen  da- 
durch wieder  zu  denselben  Geraden  und  denselben  zugehörigen 
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I'niiklt'n;  (Irr  KegcIscIiiiiH  niuss  also  seine  eigene  Polarfigur  sein, 
weil  er  durch  diese  seciis  Paare  von  l'olen  und  Polaren  srlioii 
mehr,  als  heslinnnt  ist.  Auch  lür  den  imaginären  Kegelschnitt 
Irin  die  Eigenschaft  der  doppellen  Berührung  zu  Tage;  er  iiut 
nilmüch  mit  dem  Kegelschnitt  den  Punkl  x  und  die  Ge- 
rade.!'als  Toi  uud  Polare  gcmeinschalllich  und  das  Punktsystem 
auf  Ä',  welches  von  den  Paaren  yz  uud  aa  keslioimt  wird,  ist 
ebenfalls  heiden  Kegelschnitten  zugehörig;  sie  haken  daher  eine 
ideelle  doppelte  Berührung  ol)  und  A'  zur  gemetaschafllichen 
Ihrfdirungssehne,  x  zum  Durchschnittspunkt  der  gemeinsdiaft- 
lichen  Tangenten ;  ebenso  !D  und  S3>  Ymu\t/,  endlich  T  und  ^^, 
Z  und  Wir  können  hiernach  die  vier  Kegelschnitte 
auf  dreierlei  Art  in  Paare  je  zweier  gewissermassen  zusammen- 
gehöriger Kegelschnitle  theilen,  nämlich:  Die  Kegelschnitte  uuU 
C>  haben  eine  reelle  doppelte  Horfdirung  in  den  Punkten  aa,  sie 
haben  also  .V  zm*  geineinschaniic  In  n  Uerfdirungssehne  und  x  zum 
Pol  derselben;  dagegen  %  und  S>  haben  eine  ideelle  dopjtelte  ' 
Berührung  mit  denielhen  Iterfilnungssehnc  X  und  dem  Pol  x\ 
dies  ist  die  erste  Art  und  cimlich  die  übrigen;  es  gehören  also 
zusammen: 

8  und  a,  9C  und  ^  in  Bezug  aoT  x  und  Ä, 

»»  y  »»  <■» 
»»  »»  »»  *  I» 
Aus  dem  Obigen  gebt  hervor,  wie  die  vier  bannonisch- zu- 
geordneten Kegelschnitte  bei  dem  völlig  reellen  vollstftndigen  Vier- 
selt, dessen  drei  Paar  Gegenecken  aa,  bß,  cy  und  dessen  Dia- 
gonalpunkte xyz  sind,  zum  Vorschein  kommen;  eine  sehr  eiofacbe 
und  natürliche  Entstehungsweise  solcher  vier  harmonisch -zuge- 
ordneter Kegelschnitte  siebe  g  56.  Wir  übergeben  hier  die  Erör- 
terung der  Modifikationen,  welche  ehitreten,  wenn  das  vollstän- 
dige Vierseit  nicht  mehr  völlig  reell  angenommen  wird,  sondern 
nach  der  Art  II.  oder  HI.  ($  63)  beschaffen  ist;  in  dem  von  uns 
angenommenen  Fall  tritt  nun  zu  der  bereits  erwihnten  Eigen- 
schaft, dass  jeder  der  vier  harmonisch -zugeordneten  Kegelschnitte 
seine  eigene  Polare  ist,  noch  eine  etwas  allgemeinere;  bezeich- 
nen wir  nimlich  das  volIstSndige  Vierseit,  dessen  vier  Seiten 
abc,  aßy,  aby,  aße  sind»  mit  ^ß  und  das  vollständige  Viereck, 
dessen  vier  Ecken  ABr,  ABC,  ABC^  ABT  sind,  mit  V,  so 
sind  93  und  FPolarfigureu  in  Bezug  auf  jeden  der  vier  barmorasch- 
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zageordoeten  Kegelschnitte,  aber  jedesmal  entsprechen  sich  Ecken 
und  Seiten  in  anderer  Webe,  was  nnmitteliiar  aus  dem  oben 
lusammengestellten  Schema  von  Polen  und  Polaren  der  vier 
Kegelschnitte  abzulesen  ist.  Es  zeigt  sich  nun  ferner,  dass 
irgend  ein  dem  Vierseit  SB  einbeschriebener  Kegel- 
schnitt zu  seiner  Polarfigur  in  Bezug  auf  jeden  der 
vier  harmonisch-zugeordneten  Kegelschnitte  ein  und 
denselben  dem  Viereck  V  umschriebenen  Kegel- 
schnitt hat.  Da  nämlich  vier  Punkte  einer  Geraden  dasselbe 
Doppelverhältniss  haben,  wie  ihre  vier  Polaren  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt,  so  wird,  wenn  irgend  ein  dem  Vierseit  % 
einbeschriebener  Kegelschnitt  die  Seite  ahc  in  p  berührt,  die 
Polare  von  p  in  Bezug  auf  %.  diejenige  Gerade  %  sein,  welche 
aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhällnisse  [ahcp)  =  {LBW, 
konstruirhar  ist;  diese  Gerade  ist  yileichzcitif:  die  I'olarc  eines 
Puidvtcs  p'  der  Geratlen  u^c  in  Ilezug  auf  il^,  da 

aus  der  Gleichheit: 

folgt,  dass  sich  aa,  bß,  pp'  in  einem  Punkte  schneiden  müs- 
sen oder  ptp'  in  einer  Geraden  liegen;  der  angenommene 
Kegelschnitt,  welcher  dem  Vierseit  193  einbeschrieben  ist  und  abe 
in  p  berOhrt,  muss  aber  27]  uße  in  p'  berähren  und  die 
Polare  von  p  In  Bezug  auf  9t  ist  identisch  mit  der  Polare  Ton 
p'  in  Bezug  auf  oSmlich  die  Gerade  £;  folglich  Ist  die  Polar* 
figur  des  angenommenen  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  die  Basis  % 
und  in  Bezug  auf  die  Basis  ^  derselbe,  dem  Viereck  V  um- 
schriebene Kegelschnitt  und  dasselbe  folgt  in  gleicher  Weise  für 
die  andern  Basen. 

Hieran  knüpft  sich  umgekehrt  die  AuFgahc:  Zu  zwei  iu  der 
Ebene  beliebig  gegeben  e  n  K  e  g  eise  im  i  1 1  e  ii  e  i  n  e  n  solc  h  e  u 
dritten  zu  fiudeu,  in  Bezug  auf  weit  heu  der  eine  gege- 
Ix'ue  Kegels«:  liuitl  ilie  INtlarfigur  des  andern  ist.*j  Ks  liegt 
nach  dem  Obigen  nahe,  zu  vcrniulbeu,  dass  es  im  Allgemeinen 

•)  Diese  Aufgabe  hat  Steiner  in  einer  am  26.  März  1846  in  der 
lierliner  Akailiniic  der  Wissenschaftfu  <:chHlt(iu'Ti  Vorlesung  helian- 
dclt,  wovou  uur  die  Auzeige  in  den  Monutü  Berichten  und  iu  Crolle'ä 
Joomal,  Bd.  88  ,  8.  79  sieh  fiodet.  Eine  anmlytiaehe  Behandlong  des 
Problems  hat  Herr  J.  Rosanes  in  seUier  Inaugnral -Dissertation:  de 
polarinm  reelprocaram  Ibeoria  observationes,  Breslau  18G5,  geliefert. 
SehrSter,  Th«ori«  d.  KagdMbo.  27 
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Tier  Basen  gebeo  wird,  welche  die  gegenseitige  Lage  von  vier 
barmooisch-zageordnelen  l^egelschnitleu  besitzen,  und  diese  Ver- 
muthuDg  besUligt  sich  leicht.  Ziivdrderat  ist  Idar,  das»,  weoa 
die  beiden  gegebeDen  Kegelschnitte  K  und  K^,  deren  einer  die 
Polarflgor'des  andern  sein  soll,  eine  reelle  gemeinschaftliche  Tan» 
gente  haben,  sie  nolhwendig  anch  einen  reellen  Schnittpunkt 
haben  müssen,  denn  der  Pol  jener  in  Bezog  auf  die  angenom» 
mene  Basis  moss  sowohl  ein  Punkt  ?ou  iT,  wie  von  sein;  es 
folgt  hieraus,  dass  yon  den  in  $  53  unterschiedenen  Pillen^ 
welche  aiidn  bei  der  gegenseitigen  Lage  zweier  Kegelschnitte 
eintreten  können,  die  Fälle  II.  und  III.  (sobald  K  und  vier 
reelle  Schnittpunkte  und  keine  reelle  gemeinschafUiche  Tangente, 
oder  sobald  sie  vier  reelle  gemeinschaftliche  Tangenteuiund  keinen 
reellen  Schnittpunkt  haben)  sofort  auszuschliessen  sind,  also  nnr 
die  Fälle  L  und  IV. ,  >vo  das  reelle  gemeinschafUiche  Tripel  nadi 
der  Art  (a]  liegt,  und  anderseits  der  Fall  V.,  wo  es  nur  thell- 
weise  reell  Ist,  Obrig  bleiben. 

Die  Fälle  L  und  IVl  (wo  die  beiden  Kegelschnitte  K  und  IT, 
keinen  reellen  Schnittpunkt  und  keine  reelle  gemeinschafUielie 
Tangente,  oder  vier  reelle  Schnittpunkte  und  vier  reelle  gemein- 
schaftliche Tangenten  haheii)  lassen  sich  zusammen  behandeln; 
Mir  ermillehi  nämlich  zmiiUlisl  das  reelle  genieinschafiliche  Tripel 
jc  xj  z  und  bemerken,  dass  l'ol  und  Polare  eines  Kegclsclinills  in 
IJezng  auf  irgend  eine  Hasis  polarisirl  nolhwendig  Polare  und 
Pol  für  die  Polarlignr  werden;  wenn  also  x  und  X  gleichzeitig 
für  heide  Kegelschnitte  K  und  A  , .  (ki  (  ii  einer  die  Polarlignr 
des  andern  sein  soll,  Pol  und  Polare  sin<l,  so  müssen  in  Bezug 
auf  eine  solche  llasis  die  entsprechenden  Klemcnte  X'  und  x* 
auch  für  K  uiui  A,  gleichzeitig  Polare  und  l*ol  sein;  dasselbe 
gilt  von  i)  und  }',  c  uiul  Z,  deren  entsprechende  Elemente  iu 
Bezug  auf  die  Basis  Y  und  y' ,  Z'  und  z'  seien;  da  nun  x\jz 
und  X  YZ  ein  Tripel  bilden,  so  bilden  aiK  Ii  A''  Y'  Z'  und  x  jt'  z' 
ein  Tripel  und  zwar  ein  solches,  wciclu-s  beiden  Kegelschnilleu 
A' und  A',  gemeinschaftlich  sein  muss;  nun  haben  aber  A' und  A*, 
nur  ein  gemeinschaftliches  Trijiel,  es  coincidirt  daher  x' rj  z'  mit 
xyz,  d.  h.  das  gemeinschallliche  Tripel  xyz  «1er  beiden  Kegel- 
schnitte k  und  A'j  muss  zugleich  ein  Trijjel  für  die  unbekannte 
Basis  sein.  Wir  wissen  ferner  (§  53),  dass  in  den  Fällen  I.  und 
iV.  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  xyz  nolhwendig  ein  Trt> 
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pclpulikt  z  innerhatb  beider  Kegelschnitte  Hegt  und  die  darcli 
ihn  gehenden  beiden  Tripelslrahlen  X  Y  die  Kegelschnitte  iT  und 
ifi  in  reellen  Punktenpaaren  schneiden,  wihrend  der  dritte  Tri- 
pelstrahl  Z,  welclier  die  I^unkte  x  und  y  enthSit,  kehlen  von 
beiden  Kegeischnitlen  Irifll.  Möge  der  Tripeistnihi  X  dem  Ke- 
gelschnitte K  in  p  und  it,  dem  A*,  in  und  ,  dagegen  Y 
dem  KcgiUi  hnille  K  in  r  und  dem  A',  in  r^  und  begeg- 
nen; die  IViiikle  p  und  n,  p,  und  tt,  sind  Paare  konjugirler 
Punkte  «Mnes  iiyperbolisclH'n  Punktsystems,  dessen  Asymptoten- 
puiikte  z  und  y  sind,  und  ebenso  r  und  q,  r,  und  Paare 
konjngirter  I'unkte  eines  zweiten  l*unklsystenis,  dessen  Asymplo- 
tenpunkte  c  und  x  sind.  Die  Tanpenlen  in  den  I'nnkten  pnp^n^ 
sind  xp,  xn,  .<:/>j,  x  rr,  niul  in  den  IMniklen  r{>r,  o,  die  V'er- 
l»indungslinien :  yr,  yQ,  ///-,,  //(j,.  Weini  ihmi  der  Kegelschnitt 
k\  die  IVihufignr  von  A  sein  soll  in  iJe/ng  auf  eine  noch  zn 
suchende  IJüsis,  so  nniss  die  I*ol:»re  von  p  in  llezug  auf  diese 
Üasis,  welche  mit  K  und  A',  das  Tri|»el  xyz  gemeinsam  hat, 
einmal  durch  x  gehen,  weil  p  auf  X  liegt,  und  anderseits  eine 
Tangente  der  l*olar(ignr  A',  sein;  sie  ninss  also  eine  der  beiden 
Tangeiilen  x j)^  oder  xn^  sein  und  ebenso  nuiss  die  Polare  von 
n  in  Hezng  auf  die  zu  suchende  Üasis  eine  der  beiden  Tangenten 
xn^  oder  xp^  sein.  Das  (Ileiche  gilt  für  den  amiern  Strahl  Y. 
Die  Polare  von  r  in  Ikzug  anl"  die  noch  unbekannte  IJasis  muss 
»//•|  oder  //o,  seiti  und  die  P(dare  von  o:  yo^  oder  yr^  \  hiernach 
stellen  sich  nur  vier  Müglichkeileu  heraus:  für  die  unbekannte 
Basis  siud; 
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zwei  konjugirte  Punkte 


Dem  entsj)rechend  werden  sich  vier  Hasen  ermitteln  lassen,  in- 
dem auf  den  Trijtelstralden  .\'  }'  die  Punktsysteme  bekannt  sind, 
vvelclie  einer  jeden  zngeliöreii  müssen;  auf  X  bilden  näudich  die 
vier  Punkte  pitp^n^  zwei  l*unktenpaare  pn,  p^n^  eines  byper- 

27* 
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bolischen  Puaktsystems,  dessen  Asymptotenpunkte  y  und  z  sind; 
anderseits  rufen  dieselben  Tier  Punkte  pnp^n^  paarweise  als 
koiyuglrte  Punkte  aufgefassl  noch  zwei  neue  Punktsysteme  her- 
vor (S  16),  von  denen  nothwendig  eines  elliptisch,  das  andere 
hyperbolisch  ist;  daqenige,  bei  welchem  p  und  p|,  «  und  «i 
konjugh*te  Punkte  sind,  sei  das  hyperbolische  (A,)  und  dasjenige, 
bei  welchem  p  und  ,  n  und  pj  konjugirle  sind,  sei  das  eUip- 
tische  Punktsystem  («|)  ;  in  gleicher  Welse  werden  auf  dem  Tripel- 
strahl  F durch  die  vier  Punkte  r  ^r,  drei  Punktsysteme  hervor- 
gerufen, deren  erstes  durch  die  Paare  r  und  ^,  und  ^,  bestimmt 
wird  und  hyperbolisch  Ist  mit  den  Asymptoienpunkten  z  und  jr,  wäh- 
rend von  den  beiden  übrigen  nothwendig  eines,  hyiicrbolisch  (Aj), 
durch  die  Punktenpaare  rund  q  und  ^, ,  das  andere,  elliptisch 
(e,),  durch  die  Punktenpaare  r  und  ^, ,  q  und  Tj  besümmt  wird.  Die 
gesuchte  Basis  hat  daher  auf  den  beiden  Tripelstrablen  X  und  Y 

entweder  die  Punklsys lerne: 


Die  beiden  iiypcrbolischen  Punklsysleme  (ä,)  und  [h.^  auf  -IT 
und  Y  haben  Asymplotenpunkte,  welclie  wir  beziehungsweise  mit 
acc  und  hß  bezeichnen  wollen;  dios(>  Asymplotenpunklt'  sind  in 
bekannter  Weise  zu  ermiUein,  da  die  Punktsysteme  durcb  die 
bekannten  Paare  konjugirtcr  Punkte  vollständig  bestimmt  sind; 
sie  stehen  aurli  /n  den  elliptischen  Pnnkisystemen  (^,)  und  (c^) 
in  ei^MMitliOiiilir  Iii  r  Beziehung;  >veil  an  die  Asymptotenpunkte  des 
dnrcli  die  Pnare  konjugirter  l'uiikte  p  und  ,  n  und  jtj  be- 
stimnilen  Punktsystems  (Aj)  sind,  so  findet  die  Gleichheit  der 
Doppeiverhältnisse  statt: 

(pjra«)  =  (p,«, ««)  =3  («|pj«a),       ($  6) 

folglich  sind  a  und  a  ein  Paar  konjugirter  Punkte  desjenigen 
Punktsystems,  welches  durch  die  Paare  p  und  «r,,  n  und  be- 
stimmt wird,  d.  h.  des  Punktsystems  [c^),  weil  entsprechende 
gleiche  Strecken  a  a  und  a  o  auf  einander  fallen  (§  16).  Ferner 
folgt  daraus,  dass  yz  die  Asyutptolcnpunkte  des  durch  p  und  », 
^1  und      bestimmten  Iiypcrbolischen  Punktsystems  sind. 


oder 
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also  aucb  y  z  sind  ein  Paar  ko^jugirter  Punkte  des  Puoktsystems 
durch  die  befdeu  Paare  a  und  er,  p  und  z  ist  daher  das 
Punktsystem  (e,)  besUmmt»  sowie  das  PunktsysCem  (^i)  durch  die 
Asymptotenpunkle  a  und  o  bestimmt  wird;  endlich  bemerken  wir 
noch,  dass  auch  y  und  z  ein  Paar  koi^ugirter  Punkte  des  Punkt- 
systems (A,)  sind,  also  lu  aa  harmonisch  liegen,  was  aus  der 
Gleichheit  der  Doppelyerhältnlsse  : 

(p ff)  a a)  s3  (p) na«)  =  (tk p,  « a) 
folgt;  denn  hieraus  geht  hervor,  dass  att  ein  Paar  konjugirter 
Punkte  für  das  durch  p  und     pj  und  9V|  bestimmte  Punktsystem 
ist,  dessen  Asymptotenpunkle  yt  sind% 

In  ganz  gleicher  Weise  besltsen  die  Asymptotenpunkte  bß 
auf  dem  zweiten  Tripelstrahl  T  die  Eigenschaft,  harmonisch  zu 
xz  m  liegen,  und  die  beiden  Punktenpaare  b  und  ß,  :r  und  z 
bestimmen  das  elliptische  Punktsystem  [e^) .  während  b  und  ß  als 
Asymptotenpunkte  das  hyperbolische  Punktsystem  {h^)  bestimmen. 
I£ndiich  folgt  nocli,  weil  aa  harmoniscli  liegen  zu  z  tj  und  bß 
zu  zx,  dass  die  Verbindungslinien  ab  und  aß  sich  iu  einem 
Punkte  c  der  Geraden  .ry  und  ebenso  aß,  ab  sicli  in  einem 
Piiukle  y  der  vorigen  (ieraden  a\v  Iri'ilVn  müssen;  also  die  Punkte 
aa,  bß,  cy  sind  die  sechs  Kiken  ^drei  I*aar  (iegenecken)  eines 
vollstaiidijien  Vierseils  'i' ,  dessen  Diagonaldreieck  x  tj  z  ist.  Nach 
diesen  Kröi  It  ruiigen  werden  si(  h  jt  l/l  die  vier  IJaseii  «'riehen, 
in  |{e/ug  atii  weh  iie  Ji  und  A',  INdai  lij,'uren  sein  sollen.  Fassen 
wir  zunächst  den  ersten  Fall  der  heiden  hyperholischw  Punkt- 
systeme und  (/<.,)  ins  Auge,  so  niüssle  die  gesuehle  Dasis  die 
Kij^enschaft  hesitzen,  dass  in  Ilezii^'  an!"  sie  von  p  die  Polare  a-p,, 
von  TT  (Ii«*  Polare  xn-,  und  anch  von  />,  die  P<ilare  .r  p,  von  jt, 
die  Pi'htrc  .vi:  uäre;  eine  solche  Basis  nnisslu  also  .v  a  und  a 
in  den  riinktcn  '/  und  «  herühren ;  zweitens  niüssl«'  sie  analoger 
\\  eise  // //  nnd  ij  ß  in  fl«'n  Punkten  //  und  ß  heridn  en;  es  gieht 
nun  aber  eim  n  >ol(  hi  n  rtcllrn  Kcyrischnilt  ,  wie  wir  aus  der 
obigen  Pell  achlung  iiamiüiiis«  li-zngeordn<'ter  Ke|^elschnille  wissen, 
und  derseihe  ist  durch  die  gelorderlen  Pedingimgen  zwar  mehr 
als  bestimmt,  aber  jene  Bedingungen  widersprechen  sich  nicht, 
in  Bezug  auf  chie  solche  Basis  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  in  der 
That  der  Kegelschnitt  ifj  die  Poiarfigur  von  iC  und  umgekehrt, 
denn  durch  die  vier  Punkte  pn  vq  und  ihre  Tangenten  ist 
M  mehr  als  bestimmt.  Im  zweiten  Falle  giebt  es  einen  reellen 
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Kegelschoitt  SB*  welcher  xa  und  xa  in  den  Punkten  a  und  «  be- 
rührt und  gleichzeitig  dasPunItlsystem  [e^],  welches  durch  die  Paare 
bßy  zx  bestimmt  wird ,  sowie  das  mit  ihm  pcrspciitiTische  Strahl- 
System  durch  y  zu  zugehörigen  bat;  im  dritten  Falle  giebt  es 
einen  reellen  Kegelschnitt  9(»  welcher  ^6  und  yß  in  den  Punliten 
6  und  ß  berührt  und  das  elliptische  Punktsystem  («j),  durch  die 
Paare  aa,  zy  bestimmt,  sowie  das  mit  ihm  pci  spektlflsclie  Strthl- 
sy^tein  durch  x  zu  zugehörigen  hat;  endlich  Im  vierten  Falle  giebt 
es  einen  imaginären  Kegelschnilt  T^,  weicher  die  beiden  ellip- 
tischen Punktsysteme  {e^]  imd  {e.^)  und  die  mit  ihnen  p»'i  spekÜTi- 
schen  SirahUystcme  durchMa*  und  y  zu  den  zugehörigen  hat.  Für 
jeden  dieser  vier  Kegelsclmille  als  liasis  müssen  A'  und  A',  i^o- 
larfiguren  sein,  was  in  derselben  Art,  wie  für  den  Kegelschnitt 
iS,  sieh  ergiehl.  Diese  vier  Basen  haben  aber  die  Eigenschaft  von 
vier  harmoniscli-zugeordiielen  Kegelschnitten,  welche  sich  auf  das 
vollständige  Vierseil  liezieiieii ,  dessen  drei  I'aar  Gegenecken  n «, 
hß,  cy,  und  dessen  Diagonaldreieck  Ttj:  ist.  Nach  dem  Frühe- 
ren ist  (liiher  von  den  vier  IJasiMi  eine  iniauifKU' ,  die  drei  andern 
sind  reell  nnd  entweder  alle  drei  lly|)erlM  In  tuU  r  (  ine  KIlipse  und 
die  beiden  andern  Hyperbeln.  Die  Koii^li  iiktion  dieser  Kegel- 
sebnille  ist  in  der  Ilerl<  itnng  selbst  entiiallen.  Wir  kouueu  nun- 
mehr fftl^endes  llesnh.it  zusaninienfassen: 

Sind  zwei  b  e  Ii  e  b  i  n  e  K  e  j;  ei  s  c  Ii  n  i  1 1  e  A'  u  n  d  A',  in  der 
1']  1k'  II e  g e g e  b e n ,  so  k ö n  n  e n  i m  A  II ^'  e n) eine n  v i  e r  a n d e r c 
KcgelsoJi  nilte,  von  der  Bcs<'balfenbeit  gelnnden  wer- 
den, da  SS  für  jerlen  von  ihnen  als  Basis  die  gegebenen 
Kegel  schnitte  1*  o  I  ;n  Ii  ^ni  r  o  n  von  einander  sind.  Diese 
vier  Basen  sind  vier  b  a  r  ni  o  n  i  sc  b  -  zug  e  o  r  d  n  e  t  e  KegeU 
s e  Ini  i  1 1 e.  Ii  a  b  e  n  A'  n  n  d  A',  e  n  t  w  e  d  e  r  v  i  e  r  r  cell  e  S  r  b  n  i  1 1  - 
pnnkle  und  keine  reelle  ein  ein  scb  a  Ii  l  ic  b  c  Tangente, 
oder  vier  reelle  gen» e i  n  s e ba f 1 1 i c b e  Tangenten  nnd 
keinen  reellen  Sehn  itlpnii  kt,  so  ist  keine  der  Basen 
reell;  haben  dagegen  K  nnd  A',  entweder  vier  reelle 
Sc  b  n  i  I  Ip  u  n  k  t  e  nnd  vier  reelle  g  e  u)  e  i  n  s«- b  a  fl  I  i  e  b  e  Ta  n - 
genten,  «xler  keinen  reellen  S  e  Ii  n  i  1 1  p  n  n  k  t  nnd  keine 
reelle  g  e  m ei n sc b af 1 1 ic b e  Tangente,  so  sind  \on  den 
vier  Basen  <lrei  r«'ell  nnd  eine  imaginär;  die  drei 
reellen  Basen  sind  enlwt'tler  alle  d  r  e  i  II  y  p  e  r  Im:  I  n  oder 
eine  Ellipse,  und  die  beideu  and ern  iiyperbclu.  ilabeu 
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K  «od  iT,  eudlicb  zwei  reell«  ScbniUpuokte  uad  zwei 
reelle  gemeinsebaftlicbe  Tangenten,  so  sind  von  den 
vier  Basen  nnr  zwei  reell  und  eine  ist  Ellipse,  die  an- 
dere Hyperbel. 

Die  letzte  Behauptung,  welcbe  wir  anticipirt  haben,  bleibt 
noch  zu  erweisen;  in  dem  Falle  B)  {%  53),  wenn  die  beiden 
Kegelschnitte  K  und  IT,  nur  zwei  reelle  Schnittpunkte  und  zwei 
reelle  gemeinschafUiche  Tangenten  haben,  giebt  es  von  dem  ge- 
meinschaftlichen Tripel  nur  einen  Punkt  x  und  seine  beiden 
Kegelschnitten  gemeinschartliehe  Polare  iT,  welche  den  einen  in 
p  und  ff,  den  andern  in  Pi  und  »,  trifft;  diese  Punktenpaare 
müssen  reell  sein  und  einander  treiÄen,  so  dass  p,  zwischen  p 
und  ff,  ffj  ausserhalb  pn  liegt,  wie  in  %  53  gezeigt  ist;  die 
Kegelschnitte  haben  ferner  eine  reelle  gemeinschaftliche  Sekante, 
welche  durch  ihre  beiden  reellen  Schnittpunkte  PQ  und  durch  x 
geht,  und  eine  ideelle  gemeinschaftliche  Sekante  ebenfalls  durch  x\ 
die  erstere  treffis  AT  in  o,  die  letztere  in  (ff;  endlich  haben  K 
und  ITf  zwei  reelle  gemeinschaftliche  Tangenten  %  und  O*  welche 
sich  In  einem  i^mkte  i  der  Geraden  X  treffien,  wfthrend  die  an- 
dern beiden  imaginären  gemeinschafUichen  Tabgenten  nur  ihren 
reellen  Scimittpunkt  auf  X  haben  (d.  h.  dem  Punkte  <r  gehört 
in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  K  und  dasselbe  elliptische, 
dem  Punkt  «  dasselbe  hyperbolische  Strahlsystem  zu).  Die  Punkte 
pnpiiti  stehen  nun  zu  den  vier  Punkten  otSsü  in  einer  eigeu- 
tbömlichen  Beziehung,  auf  welche  wir  vorher  nicht  aufmerksam 
zu  machen  Veranlassung  hatten,  deren  wir  aber  hier  hedflrfen. 
Es  sind  nimllch  zunächst  o  und  a  ein  Paar  koiijugirter  Punkte 
des  durch  die  beiden  Paare  pn  und  />,  ;r,  bestimmten  elliptischen 
Punktsystems,  weil  xo  und  xa  einzig  reelle  Linit-iipaar  des 
durch  X  und  IT,  t>estimmten  Bfischels  ist,  und  anderseits  sind 
auch  s  und  o  ein  Paar  konjugirte  Punkte  desselben  Punktsystems, 
weil  sie  das  einzig  reelle  Punktenpaar  der  durch  X  und  Xf  lie- 
stimmten  Schaar  bilden;  X  schneidet  aber  das  B&scbel  in  einem 
Punktsystem  und  die  von  x  an  die  Kegelschnitte  der  Schaar  ge- 
legten Tangeuteiipaare  bilden  ein  Strablsystem.  Hierzu  kommt 
noch  ein  weiterer  Zusammenhang:  Die  vier  Punlcte  ;>  t  ,  p^  ;r,  be- 
stimmen nämlich  ausser  dem  erwähnten  elliptischen  Punktsysteme» 
in  anderer  Weise  zu  Paaren  geordnet,  zwei  andere  liyperbo- 
lische  Punktsysteme     J  Gj ,  wenn  wir  einmal  p  upd  p^ ,  n  und  ff|. 
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ilas  aiulere  Mai  p  und  Ky,  n  und  />,  <i1^  je  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  2ur  Besümmung  eines  PiinkUystemB  auflassen,  und  es 
zeigt  sich,  dass 

1}  för  das  ellipliscbe  Punlitoysiem  (e)  lionjugirle  Punlite  sind: 

P     Px     0  9 

2)  för  das  eine  byperbollscbe  Panktsystem  {h)  konjugirte 
Punkte  sind: 

p     n     o  ii 
Pi    «I  » 

3)  für  das  andere  hyperbolische  Punktsystem  (//)  konjugirte 
Punkte  sind: 

p     n     Q     s  ' 

Um  dies  nachzuweisen,  wollen  wir  umgekehrt  den  Punkt  s 
für  den  Fall  2)  als  konjugirlen  l^unkt  von  o  im  Punktsysteme 
(A)  konslniiren  und  zeigen,  dass  für  den  so  konstruirten  Punkt  s 
das  ilnn  zugehörige  Strablsyslem  röcksichllich  beider  Kegelschnitte 
KA\  dasselbe  wird,  woraus  folgt,  dass  er  der  Schnittpunkt  zweier 
gcmeinschafi liehen  Tangenten  sein  muss.  Die  in  §  IG  angegebene 
Konstruktion  des  sechsten  Involutionspunktes,  sobald  fünf  gegeben 
sind,  lässt  sich  hier  folgeuderniasseii  benutzen:  Wir  bestimmen 
die  Schnittpunkte: 

{P^,  Qp)  =  1.       {PPi.  O^i)  =  I,.    (Fig.  80) 
dann  Irillll  |  ^,  den  Trn*;er  V  in  demjenigen  Punkte  s,  welcher  dem 
o  konjugirl  ist  für  das  l'unktsystem  (A);  wir  erhalten  densciheo 
Punkt  8  auch  in  anderer  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte: 

{Pp,  IP«)  =  1?   und   (P«!.  Qpi)  =  ij, 
aufeuchen  und  i^iji  ziehen,  welche  Linie  durch  8  gehen  muss. 

Wir  suchen  jetzt  die  Pole  der  Geraden  |||  in  Bezug  auf 
beide  Kegelschnitte  X  und  JT^  auf  und  werden  sehen,  dass  sie  roll 
8  in  gerader  Linie  liegen  müssen,  woraus  das  Uebrige  folgt.  Um 
den  Pol  ?on  ||,  s  in  Bezug  auf  JT  zu  erhallen,  suchen  wir  den 
Schnittpunkt  der  Polaren  ron  |  und  8  für  den  Kegelschnitt  JT. 
Die  Polare  von  |  in  Bezug  auf  if  ist  nio  (wegen  des  vollsUndigen 
Vierecks  PQpTC  \m  Kegelschnitt  JT) ;  die  Polare  von  8  in  Bezug 
auf  IT  geht  durch  x  und  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
8pn,  dem  8  zugeordnet;  sei  dieser  für  den  Augenblick  also: 
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80  ist  der  ScbnlUpunkt  (i}o,  xi)  der  Pol  vod  {Ii  in  Bezug  auf 
Jf;  wir  erhallen  in  gleicher  Weise  den  Pol  derselben  Geraden  In 

(Fig.  80.) 


Bezu^'  auf  A\ ,  indem  wir  den  vierten  liarmonischen  Puutil  zu 
^Pi^i  ciiiisuchen,  also: 

{Pi  ^1  *  ^i)  ^  —  1 
haben  und  dann  den  Scliniltpunkt  rj^  o,  xh^)  bestimmen.  Ferner 
geht  {i}  durch  weil  x  der  vierte  tiarmoniscbe  I^uniit  zu  PQo, 
dem  o  zugeordnet  ist,  und  1 1]  ist  die  Polare  von  o  in  Bezug 
auf  A%  also  wenn  whr  mit  t  den  Schnittpunkt  von  mM  X 
bezeichnen,  ist: 

{p  7t  O  X)  —    1  , 

ebenso  geht  auch  durch  x  und  ist  die  I'olare  von  o  in  Be- 
log auf  iTi,  also  wenn  wir  mit  Ti  den  Sdinittpuukt  von  Ifiji  mit 
X  beieichnen,  ist: 

(Pi  «i  0  r,)  =  —  1. 
Aus  diesen  Beziehungen  gebt  hervor 
(p«or)  =  (i»,  «ii«,)   und   (p*  tl)  =  (p,  «j  or,). 

folglich  haben  wir  in  dem  Punktsystem  [h]  folgende  Paare  kon- 
jugirler  Pnnkte: 

p  n  0  X  i  s 
P\  ^\  s  i^x^  0, 
und  iueraus  folgt  die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse: 
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{o  SV  i)  s=3  («  0  #1  ri), 
also  ot,  Tii|,  iti  stehen  in  Invohtlion,  folglich  ist  auch: 

{o  sx  r,)  s=  {s  o  »^ 

Verbindoii  wir  die  \\cv  IMiukl«'  o  .<?  r  r,  mit  .r,  so  erhalten 
wir  vier  Str.jlilrn ,  welche  resp.  (Iiiicli  <>  s  tj  gehen,  und  da 
s  ti  Iii      g^'radur  Linie  liegen,  so  iiahcn  die  vier  Slralilen: 


dasselbe  Doppelverbältniss ,  wie  die  vier  Punkte  s  o  d,  d  oder  die 
Hill  ihnen  perspektivischen  Strahlen  xs,  a-n,  ari8, ,  xi;  wir 
baben  daher  folgende  Gleichheit  der  Doppel verliältnisse: 

und  hieraus  folgt»  dass  die  drei  Ponlite: 

s     (o  1],  x9)     (o  1/, ,  a? §,) 

in  jj;<'ra(ler  Linie  liegen;  fujnlich  liegen  die  beiden  Pole  «ler  Ge- 
raden 5  ||  5  in  liezng  auf  beide  Kegelschnilte  A'  und  A',  mit  s  in 
gerader  Linie;  diese  beiden  durch  5  gi'henden  geraden  Linien  sind 
daher  konjugirle  Gerade  in  Bezug  aul  beide  Kegelschnitte;  in 
ganz  gleicher  Weise  zeigen  wir,  dass  auch  die  Pole  der  Geraden 
71  Iii  s  in  Bezug  auf  K  und  ifj  mit  *  in  einer  Geraden  liegen; 
wir  haben  also  durch  s  zwei  Paare  konjugirter  Gerader  in  Bezug 
auf  beide  Kegelschnitte  (auch  ist  das  Paar  X  in  5  a;  für  beide 
Kegelschnitte  konjugirt),  der  Punkt  s  hat  mitbin  für  beide  Kegel- 
schnitte dn^si  llte  zugehörige  Strahlsystem  und  ist  daher  der 
Schnittpunkt  zweier  gemeinscbafliichen  Tangenten  von  k  und  A\ ; 
folglich  bilden  die  drei  Punktenpaare  p  und  p^,  n  und  7t,,  o.  und 
s  in  der  Tbat  eine  Inv(dution  {h)\  dass  dann  auch  cJ  und  a  ein 
vierles  Paar  dieses  Punktsystems  ist,  folgt  unmittelbar  aus  deui 


wenn  also  pp^,  nni,  ot  konjugirte  Punkte  eines  Punktsystems 
(A)  sind,  so  mttssen  es  auch  9  und  a  sein.  Aus  den  beiden 
Punktsystemen  [e)  und  [h)  folgt  nun  das  dritte  [h')  von  selbst, 
denn  wegen  («)  ist  [pnot]  =s  {npmc)  und  wegen  (h) 

{n  p  (o  o)  =      />,  a  w), 

folglich  ist  auch: 


0  X,   OS,   0  7],  0 


Kegel8chnittbfi0obel  und  KegdsohnittiehMr.  §  64. 


427 


{pnot)  =  («,  Pi  c  tf); 

ferner  isl  wegen  (e) 

\pnoc)  s=t  (n  p&  i) 
und  wegen  (A)  , 

(itpiSt)  r=s  (jr,/?,  ff  o), 

folglich 

d.  h.  o  ein  Paar  Icoojogirler  Punicte  des  Punlilsystems  (//)  und 
nach  der  vorigen  Gleichheit  auch  t  und  0»  ein  Paar.  Hierdurch 
sind  nun  die  oben  auagesprochenen  Beziehungen  der  vier  Punkte 
y>  ZU  dcu  vicr  Punitten  o&bc  nachgewiesen ;  jene  hestim- 

roen  paarweise  kombinirt  dieselben  drei  Punktsysteme  (e)  {h)  (V) 
wie  diese  und  von  den  letzten  vieren  ist  jeder  der  konjugirte 
der  drei  Obrigeii  in  diesen  drei  Punktsystemen,  und  auch  umge- 
kehrt. Diese  beiden  Quadrupel  von  je  vier  Punkten  stehen  also 
in  der  eigenlliünilicheii  Verbindung  mit  einander,  welche  wir 
schon  frfd)er  {%  16)  unlersucitt  haben.  (Sind  <lie  beiden  Ivegel- 
scbnille  K  und  A',  Kreise,  so  sind  .v  und  G  ihre  Aeiuilirlikrils- 
punlite,  -V  die  Centrale ,  o  der  Sebniltjuinkt  fler  b'tzlcren  mit  der 
Polenzlinie  und  f<J  unrndlicb-enlfcrnt ;  die  liii  i-  allj^enieln  ausge- 
sprocln'iie  Kigensdiall  führt  in  dem  sp(ci<'il('n  Kall  auf  die  be- 
kannte ivigcnseliaft  der  ,, gemeinsehafllichen  Putenz"  hcidcr  hrt-ise, 
welche  Steiner  im  1.  üaudc  des  Cr  eile  sehen  Jouruals  S.  175 
belraihlet  hal.) 

Nach  di(.'s«'r  vorans-^eschickten  Anseinanderselzung  hcmcrkcu 
wir  nun,  dass,  wenn  es  eine  Hasis  ^'ehen  soll,  für  wclehe  der 
lü'gclschnitt  A'i  di«'  PolarOfini-  von  K  ist  und  also  auch  nmgc- 
k«'hrt,  für  einr  solcln'  llasis  die  Polaif  des  Punktes  />  nothwen- 
dig  dnreh  .r  gehen  und  zugleich  eine  Tangente  von  k\  sein 
niuss,  also  entweder  .r/j,  oder  .r  rr, ,  und  die  l'olare  von  n  als- 
dann die  (".eradf  .<  n^,  oder  .r  ist:  da  nun  x  und  .V  gleieh- 
zeitig  Pol  und  I*olare  lür  die  gesuehte  Hasis  sein  müssen,  wie 
wir  früher  erkannt  haben,  so  stellen  sich  lür  dieselbe  folgende 
Üedinginigen  heraus:  1)  entweder  der  JKisis  gehört  das  Punkt- 
system [h]  zu,  d.  b.  p  und  n  und  n:,  sind  konjugirte  l^unkte, 
und  da  dieses  PunkLsystem  ein  hyperbolisches  ist,  dessen  Asymp- 
totenpuukte  a  und  et  lieissen  mögen,  so  geht  die  gesuchte  Basis 
durch  a  und  et  und  hat  xa  und  dp«  zu  ihren  Tangmten  in  die- 
sen  Punkten;  oder  2J  der  Basis  gebArt  das  Punktsystem  {h')  zu. 
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d.  h.  p  ttod  ff],  9t  uod  Pi  sind  konjugirte  Puokte  ia  Bezog  auf 
die  gesuclite  Basis,  und  da  dieses  Punktsyslem  ebenfalls  hjper- 
boliseh  isl  (seine  Asymptotcnpunkte  mögen  a'«'  lieissen),  so  mfisste 
die  Basis  durch  a'cr'  geben  und  4?«'.  xa  zu  Tangenten  an  die- 
sen Punkten  beben.  Durch  diese  Bedingungen  ist  die  Basis  noch 
nicht  vollkommen  bestimmt.  FOgen  wir  aber  hinzu,  dass  flkr  eine 
reelle  Basis  die  Polare  eines  Schnittpunktes  der  Kegelschnitte  K  und 
iTi  nothwendig  eliw  gofueinschalliiche  Taiigeule  derselben  sein  muss, 
also  entweder  die  Polare  von  P,  9  und  von  Q,  Q  oder  die  Polare 
von  O  und  von  Q,  iß.  in  jedem  der  beiden  Fille  also  nolh* 
wendig  s  der  Pol  von  d.  h.  s  und  o  konjugirte  Punkte  und 
ebenso  und  cl,  so  erkennen  wir»  dass  der  zweite  Fall  des 
PunkUystems  {h')  keine  reelle  Basis  lieCern  kann,  denn  fftr  ihn 
wSren  t  uod  a,  9  und  0  je  zwei  konjugirte  Punkte,  was  nicht 
möglich  ist.  Es  bleibt  hiernach  nur  der  Fall  1)  übrig:  das  Punkt- 
system [h)  liat  o  und  df  und  o  zu  konjugirten,  a  und  a  zu 
Asymptotenpunklen ;  die  Punkte  0  und  s  liegen  also  harmonisch 
zu  aa  und  werden  durch  diese  getrennt.  Um  nun  eine  Basb 
so  erhalten,  für  welche  K  und  A',  Polarfiguren  von  einander 
sind,  müssen  entweder  P  und  $  und  gleichzeitig  ()  und  O  oder 
anderseits  P  und  O  und  gleichzeitig  Q  und  %  Pol  und  Polare 
in  Bezug  auf  die  Basis  sein;  die  reelle  gemeinschafllicbe  Sekante 
xo,  welche  durch  P  und  Q  geht,  treffe  ^  und  O  in  den  Punk- 
ten p  und  q;  dann  müssen  sowohl  P  und  Q  zugeordnete  har- 
niniiischc  Punkte  zu  x  und  0  sein,  als  auch  und  q.  wie  er- 
sichtlich ist;  es  sind  daher  x  und  0  die  Asyinptotenpunkte  eines 
hypi'rl»olischeii  Piiiiklsysteins,  dessen  zwei  I*aare  konjiigirter  Punkte 
P  und  Q,  p  und  q  sind;  diese  vier  Punkte  hestuiiiiifn  noch  zwei 
andere  Punktsysteme,  von  denen  eines  nothwendig  elliptisch,  das 
andere  hyperholiscli  sein  niuss;  wenn  nämlich  /'  und  p,  Q  und  q 
als  konjugirte  I'unkle  aufgefasst  werden,  so  sei  dies  das  hyper- 
ijolische  und  habe  die  Asymplolenj)unkte  h  inul  ß\  werden  da- 
gegen P  und  q.  Q  und  p  als  konjugirte  Punkle  aufgerassl,  so  sei 
dies  das  elliptische  l'nnktsystem ;  lur  beide  sind  x  und  0  ein  Paar 
kouju^irter  i'nnkte,  denn  weil: 

[PQxo)  =  —  1    und    (pqa:o)  =  —  1, 

so  folgt: 

{P  Q  X  0)  =  (p  q  0  x)    und  auch 
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es  liegen  daher  x  und  o  barmonisch  zu  b  um!  ß,  und  anderseits 
sind  P^,  Qp,  xo  drei  Paare  lionjugirter  Punkte  des  eUiptischen 
Punktsystems.  Hieraus  gelit  nun  hervor,  dass  der  Kegelscbnitt, 
welcher  durch  att,  bß  geht  und  xa,  xtt  zu  Tangenten  hat, 
nothwendig  die  eine  Basis»  derjenige  Kegelschnitt  aber,  welcher 
durch  aa  geht,  in  diesen  Punkten  von  xa  und  xu  berührt  wird 
und  das  elliptische  Punktsystem,  dessen  zwei  Paar  konjugirter 
Punkte  b  und  ß,  x  und  o  sind,  zu  dem  ihm  zugehörigen  bat, 
die  zwei^  Basis  ist,  fQr  welche  K  und  A*,  Polarflguren  sind. 
Durch  diese  sich  nicht  widersprechenden  Bedingungen  sind  die 
beiden  reellen  Basen  vollständig  bestimmt  und  es  bleibt  nur  nach- 
zuweisen, dass  nothwendig  die  eine  von  ihnen  Ellipse ,  die  andere 
.  Hyperbel  ist;  dies  erhellt  aus  folgender  Bemerk iing:  Ziehen  wir 
{ah,  aß)  =  c  und  {aß,  ab)  =  y,  so  li('<^'ni  c  und  y  auf  os 
und  werden  durrh  dirse  harmonisch  golrr'niil :  wiihrcnd  die  rrstcre 
Basis  durch  b  und  ß  j^ciit,  muss  die  zweite  durch  r  und  fachen 
und  die  bci<lcu  reellen  Hasen  sind  daher  harnionisch-zugeordnete 
Ke^'elschnitte.  Da  nun  auch  «  und  a  zu  o  und  .v  harmonisch 
liegen,  so  wird  entweder  o  zwischen  und  ^  ausserhalb  aa  \w<iGn 
oder  umgekehrt;  im  ersten  Falle  \\ird  diejenige  liasis,  welche 
durch  b  und  ß  geht.  Kllipse,  die  andere  Ilyperhel  werden,  im 
zweiten  Falle  umgekehrt;  denn  wir  wissen,  dass  in  dem  unter- 
suchten Falle  \ij  für  die  Lage  der  beiden  Kegelschnille  A  und  A', 
uolhuendif,'  x  ausserhalb  heider  liegen  und  -V  beide  in  reellen 
I'unktenpaaren  schneiden  umss;  es  werden  daher  und  O  zwi- 
schen sich  o  und  ausserhalb  x  haben  und  in  gleii  her  Weise  auch 
p  und  q,  folglich  können  die  vier  Punkte  i^Qp<{  uur  auf  eine 
der  beiden  Arten  gelegen  sein: 

_i  1 — I  1  1  i  

_l  I  1  .;  ^1  

X  P  \>       o  (\  Q 

und  bierausfolgt,  dass  die  beiden  Asymptotenpunkte  b  und  ß  des 
durch  die  Punktenpaare  P  und  p,  Q  und  q  bestimmten  hyper- 
bolischen Punktsystems  nothwendig  ebenfalls  den  Punkt  o  zwischen 
sich  und  X  ausserhalb  haben  müssen;  der  durch  a*  gehende  Strahl 
xo  hat  also  beide  Punkte  b  und  ß  auf  derselben  Seite  von  x 
Wenn  nun  .r  o  zwischen  a  und  a  liindurchgeht,  so  ist  der  durch 
b  ß  gelegte  Kegelschnitt,  welcher  x  o  und  x«  in  a  und  «  berührt. 
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notbwendig  Ellipse  und  der  andere  Kegelschnitt,  welcher  durch 
e  und  y  gebt,  und  xa  und  ««  in  a  und  u  beröhrt,  Hyperbel; 
wenn  dagegen  x  o  ausserhalb  a «  diese  Gerade  X  trifll,  so  geht 
KS  swischen  au  hindurch,  und  der  durch  attcy  gelegte  Kegel- 
schnitt wird  Ellipse,  der  durch  aabß  gelegte  Hyperbel;  einer 
von  beiden  Fftllen  kann  aber  nur  eintreten;  von  den  beiden 
reellen  Basen  ist  daher  immer  eine  Ellipse,  die  andere  Hyperbel; 
der  oben  ausgesprochene  Sati  ist  dadurch  vollslindig  erwiesen. 
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§  55.    Erklftnmg^  und  Konstruktion  des  Netzes. 

Die  in  den  29  und  30  anseiiiandergeselztcn  Pular- 
fiigeoscbafteD  des  Kegelachnilts  liabeii  ein  eigenlhümliche.s  Eiit» 
Spreeben  von  sämiiillichen  Punliten  der  Ebene  zu  sämmüichen 
Geraden  in  ibr  und  eine  paarweise  Verkeilung  der  Punkte  einer 
Geraden  zu  einem  Punktsystem,  sowie  der  Strabien  durcb  einen 
yunki  SU  einem  Sirablsystem  ans  Liebt  gebracbl,  nftmlicb:  Jeder 
Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegelscbnitts  wird  durch  denselben  in 
ein  bestimmtes  Strablsystem,  jede  Gerade  in  ein  ]>estimmtes  Punkt- 
system verwandelt,  dessen  Konstruktion  aus  der  projektivischen 
Erzeugung  des  Kegelsclinitts  bervorgebt.  Drebt  man  eine  Gerade 
um  einen  festen  Punkt,  so  verändert  sieb  das  Punktsystem  auf 
ibr;  die  dem  festen  Punkt  Ico^jugirten  für  jedes  dieser  Punkt- 
systeme liegen  auf  einer  Geradeft  (Polare  des  festen  Punktes), 
und  nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  verschiedene  Punkte  und 
fassen  die  ihnen  zukommenden  Strablsysteme  auf,  so  laufen  die 
zu  der  Geraden  in  jedem  Strablsystem  koqjugirten  Strabien  durcb 
einen  festen  Punkt  (Pol  der  Geraden) ,  der  mit  dem  zuerst  ange- 
nommenen zusammenllllt  Diese  Zusammengehörigkeit  der  Punkte 
und  Geraden  einer  Ebene  iSsst  sich  nun  auch  ünabbSogig  vom 
Kegelsdinitt  benteUen  und  führt  zu  dem  ßegriif  des  Involutions- 
Netzes  oder  Polarsystems. 

Sftmmtliche  Punkte  und  Gerade  In  einer  Ebene  sollen  der* 
artig  mit  etnander  In  ein  Netz  verflochten  werden,  dass  auf 
jeder  Geraden  die  Punkte  sich  paarweise  zu  einem  bestimmten 
Punktsystem  und  zugleich  die  durch  jeden  Punkt  geilenden  Strahlen 
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sich  paarweise  zu  eiiiem  l)cstimnilen  Slralilsysleni  ordnen;  je  zwei 
konjugirte  Punkte  oder  Straiilen  eines  solchen  Punkt-  oder  Slrahl- 
systems  sollen  konjugirte  Punkte  und  konjugirle  Strah- 
len des  Netzes  heissen.  Ferner  sollen  für  alle  durch  einen 
Puokt  B  gehende  Strahlen  diejenigen  Punkte,  welche  dem  B 
konjugirt  sind,  rücksichllich  der  auf  diesen  Strahlen  befindlicben 
Punktsysteme  auf  ein  und  derselhen  Geraden  liegen  und 
zugleich  alle  diejenigen  Strahlen,  welche  dem  Strahl  %  konjugirt 
sind,  röcksichllich  der  auT  ^(  liegenden  Mittelpunkte  von  Strahl- 
Systemen,  durch  ein  und  denselben  Punkt  und  zwar  durch  den 
vorgenannten  Punkt  B  gehen.  Der  Punkt  B  und  die  Gerade  % 
sollen  Pol  und  Polare  des  Netzes  heissen.  Dass  eine  solche 
Verflechtung  der  Punkte  und  Geraden  einer  Ebene  möglich  ist, 
wird  die  sogleich  anzugebende  Konstruktion  lehren;  suvörderst 
bemerken  wir,  dass  aus  der  gegebenen  ErkUrung  unmittelbar 
folgt:  Jedes  einem  Punkte  B  zugehörige  Strahisystem 
liegt  mit  dem  seiner  Polare  91  zugehörigen  Punkt- 
system perspektivisch;  denn  seien  a  und  «  irgend  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  des  Punktsystems  auf  dem  Triger 
%  und  B  der  Pol  desselben  (Flg.  81),  so  sind  auf  dem  Stralü 

Ba,  B  und  a  ein  Paar  konjügirter 
Punkte,  well  gleichzeitig  %  die  Polare 
von  B  ist  nach  dem  Obigen ;  zweitens 
sind  auch  «  und  a  konjugirte  Punkte» 
folglich  istP«  die  Polare  von  a  und 
elienso  Ba  die  Polare  von  a;  wenn 
nun  aber  a  der  Pol  von  ^  er  ist,  so 
müssen  Ba  und  Bu  konjugirte  Strah- 
len sein ;  denn  alle  zu  Btt  konjugirte  Strahlen  müssen  durch  a 
gehen;  also  liefert  das  beliebig  angenommene  Paar  konjugirter 
Punkte  a  a  auf  dem  Träger  ,  tnit  B  verbunden ,  ein  Paar  kon- 
jugirter Strahlen  Bu  und  Ba  des  Strahlsystems,  welches  dem 
l'üiikte  B  zukommt,  und  es  liegen  »lalier  INuiklsv stein  und  Stralil- 
system  perspektivis(  Ii.  Die  drei  l*unkte  a  a  B  sind  in  der  Weise 
mit  t  iiianilrr  verkiuiplt,  dass  je  zwei  von  ihnen  konjugirte  Punkte 
des  Netzes  sind,  oder  jeder  der  Pol  des  Verbindnngsstrahles  der 
beiden  andern;  sowie  auch  das  von  solchen  drei  Punkten  gebil- 
dete Dreiseit  die  Kigenschafl  besitzt,  dass  je  zwei  Seiten  konju- 
girte Strahlen  des  Netzes  sind,  oder  jede  Seite  die  Polare  des 
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SchnUlpunktes  der  iMiden  übrigen;  solche  drei  Punkte  sollen  ein 
Tripel  konjugirter  Punkte  und  ihre  drei  Verbindungslinien 
ein  Tripel  konjugirter  Strahlen  desNeties  heissen.  Wir 
können  die  vorige  Eigenschaft  auch  umkehren:  Sind  6  und  ß 
irgend  iwei  koiyugirte  Strahlen,  die  sieh  in  B  treffen  und  sind 
auf  diesen  TrSgern  von  Punktsystemen  die  dem  Punltte  S  kon- 
jugirten  Punkte  resp.  «  und  a,  so  ist  «  der  Pol  von  ß  und  a  der 
Pol  von  b,  also  auB  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  und  bß%  ein 
Tripel  konjugirter  Strahlen.  Ferner  folgt  aus  dem  Obigen:  Die 
Polaren  6  von  sftmmtlicben  Punkten  a  einer  Geraden 
91  laufen  durch  ein  und  denselben  Punkt  B,  den  Pol 
der  Geraden  9C  und  beschreiben  ein  StrahlbOschel, 
welches  mit  der  von  a  durchlaufenen  Punktreibe  pro- 
jektivisch  ist  (weil  der  Punkt  a  und  der  Schnittpunkt «  seiner 
Polare  b  mit  dem  TrSger  )[  das  diesem  aigehörige  Punkttyatem 
bilden),  und  umgekehrt:  Die  Pole  a  sflmmtllcher  durch 
einen  Punkt  B  gebenden  Strahlen  ß  liegen  auf  einer 
Geraden  %,  der  Polare  des  Punktes  17,  und  beschreiben 
eine  mit  dem  von  ß  beschriebenen  Strahlbüschel  pro- 
jektivische  Punktreihe. 

Das  Involutions-Netz  kann  auf  folgende  Art  konstruirt  wer- 
den: Wenn  zwei  konjugirte  Strahlen  des  Netzes  und 
auf  jedem  das  ihm  zugehörige  Punktsystem,  oder  wenn 
zwei  konjugirte  Punkte  des  Netzes  und  in  jedem  das 
ihm  zugehörige  Strahlsystem  gegeben  sind,  so  ist  das 
Netz  vollstftnjdig  bestimmt  Seien  9Cund  9(i  zwei  beliebige 
Gerade,  welche  konjugirte  Strahlen  des  Netzes  sein  sollen,  und 
luf  jeder  derselben  ein  Punktsystem  durch  zwei  Paare  konjugirter 
Punkte  gegeben,  so  wh-d  dem  Schnittpunkt  B^  der  Geraden 
in  der  ersten  Geraden  %  ein  bestimmter  Punkt  J9|,  und  in  der 
zweiten  9(|  dn  bestimmter  Punkt  B  für  jedes  der  beiden  Punkt- 
systeme konjiigirt  sein  (1  ig.  82);  die  Verbindungslinie  oder 
91s  wird  die  Polare  von  B^  und  die  Punkte  B  und  werden 
die  Pole  von  tt  und  91)  sein.  Um  zu  einer  beliebigen  Geraden 
%^  den  Pol  ^3  zu  finden,  suchen  wir  zu  den  Schnitlpunkten  a 
und  «tj,  in  welchen  %  die  Geraden  und  trim.  die  konjngirten 
Punkte  a  und  ctj  auf,  dann  sind  Ba  und  B^  a^  die  Polaren  von  a 
und  a,,  folglich  der  Schnittpunkt  {Ba,  B^a^)z=:  B^  der  gesuchte 
Pol  von        es  ist  klar,  dass  derselbe  hiedurch  unzweideutig 
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hestimmt  wird,  und  rückwärts  findet  man  (liirrli  dieselbe  Kon- 
struküoo  zu  jedem  beliebigen  Puniite      die  Polare  Diese 

(Fig.  82.) 


Konstruktion  zeigt  ferner,  dass,  wenn  wir  einen  vornnderliclicii 
Punlit  ^4  auf bewegen,  seine  Polare  besirindij;  durch  läuft; 
denn  BD^  und  ^1^4  treil'en  %  und  in  den  l'unklen  6  und  d,, 
iHid  da  jene  zwei  perspektivische  Strahlbüseliel  beschreiben,  so 
sind  auch  die  von  b  und  6,  durchinnfenen  Punk  Ii  i  ibcn  projekti- 
viscli ;  die  zu  b  und  6j  konjugirten  Punkte  ß  und  ß^ ,  deren  Ver- 
bindungslinie die  goi^uebte  Polare  %^  ist,  beschreiben  also  auch 
zwei  projektiviscbe  Punktreiben,  weil  im  Punktsystem  b  und  ß, 
dj  und  ßi  projektiviscbe  Punkin  ibcn  beschreiben;  die  von  ß 
und  ßi  beschriebenen  Puuktreihen  liegen  aber  perspekÜTiscb, 
weil,  wenn  B^  in  den  Schnittpunkt  (^2*  ^3)  f^Ut,  b  nach  B^ 
und  6|  nach  B  gelangt  und  die  zu  ihnen  koi^ugirten  ß  und  ßi 
in  B^  zusammenfallen;  die  Polare  $4  läuft  also  durch  einen 
festen  Punkt,  und  dass  dieser  B^  ist,  erhellt  unmittelbar;  denn 
gelangt  B^  nach  a,  so  ist  seine  Polare  Ba,  und  gelangt  if^  nach 
«i,  so  fet  seine  Polare  i^|«rj,  also  der  Schnittpunkt  beider,  d«  h. 

ist  der  feste  Punkt,  durch  welchen  die  veränderliche  Polare 
^4  läuft.  Es  Ist  zugleich  ersichtlich,  dass  die  von  B^  durchlau- 
fene Punktreihe  mit  dem  von  9I4  beschriebenen  StrahlbQschel 
projeklivisch  ist,  denn  jene  liegt  perspektivisch  mit  der  Pimkt- 
reihe  b  und  dieses  ist  perspektivisch  mit  der  Punktreihe  ß; 
b  und  ß  sind  aber  konjugirte  Punkte  eines  Punktsysteros,  also  in 


Digitized  by  Googl 


Dtt  iBToItiUoiu-Nets  (Polarsystem).  §  M.  435 

sich  projektivisch  (S 16);  folglich  ist  auch  die  tod  beschriebene 
Pnoktreihe  mit  dem  Ton  %^  beschriebenen  Strahlbflschel  projek* 
tivisch»  oder  wenn  wir  mit  184  den  Schnittpunkt  der  Polare  9C|  mit 
der  von  durchlaufenen  Geraden  ^  bezeichnen,  so  durchlaufen 
und  $4  auf  einander  liegende  projektirische  Pnnktreihen;  es 
erhellt  nnn  ferner,  dass  diese  ein  Punktsystem  eneugen,  denn 
die  Polare  von  I84  muss,  wie  wir  eben  bewiesen  haben,  durch 
den  Pol  Ton  %  gehen,  dieser  ist  aber  B^  nach  der  oben  ange- 
gebenen Konstruktion;  folglich  fallen  bei  den  I»eiden  auf  einander 
liegenden  pi-ojeklirischen  Punktreihen  entsprechende  gleiche 
Strecken  verkehrt  auf  einander;  wir  haben  also  ein  Punktsystem 
auf  9(3  ($  16),  dessen  konjugirte  Punkte  B^  und  O4  sind;  auf 
gleiche  Weise  erhalten  wir  ein  Strablsystem  in  B^,  welches  mit 
diesem  Punktsystem  perspektivisch  Hegt.  Jede  Gerade  ^(.,  Mird 
also  durch  die  angegebene  Konstruktion  in  ein  Punktsystem,  jeder 
Punkt  B.,  in  ein  Stralilsvstem  verwandelt  und  beide  Svsteuje  lie- 
gen  perspektivisch,  wenn  B.^  und  51  j  Pol  und  Polare  sind;  hier- 
durch werden  alle  für  das  Netz  geforderten  Bedingungen  erfidlt  und 
die  obige  Konstruktion  leistet  also  in  der  Thal  dasjenige,  was  wir  vom 
Involulions-Nelze  forderten.  Nur  für  eine  einzige  Lage  der  Geraden 
51;,  vnrd  die  Konstruktion  illusorisrh.  Wenn  nämlich  %^  mit 
zusammenfällt,  also  a  nach  B^  und  nach  B  kommt,  mitinn  a 
und  a^  in  ^2  zusammenliegen,  so  crgiebt  sich  zwar  7?2  als  der 
Pol  von  aber  das  Punktsystem  auf  ^l^  und  das  Strahlsystem 
in  B2  werden  nicht  unmittelbar  durch  die  obige  Konstruktion  er- 
hallen. Bedenken  wir  indessen,  dass,  wenn  für  irgend  eine  andere 
Gerade  ^(3  der  Pol  B,  konstruirt  ist,  auch  für  den  Schnittpunkt 
(^l.j.  31;^)  die  Polare  die  VcrbindungsHnie  B.^  Br^  s^in  muss,  so 
sehen  wir,  wie  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  konjugirte 
in  dem  ihr  zugehörigen  Punktsystem  konstruirt  werden  kann,  also 
auch  wie  das  ganze  Punktsystem  auf  und  das  mit  ihm  per- 
spektivische Strablsystem  in  B^  erhalten  wird;  hieraus  lässt  sich 
folgende  Konstruktion  ableiten:  Um  su  einem  beliebigen  Punkte 
^2  der  Geraden  %2  konjugirten  zu  erhalten,  ziehe  man 
durch  «2  irgend  einen  Strahl,  welcher  in  a  und  a^  die  Triger 
91  und  %  triOi;  sind  a  und  die  konjugirten  Punkte  su  a  und 
Ol  auf  diesen,  so  suche  man  den  Schnittpunkt  von  ««|  mit  St, 
auf  und  nehme  den  ihm  lugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt 
«2f  indem  B  und  B^  das  andere  Paar  lugeordneter  Punkte  ist; 
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dann  ist  gesuchte  Iconjugirle  Punkt  zu  a^.    Diese  Kon- 

struktion lefirt  zugleich,  zu  irgend  einem  durch  B.,  gehenden 
Strahl  8I3  den  I^ol  B.^  zu  konstruiren«  welcher  auf  hegen 
muss;  sobald  nämlich  das  dem  Punkte  B.,  zugehörige  Strahlsystem 
ermittelt  ist,  wird  dor  gesiiclite  Pol  B^  der  Schnittpunkt  des  zo 
%^  konjugirten  Strahls  in  diesem  Strahlsystem  mit  der  Geraden 
sein. 

Wir  erhalten  nach  dem  Vorigen  das  einem  beliebigen  SlralUe 
9I3  des  Netzes  zugehörige  Punktsystem  sehr  ehifach  dadurch,  dasB 
wir  die  den  Schnittpunkten  ^  a  und  (Ht^s)  = 
jugirten  Punkte  a  und  «i  aufsuchen  und  nB,  «|^|  ziehen,  welche 
Strahlen  IC,  beziehungsweise  in  a  imd  treffen  mögen;  dann 
sind  a  und  und  a,  zwei  Paare  fcoiyuglrter  Pnnkle  des  ge- 
suchten Punktsystems  auf  und  Sv,  Bitt^  schneiden  sich  Ui 
dem  Pole  da  nun  a  und  ft,  und  ttj  die  Schnittponkte  von 
zwei  Paar  Gegeneitmi"  des  Tollstfindigen  Vierecks  BB^  B^B^  sind, 
so  muss  jeder  durch  diese  vier  Punkte  gelegte  Kegelschnitt  die 
Transversale  %  in  ehiem  Paar  konjugirter  Punkte  ihres  durch 
die  genannten  beiden  Paare  beslinunten  Punktsystems  treffen, 
oder  umgekehrt  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  auf  dem 
Strahl  9,  Hegt  mit  den  vier  Punkten  BBtB^B^  auf  ehiem  Kegel- 
schnitt. Nun  sind  B^  und  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
B^  und  ®4  auf  9,  ein  Tripel  konjugfarter  Punkte  des  Netzes  und 
die  drei  Punkte  BB^B^  sind  auch  ein  Tripel  des  Netzes,  welches 
zwar  zur  Konstruktion  desselben  verwendet  Ist,  aber  durchaus 
nichts  vor  jedem  andern  Tripel  hinsichtlich  der  Eigenschaften  des 
Netzes  voraus  bat;  wir  schliessen  daher  den  Satz: 

Irgend  zwei  Tripel  konjugirter  Punkte  des  Netzes 
liegen  allemal  auf  einem  Regelschnitt,  und  die  Seiten 
dieser  beiden  Dreiecke  berOhren  zugleich  einen  an* 
dem  Kegelschnitt. 

Das  Letztere  ist  bekanntlich  eine  unmittelbare  Folgerung  des 
Ersteren  (§  28),  ergiebt  sich  aber  auch  hieraus  der  Bemerkung, 
dass  die  sechs  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke  die  Polaren  Ihrer 
Ecken  sind.  Denn  wir  wissen,  dass  die  Polaren  einer  geraden 
Punktreihe  ein  Strablbflscbei  bilden,  welches  mit  jener  piojt  kii- 
visch  Ist  und  umgekehrt;  nehmen  wir  zwei  projektlvische  gerade 
Punktreihen,  deren  Erzeugniss  ein  Kegelschnitt  ist,  so  werden 
die  beiden  StrahlbOsebel  ihrer  Polaren  auch  projektivisch  sein 
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also  einen  neuen  Kegelsthnilt  erzeugen;  dieser  isl  der  Ort  der 
Pole  von  den  Tangenten  des  ersteren  und  der  Reciprocität  wegeu 
sind  seine  Tangenten  zugleich  die  Polaren  von  den  Punkten  des 
enteren,  also: 

Von  allen  Punkten  des  Netzes,  welche  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  um  Ii  üllen  die  Polaren  einen  neuen 
Kegelscbnitt  und  die  Punkte  des  letzteren  sind  lu- 
gleich  die  Pole  von  den  Tangenten  des  ersteren;  solche 
zwei  Kegelschnitte  sind  (reciproke)  Polarflgiiren  von  einander  in 
Bezug  auf  das  Netz.  Ein  Kegelschnitt  if,  der  durch  zwei  Tripel 
des  Netzes  geht,  hat  daher  zu  seiner  Polarfigur  euien  neuen  Ke- 
gelschnitt St,  welcher  von  den  sechs  Seiten  der  beiden  Tripel- 
dreiecke  beröhrt  wird.  Ein  solcher  Kegelschnitt  enthilt 
unendlich  viele  Tripel  des  Netzes;  denn  nehmen  wir  von 
Irgend  einem  Punkte  p  desselben  die  Polare  des  Netzes,  so  muss 
sie  eine  Tangente  von  K  sein,  and  schneidet  sie  den  ersten  Ke- 
gelschnitt £  in  tlen  Punkten  s  und  0,  so  muss  die  Polare  des 
Punktes  s  einmal  durch  p  gehen  und  anderseits  eine  Tangente 
von  St  sein  und  ebenso  muss  die  Polare  Ton  a  eine  der  beiden 
von  p  an  den  Kegelschnitt  St  gelegten  Tangenten  sein;  der  durcli 
das  erste  Ti  ii)cl  und  die  beiden  Punkte  p  und  s  gehende  K^el- 
schnitt  £  muss  nun  den  dritten  Tripelpunkt  zu  p  und  $  enthal- 
ten, also  ist  p  a  die  Polare  von  s  und  ebenso  ps  dit  Polare  von 
0;  der  Kegelschnitt  St  Ist  also  dem  Drelseit  p$c  elnbescbrieben, 
sowie  der  Kegelüchoitt  JT  diesem  Tripel  umschrieben  ist;  über- 
haupt schneidet  jede  Tangente  des  Kegelschnitts  St 
den  K  in  zwei  konjugirten  Punkten  des  Netzes,  und 
jedes  Taugeuten[)aar  aus  einem  Punkte  von  A'  an  Ä  ist 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  des  Netzes,  Diese  Eigen- 
schaft findet  auch  in  allgemeinerer  Weise  statt,  indem  es  auf 
eim  ni  heliehigen  Kegelschnitt  in  der  Ebene  eines  Netzes  im  All- 
gemi'inen  unendlich- viele  Paare  konjugirter  l'unkte  giebt,  deren 
Verbindungsstrahlen  einen  andern  Kegelschnitt  umhüllen,  und 
anderseits  unter  den  Tangenten  eines  beliebigen  Kegelschnitts  in 
der  Ebene  eines  Netzes  unendlich-viele  I*aare  konjugirter  Strah- 
len desselben  vorkuoiuieu,  deren  Schnittpunkte  auf  einem  neuen 
Kegelschnitt  liegen. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Kegelschnitt  K  in  der  Ebene 
des  Netzes  und  nehmen  irgend  einen  Punkt  B  desselben,  so  wird  . 
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die  Polare  f{  ?on  A  den  if  im  Allgemeinen  in  zwei  Punkten  b 
und  b'  treffen  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sowohl  B  und  b, 
als  auch  B  und  b*  je  em  Paar  konjugirter  Punkte  des  Nelses 
sind,  welche  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  K  liegen:  verin- 
dern  wir  ^  auf  dem  Kegelschnitt  IC,  so  erhalten  wir  unendiich- 
viele  solcher  Strahlenpaare  Bb  und  Bb\  deren  Umh&Uungskurve 
erndttelt  werden  soll.  Zunftchst  zeigt  sich,  dass,  wenn  W  drei 
solcher  Paare  {B  und  K,  B^  und  91],  B^  und  9I2  seien  Pole 
und  Polaren  des  Netzes  und  X  treffe  if  in  6  und  b\  9,  in  6, 
und  bi,  9}  in  62  und  b^)  beliebig  herausnehmen,  diese  sechs 
Geraden  Bb,  Bb',  B^b.^,  B.^b.^  einen  Kegelschnitt 

umhAUen;  die  beiden  Dreiecke:  BB^B^  und  das  von  den  Polaren 
gebildete,  liegen  nämllcb  perspektiviscb ,  wie  aus  den 
Polareigenschaflen  des  Kegelschnitts  ($81)  bekannt  ist  und  in 
gleicher  Weise  TQr  das  Netz  nachgewiesen  werden  kann  (§  57). 
so  dass  die  Schnittpunkte: 

(7?,  ^2,  ?l)  =  et    [P^B,  %)  =  «,     [DB^,  5y  = 

in  einer  Geraden  ii('<,'on;  nun  bl  friiber  bei  anderer  Gclegeoheit 
(§  48)  der  Salz     rniiden  worden: 

,,Isl  einem  Kcgefscliiiitl  A*  ein  Dreieck  BB^B^  einhesclirie- 
ben  und  werden  die  Seilen  «lesselhen  />',  B.,,  B2  B ,  /?  /?,  von 
einer  beliebigen  Geraden  in  den  Pinikten  ^i«^a.,  gelroll'en,  wird 
endlich  durch  jeden  dieser  I'unkte  ein  beliebiger  Slrabl  ^e- 
zo^MMi.  der  den  Kegelscbnilt  A"  bezichlicb  in  dem  l'iiiiklenpaar 
bb^  ;  b'b{\  b.,b./  IrilU,  so  berühren  die  se<hs  Slralden  Bb,  Bb'\ 
B^b^,  B^b{\  B.J).,,  B.,b./  einen  neuen  Kegelsrhnilt." 

Nachdem  hierdurch  bewiesen  ist,  dass  irgend  drei  Strahlen- 
paare von  der  btjschriebenen  Art  denselben  Kegelschnitt  berfifi- 
ren.  denken  wir  uns  zum  Punkte  b  die  Polare  des  Netzes  kon- 
struirt,  welche  durch  B  gehen  ninss  und  ausserdem  in  e  den  K 
treffe;  nach  dem  eben  beyriesencn  Satze  werden  dann  auch 


Diese  beiden  hegelschnille  hüben  ntui  fünl'  Taiiyeulrn  ge- 
mein: B^h^,  B^hy,  P.,b.,,  ^.,6,' lind  I>h.  weiches  ideiilisch  isl  uiil 
bB;  fuigiich  i>iud  die  Kegcbsciiuillc  öclbsl  idenliscii  und  alle  ideben 
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CerMlen:  Bb,  Bb\  bc,  B^h^,  B^b{,  B^b^,  B^b^  berühren  einen 
uuil  denselben  Kegelschnitt.  Nehmen  fdr  endlich  an  Stelle  des 
willköhrlich  gew&Mten  Paares  B^b2  und  B^b^  irgend  ein  anderes 
Paar,  so  gelten  dieselben  Schlösse  und  der  vorhin  erhaltene  Ke- 
gelschnitt tritt  wieder  hervor,  weil  er  durch  die  Tönf  übrigen 
Tangenten  schon  bestimmt  ist;  also  berfihren  alle  möglichen 
Strableiipaare  B^b^,  B.,b^'  ein  und  denselben  Kegelscbiiitl,  d.  h. : 
Säuimtliciie  Geraden  B  b,  welche  je  zwei  konjugirle 
Tunkte  des  Netzes,  die  auf  einem  gegebeneu  Kegel- 
schnitt A'  liegen,  verbinden,  umhüllen  einen  andern 
Kegelsclinill  it.  Nehmen  wir  für  das  Nelz  ein  gewöbniitlies 
Polar.^j stein  in  Ilezng  auf  einen  Kegelsehuitl  C,  so  siiui  Bb  liar- 
uionisch  gelegen  /a\  den  Sehniltpunklen  der  Geraden  Bh  mit  dem 
Kegelschnitt  C  und  der  vorige  Salz,  iasst  sich  so  aussprtM  heu : 

Sind  zwei  b  e  I  i e h  i g  t-  K  e g e I s cli  n i 1 1 c  i u  der  K b e n e  ge- 
geben, so  krnineu  im  AI  Ige  meinen  unend  lieb- viele  Ge- 
rade von  s  0 1  c  h  e  r  Ii  e  s  c  Ii  a  f  f  e  u  Ii  c  i  t  g  e  f  »ni  d  e  n  \v  erden,  d  a  ss 
ihre  je  v i e r  S c Ii n i 1 1 p u n k t e  mit  den  beiden  K e g e Is c Ii n i l - 
teil  Ii  a  I' Ml  onisc  Ii  gelegen  und  je  zwei  Scbnilt|)unkte 
desselben  Kegelschnitts  zugeordnet  sind;  alle  diese 
(ieradcn  umhüllen  ein  und  denselben  neuen  Kegel- 
s  e  h  n  i  1 1 ,  w  c  I  c  her  insbesondere  a  u  c  h  die  acht  T  a  n  g  e  u  t  e  n 
in  den  geineinseliaftliehen  IMinkten  der  beiden  gege- 
benen Kegclsehnitte  berührt  (§  27). 

Die  Heslinimung  der  Bedingungen,  unter  weichen  der  ge- 
fundene Kegelschnitt  reell  exislirt  oder  nicht,  muss  dem  Leser 
überlassen  hieihen;  auch  knüpfen  sieh  hieran  interessante  Kragen 
iiber  Vielecke,  weh  he  dem  Kegelschnitte  A"  einbesehrieben  und 
zugleich  dem  neuen  Orlskegelschnitt  umheschriehen  sind,  indem 
man  von  Ii  zu  //  und  r  und  von  c  weitergehend  ein  solches 
Vieleck  bildet,  welches  sich  entweder  schliessen  wird,  oder  nicht; 
die  Untersuchung  dieser  l'rageu  würde  uns  von  der  gegcnwärligeu 
lietrachtung  zu  weil  abführen.  Ein  besonderer  Fall  ist  in  den 
oben  gciundenen  Tripeldreiecken  enthalten,  welche  gleichzeitig 
einem  Kcgels(  hnilt  um-  und  einem  andern  einbesehrieben  sind. 

Die  angegeheiir  Koiislruklion  des  Netzes  lässl  alle  wesent- 
lichen Kigen.schalten .  welche  wir  als  IVdareigeuscbaften  eines 
Ke^'elschnitls  kennen  gelernt  haben,  unahhängig  von  diesem  Kegel- 
scbuiu  selbst  hervortreten;  es  möge  hier  noch  eine  hauflgei*  he- 
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Dutite  angeführt  werden.  Die  obige  Komtruktion  für  ein  beliebiges 
Paar  Ton  Pol  {B^  und  Polare  (V,)  liefert  fOr  den  Schnittpunkl 
(Vj*  9U  =  '  ^®  Polare  (^3,  ^  X  und  das  dieser  Gera- 
den  X  iQgeiiftrige  Punktsystem  wird  durch  zwei  Paar  konjuguier 
Punkte  besHmait,  indem  den  Punkten  B^  und  B^  die  Sdinitl* 
punkte  Ton  X  mit  9]  und  St»  koiyugürt  sind  (Fig.  82) ;  in  einem 
beliebigen  Punkt  p  auf  X  wird  sich  also  der  koiijugirte  9*  folgen- 
dermaassen  finden  lassen:  Man  ziehe  p  B,  welches  9I3  in  q  treffe, 
qB^f  welches  BB^  in  r  treffe,  und  xr,  welches  durch  n  geben 
muss;  denn  in  dem  vollslftndigeu  Viereck  Bqrx  treffen  zwei 
Seitenpaare:  BxmAqr,  und  arg,  in  zwelPftaren  konjugirter 
Punkte  des  obigen  Punktsystems  die  Trans?ersate  B^B.^,  Tolglich 
auch  das  dritte  Seitenpaar  Bq  und  rx  in  einem  Paar  kuujugirter 
Punkte  desselben  Punktsystems;  es  ist  daher  rx  die  Polare  too 
p,  weil  sie  durch  x  den  Pol  von  X  und  den  konjugirten  Punkt 
it  gehl;  hieraus  folgt,  dass  auch  />  und  r  konjugirlc  Punkte  des 
Netzes  sind.  Nun  sind  aber  die  Puuktc  p  und  r  so  auszu- 
drücken: 

{Bq,  B^B^)  =  p       [B^q,  B B^  =  r, 

und  da  B  auf  der  Polare  von  B.^,  q  auf  der  l*oIare  von  ^3  liegt, 
so  sind  Tt  und  B2  ebenso  wie  q  und  zwei  I*aare  konjugirter 
Punkte  des  Netzes;  da  diese  beiden  Paare  konjugirter  Punkte 
sonst  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  und  jede  zwei  anderen 
Paare  wilikübrlich  an  ihre  Stelle  gesetzt  werden  kdnnen,  so 
schliessen  wir  den  Satz: 

Hat  man  irgend  zwei  Paare  konjugirter  Punkte 
des  Netzes  a  und  h  und  ß,  so  bilden  allemal  die 
Schnittpunkte: 

(afr,  cr^)  =s  e       {aß,  ub)  ss  y 

«'in  drittes  l*aar  koii  j  iigirler  l'unkt  o  uihI  diese  drei 
Paare  sind  die  sechs  Kckcu  eines  vollständigen  Vier- 
scils. 

Die  der  ausciiiaiHlcrgcsriztrn  Knnslruklion  des  Netzes  gleich- 
laufende, ^^el^ile  von  /wt  i  lnlioitjyen  Slrahlsysleincn ,  deren  Mit- 
telpunkte B  und  B^  als  Koiijuiiirle  Punkte  angenommen  werden, 
ausgebt,  bedarf  keiner  nalicrt  ii  Auseinandersetzung. 

Anmerkung.  Wir  machen  noch  auf  eine  Betrachtung  auf- 
merksam, welche  zwar  nicht  in  den  systematischen  Gang  unserer 
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Untersacbung  passl,  weil  sie  das  Operationsfeld  der  Ebene  ver- 
läast  nnd  auf  die  KugeloberflScbe  fibergebl,  aber  besonders  ge- 
eignet erscheint,  das  Wesen  des  Netzes  an  einem  sehr  einTachen 
Falle  ansuschanen  und  aus  diesem  auf  die  Eigenschaften  des 
ebenen  Netzes  zu  schUessen.  Wir  nennen  auf  der  Kugelflicbe 
je  zwei  solche  Punltte  konjugirt,  welche  einen  Abstand  von  90 
von  einander  haben;  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  der  Kugel- 
flSche  gehören  also  unendlich -viele  koujugirtc,  die  anf  einem 
grössten  Kreise  X,  dem  Ae<]ttalor  zu  dem  Pole  x,  lic^^en;  auf 
diesem  grössten  Kreise  bilden  sodann  solche  Puuktenpaarc,  die 
um  90^  von  einander  abstehen,  ein  (elliplischcs)  PunkLsysleni ; 
ein  Tripel  konjngirter  IVinklr  Iieissen  solche  drei,  welriie  <iie 
Krkon  eines  Kii^t'ioktaiitcii  sind;  je  zwei  prösstc  Kreise,  deren 
l'jM'iit  n  reclitwiiiklig  zu  einander  stellen,  Iieissen  konjngirl ;  zu 
einem  grössten  Kreise  giel)l  es  daher  unendlich- viele  konjugirle, 
\\elrhe  alle  durch  dii-selhcii  heiden  diametral  ge^MMiTiher  liegenden 
Punkte  der  Kngellhu  he  (Pole)  hindurchgehen;  ;dle  Pnaje  reeht- 
vinkliger  l'henen,  die  durch  deiiselhcn  Diiii  hniesscr  gehen,  hil- 
dcn  ein  Khenensy^lein  und  iliic  S(  liuiltc  mil  dei'  Kugeifläclie  ein 
Slrahlsyslem  grusster  Kreise;  ein  Tripel  kiinjngiiUr  Strahlen  he- 
grenzt  einen  Okl.iiilcii  der  Kugelfläch«';  zu  einem  l'ol  .r  gehru'l 
eine  bestimmte  INdare  A',  der  zugehorij^e  Aeijualor,  zu  diesem 
aber  Pol  und  (legenpol,  dii'  Ijulpmikte  des  auf  der  Kbene  des 
Aequalors  senkrechten  Kugeldur«  hinessei  s.  l*r<»jiciren  wir  vom 
Mittelpunkte  der  Kugel  das  Netz  der  Kugeltläche  auf  eine  belie- 
bige Kbene,  so  erhalten  wir  ein  lnv(dulions-Nelz  (besonderer  Art; ; 
Pol  und  Polare  werden  bestimmt  durch  einen  Durchmesser  und 
die  darauf  senkrechte  Diametralebcnc  der  Kugel  und  hieraus  fin- 
den die  Eigenschaften  des  lavolutionsnetzes  unmilleibar  ihre  Be- 
stätigung. 

§  56.   Hqx  Kern- Kegelschnitt ;  hyperboliBOhea  und 

« 

elliptisches  Hots. 
Es  ist  von  besonderem  Interesse,  verniitttdst  der  im  vorigen 
Paragraphen  angegebenen  Konstruktion  des  Netzes  solche  Punkte 
in  der  Ebene  desselben,  deren  Polaren  durch  sie  selbst  gehen, 
oder  solche  Strahlen,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst  liegen,  sowie 
den  Ort  dieser  und  jener  zu  ermitteln.  Wir  treffen  jeden  Ptmkt 
der  Ebene,  Indem  wir  eine  doppelte  Bewegung  ausführen,  ein- 
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mal  auf  eioer  JieUcbigen  Geraden  &  einen  vrrnnderlichen  Punkt 
bewegen  und  daiiii  diese  Gerade  um  einen  beliebigen  in  ibr  fest- 
geballenen  Punkt  kerumdreben.  Wenn  nun  der  Punkt  B  auf  der 
Geraden  ®  sicli  bewegt,  so  besclireibt  seine  Polare  %  ein  Strahl- 
büschel,  welches  im  vcränderlicbea  Punkte  B  die  Gerade  @  tnfh. 
Die  Punkte  B  und  B  bilden  ein  Punktsystem»  und  wenn  danelbe 
byperboUsch  ist,  so  sind  seine  Asymptotenpunkte  ron  der  Terlangten 
Bescbaffenlieit,  dass  ihre  Polaren  durch  sie  selbst  lündurchgeben.  Ist 
ein  solcher  Asymptotenpunkt  s  geTunden,  so  wird  für  jede  dnrch 
ihn  gehende  Gerade  hinsicbtiiefa  deiyenigen  Punktsystems  auf  ihr, 
welches  dem  Netze  zugehört,  dieser  Punkt  s  allemal  ein  Asymptoten- 
punkt sein,  und  Indem  wir  die  Gerade  ®  um  den  Punkt  #  drehen, 
haben  wur  nur  den  Ort  des  andern  Asymptolcnpunkles  aufiu- 
suchen,  um  sSmmtliche  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zu  er> 
halten,  deren  Pobiren  durch  sie  hindurchgehen.  Dies  geschieht 
also:  Sind  die  l>eiden  Asympioicnpiuikte  auf  der  zuerst  ange- 
nommenen Geraden  @  (Fig.  83):  s  und  f,  ein  beliebiger  Punkt 


(Fig.  83.) 


derselben  p  und  Ircir»'  ^♦mii»«  Polare  2  die  Gerade  @  in  q,  so  sind 
p  und  q  konjugirtc  I*unkte  des  Nel/es,  liegen  also  harmonisch  zu 
den  Asymptotenpuiikteu  und  /;  zielten  wir  eine  iieliebigc  andere 
Gerade  durch  8,  welche  iu  a  der  S  begegnen  mag,  und  sei  f»cf 
die  Polare  von  d.  h.  a  der  koiyugirle  i^unkt  zu  a  in  den)  di  r 
Geraden  S  zugehörigen  Punktsystems  des  Netzes,  so  wird  der 
Sduiiltpunkt  von  ta  und  p«  der  koigugirte  Punkt  zu  a  in  dem 
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auf  «a  befindücbea  Puoktsystem  seiOt  also  der  vierte  harinoniscbe, 
dem  »  zugeordnete  Puokt  x  muss  der  andere  Asymptoteopunkt 
dieses  Punktsystems  sein,  von  dem  t  einer  ist;  um  den  vierten 
barmonisclien  Punkt  x  zu  Anden,  baJien  wir  nur  «ri  zu  ziehen, 
denn  da  pq  s  (  harmoniscli  liegen  und  s a  von  u p  und  ttq  In 
einem  Paar  zugeordneter  Punkte  getroflen  wird,  s  aber  der  Schnitt- 
punkt von  pq  und  ta  ist,  so  wird  der  vierte  liarmonisehe.  dem 
»  zugeordnete  Punkt  der  Schnittpunkt  («a,  ta)  sein;  drehen  wir 
jetzt  den  Strahl  um  den  festen  Punkt  «,  so  ergiebt  sich  leicht 
der  Ort  des  Punktes  x;  denn  a  und  «  sind  koigugvle  Punkte 
des  auf  S  befindlichen  Punktsystems  im  Netze,  beschreiben  also 
zwei  auf  einander  liegende  projcktlviscbe  Punktreihen,  ta  und  ta 
beschreiben  mithin  zwei  projektivische  StrahlbQscbel  und  der  Ort 
des  Punktes  x  =  {$a,  tu)  ist  also  ein  Kegelschnitt  JC.  Die  Tan- 
genten dieses  Kegelschnitts  in  den  Punkten  s  und  t  erhalten  wir, 
indem  wir  In  den  beiden  ihn  erzeugenden  projcktivischen  Strahl- 
b&scheln  diejenigen  Strahlen  aufsuchen»  welche  den  in  der  Vcr- 
liindungsiinie  der  Miltelpunkte  s  t  zusammenliegenden  Siralilcn 
entsprechen;  wir  suchen  also  den  Punkt  r  in  S  auf.  \\ elcher  dem 
q  koiijugiit  ist,  oder  den  Pol  von  pq  im  Netze,  dann  sind  rs  und 
rl  di<!  Tangenten  des  Kegelschnitts  A';  dies  sind  oflenljar  die  Po- 
laren der  Pniikte  <f  und  /  in  dem  Netze,  welc  lie  durcii  s  niid  t 
selbst  ljin(ltii'(  lij^'elien  müssen;  fol;;licli  ist  pqr  ein  Tripel  konjn- 
«(irtei"  i'nnkte  ni<lit  nni'  Inr  das  Nelz,  sondern  auch  für  den 
hegelsc  iuiitl  A';  auch  ist  pa  die  Pcdare  von  <i  mid  jm  die  Polare 
von  a  für  den  Ke<^elschnitl  A',  wie  Inr  das  iNetz;  hieraus  lolgl, 
dass,  wenn  wii-  den  Schnittpunkt  (sr,  pa)  mit  .r  verbinden ,  diese 
Verbindungslini«'  die  Tangente  im  Punkte  .v  für  den  Kci^t  lschnilt 
A  sein  muss,  auf  derselben  Linie  also  aiicli  der  Si  Imillpunkt 
(/r,  pa)  liegen  nmss;  der  Punkt  [sr,  pa]  iiat  im  Netze  zu  seiner  P«»- 
larc  sa  und  der  Punkt  [tr,  pa)  hat  im  Netze  zu  seiner  Polare 
ia,  und  da  sieh  sa  und  la  in  j:  trelFen,  so  ist  die  Verbindungslinie 
der  Sehniltpujiklc  {sr,  pa)  und  Ir,  pa)  die  i'olaie  des  Punktes  a- 
im  Netze,  xM'lche  nothwendig  durch  x  selbst  hindnrchgehen  muss 
und,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  die  Tangente  in  a:  am  Kegel- 
schnitt A'  ist.  Hieraus  ersehen  wir,  dass  für  snmmtlichc  Punkte 
X  des  gefundenen  Kegelschnitts  A'  die  Polare  des  jedesmaligen  x 
im  Netze  die  Tangente  dieses  Punktes  an  IC  ist,  und  hiernach 
kiinnen  wir  folgendes  Resultat  aussprechen: 
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Der  Ort  solcher  Punkte  des  Netses»  deren  Polaren 
durch  sie  selbst  gehen,  ist  im  Allgemeinen  ein  be- 
stimmter Kegelschnitt  und  alle  solche  Strahlen  in 
der  Ebene  des  Nettes,  deren  Pole  auf  ihnen  selbst 
liegen,  umhQllen  denselben  Kegelschnitt,  indem  ein 
Punkt  und  die  zugehörige  Tangente  dieses  'Kegel- 
schnitts Pol  und  Polare  des  Netses  von  der  verlang- 
ten Art  sind.  Dieser  Kegelschnitt  enthftlt  die  Asyinp* 
totenpunkte  aller  Punktsysteme,  welche  auf  sämmt- 
lichen  Geraden  in  der  Ebene  des  Netzes  ▼orkommeo, 
und  die  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  sind  zugleich 
die  Asymptoten  sftmmtUcher  Strahlsysteme  des  Netzes. 
Er  heisst  der  Kern  des  Netzes  und  dieses  ist  nichts 
anderes,  als  das  gcsammte  Polarsystem  für  den  Kern- 
Kegelschnitt,  d.  b.  Pol  und  Polare  des  Kegelsebnitts 
sind  allemal  Pol  und  Polare  für  das  Netz. 

Die  vorige  Untersuchung  ging  von  der  Voraussetzung'  ans, 
dass  das  auf  der  willkOhriicb  angenommenen  Geraden  &  befind- 
liche Punktsystem  ein  hyperbolisches  sei  mit  den  Asymptoten- 
punkten  s  und  /;  wenn  dies  Punktsystem  aber  elliptisch  ist,  so 
fällt  die  Untersucliung,  welche  sich  wesentlich  auf  die  Hcaliläl 
der  Asymptotenpunkte  stützte;  wir  werden  also,  um  den  Kerti- 
kogelschnill  zu  finden,  überhaupt  eine  solche  Gerade  in  der 
Kl)ene  aufzusuchen  haben ,  deren  Punktsystem  im  Netze  ein  hypcr- 
bolisclies  ist;  wenn  irgend  eine  solche  exislirt,  so  giebt  es  un- 
endlich viele  und  der  Ort  ihrer  Asymiilotenpunkte  ist  der  Kcni- 
kegelschnitt.  welcher  auf  die  angegebene  Art  konstruirl  werden 
kann.  Ob  es  aber  inimur  eine  solche  Gerade  geben  muss  oder 
ül)  unter  Umstanden  gar  kein  hyperbolisches  Punktsystem  im 
Netze  vorkommt,  umlen  wir  aus  den  zur  Konstruktion  des 
Netzes  erforderlichen  Daten  erkennen  können  (§  55). 

Sind  die  auf  den  Trägern  ?l  und  31,,  welche  konjugirte  Strah- 
len des  Nelzes  sein  Sidien,  angenommenen  Punktsysteme  beide 
b> |)erb(tlis(Ii  oder  ancli  nur  eines  von  ihnen,  so  hat  nach  dem 
Vorigen  das  .Nclz  einen  reeUen  Kern;  wenn  dagegen  beide  ge- 
gebenen Punkts} sleme  elliplisch  sind,  so  ist  die  Furage  zu  enl- 
stbeiden,  ob  sonst  in  dem  Nelze  byperbolische  Punktsysteme 
vorkommen,  oder  niclil.  Sei  der  Konslrnktion  des  Netze«;  gemäss 
(§55)  ^2  ^^1'  Schnitlpuukl  der  beiden  Träger  %      und  die 
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beiden  ihm  koDjngirten  Punltte  in  den  gegelienen  Punlctoyslenien: 
B  auf  Vi  und  anf  also  (BB^i  =  die  Polare  von  B^ 
80  wird»  wenn  die  gegeiHsiien  beiden  Punktsysteme  elliptisch  sind, 
auch  das  dem  Strahle  %2  sogehörige  Punktsystem  des  Netzes 
elliptisch  sein;  um  dieses  zu  bestimmen,  nehmen  wir  auf  91 
einen  beliebigen  Punkt  a  zwischen  B^B^  und  auf  9[i  einen  be- 
liebigen Punkt  aj  zwischen  B^B,  so  'dass  die  Verbindungslinie  aa, 
also  nothwendig  in  einem  Punkte  ausserhalb  BB^  den  Strahl 
%2  konjugirten  Punkte  er  er,  zu  «  und  a,  auf 

den  Trfigem  %%i  der  beiden 
g^el»enen  Punktsysteme  mOs- 
sen,  da  diese  elliptisch  sind, 
ausserhalb  B^B^^  und  ausser« 
halb  B^B  liegen;  ihre  Verbin- 
dungslinie muss  also  auch  die 
dritte  Dreiecksseite  B  B^  In- 
einem  Punkte  ausserhalb  BB^ 
treifen  und  der  ▼ierte  harmo-  ^ 
nische,  welcher  ist,  licgl 
daher  zwischen  B  und  da 
nun  BBi»  ein  Paar  konjiigirter  Punkte,  getrennt  wird  durch  a^ti^^ 
ein  zweites  Paar  konjugirter  Punkte  des  auf  9,  beflndlichen  Punkt- 
systems, so  ist  das  letztere  elllptisdh;  in  gleicher  Weise  wflrden 
wir  gesehen  haben,  dass,  wenn  lieide  gegebenen  Punklsysleme 
auf  ^  und  %  hyperbolisch  sind,  das  dritte  Punktsystem  auf  flj 
elliptisch  sein  muss,  wenn  dagegen  eines  ?on  l>eideu  gegebenen 
Punktsystemen  auf  oder  ^l,  liyperboiiscli,  das  andere  elliptisch 
ist,  alsdann  das  dritte  auf  hyperbolisch  sein  muss.  Wir 
schliessen  hieraus: 

Von  den  drei  auT  einem  Tripel  konjugirter  Strah- 
len des  Netzes  befindlichen  Punk Is vslemcn  müssen 
entweder  alle  drei  elliptisch,  oder  eines  elliplisch 
und  die  beiden  andern  hyperbolisch  sein;  und  daher 
aufh:  Von  den  drei  einem  Tripel  konjugirler  Punkte 
z  u  ^'  «j  Ii  ö  r  i  g  e  u  S  t  r  a  Ii  1 8  y  s  t  e  m  e  ii  ni  fi  s  s  e  u  o  n  t  u  <mI  o  r  all  e  il  r  e  1 
elliptisrli  oder  eines  elliptisch  und  die  beiden  andern 
hyperbolisch  sein. 

In  (b'in  zu  untcrsuchciidf^n  Falle ,  wo  allr  drei  den  Trijiel- 
strahlen  ^  ^|      zugehörigen  Punktsysteme  elliptisch  sind,  zeigt 
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sich  nun,  «la^s  ülurli.iupl  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene 
des  Netzes  das  ihr  zugehörige  Punktsystem  elliptisch  ist,  also 
kein  einziger  reeller  Punkt  des  KernkegelschniUs  existirt.  Wir 
können  von  dem  Tripeldreieck  B.^  7?,  B,  dessen  drei  Seiten  die 
drei  elliptischen  Punklsysteme  enUialten,  irgend  zwei  der  letzte- 
ren mit  ihren  Punktsystemen  als  zur  Konstruktion  des  Nettes 
gegeben  ansehen;  irgend  eine  Gerade  %^  in  der  Ebene  kann  als* 
dann  nur  zwei  wesentlich  Yerschiedene  Lagen  zu  dem  Dreieck 
B^B^B  haben;  nämlich  1)  sie  schneidet  zwei Oreieekssdten  zwi- 
schen den  Eckpunkten,  die  dritte  in  der  VerUngening,  oder  2)  sie 
schneidet  alle  drei  Seiten  in  ihren  Verlängerungen:  unlersnchen 
wir  zunichst  den  ersten  Fall  und  nehmen  an,  St,  treffen  B^B^ 
in  a  und  B^B  in  zwischen  den  Eckpunkten  des  Dreiecks 
(Flg.  85);  das  Punktsystem  des  Netzes  auf  9,  wird  dadurch  be- 

(Fig.  86.) 


stimmt,  dass  wir  zu  a  und  r/^  die  konjugirten  Punkte  a  und  or, 
nehmen  und  die  Schnittpunkte  der  Verhindirngslinien  aB  mit 
(den  Punkt  a)  und  otj      mit  %^  (den  Punkt  aj  aufsuchen;  die 


Das  IiiToIntioiis-Nets  (PoUnyttem).  §66. 


447 


beiden  Paare  a,  a  und  Aj,  a|  sind  koiijugirle  Punkte  des  Punkt- 
systems auf  9(3.  Da  nun  «  nothwendig  ausserhalb  der  Strecke 
BfBi  liegen  muss,  weil  das  auf  K  gegebene  Punktsystem  ellip- 
tisch ist»  so  kann  Ba  die  Gerade  %^  nur  in  der  endlichen  Strecke 
zwischen  a|  und  treffen  (a,  ist  der  Schnittpunkt  Ton  ^  mit  9(3), 
und  da  ebenso  «1  ausserhalb  BjB  liegt,  so  kann  Bi«i  die  Ge- 
rade 9C3  nur  in  den  Thdlen  ron  a  durch  00  bis  treffen;  das 
Stäck  zwischen  an,  bleibt  bddemal  verschont  und  die  Punkte 
0«!  a  «1  liegen  also  so,  dass  das  eine  Paar  konjugirter  Punkte  aa 
durch  das  andere  ajO]  getrennt  wird;  das  Punictsystem  auf  % 
ist  also  elliptisch;  dasselbe  Raisonnement  bleibt  bestehen,  wenn 
%  eine  solche  Lage  hat,  dass  sie  zwei  andere  Seiten  des  Tripel- 
drdecks  B^B^B  zwischen  den  Ecken  und  die  dritte  in  der 
VerlAngerung  trifft;  im  zweiten  Falle  nun,  wenn  die  Punkte  a 
und  «1  ausserhalb  B^Bi  und  B^B  liegen,  müssen  a  und  «j  zwi- 
schen BjB^  und  B^B  liegen;  der  Strahl  B«  kann  also  %^  nur 
in  dem  Theile  von  (durch  00)  bis  treffen  und  ^,«1  nur  in 
dem  Theile  Ton  bis  a;  der  Theil  aa^  bleibt  also  wiederum 
verschont  und  die  Schnittpunkte  a  und  a,  liegen  wie  frfiher  so, 
dass  das  eine  Paar  konjiigirler  Punkte  ao.  durch  das  andere  Paar  * 
a^a^  getrennt  wird;  das  Punktsystem  aur^l,  ist  also  wieder  ellip- 
tisch; da  aber  die  Gerade  ^t  ,,  wie  sie  auch  in  der  Ebene  liegen 
mag,  nolhwendig  eine  der  beiden  untersiichtcii  Lagen  haben  niiiss, 
so  folgt,  dass  .'ille  l'iuiktsysteine ,  <lle  im  ^etze  vorkommen,  L'iii|)- 
lisch  sind  und  also  auch  alle  Straldsvsteuie. 

Wir  unterscheiden  hiernach  zwei  wesentlich  verschiedene 
Arten  des  Netzes: 

a)  Das  e II i jitisclie  Netz  enthält  nur  rlli|)lis(lie  Punkt- 
systeme auf  alh'U  (i«'raden  inui  daher  auch  nuc  clliplix  lie  Slrahl- 
systeine  in  allen  IMndvlen  der  Kli<'ne  (<hi  je<le>  Slrahisysleni  mit 
dem  ihm  zugehörigen  runktsysleni  auf  der  Polare  perspektivisch 
liegt  und  also  glei(-li.)r(i<^'  h\]. 

h)  Pas  liyjM  !  lHilis(  hf  Netz  enflifdl  theils  ('lli|itische,  Iheils 
liy|)ei  hoiische  PunklsysleuM'  und  ebenso  Strahlsyslenie ;  bei  einem 
Tripel  konjugirter  Sirahlen  und  PuidUe  sind  iuuner  zwei  Systeme 
h}|ierb(discli  und  das  dritte  elliplisrh;  die  Asyniptotenpunkle  aller 
PunkLsysleuu-  liegen  auf  dem  Kernkegelschnitt  und  die  Asymp- 
toten aller  Strahlsysleme  beri'diren  «lonselben  Kernkegelsi  linill; 
das  Netz  ist  das  gewübuliche  Polarsysteni  für  diesen  liegeiscliniti. 
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Kill  Puiiklsysleni  hal,  wvun  es  liyperboliscli  ist,  zwei  reelle 
Asyinploleiipuukte,  welche  dasselbe  vollkomiiieii  l)»\sliminen,  und 
umgekehrt  zwei  reelle  Pimktc  einer  (ieraden,  als  die  Asymploten- 
piinktc  eines  hyperbolischen  l'iinklsystenis  anfgef;is<l,  werden  durch 
dieses  Punklsystem  vertreten;  dagegen  wenn  das  Pnnklsyst«'rii 
elliptisch  ist,  bal  es  keine  reellen  Asymplolenpnnkte  und  ist 
nicbtsdestoweDiger  ein  völlig  reelles,  in  ganz  gleicher  Weise  kon- 
stniirbares  Gebilde,  von  dem  wir  der  Uebercinstiminung  wegen 
sagen,  dass  es  zwei  imaginäre  Asymptotenpunltte  bat;  durch  das 
elliptische  Punklsystem  wird  also  ein  imaginäres  Punktenpaar  ver- 
treten; —  analogenK'eise  haben  wir  in  dem  Involutionsnetz  ein 
völlig  reelles,  immer  in  derselben  Art  konstruirbares  Gebilde,  wel- 
ches, wenn  es  hyperbolisch  ist,  einen  reellen  Kegelschnitt,  seinen 
Kern,  vertritt  und  von  dem  wir  wiedenun  der  Uebereinstimmung 
wegen,  wenn,  es  elliptisch  ist,  sagen,  es  habe  einen  imaginfiren 
Kern,  so  dass  das  elliptische  Netz  einen  Imaginfiren  Kegel- 
schnitt vertritt.  Wbr  verstehen  hiernach  unter  einem  Imaghiiren 
Kegelschnitt  den  Kern  eines  elliptischen  Netzes  und  operlren  mit 
dem  Netze,  dessen  wesentUcbe  Eigenschaften  bestehen  bleiben  un- 
abhängig davon,  ob  der  Kern  reell  oder  imaginflr  Ist  Es  Ist 
ersichtlich,  dass  es  für  die  synthetlsdie  Behandlung  geometrischer 
Probleme  von  grosser  Bedeutung  ist,  ein  völlig  reelles  Gebilde  tu 
besitzen,  welches  an  Stelle  eines  imaglnSren  Kegelschnitts  su 
setzen  Ist 

Nehmen  vnr  zur  Bestimmung  eines  Netzes  zwei  hyperbolische 
Punktsysteme  auf  den  Trftgern  die  konjugirte  Strahlen  des 
Netzes  sein  sollen,  und  sei  dem  Schnittpunkt  der  TrSger  z  auf 
dem  ersten  der  Punkt  y,  auf  dem  andern  der  Punkt  x  konjugirt, 
seien  ferner  die  Asymptotenpunkte  des  ersten  Punktsystems  acr, 
die  des  zweiten  bß,  so  kann  man  zwei  neue  Punktsysteme  aus 
denselben  Punkten  bilden,  die  elliptisch  sind,  indem  man  einmal 
X  und  j/,  a  und  a,  das  andere  Mal  z  und  x,  b  und  ß  als  Paare 
konjugirter  Punkte  aulTasst,  die  jedesmal  ein  elliptisches  Punkt- 
system erzeugen,  weil  sie  harmonisch  gelegen  sind.  Dadurch  h;il 
n)an  auf  jedem  der  Träger  zwei  Punktsysteme,  ein  hyperbolisches 
und  ein  eili|)lis(  hes,  und  indem  man  zwei  auf  verschiedenen  Trä- 
gern befmdliche  zur  llildtinK  l  im-s  Netzes  verwendet,  was  auf  vier 
Arten  geschehen  kann,  eiliiilt  man  vier  vursdiiedene  .Ntl/e,  «lie  in 
eigentllümlicher  Verbindung  mit  einander  stehen;  ihre  lierakegel- 
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scfanitte  sind  nftmlicb  vier  barinoiiiseb-iiigeordnete  Kegel- 
schnitte (S  54),  von  denen  drei  reell»  der  vierte  imaginSr  ist; 
wenn  wir  nimlicli  die  Punlitsystenie  auf  den  beiden  Trigern  durch 
(A)  (e)  (Ai)  («i)  beieicbnen  und  die  vier  Verbindungen: 
(*)(*,).  {h){e,),  (e)(kt),  (e)(e^) 
auf  den  koigiigirten  Trigern  9t  9,  zur  Erzeugung  der  Nette  ver- 
wenden, 80  werden  die  drei  ersten  Netse  hyperbolisch,  das  letzte 
elUptiscb. 

IHe  Richtigbeit  der  obigen  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus 
der  Konstruktion  der  vier  Mittelpunkte  dieser  Netze;  denn  da  oryt 
ein  gemeinseliaflliches  Tripel  fQr  alle  ist,  so  sind  sie  vollkoninien 
bestimmt,  sobald  man  noch  den  Mittelpunkt  kennt:  seien  und 
ft]  die  Mittelpunkte  von  (A)  und  so  gehl  aus  $  16  hervor, 
dass  der  Mittelpunkt  v  des  Systems  (e)  der  vierte  harmonische  zu 
xjffL,  dem  n  zugeordnete  und  ebenso  der  Mittelpunkt  des 
Systems  {e^)  der  vierte  harmonische  zu  zx(i^,  dem  ft,  zugeordnete 
Punkt  ist,  folglich  haben  wir: 

{xf^,  tjiA^)  =  SR         {x{i,  y  v,)  =r  SR' 
(xv,  y  vj  =r  SR'"       •  {XV,  y^,)  =  SK" 
als  Mittelpunkte  dieser  vier  N^e.    Dies  ist  aber  nach  §  54 
(Fig.  79)  genau  die  Lage  der  vier  Mittelpunkte  von  vier  harmo- 
nisch-zugeordneten  Kegelschnitten,  welche  das  Tripel  xyz  ge- 
meinschaftlich haben. 

Whr  müssen  jetzt  noch  einige  SpecialitSten  erwfthnen:  Beim 
hyperbolischen  Netz  wird  die  doppelt- anendliche  Schaar  von  Ge- 
raden in  der  Ebene,  welche  tbeiU  elliptische,  theils  hyperbolische 
IMmkLsystemc  enthalten,  in  diese  beiden  (iaUnngen  geircniit  iliirrli 
eine  einfach-iincndliclie  Reibe  von  solchen  Geraden,  welche  para- 
hüliscbe  Piiiiklsysteme  enthalten;  wir  haben  ein  praboliscbes  Punkt- 
system einen  solchen  speciellen  Fall  des  byperboliscben  j,'enaniit, 
bei  welchem  die  beiden  Asyn)]ilolenpunkle  zusaninionfallen ;  es 
hat  die  Eigenthümlichkeit,  dass  zu  diesem  Doppelpunkte  jtMlcr 
beliebige  andere  Punkt  der  Geraden  als  konjugirter  und  wiederum 
zu  jedem  beliebigen  Punkt  der  Geraden  der  Doppelpunkt  .ils  konju- 
girter anzuseilen  ist;  ITii  alle  diejenigfii  Gciadcii,  avcIcIh'  T.nigciilni 
des  Kernkrgelsrlmltts  siml,  ist  .ilso  diis  ziit^rlinrij^c  Puiiklsyslcui  «'in 
parabolisflies  imd  sii'  bilden  die  griiaiiiilr  Grenze.  Anderseils 
giebt  es  unter  tlrn  doppelt  niiendlieb  -  vielen  Punkten  der  Fbene, 
deren  Slrublsysleuie  tlieils  elliptiscb,  ibeils  byperboliseb  ssind,  eine 
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eiufach- unendliche  Reibe  solcher  Punkte,  deren  Strahlsysteme 
parabolisch  werden;  dies  sind  die  Punkte  des  Kernkeg^schnitts 
und  de  bilden  die  Grenze  zwischen  dem  einen  und  dem  andern 
Gebiel;  in  jeder  Tangente  des  Kemkegelschnills»  welche  ein 
parabolisches  Punktsystem  des  Netzes  enthilt,  ist  der  fierährungs- 
punkt  der  Doppelpunkt  des  Systems  und  für  jeden  Punkt  des 
Kernkegelschnitto,  welcher  ein  parabolisches  Strahlsystem  ent- 
hält, ist  die  Tangente  der  Doppelstralil  desselben. 

In  besonderer  Welse  verbracht  sich  das  parabolische  Netz, 
wenn  %rir  von  den  beiden  erzeugenden  Punktsystemen  eines  pa- 
rabolisch annehmen;  sei  das  Punkteystem  auf  tt  parabolisch,  so  ist 
^1  der  Doppclpunkt  desselben  (Fig.  86),  weil  er  zu  jedem  belie- 


lotenpunkten  s  und  so  zeigt  die  Truhere  Konstruktion  des  Kerii- 
kegcIselinitLs,  dass  dasselbe  in  das  Linienpaar  und  i?,  / 

degenerirt;  von  jeder  hcliel)igen  (icradcn  in  der  Ebene  wird  der 
P(d  der  feste  Punltt  ^,  und  von  jedem  helicbigen  Punkte  in  der 
Ebene  «lebl  die  I'olnre  durcb  ^, :  dos  Slraidsystcm ,  welches  in  B^ 
seinen  .Millelpuiikt  bal  und  mil  dein  auf  ^li  gegebernMi  IMniklsysleni 
perspeklivisrli  liegt,  schneidet  daher  sämnil liehe  (leraden  in  der 
Ebene  in  deii  jnü^'en  Punklsystenicn ,  weltlie  iiint  ii  im  .\elz(!  /u- 
j,'ehören;  wenn  dai^^'^en  zweitens  das  anf  gegeln  in  IMiiiklsvsLeni 
«•Iliptiscii  ist,  s<»  rcMlneirl  sieh  der  Kernkegelsclniitt  anf  den  ein- 
zi^ren  Punkt  /?, ;  alle  Pnnklsyslenic  sind  ellipliseh  mit  Ansnalune 
dirjt  niiriMi.  wclehc  anf  den  diu'eli  7i^  laufenden  Strahlen  Meißen, 
und  diese  sind  sämnUUcii  paralmiiseb;  wir  können  auch  sagen. 


(Fig.  86.) 


bigen  Punkte  der  konjugirte  ist, 
mithin  auch  zu  B^,  dem  Schnitt- 
punkte {%,  die  Polare  von 
B^,  welche  B^S  verbindet,  wird 
alsdann  nach  der  Konstniktioii  des 
Netzes  ein  Punktsystem  enthalten, 
welches  ebenfalls  parabolisch  bt 
und  semen  Doppclpunkt  in  hat; 
um  den  Kern  i^es  solchen  beson- 
deren Netzes  zu  Anden,  kommt  es 
darauf  an  zu  wissen «  ob  das  zweite 
auf  gegebene  Punktsystem  liy- 
perbolisch  oder  elliptisch  ist;  wenn 
CS  hyperbolisch  ist  mit  den  Asyinp- 
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dass  sich  in  diesem  Falle  der  Kernkegclsciinill  auf  ein  imaginäres 
Linienpaar  reducirl,  dessen  reeller  Doppelpunitt  i^i  ist,  indem 
dieses  Linieopaar  Ton  den  imaginftren  Asymptoten  des  in  i?, 
befindlichen  elliptischen  Strahlsystems  gebildet  wird.  In  dem 
Falle,  wo  der  Kernkegelschnitt  des  Netzes  sich  auf  ein  reelles 
Linienpaar  oder  einen  Punkt  (imaginäres  Linienpaar)  redncirt, 
heisst  das  Nelz  ein  parabolisches.  Das  parabolische  Nets  be- 
steht also  eigentlich  aus  nichts  anderem,  als  einem  gewöhnlichen 
ebenen  Strahlsystem. 

Werden  beide  erzengenden  Punktsysteme  parabolisch  ange- 
nommen mit  den  Doppelpunkten  B^B,  so  zieht  sich  der  Kern- 
kegelscbnitt  anstatt  auf  ein  Linienpaar  auf  eine  einzige  doppelt  zu 
zShIende  Gerade  BBi  zusammen;  nehmen  wir  an,  dass  von  den 
beiden  erzeugenden  Punktsystemen  eines  parabolisch  mit  dem  Dop- 
!»<  Ipunkt  ,  das  andere  hyperbolisch  sei  und  einen  Asymptoten- 
punkt in  J\  habe,  dieser  also  der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger 
wird,  so  ist  das  Netz  unbestimmt  und  verlangt  zu  seiner  Tüllij,MMi 
RcsUmmung  noch  ein  weiteres  Datum.  Gehen  vi'ir  von  der  De- 
stimmnng  des  Netzes  durch  zwei  Slrahlsysleme  aus,  dm-ii  Mittol- 
puiikle  zugeordnete  Punkte  sein  sollen,  so  ergehen  sit  Ii  analoge 
besondere  Fälle,  wenn  wir  eines  derselben  parabolisrli  wählen. 
Der  Kcrnkegclschnilt  redncirl  sieh  auf  ein  reelles  oder  imaginäres 
l*nnklenj»aar,  dessen  Träger  immer  reell  ist,  oder  wenn  heide 
Sirahlsysteme  parabolisch  sind,  auf  einen  einzigen  doppelt  zu  zäh- 
lenden Punkt.  Wir  kehren  nach  diesen  licsonderUeitcn  wieder  zu 
dem  allgemeinen  involulionsnelz  zurück. 

§  57.    Verschiedene  Bostimmungs  -  Arten  des  Netzes. 

Wenn  \\'\r  als  beslimmeiuie  Kleinenlc  des  INelzes  ainu'hmen: 
1)  ein  l'a.ir  konjugirlerl*unkle  o<ler  Strahlen,  2)  ein  l'unklsyst(  in,  wel- 
ches zwt  i  Paare  konjugirtcr  Pimkle  verlrlU,  oder  ein  Sirahlsystem, 
3)  ein  Paar  Pol  und  Polare,  wclehes  ebenfalls  zwei  Paar  kon- 
jugirtcr INmkte  oder  Strahlen  vertritt,  endlich  4)  ein  Tripel  kon- 
jugirtcr IHnikte  oder  Strahlen,  wclclies  drei  Paar  konjugirter 
Punkte  oder  Strahlen  vertritt,  so  lassen  sich  diese  Elemente 
in  mannicJiracher  Weise  zur  Bestimmung  des  Netzes  zusammen- 
steilen; ?on  diesen  Bestimmungsarten  wollen  wir  einige  hier  an- 
ffiliren,  und  zwar  nur  solche»  die  das  Netz  eindeutig  bestim- 
men. 

29* 
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Die  im  §  55  mr  Konstruliüoa  des  NeUes  angenammenen  Be- 
sliomiangsstöcke  waren: 

1)  zwei  konjiigirtc  Stralileo  des  Netzes  {%  und 
und  aiiT  jedem  das  PuolLlsystem,  weicbcs  dem  Netze 
zugeiiören  soll,  oder  auch  zwei  konjugirle  Punkte  und  in 
jedem  das  zugehörige  Strahlsystem  des  Netzes.   Hieraos  ergiebt 
sich  sofort  eine  zweite  Bestimmiingsart  durch 

2)  ein  Tripel  konjngirtcr  Punkte  BByB^  des  Neties 
und  eine  beliebige  Gerade  H.,  mit  dem  ihr  zugehörigen 

•  Punktsystem:  denn  die  drei  Verbindungslinien:  (B^B^)^% 
[B^B)  =  9i  [BBi)  SS  %  mögen  die  Gerade  %  in  den  Punkten 
aa|  beiieblich  treffen:  seien  die  drei  konjugirten  Punkte  zu 
diesen  in  dem  auf  g^benen  Punktsystem  «ff|Cr,,  so  treffen 
sich  «B,  cr,^,,  tt^B^  In  einem  Punkte  B^,  dem  Pol.Yon  9,,  und 
zugleich  treffen  sie  9191i9C2  in  solchen  Punkten  a^i^,  weldie  auf 
diesen  drei  Geraden  konjugirt  sind  den  Punkten  aa^a^i  da  nun 
je  zwei  Tripelpunkte  auaserdem  ein  zweites  Paar  konjugirter 
Punkte  sind,  so  kennen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  konjugir- 
ten Strahlen  des  Netzes,  also  nach  1}  das  ganze  Netz.  In  ana- 
loger  Weise  Ist  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Tripel  koigiigirter 
Strahlen  und  ein  beliebiges  StrahlsysCem  B^,  welches  dem  Netze 
zugehören  soll;  ferner  ergiebt  sich,  dass  es  auch  bestimmt  wird 
durch 

3)  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  BB^B^  und  ein 
beliebiges  Paar  Pol  und  Polare  B^  und  denn  möge  Kg 
die  beiden  Verbindungslinien  B^B^  und  B^Bina  und  a,  treffen  und 
seien  die  Schnittpunkte  (^^3,  B^B^)ssiu,  (B^B^,  B^B)  =  tt^, 
so  sind  a  und  «r,  sowie  at  und  «i  konjugurte  Punkte  des 
Netzes,  und  da  auch  zwei  Tripelpunkte  immer  konjugirt  sbid,  so 
kennen  wir  die  Punktsysteme  auf  zwei  konjugirten  Strahlen  des 
Netzes,  mithin  nach  1)  das  ganze  Netz.  Umständlicher  wird  schon 
die  Bestimmung  des  Netzes  durch 

4)  ein  Tripel  konjugirter  Punkte  BB^B^  und  zwei 
beliebige  Paare  p  und  n,  pi  und  n^,  welche  konjugirte 
Punkte  sein  sollen.  Hier  können  wir  so  verfahren,  dass  wir 
dnrch  n  eine  beliebige  Gerade  legen,  dieselbe  als  Polare  von  p 
auffassen,  wodurch  dann  nach  3)  das  Netz  besthnml  ist.  und  für 
das  so  bestimmte  Netz  die  Polare  zu  p^  konstruiren ;  verändern  wir 
dann  die  durcli  n  angenommene  Gerade,  so  verändert  sich  auch 
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die  zulclzl  konslruirlc  Polare;  sobald  es  vorkoininl,  <);is;s  sie  diircii 
den  gegebenen  Punkt  7t,  gelil,  ist  das  Netz  den  gegebenen  Be- 
dingungen gemäss  beslininit.  Die  dabei  »'inti  el»  iide  Veränderung 
lässl  sicli  aber  leicht  übersebauen ,  wenn  wir  folgende  Bcinerkuug 
vorausschicken :  Das  l*nnktsysteni  auf  einer  Geraden  ist  «birch  zwei 
Paar  konjugirter  Punkte  a  und  n,  b  und  ß  bestinnnt  und  zu  einem 
drillen  Punkte  c  kann  der  konjugirle  y  nacli  §  15  so  gefunden 
werden  (Fig.  87) :  durch  c  ziehe  man  eine  beliebige  Gerade,  nelune 


auf  ihr  zwei  Punlite  P  und  Q  an,  suche  die  SchniUpunkte: 

dann  gehl  R  S  durch  f,  wt^en  der  Eigenschaft  des  vollständigen 
Vierecks  PQRS,  dessen  Seilen  von  einer  Transversale  in  sechs 
Ponklen  einer  Involution  geschnitten  werden;  wenn  whr  nun  von 
den  vier  zur  Bestimmung  des  Punktsystents  erforderlichen  IMink- 
len  <t((hß  drei  aa  und  b  festhalten,  den  vierten  ß  aber  verän- 
dern, so  variirt  das  Piinklsystem  und  zu  dem  festen  l'unkl  c  ge- 
hört jedesmal  ein  anderes  y;  aus  der  Konstruktion  geht  aber 
hervor,  dass  bei  der  Bewegung  von  ß,  während  die  Punkte 
a  et  b  c  P  Q  festgehalleii  werden,  aucli  H  lest  bleib! ,  S  dagegen  sich 
verändert,  indem  es  auf  Qu  eine  mit  ß  persiieklivisch  liegende 
Punktreihe  durchläuft;  y  dm-chläuft  wiederum  eine  mit  |)erspek- 
tivische  Punktreihe,  also  beschreiben  auch  ß  und  y  zwei  aul- 
einaiiilei  liegende  projektivische  I*unktreiben,  deren  Doppeleiemente 
a  und  c(  werden.  IMes  vorausgescbickl ,  sei  nun  PB^B.^  das  ge- 
gebene Tripel,  also  (/>',  /)',)  =  %  und  {B.,  B]  =  ^}(,  konjugirte  Strah- 
len; %  werde  von  p£  und  p^B  iaa  und  b  getroffen,  %i  dagegen 
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von  pBy  und  />!  in  a,  uiul  />, ;  Wfim  wir  durch  ;r  eiin;  lielie- 
bige  ('i«'ra(l«'  S  /ielien,  welche  31  und  31,  in  «  und  er,  liilfl  und  nun 
auf  %  das  durch  die  Paare  B^B^  und  aa,  dagegen  auf  ^|  das 
durch  die  Paare  B^B  und  a^u^  bestimmte  Punktsystem  aufTassen 
und  in  dem  ersten  /.u  b  den  konjugirteu  Punkt  ß,  in  dem  andero 
zu  6i  den  konjugirlea  Puukl  l)estimmen,  so  ist  die  Polare 
TOD  indem  wir  nunmehr  die  Gerade  S  uu)  den  Punkt  sc  drehen» 
verändern  sich  a  und  «,  und  mit  ihnen  ß  und  aus  der  vor- 
ausgeschickten  Ilfdfshelrnchlung  geht  hervor,  dass  §  und  et  projek- 
tivische  Punktreihen  beschreihen,  deren  Doppelelenienle  B.^  und  B^ 
sind ;  ebenso  beschreiben  und  tt|  projektivische  l^unktreilien  mit 
den  Doppelpunkten  ß.,  und  B\  a  und  a^  durchlauren  aber  perspek- 
tivische Punktreiiien,  deren  [*rojektionspunkl  n  ist,  folglich  be- 
schreiben auch  ß  und  ß^  projektivische  Punktreilien  auf  den  Trä- 
gern %'und  S|  und  dieselben  liegen  perspektivisch,  denn  wenn 
a  nach  kommt,  so  geht  auch  er,  dahin,  nach  dem  Vorigen 
aber  auch  ß  und  ^, ,  mithin  Tallen  in  den  Schnittpunkt  der  Träger 
entsprechende  Punkte  der  projektivischen  Punktreihen,  diese  liegen 
daher  perspektivisch,  also  ßßi  läuft  durch  einen  festen  Punkt  o. 
der  durch  zwei  beliebig  gewählte  Lagen  flQr  2  leicht  zu  kon- 
struiren  bt;  auch  sehen  wir,  dass  diese  Polare  ßß^=sZi  des 
Punktes  P|  ehi  Strahlbfischel  beschreibt,  welches  projektivisch  ist 
mit  dem  von  8  beschriebenen;  durch  den  letzten  gegebenen 
Punkt  iTi  giebt  es  also  nur  eine  einzige  Gerade  81*  nämlich  die 
Verbindungslinie  «|0  (es  mösste  denn  der  besondere  Fall  ein- 
treten, dass  »1  mit  0  zusammenfiele,  dann  wäre  das  Netz  unlie- 
stimmt);  ziehen  whr  nach  der  Konstruktion  des  Punktes  o,  «,o 
und  nehmen  diese  Gerade  als  Polare  von  P| ,  so  ist  das  Netz  durch 
dies  Paar  Pol  und  Polare  und  dun'h  das  Tripel  BB^B^  nach  3) 
völlig  bestimmt  und  genügt  oOenliar  den  verlangten  Bedingungen; 
das  Netz  ist  also  im  Allgemeinen  vollkommen  und  ehideutig  be- 
stimmt durch  die  gegebenen  BestimmungsstDcke  und  die  Konstruk- 
tion desselben  aus  der  vorigen  Betrachtung,  wenn  auch  ein  wenig 
umständlich ,  doch  allein  mittelst  des  Lineals  ausfitthrbar.  Am  ein- 
fachsten gestaltet  sich  diese  Konstruktion,  wenn  wir  fikr  die  eine 
I^ge  von  8  die  Gerade  nB  und  für  die  andere  Lage  .t/?,  neli- 
men;  dann  fällt  das  eine  Blal  «i  nach  B»  folglich  auch  ß^  nach 
B,  das  andere  Mal «  nach  B^  und  auch  ß  nach  B^  und  der  Punkt 
0  wird  auf  folgende  Art  gefunden:  Sind  das  Tripel  B^B^B  und 
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das  Paar  konjugirter  Ponkle  p,  n  gegeben,  -so  ilehe  mao  BB^, 
BBi  und  Bp,  Bn^  wodurch  man  zwei  Paar  Strahlen  •  erhält, 
welche  ein  Strahlsystem  bestimmen,  und  suche  den  zu  17p,  kon* 
jttgirten  Strahl  dieses  Strahlsystems;  zweitens  siehe  man  BiBj, 
B^B  und  B{it,  wodurch  man  zwei  Sirahlenpaare  eines  an- 
dern Straldsystems  erhült,  in  welchem  man  den  dem  Strahle  J9,P| 
konjugbien  aufsuche;  dieser  und  der  vorige  in  dem  Stralilsystem 

schneiden  sich  im  gesuchten  Punkt  o;  man  erhSit  auch  ein 
drittes  Strahlsystem  in  B^  durch  die  Strahlenpaare  B^  B,  B^ 
und  B^pt  B^n  und  der  zu  B2P1  koi^jugirte  Strahl  des  letzten 
Strahlsystems  muss  elienfalls  durch  0  geben.  lüeraus  ergiebt  sich 
der  Satz:  FOr  alle  Netze,  welche  ein  Tripel  BB^B^  und 
ein  Paar  konjugirter  Punkte  p»n  gemeinschaftlich 
haben,  laufen  die  Polaren  ein  und  desselben  Punktes(/>,) 
durch  einen  festen  Punkt  (0)  {%  61j. 

ö)  ZweiTripel  konjugirter  Punkte  BB^  miB^B^^  ^,1 
enthalten  mehr  Elemente,  als  zur  Bestimmung  des  Netzes  er- 
forderlich und  ausreichend  sind;  wenn  diese  sechs  Punkte  aber 
der  Bedingung  genügen,  dass  sie  auf  dnem  Kegelsclmitl  liegen 
($  55),  so  ist  wiederum  das  Netz  vollkommen  und  eindeutig  durch 
sie  besümnii ;  es  genügt  alsdann,  zu  seiner  Konstruktion  das  Tripel 
BB^  Z?2  und  das  Paar  Pol  und  Polare:  B^  und  B^^B2^  zu  wählen, 
wodurch  nach  3)  das  Netz  iicstinimt  wird,  dann  müssen  B^^  und 

von  selbst  ein  Paar  konjugirter  Punkte  sein. 

An  die  in  1)  enthaltene  Entstehungsweise  des  Netzes  durch 
zwei  Punktsysteme,  deren  Träyer  oder  zwei  Strahlsystcmc,  deren 
Mlllclpunkle  konjni^irtc  KIcincnt«!  sind,  knüplL  sa  li  noch  eine  neue 
hesliinmun^sju  l  duK  Ii  .  in  i'nnklsyslem  und  ein  Slralilsyslcni, 
\v(  h  lic  porsjM'ktiviscli  liegen  und  Pol  nnd  Polare  dos  Netzes  lie- 
l'ern;  hierdurch  allein  ist  aber  das  Netz  noch  nicht  völlig  bestinunt; 
zu  s(>iner  Hestinunung  ist  noch  erforderlich  ein  Paar  konjugirter 
l*unkte  oder  Strahlen;  also: 

61  e in  Strahl s y s t c m  m  i  l  dem  Mittelpunkt  B ,  da  s  a  n  f 
einer  beliebigen  (ierachui  Jt  tlurch  das  Slrahlsystcui 
ausgeschnittene  Punktsystem,  <li<!  Iledingung,  dass  B 
und  91  Pol  und  I'olare  des  .Netzes  seien  mit  den  ihnen 
zugehörigen  Systemen,  niiil  endlich  noch  ein  beliebiges 
I*aar  konjiigirler  Punkte  p,  tc  beslln)men  das  Netz  vollstän- 
dig; ireilc  näuilicL       die  Gerade  %  in  s  und  sei  a  der  kon- 
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jugirte  Punkt  io  dem  auf  9  gegebeneD  Puoklsyslein,  so  wird  Bc 
die  Polare  von  s  sein,  also  pn  in  einem  solchen  Punkte  treffeo, 
das»  pjt,  t<r  swei  Pair  konjugirte  Punkte  sind,  welche  das  dem 
Netze  sugehArige  Punktsystem  auf  dieser  Geraden  bestimmeii: 
nehmen  wir  daher  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  ^|  des 
auf  9C  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wir  ein  Tripel  BBiB^ 
und  ausserdem  ein  Punktsystem  auf  pn,  wodurch  das  Nets  nach 
2)  bestUnmt  ist;  In  gleicher  Weise  ist  das  Neta  bestimmt,  sobald 
Pol  und  Polare  mit  ihren  Systemen  und  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugirter Strahlen  gegeben  sind. 

7)  Zwei  beliebige  Paare  TonPol  und  Polare:  Bandit, 
und  Vi»  und  ein  Paar  konjugirter  Punkte p,  ic  bestim- 
men das  Neti  ebrafalk  eindeutig;  sei  der  Schnittpunkt  {%  Kj)  ss^^ 
und  die  Verbindungslinie  {B  B^^^,  so  sind  ako  auch  B^  und 
^2  ein  Paar  Pole  und  Polare;  bezeichnen  wir -die  Schnittpuokta 
=  B  und  =  B, .  so  haben  wir  auf      zwei  Paar 

konjugirter  Punkte  und  £i  ,  also  das  ganze  dem  NeCse  lu- 
gehörige  Punktsystem  und  zugleich  das  mit  ihm  perspektifisdie 
Slrahisystem  in  B^,  welches  dem  Netze  zugehört,  ucit  <ltf 
Pol  von  ^2  ist;  wir  haben  nun  ausserdem  noch  ein  Paar  konjugir" 
ler  t*unkte  prt,  wodurch  nach  dem  vorigen  Falle  6)  das  NeU  f  oU- 
ständig  und  eindeutig  ijcstiinnil  wird. 

8;  Drei  beliebige  Paare  von  Pol  und  Polare;  DnüA%, 
/?,  und  ^:}(,.  /.',  und  %,  enthalten  mehr  Kieiueulo,  als  lur 
Ik'slinmuiii^'  des  .Netzes  erlorderlicli  sind;  wir  können  indesseo 
die  Abhängigkeit  dieser  seclis  Sificke  ernütteln,  welche  stattlindeB 
muss,  düiiiil  sie  »las  iNeiz  lieslininieii ,  ohne  sich  zu  \\idersj)re('lieo. 
Nehmen  wir  fi  und '?t,  B^  und  51,  und  den  Punkt  />.,  uillkfihr- 
Hell  an  I  i-.  SS  .  so  ist  die  Verbindungslinie  /;/)',)  =  5t.,  die  Polare 
des  Sehnittpunkles  {5(5(,>  =  fi^;  das  Punkts\sleni  auf  51,,  i>^t  be- 
sliunnl  durch  zwei  Paare  konjugirter  Punkte:  B  und  (h'U  ScbniH' 
punkt  23  =  /?,  und  den  Scluiitlpunkt  5?,  ^  (51,51,1;  rkhea 

wir  //j/>;, ,  so  niuss  der  Pol  dieser  (ieradeii  auf  5(;  lieg«» 
der  konjugirte  PuidU  a  zu  dem  Schnittpunkte  .v  sein .  in  welrlieiB 
AV, />',  die  5(  ;  IrilU;  ."s  sind  also  fi.,  und  o  konjugirte  Piinkie, 
d.  h.  die  Polare  von  !>.,  muss  durch  (T  gehen;  sie  ist  mithin  nicW 
mehr  vollkounnen  frei,  soiiticni  muss  durch  einen  hestinniiten.  von 
den  beiden  andern  Paaren  Pol  und  Polare:  /jund^t, 
und  dem  Punkt  B^  abbäugigea  lesteu  Punkt  a  geben;  ziehen  v^if 
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durch  c  eine  beliebige  Gerade  ^  als  Polare  von  B^^  w  \Bi  jelzl 
das  Neu  bestimmt  und  die  AbhAoglgkeit  der  drei  Punkte  BBiB^ 

(Flg.  88.) 


und  ihrer  Polaren  von  einander  stellt  sich  in  folgender 

Weise  heraus:  der  Schnittpunkt  [%  ßt  Schnitt- 

punkt ('}li^U)  sei  und  es  mögen  sich  Bßmd  //,^,  in  o  treffen, 
dann  gehen  in  dem  vollständigen  Viereck  ßo^^H.^  zwei  Seiten- 
paare durch  die  Punkte  B^d  und  B^'y\^  des  auf  %  befindlichen 
Punktsystems,  vom  dritten  Seitenpaar  geht  ein  Theil  ßß^  durch  9, 
folglich  der  andere  B^o  durch  den  konjugirten  Punkt  s,  d.  h. 
Bß,  li^ßy,  B^B.^  schneiden  sich  in  einem  Punkte;  nun  sind 
aber  BB^  B^  die  Ecken  eines  Dreiecks  und  B.^ßß^  die  Ecken  des 
von  den  drei  Polaren  ft^i^t,  g<^bildeten  Dreiseils;  diese  beiden 
Dreiecke  liegen  also  perspektivisch  ($31)  und  es  gilt  der  Satz: 
Hat  man  in  einem  Netze  drei  beliebige  Punkte  BB^B^ 
und  (leren  drei  Polaren  welche  sich  paarweise 

in  den  Punkten  [%%)  =  B.^,  {%^%)  =•  B,  {%^%)  =  B,  schnei- 
den, so  liegen  die  beiden  Dreiecke  BB^B.^  und  BBjB^ 
perspektiviscli,  d.  Ii.  ^B,  ^iB,,  R,Bo  schneiden  sich  in 
einem  i*nnkle.  Hieraus  rol<;l  die  gleiclibedeutcnde  Hedingung, 
dass  die  Schnitipunkle  von  mit  /?,  B.,,  91,  mit  B.^Ii  iiikJ  mit 
H  drei  IMmkte  in  gerader  Linie  sein  müssen.  Vu\  dann  zu 
irgend  einem  INniktc  /*  in  lit  r  Khene  die  Polare  1*  zu  konstrniien, 
kami  njan,  wie  leiclil  narliznweiscn  ist,  in  folgender  Weise  ver- 
laln  en:  Man  ziehe  P  fi ,  welrlies  in  tri(U,  und  /*/)',,  wel- 
ches %  in  ß  IrelFe,  dann  wird  [ßß^,  /?/>,)=:.i-  ein  Pnnkl  der 
Polare  £  sein ;  bestimml  uiuu  in  gleicher  Weise  die  Scbuittpunklu : 
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so  Irifln  ihre  Verbindungslinie  iu  ^  einem  zweiten  Puokle  der 
gesucliten  l*olai'ü  S;  diese  isl  also  schon  bekannt ;  man  Itami  noch 
einrn  drillen  l'uukl  z  von  ihr  finden,  indem  man  die  Sctuiill- 
puukle: 

verbindet  und  diese  Verbindungslinie  bis  zum  ScbuiUpynkte  mit 
BB^  verlängert,  wilclicr  z  ist.  Die  drei  Punkte  xyz  liegen  auf 
einer  Geraden  ^.  Nun  können  wir  auch  rückwärts  sctilies!»en: 
Wenn  die  zur  Beslinnnung  des  Netzes  gegebenen  drei  Paare  Pole 
und  Polaren.  ^  und  und       B^  und       der  Bedingung 

genügen ,  dass  die  beiden  Dreiecke  BB^B^  und  bezieh* 
lieh  perspektivisch  liegen,  dann  Ist  ein  Netz  durch  sie  vollstän> 
dig  und  ehideutig  bestimmt. 

9)  Zwei  beliebige  Punktsysteme  auf  den  TrSgern 
91  und  9(1,  welche  nicht  konjugirte  Strahlen  sein  sollen, 
und  irgend  ein  Paar  konjugirter  Punkte  p,n  bestimmen 
das  Netz;  sei  j?,  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  9[K|,  dann 
ist  die  Verbkidungslinie  derjenigen  beiden  Punkte  der  Träger, 
welche  ihrem  Schnittpunkt  konjugirt  sind  in  den  g('i,'L'benen  Punkt- 
systemen, die  Polare  von  B^l  auf  der  Verbindungslinie  pn  ken- 
nen wir  nur  dies  eine  Paar  konjugirter  Punkte;  wSre  uns  das 
ganze  Punktsystem  auf  dieser  Geraden  bekannt  und  bezeichnen 
wir  ihren  Schnittpunkt  mit  9(  durch  i?^,  mit  ^1  durch  B,  so 
hätten  wir  auch  die  Polaren  von  B  und  B^ ,  indem  wir  die  ihnen 
konjugirten^Punkte  in  den  beiden  Paaren  von  Ponktsyttemea  ver- 
binden, deren  Träger  sich  einmal  in  B,  das  andere  Mal  in  B^ 
treffen,  wir  bitten  dann  also  drei  Paare  Pole  und  Polaren,  ivelche 
der  in  8)  gerundenen  Bedingung  Genüge  leisten;  sei  nämlich 
(Fig.  89)  in  dem  aur  %  gegebenen  Punktsystem  dem  B.^  konjugirt 
ß.^,  dem  konjugirt  b^,  in  dem  auf  ^t,  gegebenen  Punklsysteiu 
dem  B^  konjugirt  b.^,  dem  Ii  konjugirt  ß  und  ciKilicli  in  dem  auf 
der  Verbindungslinie  [B B^)  =  %j  angenommenen  PiiiiklsystLMii  dem 
B  konjugirt  </,  dem  B^  konjugirt  /?, ,  so  ist  die  l'olarc  vofi  /A, : 
b.^ß.,,  von  B:  bß,  von  />', :  b^ß^  \  es  müssen  nun  die  Sellen  dieses 
Polardreiseils  die  eiitspreebendeii  Seilen  des  Dreiecks  l>  I>\  ß.,  in 
drei  Punkten  einer  (leiaden  Irelleii,  M;unli(;li  {b,ß.,,  /?/?,)  —  /*.,. 
{bß,  B^B^)  —  0,  {f^i  ßi,  B2  B)  —  0^;   von  diesen  drei  auf 


Digitized  by  Googl 


Das  Invotattoof-Note  (Pf^arqrstem).  $57. 


459 


einer  Geraden  tiegenden  Punklen  o.^oo^  ist  einer,  nändicli  o^, 
gegeben  als  der  ScbuiUpiuikt  der  durch  die  i>eidcu  Puakisyslcme 


(Fig.  89.) 


auf  bekannten  .Polare  von  mit  der  Verblndnngslinic  pn  ; 
wir  können  also  durch  den  bekannten  Punkt  eine  veränder- 
lirhc  Gerade  $  ziehen,  durch  welche  dann  das  Netz  völlig  bc- 

slimint  winl,  luid  für  dieses  so  lu'stiinnite  Netz  zu  dem  gej,'el)enen 
li  ^len  i*iinl<le  p  den  l<(Mijiij;irten  Punkt  auf  51.,  hesUnuneii;  uiil  der 
Verändrruii^'  \on  lÖ  verändert  siel)  aucii  der  zuletzt  konslruirle 
Punkt  uml  es  \>ird  nur  einmal  vorkommen,  dass  er  mit  <icin  gc- 
gelu'in'n  l'uukte  tt  zusannnenfiillt;  dureli  diese  besondere  Lage  iler 
(•eraden  1^  ist  alsdann  das  Netz  allen  Dedingnngen  »ler  Aufgalie 
gemäss  bcstinnnt.  Ks  ist  leiclil  in  der  Figur  zu  verfolgrn, 
w'u'  sich  mit  der  iMelumg  von  2  um  o.,  das  diucli  sie  Iteslimmle 
Punktsystem  aul^t. ,  also  aucli  der  dem  testen  Punkt;/  je(le>mal 
konjiigirte  Punkt  p  verändert.  In  der  That  imd  o,  lieselueihen 
zwei  perspeklivisrhe  PunktreiluMi  auf  51  uiid  ,  also  A,  o,  und 
ßo  ywrl  projeklivisclie  Slralilbiisehül ,  die  Punktt^  uiiti  />  zwei 
projektivis(  lie  Pnnktreihen  auf  ,  der  Art,  dass,  wvmi  ß^  nach  /» 
gelangt,  h  nach  Ii^  kommt  und  zugleich,  wenn  ß^  nach  ^^  konmit, 
b  nach  B  gelangt,  also  ß^  uud  b  erzengen  hei  der  iiewegnng 
seihst  ein  neues  i'nnktsyslem ,  von  dem  />  uml  /?,  ein  Paar  kon- 
jugürler  Punkte  ist.    Nun  hesümmen  die  beiden  Paare  Bb  und 
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ß^ß^  dasjenige  Punktsyslem  auf  'ör  weldies  der  dem  festen 
Punkt  p  kmgugirte  p  bestimmt  werden  moss;  nach  der  bckanoleo, 
schon  öfters  angewandten  Konstruktion  eines  sechsten  Punkte«  der 
luvolulioii  ziehen  wir  durch  p  irgend  eine  Gerade,  nehmen  zw^ 
beliebige  Punkte  P  und  Q  derselben,  bestimmen  die  Schmtlpiinkle: 

dann  trilU  RS  die  Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte  Pei 
der  auszufülirenden  Bewegung  wird  nun  R  fest  iileiben  luid  ^' 
einen  Kegelschnitt  beschreihen,  weil  b  und  ßy  projektivische 
Punktreihen  durchlaufen;  dieser  Kegelschnitt  geht  durch  P  und  Q, 
aber  auch  durcii  R,  weil,  wenn  )3,  nach  B  gelangt,  b  nach 
kommt;  folglich  beschreibt ein  Strahlbüschel,  welches  mit  PS 
projektiviscb  ist,  also  auch  mit  der  Puoktreibe  und  b,  daher 
mit  0,.  0  und  schliesslich  mit  dem  von  der  Geraden  2  erzeugten 
Strahl böschel;  der  Schnittpunkt  )p  der  Geraden  RS  mit  be- 
schreibt daber  eine  Punktreihe,  welche  mit  dem  durch  die 
Bewegung  von  2  herTorgeruTenen  StrahlbUschel  projektiviscb  ist 
Nachdem  diese  projektivische  Beziehung  erkannt  und  durch  eine 
einfache  Konstruktion,  su  welcher  man  nur  des  Lineais  bedarf, 
hergestellt  Ist,  leuchtet  es  ein,  dass  nur  f&r  eine  einzige  bestimmte 
lidge  von  8  der  veränderliche  Punkt  mit  dem  gegebenen  «  su* 
sammenfallen  kann,  und  diese  Lage  von  Z  ist  durch  die  bekannte 
projektivische  Beziehung  allein  mittelst  des  Lineals  zu  ermitteln, 
indem  man  zu  dem  gegebenen  Punkte  «,  als  der  Punktreibe  (p) 
angehdrig,  den  entsprechenden  Strahl  des  Strablbüschels  (8)  auf- 
sucht. Hierdurch  vrlrd  nun  die  letzte  gegebene  Bedingung  erfüllt, 
dass  p  und  n  konjugirte  Punkte  des  Netzes  seien;  das  Netz  ist 
also  vollständig  und  eindeutig  durch  die  oben  angegebenen  StAcke 
bestimmt.  Die  Konstruktion  wird  zwar  in  vollstSndiger  Aus- 
fQhrung  etwas  umständlich,  aber  ohne  alle  Schwierigkeit  und  ist 
allein  mittelst  des  Lineals  zu  bewerkstelligen. 

In  analoger  Weise  ist  das  Netz  diu'ch  zwei  beliebige  Strahl- 
systerne  [B]  und  (/?,),  deren  Mittelpunkte  nicht  konjugirte  Punkte 
sein  sollen,  und  ein  heliehiyes  l\iar  konjugirler  Strahlen  /,  i  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt. 

10)  Drei  beliebige  Punktsysteme  auf  den  Trigern 
entlialten  mehr  Kiemente,   als  zur  Bestimmung  des 
Netzes  ausreichend  sind;  wir  können  indessen  aus  dem  Vorigen 
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die  liediiigiiiig  crnnllelii ,  wcUlic  «'ifiilll  u erden  imiss,  (hniiil  das  ^ 
Netz  durch  dieselben  besliinnil  wird  nud  die  IksliniiiiungsslfK  ke 
keinen  Widerspruch  involviren.  Hs  ist  nimdich  sciion  in  9)  an- 
gegeben, dass,  wenn  Ifir  den  Schnillpuukl  ^^li^l-»)  die  beiden 
konjugirten  Punkte  auf  diesen  Trägern  b  und  /3,  lür  den  Schnitt- 
punkt (^Ij^^)  konjugirten  Punkte  und  /3, ,  endlich  für  den 
Schnittpunkt  (^l^^,)  die  konjugirten  Punkte  und  sind,  die 
drei  Verbindungslinien  bß,  b.^ß^  die  Polaren  jener  drei 

Schnltlpunlde  sein  werden  und  dalier  die  drei  PuulLte: 

in  einer  Geraden  Hegen  mflssen.  Ist  diese  Bedingung  fOr  die 
Lage  der  drei  PunkU^steme  erfüllt,  so  lieslininien  sie  ein  Netz, 
dessen  Konstruktion  aus  8)  sieh  ergiebt. 

11)  Ein  Punktsystem  auf  dein  Träger  91,  ein  Paar 
Pol  und  Polare:  ^,  und  ?t,  und  ein  Paar  k onjn;,' i  r I  er 
Punkte  p  und  n  bestinnnen  das  Netz;  sei  nänilicli  der  Sdiiiill- 
[)unkt  =  AT  und  sein  kunjiigirler  Punkt  a  in  dem  auf  % 
gegelx'uen  Piniklsysteiji,  so  wird  /?,  a  die  Polare  von  at  sein  und 
9(,  in  einem  sidclien  Punkte  t  trelTen,  dass  /?,  .v/  ein  Tripel  kon- 
jugirter  Punkte  isl ;  nehmen  wir  auf  9t,  irgend  ein  l';iar  konjngirler 
Punkte  n:,;j,  des  gegebenen  Punktsystems,  so  haben  wiv  zur  Kennt- 
niss  des  Netzes  ein  Tripel  und  zwei  Paar  konjugirter  Punkte,  wo- 
durch also  «las  Netz  bestimmt  wird  und  nach  \\  zu  konstrtiiien  isl; 
dass  dabei  die  Punkte  />,  tt,  mit  einem  Tripel|)unkte  [a]  in  gerader 
Linie  liegen,  ändert  im  Wesentlichen  nichts  iu  der  KonslruktioiL 

In  analoger  Weise  wird  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Paar 
Pol  und  Polare,  ein  Strahlsystem  und  ein  beliebiges  Paar  kon- 
jugirter Strahlen. 

12)  Ein  Punktsystem  auf  dem  Tr&ger  fl  und  drei 
beliebige  Paare  konjugirter  Punkte  pund»,  p,  und  «r,, 

und  bestimmen  das  Netz;  um  es  zu  konstruiren,  können 
wir  in  folgender  Weise  verfahren:  Nach  einem  früher  {%  55) 
bewiesenen  Satze  sind,  wenn  p,  n  und  x,  |  irgend  zwei  Paare 
konjugirter  Punkte  sind,  allemal  die  Schnittpunkte: 

ein  drittes  t*aar  konjugirter  Punkte,  und  in  dem  vollständigen 
Viereck  pnxi,  geht  die  \'erbiridungslinie  dun  li  <lie  beiden 
vierleu  iiarmouischeu  l^unkte,  welclje  zu  dem  Schnillpuukle  der 
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beiden  (irradeii  pn  and       zugeorcbiel  harmonisch  liegen,  indem 
das  zweite  Paar  zugeordneter  Punkte  einmal  pitf  das  andere 
Mal       ist;  wählen  wir  nun  für  prt  das  erste  gegebene  Paar 
konjugirler  Punkte  und  für       ein  beliei>iges  Paar  konjugirler 
Punkte  des  aur  dem  Triger  9t  gegebenen  Punktsystems,  so  werden, 
indem  wir  das  letztere  Paar  Terindern,  sich  auch  die  Punkte 
y  und  fi  verindem,  Ihre  Verbindungslinie  aber  durch  einen 
Testen  Punkt  o  auf  pn,  den  vierten  harmonischen,  dem  Schnitt* 
punkte  mit  %  lugeordneten  Punkt  gehen.  Die  Punkte  y  und  n 
beschreiben,  wie  leicht  lu  sehen  Ist,  ein  und  denselben  be- 
stimmten Kegelschnitt  St*  weil  px  und  9s|  projektivische  Strahl- 
bQschel  beschreiben  und  In  Ihnen  auch.pl  und  nx  entsprechende 
Strahlen  sind;  jeder  durch  o  gehende  Strahl  trifft  daher  diesen 
volblSndig  bestimmten  und  leicht  herzustellenden  Kegelschnitt  ft 
in  einem  Paar  konjugfater  Punkte  des  zu  konstnilrenden  Netzes. 
Setzen  wir  an  Stelle  des  Punktenpaares  pn  das  zweite  gegebene 
Punktenpaar  pj «,  und  operiren  mit  ihm  m  ganz  derselben  Weise, 
so  erhalten  wur  einen  zweiten  Kegelschnitt  Sti  und  ehien  Punkt  0| 
auf  pi  »1  von  solcher  Beschaflcnheit,  dass  jeder  durch  0|  gehende 
Strahl  den  Kegelschnitt  ft,  in  einem  Paar  konjugirler  Punkte  des 
Netzes  trifft   Ziehen  wir  nun  die  Verbindungslinie  ooj  und  möge 
sie  den  Kq^elschnitt     in  s  und  a,  den  $ti  in  a^  und  tf|  treffen, 
so  haben  wir  auf  oO|  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  des  Netzes, 
welche  auf  dieser  Geraden  das  ganze  dem  Netze  zugehdrige  Punkt- 
system bestimmen;  da  ausserdem  die  Gerade  9t  mit  dem  Ihr  zu- 
gehörigen Punktsysteme  gegeben  ist,  so  haben  wir  nunmehr  zwei 
bekannte  Punktsysteme  auf  den  Trägem  9(  und  00|,  ausserdem 
noch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  p^n;^,  und  durch  diese  Stöcke 
Ist  das  Netz  nach  9)  voUkommmen  bestimmt.  Es  ist  hierbei  noch 
der  Fall  «u  berücksichtigen,  dass  eines  oder  beide  Punktenpaare 
atf,  fjtfj,  welche  zur  Bestimmung  des  Punktsystems  auf  00|  dienen, 
imaginär  werden  können;  in  diesem  Falle  werden  sie  vertreten 
durch  die  elliptischen  Punktsysteme,  welche  dem  Träger  00|  in 
Bezug  auf  die  bekannten  Kegekcbnitle  St  und  ^,  zugehüren;  auch 
in  dem  reellen  Falle  können  die  Punktenpaare  sa,  s^o^  durch 
die  hyperbolischen  Ptmktsysteme  vertreten  werden,  wddie  dem 
Träger  oo,  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  St  und  ^|  zu* 
gehören;  diese  hoiden  Punktenpaare  haben  nun  im  Allgemeinen 
ein  gemcinschariliches  Paar  konjugirter  Punkte,  welches  sowohl 
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tu  $a,  ab  aucb  zu  harmonisch  li«gcn  muss,  also  die  Asymp- 
totenpunitte  des  neuen  Punktsystem»  Uerert,  dessen  Bestimmung 
durch  die  Paare  sc  und  gegeben  wird.  Wir  scldiessen  daher: 
Wenn  die  beiden  Punktsysteme  auf  dem  Träger  oof  —  oder  auch 
nur  eines  —  elliptisch  sind,  so  suchen  wir  Uir  gemelnschafUiclies 
Paar  konjugirler  Punkte  (SS  31);  dieses  ist  noth wendig 

reell,  sobald  eines  oder  beide  Punktsysteme  elliptisch  sind;  vdr 
nehmen  dieses  Paar  su  den  Asymptotenpunkten  eines  dritten  hy- 
perboliscben  Punktsystems»  welches  auf  dem  Träger  oo,  dem  lu 
bestimmenden  Netse  zugehört,  und  haben  daher  in  jedem  Falle 
eine  völlig  reelle  Konstruktion  des  Netzes. 

In  analoger  Welse  wird  das  Netz  bestimmt  durch  ein  Strahl- 
system und  drei  beliehig  liegende  Paare  konjiigirtcr  Strahlen. 

13)  Kill  Paar  und  Polar«:  /?iiihI'^1,  ii  ihI  ausser- 
ileni  tirei  bolicliigfi  [Paar«'  k  n n  j ii i rlcr  Puiiklr  y>  iiiid  tt. 

II  inl  TT,,  und  Ix'sliimiitii  das  .Ncl/;  iiin  es  zu  koiislniircn. 
Iieinerken  wir,  dass  zu  dem  Piiiiklc  /.'  jeder  iielieldge  Punkt  di-r 
Polare  9t  als  konjugirler  zu  Iielracliteu  ist;  neliiiien  uir  daher 
einen  lu  liidiigen  l*unkt  p  aul"  der  (It'raden  %  und  besliinnien  die 
Srlniill|iunkli'  «p)  =  a-,  =  |,  so  sind  narli  dem 

oben  angezjigenen  Salze  aiirli  .r  und  §  konjugirle  Piiiikle  des 
Netzes,  und  uenii  \vir  p  auf  der  (lera<len  '?(  verändern,  su  erlial- 
len  wir  unendlicii  viele  Paaie  konjugirler  IMinkle  und  ^.  von 
denen  der  eine  eine  Punklreilie  auf  Hj),  der  andere  aul"  /irt 
diiirldäufl.  lind  heide  Pnnkireilien  sind  (dl'eiil»ar  prnjeklivisrli,  weil 
sie  Ix'id«'  mit  der  viui  p  iiescin  ielienen  Punklreilie  |»ers|iekli\is(  Ii 
liegen.  Nehmen  wir  nunmelir  das  zweite  ge^'cdtene  l'aar  koiijugir- 
ler  Punkte  p^  und  uud  vcrbiudcu  dic^lbcn  mil  x  und  ^,  so 
sind  allemal 

ein  neues  Paar  konjugirter  Punkte;  da  nun  .r  und  i  zwei  projek- 
tlviscbe  Punktreihen  auf  den  Geraden  Bp  und  Bn  bcM-lircihen, 
so  wird  der  Punkt  y  einen  Kegelschnitt  erzeugen  und  daher  im 
Allgemeinen  zwei  Mal  in  die  Gerade  %  hineinrallen ;  Für  eine 
solche  besondere  Lage  //'  und  ;/"  sind  die  ohen  konstruirteu 
Punkte  1}'  und  i/"  zu  ihnen  konjngirt;  zugh'ieh  aber,  da  v'  und  »/" 
auf  der  Polare  %  <les  Punktes  //  iicgcii,  siiul  //'  und  />',  ebenso 
y"  und  B  kcuijugirte,  also  Btj'  ist  die  Polare  von  y'  und  Bij" 
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die  Polare  von  y";  wir  kennen  daher  vom  Netie  Pol  und  Polar« 
nnd  die  ihnen  zugehMgen  Pnnkt-  und  Strahl -Syateme,  ausaer- 
dem  noch  ein  Paar  konjogirter  Punkte  p^n^  und  das  Nett  isl 
daher  nach  6)  foUstSndig  bestimmt.  Es  bleibt  hierbei  noch  der 
Fall  lu  erörtern  flbrig,  wenn  die  beiden  Punkte  y'  und  y'\  von 
deren  RealiUi  die  angegeliene  Konstruktion  des  Neties  abhing, 
imaginSr  werden,  d.  Ii.  der  Kegelschnitt,  dessen  Ort  der  Punkt  y 
ist,  die  Gerade  K  nicht  triflt;  in  diesem  Falle  wQrde  die  voffge 
Konstmktion  illusorisch  werden ;  wir  könnten  uns  aber  dadurch 
helfen,  das  wir  an  Stelle  des  Paares  p^n^  gewisse  andere  Paare 
koiijugirter  Punkte  herstellen,  die  sieh  in  unsftbliger  Menge  ans 
dem  Paare  p^Jt^  ableiten  lassen;  nehmen  wir  nimUch  einen  be- 
liebigen Punkt  1^,  der  Geraden  %  so  bestimmen  die  Schnittpunkle: 

neue  Paare  konjiigirter  Punkte  und  1) ,  die  auf  den  Geraden 
Bp^  und  Bn^  projckÜTische  Punktreihen  durchlaufen,  ebenso  vi« 
X  und  I  auf  den  Geraden  Bp  und  Bit\  es  kommt  nun  darauf 

an,  irgend  zwei  solche  Paare  xl  und  ar, |(  ausfindig  zu  machen, 
dass  der  Schnittpunkt  {xx^,  ||,)  auf  die  Gerade  %  ßllt;  nehmen 
wir  einen  solchen  Punkt  für  y\  so  hleibt  die  vorige  Konstruküoa 
bestehen.  Ks  scheint  aber  die  Auffindung  solcher  Paare  mit  der- 
seihen  Schwierigkeit,  welrlw  eben  vermieden  werden  sollle,  be- 
hafirl  zu  bleiben;  wir  Nnlisseu  daher  diesen  Weg  nnd  schlagen 
einen  neuen  ein,  weicher  zuj^Ieich  Ueu  allgemeinsten  Fall  erledigt, 
wenn 

14)  fünf  beliebige  Paare  konjugirler  Punkte  zur 
n  «'S  Ii  in  nui  ng  des  Netzes  gegeben  sind;  in  diesem  F  illf  isl 
»dlrnhar  der  xu'ige  cnlhallen;  inn  dns  Netz  ans  diesen  gegi  heiicii 
HestinmnnigssliM  ken  auf  eindeutige  Weise  /m  koiistniiren,  wiedei- 
h(»leii  wir  muh  ein  Mal  die  Falle  7)  nnd  1.'>K  welche  die  Kon- 
slrtiktion  vnrl>ereilen ,  und  !)edieMen  uns  «labei  einer  elwas  alij,'»- 
Snderten.  mehr  syn)metrischen  Bezeichnung:  a)  Zin*  Hesliniinniig 
des  Netzes  sind  gegeben:  Zwei  Pnnkt«'  Ii  nnd  />, ,  ihre  resp. 
Polaren  %  nnil  '?t,  nnd  ein  Paar  korjjiigii  ler  Punkte  II,  und  />.,;  dl«" 
Polare  %,  von  soll  also  dnreli  h.,  gehen;  betrachten  wir  mm 
das  ih  rieck  H  />'  ,  nnd  das  von  den  drei  Polaren  dieser  Pinikle: 
5l'?t,9(,  gebihlelt'  hr«'iseil,  so  müssen  bekanntlich  diese  beiden 
Figuren  pers|>ekli\isrh  liegen,  oder  die  drei  Schnittpunkte: 
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liegen  auf  einer  Geraden  (S  3^)*  durch  die  beiden  ersten  Punkte 
Ist  diese  Gerade  schon  bestimmt;  der  Puniit,  in  weichem  sie 
trifft,  muss  auf  ^2  liegen»  also  seine  Verbindungslinie  mit 
die  Polare  ft,  sein.  Haben  wir  sonach  drei  Paar  Pole  und 
Polaren:  Bfi;  B^%^;  B^^,  so  können  wir  sn  einem  beliebigen 
Punkte  B^  die  Polare  nach  demselben  Prinsip  konstruiren, 
indem  wir  uns  das  Dreieck  BB^B^  und  sein  Polardreiseit,  ferner 
BB^B^,  und  sein  Polardreiseit,  endlich  noch  B^B^B^^  und  sein 
Polardnsiselt  denken  in  der  nothwendigen  perspektivischen  Lage 
und  dadurch  für  ttj  drei  Punkte  finden,  von  denen  swei  schon 
rar  Bestimmung  dieser  Geraden  ausreichen.  Die  Konstruktion 
lisst  sich  also  folgendermassen  hinscbreilNsn: 

r.<'f,M!l)en:  B  und  31,        und         B.^  und 
Üesliiniuc : 

(/?,  B„  %  )  r-^       {B,,B  .  51.)  =  S30  [BB, ,  ^.  a„ 

[B^B.,,  %  )  =       [B^B  ,       =  ü.^  {HB,,  s,,a,,)  :=  a,,^ 
{B^B^,  «i)  =  «ij  (^ai?i.  ^)  ^  «^ai  {^i^v  ^i^^^n)  = 

dann  liegen  die  drei  Punkte  9qi  a^^  «i,  auf  der  Geraden  ftj,  der 
Polare  des  Punktes  B^  fQr  das  olien  bestimmte  Netz.  Da  durch 
zwei  dieser  Punkte  die  Gerade  IC,  schon  bestimmt  wh*d,  so  liegt 
hierin  ehi  geometrischer  Satz,  den  wir  indessen  nicht  weiter  her- 
vorheben  wollen. 

Wir  denken  uns  jetzt  unter  den  rar  Bestimmung  des  Netzes 
gegebenen  Stücken  die  Gerade  9t,  um  einen  festen  Punkt  ge- 
dreht, 80  dass  für  jede  Lage  von  %^  ein  anderes  Netz  entsteht, 
und  ermitteln  nach  der  vorigen  Konstruktion  für  jedes  derselben 
die  dem  Punkte  ^3  zugeliörige  Polare  es  wird  sich  zeigen, 
dass  alsdann  auch  ^3  um  einen  festen  Punkt  p.^  sich  dreht  und 
ein  Strahlbfischei  l>e8chreibt,  welches  mit  dem  von  ^,  besclirie- 
benen  projektivisch  ist.  In  der  That,  bei  der  Bewegung  von  ^1 
um  den  festen  I^lnkt  b^  bleiben  die  I^unkte  «j.^  5^3  fest,  der 
Punkt  durcliläufl  eine  gorado  Piuiktreilie  auf  dem  Träger  B-^B, 
eI)enso  s,,,  auf  dem  Träger  BB^,  die  (icrade  ^l.,  beschreibt  also 
ein  Slrablbüscliel  um  b,,  welclies  mit  dem  von  ^,  beschriebenen 
projckliviscli  ist:  s.^^^  und  G^^,  durchlaufen  dalier  auf  dem  Träger 
B.^/i  i*unklreiben,  die  gleiclifails  mit  dem  Stralilbüsciiei  {%^)  pro- 
SckrSUr,  IWt«  d.  Kegelschn.  30 
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jcklivisrli  sind,  und  die  PiinktP  g,,,  g,,.^  diu  chlaiifcn  cndiicli  auf  doii 
Trfigcrri  ^,7?  und  Ii,  77  projrklivisrlic  Punklreihcn ;  diese  lieiden 
Punkti'cihen  liegen  nun  pcrspeklivisrii ,  weil  in  den  SciiniUjHntkt 
ihrer  Träger»  B,  ein  Paar  entsprechende  Punkte  hineinrallpii ; 
nehmen  wir  nämlich  insbesondere  an,  dass  die  bewegliche  Ge> 
rndc  %i  durch  £  gehe  ,  so  gelangt  unter  dieser  Annahme  s.^,  nach 
Bt  ebenso  auch  und  ,  also  gehl  audi  durch  B,  mithin 
kommen  in  diesem  Falle  aiicli  (T,|,,  tf^,  und  <s^  nach  Bi  fallen 
daher  zwei  entsprechende  Lagen  der  Punkte  a,^^  und  a^^  nach  B 
nnd  die  von  (Tq,  (r,,.^  durchlaufenen  Punküreihen  liegen  daher  per- 
apektivlsch;  die  Vei  bindungslinie  entsprechender  Punkte,  d.  h. 
die  Gerade  läuft  folglich  durch  einen  festen '  Punkt  und 
besciu'eibt  ein  mit  (9|)  projektivisches  StrablbQschel.  Fflgen  wir 
jetzt  zur  Bestimmung  des  Netzes  noch  die  neue  Bedingung  Idn- 
zu,  dass  die  Polare  von  durch  einen  gegelienen  Punkt 
gehen  soll,  oder  B^  und  konjugirte  funkte  seien,  so  giebt  es 
unter  den  unzählig  vielen  Netzen  nur  ein  einziges,  welches  den 
Bedingungen  genügt,  dass 

(B  und  9[  Pol  und  Polare, 

^   IP,  und  6, ,  B.,  und  b^,  B^  und     konjugirte  Punkte  des  Netzes 

seien,  und  wir  gelangen  zur  Bestinnnung  dieses  Netzes,  indem 
wir  den  vorhin  ermiltellen  Punkt  />.,  mit  h.^  verbinden  und 
{p.^b.^)  =  %i  als  Polare  von  B^  annehmen,  so  dass  alsdann  das 
Netz  auf  die  vorige  Art  durch  die  Iteslimmungsstücke  B  und  ^, 
und  ?tj,  B.,  und  //,  (oder  auch  /?,  und  b^)  konstruirt  wird. 
Es  bleibt  nun  übrig,  für  das  durch  die  gegebenen  Stficke  be- 
stimmte Netz  zu  einem  gegebenen  Punkte  die  Polare  zu 
konstruiren,  und  hierzu  ist  es  erforderlich,  den  Punkt  zu  ken- 
nen, welchen  wir  so  ermitteln,  dass  wir  zwei  belieltige  Lagen  von 
9Ci  durch  den  Punkt  fr,  annehmen  und  vermöge  der  obigen  Kon- 
struktion die  zugehörigen  Lagen  von  tt,  bestimmen,  deren  ge- 
meinschaftlicher Punkt  sein  wird.  Diese  Konstruktion  wird 
nun  zwar  etwas  weitläufig,  aber  ohne  alle  Schwierigkeit  und  wir 
werden  uns  die  Mühe  nicht  ersparen  können,  sie  hinzuschreiben : 

Gegeben  B  und        /?,  nnd  6,,  B^  und  h.,,  B^  und  b^x  es 

soll  /n  B^  die  Polare  kernst riiirt  werden;  wir  ziehen  durch 
bi  zwei  beliebige  (Gerade  ^t,'  und  "^li",  und  hestimmeo  folgende 
Schnittpunkte  und  Verbindungslinien: 
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(i?, «  )  =     {B^B .     ==  «,o'     ^1»  '12*»')  =  f»/; 

(Ä,        9(  )  :=s  (Fj  B  ,        )  Ä  ^1»  «13  *Jo')  =  *0l') 

(ff,  ffj.  %')  s«=  %'   (ffjff|.  «,')  =:  J,'    (ff,ff,.  #23^3,')  =  tf„'| 

(ff,  ff„  «  )  ==         (ff,  ff*'  «/T  =  V  «13 'SOT  =  «oH 

(ff,  ff,,  Ä,")  =a  »„"  (Äjl?|,  Äj")  =  «ji"  (^i^j.  »Js"*3l")^  *lt") 

(ff,ff,.  =  (^  )  =  «03    (»3^»  «23  «0?)  =  «S0 

^*3«3o)  =  % 

(ffjffj,«  )=:*3^  (^4*'  «3)  =«40  (»»3.«34  «4o)==<'osl 
(Ä,ff„«)  =  *„     (ffff4.«-2  )  ^«'Ol     (»2*.  •'^42S4)=*02/ 

(<'03<^Ü2)  =  ^4- 

Dies  ist  die  Konstniktion  der  gesuchten  Geraden  mögiichst 
kurz  ausgedrfickl  und  mit  Aufgabe  vollkommener  Symmetrie,  in- 
dem von  den  Geraden  ^3'  "  %  nur  je  zwei  zu  ihrer  BeitUm- 
mung  erforderliche  Punkte  ermittelt  sind,  der  dritte,  leicht  an- 
gebhare,  aher  fortgelassen  ist.  Wir  denken  uns  jetzt  diese  Figur 
einer  neuen,  letzten  Veränderung  unterworfen.  Indem  wir  die 
Gerade  %  um  einen  festen  Punkt  b  drehen,  und  untersuchen  die 
von  dieser  Bewegung  ahhSngige  Verftnderung  der  Geraden  ^4 ;  es 
wird  sich  dahel  zeigen,  dass  II4  um  einen  festen  Punkt  sich 
dreht  und  ein  Strahlbüscliel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  9 
Sescliriebenen  projektWiscli  ist.  Hieraus  wird  dann  folgen,  dass, 
wenn  zur  vollständigen  ßeslinnnung  des  Netzes  noch  die  neue 
Bedingung  hinzutritt:  ^[^  soll  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  das  Netz,  wie  oben  angegeben,  durch  fünf  Paare  konju- 
girler  Punkte:  B  und  b,  Z/,  und  b^,  B.^  und  b.,,  H.^  und  />.,. 
ff|  und  b^  vöMig  bestinnnt  ist  und  in  eindeutiger  Weise  herge- 
stellt werden  kann.  Das  Verh>lgeii  der  He^vegung  von  in  der 
zuletzt  au.sgefidirten  Konstruktion  ist  oImr»  crlieldicli«'  Schwie- 
rigkeil, wenn  aiicli  etwas  iimslantlhi  Ii ,  was  in  {\vv  Natur  der 
Sache  liegt.  Aus  dem  ohigen  Schema  crk^'iiiH'n  wir  /.(iiiat  list, 
dass  .V,.,,  und  .svj  gerade  Pnnklreilieii  (Imcidaufen ,  welche  mit 
dem  von  der  (ieraden  51  heschriehenen  Straidhüscijel  jirojekliviscli 
sind;  die  Punkte  atjo',  *2ü"'  *3o'»  *3ü' »  «2»         h\    l>leiben  ftst; 

30* 
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daher  werden  SQ^',  SQ^*  projektivische  Punktrelhen  auf  BBi,  also 
und  projektivische  StrahlbOschel  beschreUten,  die  nll 
dem  Strahlbüscbel  (91)  projeklivisch  sind;  Uernach  durchlaufen 
aocli  tf^i'  und  ffj,'  projekliviache  Punk  treiben  auf  den  Trigem 
und  B^B^i  in  den  Schnittpunkt  B^  dieser  TViger  fdlen 
aber  iwel  entsprechende  Punkte  hinein:  denn  sobald  der  verin- 
derliche  Strahl  %  durch  B^  geht,  fallen  «qi'  und  ebenfalls  In 
^,  hhiein:  die  VerUndungsUnie  oder  K,'  liult  also  durch 

einen  festen  Punkt  n^'  und  In  gana  gleicher  Welse  die  Gerade 
913"  durch  einen  festen  Punkt  n^"  und  beide  beschreiben  Strahl- 
b&schel,  welche  mit  dem  ursprOngttchen  StrahlbOschel  (%),  also 
auch  unter  einander  projekÜTisch  sind;  es  zeigt  sich  aber  noch 
weiter,  dass  dieselben  perspekll?isch  liegen;  denn  sobald  insbeson- 
dere %  durch  Bi  geht,  fallen,  wie  wir  gesehen  haben,  9,'  und  %** 
susammen  in  die  Gerade  b^B^i  und  9$"  müssen  auch  durch 
^1  gehen ;  ausserdem  können  wir  von  der  Geraden  noch  einen 
dritten  Punkt  Oq,'  bestimmen,  nimUch: 

und  von  der  Geraden  %^  den  Punkt  e^,": 

Da  nun  in  dem  Falle,  dass  9i  durch  B^  geht,  die  Geraden  V,' 
und  %^  lusammenbllen,  so  werden  die  Punkte  c^'  und 
offenbar,  auch  susammenfallen  und  hiemach  auch  0^2'  und  a^j"; 
da  die  Geraden  Sl^  und  9,"  in  dem  genannten  Falle  schon  den 
Punkt  B^  gemein  haben  und  ausserdem  nodi  diesen  leicht  su 
konstruirenden  Punkt  «Tq/,  welchen  wir  so  erhalten: 

so  fallen  sie  ganz  zusammen  und  es  liegen  daher  die  beiden 
StrahlbOschel  (^g')- und  {%^"}  perspekttvisch,  weil  zwei  enispre« 
chende  Strahlen  auf  einander  fallen;  die  Punkte  n^'  und'«}'" 
mOssen  daher  In  gerader  Linie  liegen  mit  f ,  und  das  Erzeug- 
niss  der  beiden  von  %.{  und  ^3"  beschriebenen  Strahlbüscbel 
oder  der  Ort  des  Punktes  p.^  wird  eine  gerade  Linie  oder  der  Triger 
einer  geraden  Pnnktreihe,  welche  mit  dem  ursprünglichen  Strahl- 
bOschel {%)  projektivisch  tet.  (Wir  können  das  vorige  Resultat 
auch  aus  der  Bemerkung  schliessen,  dass  das  Netz  in  dem  Falle 
'  parabolisch  wird,  wenn  wir  %  durch  legen,  also  der  Pol 
jeder  nicht  durch  B^  gehenden  Geraden  sich  in  jP,  heßndet, 
während  die  Polare  jedes  Punktes  der  Ebeuc  durcli  Bi  geht 
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u.  8.  f.)  Da  hlernaeh  %  a  (^sPs)  ein  mH  {%)  projekÜvischeB 
Strahlbflschel  beschreibt,  eo  durchlaofeii  uod  projektivieche 
Punklreihen  vat  den  Trägern  £2  und  BB^\  «Üe  Verbindungs- 
linie 

«23 1^2  wiBbftß*  daher  einen  Kegelschnitt,  welcher  B^B^  und 
BB^  berQfart;  dieser  Kegelschnitt  berOhrt  glekfaiemg  BB^,  denn 
sobald  91  durch  B^  gebt,  muss  durch  B  gehend  dies  folgt 
sowohl  ans  der  Gmndelgenscbaft  des  Infolutlonsneties,  als  auch 
aus  dem  obigen  Konstruktionsscfaema,  well  In  dem  FMe,  dass  % 
durch  ^3  geht,  die  Punkte  Oq/  ^od  «01"  »seh  ^  gelangen,  also 
zwei  entsprechende  Vs'  und  ^3"  sich  hi  B  trelTen,  nach  B 
gelangt  und  ft^  durch  B  geht  Der  Kegelschnitt,  welchen  die 
Verbindungslinie  $23^02  timhailt,  Ist  also  dem  Dreieck  B^B^B 
einbeschrieben  und  die  Tangente  B  wird  von  der  veränder- 
lichen Tangente  «23^02  einem  Punkte  getrolTen,  welcher 
eine  gerade  Punktreilie  durchläuft,  die  mit  der  ?on  «23  ^^^^  ^ot 
durdilaufenen  Punktreihe  projekUvisch  ist  (§  20);  hieraus  Tolgt, 
dass  aucli  %2  ('^)  projektivisclies  Slraiilhüschel  heschreibt; 

endlich  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise ,  dass  5 , ,  und  s^^^  und  auch 
ff„3,  4-42,  s^,^  und  (T,,,,  projcklivist  lic  Piinktrcihcn  durchlaufen;  die 
beiden  von  a,,,,  und  0,,.^  auf  den  Trägern  B B■^  und  B B2  durch- 
laufenen l*unklreilien  lic^'cn  aber  perspektivisch,  weil  in  den 
Schnittpunkt  der  Träger,  B,  zwei  entsprechende  Punkte  der 
beiden  l'unktreihen  hineinfallen,  denn  sobald  %  durch  Ii^  geht, 
gelangen  sowohl  (T,,.,  als  aucli  <r,,2  nach  B,  iallcji  also  in  diesem 
Punkte  zusammen;  hieraus  s<hliessen  wir,  dass  die  Verbindungs- 
linie (a,,.,  Oq.,)  =  91,  diir(  h  uiiien  festen  Punkt  p^  läuft  und  ein 
Strahlbüschel  beschreibt,  welches  mit  dem  von  91  beschriebenen 
projektivisch  ist.  Dies  Resultat  lässt  sich  als  Satz  so  aussprechen: 

Es  giebt  unendlich-viele  Netze  von  der  Beschaf- 
fenheit, dass  vier  geg<'bene  Punkten  paare  B  und  h, 
/?,  und  />, ,  B2  und  ,  und  h^  kon  jugirte  Punkte  für 
jedes  dieser  Netze  sind;  wenn  man  zu  irgend  einem 
festen  Punkte  B^  für  jedes  Netz  die  Polare  %^  kon- 
struirt,  so  laufen  diese  sämmtlichen  Geraden  9(4  durch 
einen  festen  Punkt  p^  und  bilden  ein  Strahlbüschel ; 
irgend  zwei  solcher  Strahlbüschel  sind  allemal  pro- 
jektivisch und  entsprechende  Straiilen  derselben  je 
zwei  Polaren  in  Hcziig  auf  dasselbe  Netz.  Eine  solche 
Gnippe  von  Betzen  besitzt  aUo  dieselbe  iügeiiscbafl,  wie  ein  Kegei- 
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sciiiiiltbüschi'l  voll  vier  Punktt'ii  4(5)  und  in  der  Thal  bilden  die 
KernkegebcliuiUe  dieser  Netze  ein  solches  Büschel  (\\^\.  §  Gl). 
Fügen  W  nnii  nurh  die  fünfte  Hediuguog  hioiu,  dass  die  Polare 
des  gegebenen  Punkles  durch  einen  gegebenen  Tunkt  b^  geben 
soll,  80  giebl  es  nur  ein  einziges  Netz,  welches  (Uesen  fünf  Be- 
dingungen gleichzeitig  genügt,  dass  c)  B  und  b,  undip 
und  6,,  2^3  und  dj,  B^  und  64  fünf  Paare  konjugirler 
Punkte  eines  Netzes  seien.  Die  Konstruktion  dieses  Nelxct 
geschieht  auf  reellem  und  ehideutlgem  Wege  durch  Erndtteiiiiig 
des  Punktes  j»4  und  derselbe  wird  gefunden,  indem  wir  die  vor- 
hu  angegebene  Konstruktion  zwei  Mal  ausführen  für  zwei  belie- 
bige durch  den  Punkt  6  gesogene  Gerade  und  zwei  be- 
sondere Lagen  von  %\  \At  erhalten  dadurch  zwei  bestiiaiiite 
Gerade  und  welche  sich  ui  dem  gesuchten  Punkte  #4 
schneiden;  die  VerblndungsUnie  (64  P4)  =  ^4  ist  dann  die  P^ 
des  Punktes  B^  in  dem  zu  bestimmenden  Netze,  und  Inden  vir 
die  Torige  Konstruktion  noch  einmal  anwenden  unter  AnoaliBie 
der  Bestimmungsstücke:  B^  und  B^  und  63,  und  b^, 
und  (oder  B  und  6),  sind  wir  Im  Stande,  zu  jedem  beHebigeii 
Punkte  der  Ebene  B^  die  rttcksichtlich  des  Netzes  zugehörige 
Polare  %^  zu  konstruiren,  also  das  ganze  Netz  herzustellen.  Die 
Ausrühriiiig  dieser  Konstruktion  wird  zwar  etwas  weilläufig» 
aber  ohne  Uieoreliscbe  S(ii\>iei  igkeil  und  wir  {glauben  sie  übe^ 
gehen  zu  diii  IVn .  weil  iU'v  Verlaul  derselben  aus  dem  oben  «»• 
gegebenen,  nur  diei  Mai  zu  wiederhoieudeu  KoQstrukliousschema 
.  ersicbtiicli  hervortritt. 

§  58.   DttrolimeBBer  und  Mittelpunkt,  System  dar 
konjugirten  Durchmesser  und  Axcn  des  Netsos. 
Es    plehl   ciiiij^e  besondere  Kleinenle   des  Netzes,  su'lilif 
dieselbe   IJedetilung    iuiben,    wie  die  {,'leiebiianngen  bpsoiidtii^" 
Elemente  des  Krgelselinills.    Da  der  Mittelpunkt  eines  Punkt- 
systems ilerjouige  ist,  dessen  konjugirler  der  uiicndiicli-ciitli'nilt' 
ist,  so  wird  jed»'r  Punkt  m  in  der  Ebene  eines  Netzes  n\>  «l''" 
Mittelpunkt  einer,  aber  im  Allgemeinen  nur  einer  einzi^ieii 
raden  %  rücksielillich  des  auf  ihr  befindlichen  Puuktsyslenis  iuil- 
treten,  namlieh  derjenigen,  welche  mit  der  Polare  desPmikles/n 
im  Netze  parallel  durch  m  gezogen  wird.    Gäbe  es  insbesoiuiere 
einen  solchen  Punkt  M  in  der  Ebene  des  Netzes,  welcher  Üiti«!- 
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punkt  lUr  die  Pnnktsysleme  zweier  durcli  ibo  gebenden  Geraden 
wäre,  80  mflsste  seine  Polare  durch  die  beiden  unendllch-enirern- 
len  Punitte  jener  bdden  Geraden  geben,  milbln  ganz  im  Unend- 
lieben  liegen  oder  sein ;  dann  würde  M  zugleicb  der  Hillel- 
punltt  sämmtlicher  dnreb  ibn  gebenden  Geraden  rflcitflicbtUch  der 
aiir  ihnen  heflndtichen  Panktoysteme  sein;  und  umgeliebrt  der  Pol 
der  unendlich -enlfernten  Geraden  <9«  ist  Mlltelpunkt  für  alle 
Punktsysteme  der  durch  ibn  gehenden  Geraden,  (wofern  er  nicht 
selbst  unendlich -entfernt  liegt).  Um  den  so  beschaffenen  Punkt 
M  zu  finden,  sei  m  der  Mittelpunkt  ehier  bestimmten  durch  m 
i^chenden  Geraden  91  und  A  der  konjugirte  Strahl  ftkr  das  dem 
Punkte  m  zugehörige  Strablsystem  des  Netzes,  dann  wird  A  durch 
den  Mittelpunkt  derjenigen  Geraden  gehen,  welche  die. Polare 
von  m  ist  und  zugleich  die  Polare  desjenigen  unendlich -entfern- 
ten Punktes  sein,  nach  welchem  die  parallelen  Geraden  91  und  9)1 
gerichtet  sind ;  sucht  man  nun  den  Mittelpunkt  M  der  Geraden  A, 
so  wird  dieser  die  verlaDgle  Ligenschaft  besitzen,  zugleich  Mittel- 
punkt der  (jeradeii  zu  sein,  welche  durch  ihn  parallel  zu  % 
(oder        gezogen  und  er  wird  also  der  MiUelpunkl  für 

jede  durch  ihn  gehende  Gerade  sein. 

Dieser  Punkt  M  soll  Mittelpunkt  des  Netzes  genannt 
werden;  dass  es  nur  einen  s(delien  Punkt  geben  kann,  ist  klar, 
<lcnu  gäbe  es  zwei,  so  nn'issle  die  (ierade,  weiche  beide  ver- 
bände, jeden  ihrer  Punkte  zum  Mittelj)unkt,  also  zwei  Millel- 
punkle  haben,  N>as  dem  Wesen  des  Pmiktsyslems  widerstreitet. 
Ferner  sollen  sämmtliche  (ierad»',  welche  durch  den  Miltelpunkl 
lU  gehen,  Durchmessei  des  Netzes,  die  konjugirten  Strahlen 
des  dem  Punkte  Iii  rneksichtlich  des  Netzes  zugehörigen  Strahl- 
systems k onjugir te  iKirehni esser  und  die  .\xen  dieses  Sirahl- 
systems di*'  Axcn  des  Netzes  gmannl  werden.  Hiernach  ist 
die  Konstruktion  des  Millelpunkles  M  und  des  ihm  zugehörigen 
Strahlsystems  durch  folgende  Eigen ^chan  gegeben: 

Wenn  man  nach  einer  beliebigen  Uichtung  zwei 
oder  mehrere  parallele  Gerade  in  der  Ebene  eines 
Netzes  zieht,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  ihnen 
zugehörigen  Punktsysteme  allemal  auf  einem  Durch- 
messer des  Netzes;  verändert  man  die  angenommene 
Richtung,  so  laufen  alle  Durchmesser  durch  einen 
festen  Punkl,  den  Mittelpunkt  des  Netzes,  und  je  zwei 
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Durchmesser,  von  denen  einer  der  angenommenen 
Richtung  parallel  ist»  der  andere  die  Mittelpunkte 
aller  tu  dieser  Richtung  paralleleo  Geraden  enthiit» 
sind  einPaar  konjuglrter  Strahlen  elnesStrahlsystems 
oder  konjugirte  Durchmesser,  Indem  auch  umgekehrt 
die  dem  lettteren  parallelenGeraden  IhreHlttelpunkte 
simmtlich  auf  dem  ersteren  haben. 

Dies  Ifiast  sich  mit  anderen  Worten  auch  so  aussprechen: 
Der  Hittelpunkt  Jf  des  Netses  ist  der  Pol  der  unendlich-entfem* 
ten  Geraden  <9« .  das  konjugirte  Durchmesser-System  das  diesem 
Punkte  sugehörige  Strahlsystem  des  Netses.  FMU  insbesondere 
der  Mittelpunkt  M  des  Netzes  selbst  ins  Unendliche,  so  liegt  er 
auf  seiner  Polare  und  Ist  also  ein  Punkt  des  Kerns  Yom  Nelie; 
das  Nets  Ist  also  ebi  hyperbolisches  und  der  Kemkegelschnitt 
offei^bar  eine  Parabel.  Liegt  dagegen  der  Mittelpunkt  Jf  des 
Netzes  nicht  Im  Unendlichen,  so  wird  das  ihm  zugehitalge  Strahl- 
system entweder  ein  hyperbolisches  oder  ein  elliptisches  sein ;  ist 
es  ein  hyperbolisches,  so  enthält  jede  der  beiden  Asymptoten 
zwei  zusammenfallende  konjugirte  Strahlen,  und  da  der  unendlich- 
entfemtt'  Punkt  des  einen  Strahls  der  Pol  des  konjugirten  Strahls 
ist,  so  liegt  der  unendlich-entfernte  Punkt  der  Asymptote  zugleich 
auf  seiner  Polare,  ist  daher  ein  Punkt  des  Kerns  vom  Netze;  das 
Netz  ist  also  ein  hyperbolisches  und  der  Kernkegelschuilt  eine 
Hyperbel.  Ist  das  Sirahlsystem  des  Mittelpunktes  M  dagegen  ein 
elliptisches,  so  können  zwei  Fälle  eintreten:  Entweder  isl  das 
Netz  ein  hyperbolisches  und  der  Kenikegelsclinilt  eine  Elli]»se, 
oder  das  iNelz  ist  ein  elliptisches  und  der  Kemkegelschnitt  ima- 
ginär; der  erste  Fall  tritt  ein,  sobald  das  auf  irgend  einem  Durch- 
messer hefmdliche  l'unktsystem  des  Netzes  ein  hyperholisches,  der 
letzte  Fall,  sobald  es  ein  elliptisches  ist;  alsdann  sind  auch  die 
Punktsysteme  sämmtlicher  Durchmesser  im  ersten  Fall  hyperbo- 
lisch, im  letzten  elliptisch. 

Wu'  bemerken  noch,  dass  das  einem  beliebigen  Punkte  B 
In  der  Ebene  des  Netzes  zugehörige  Strahlsystem  immer  ein  Paar 
koiyugirter  Strahlen  besitzt,  welche  einem  Paar  konjugirter  Durcli- 
messer  parallel  laufen,  und  dass  sogar  der  eine  jener  Stralilen 
mit  dem  einen  dieser  Durchmesser  zusammenßUt;  denn  ziehen 
wir  B  M,  so  läuft  der  konjugUrte  Durchmesser  parallel  mit  dem 
%M  BM  konjugirten  Strahle  des  Strahlsystems  (B)\  hieraus  folgt» 
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dass  alle  SlrabUysteme,  deren  Mittelpuukle  in  einem  und  dem- 
selben Durchmesser  liegen,  ein  System  paralleler  kunjugirler 
Strahlen  iiaben,  von  denen  die  eine  Hälfte  lasanmienrallea  auf 
diesen  niirchmesser. 

Zwischen  den  verschiedenen  Punktoystemen  nur  sämmüichen 
Durchmessern  des  Netzes  bestehen  ganz  analoge  Beziehungen,  wie 
zwischen  den  konjugirten  Durchfneasem  des  Kegelschnitts  (S  33). 
Dieselben  ^lassen  sich  auf  analogem  Wege  aus  der  Konstruktion 
der  Azen  ableiten;  nelmien  wir  tu  diesem  Zweclc  eio  Paar  kon- 
jugirter  Durchmesser  mil  den  auf  Ihnen  t>efindlichen  Punktsyste- 
men als  g^eben  an;  diese  sind  bekanntlich  zur  Bestimmung  des 
Netzes  erforderlich  und  ausreichend;  stellen  wir  uns  dann  die 
Aufgalw,  die  Axen  mit  den  auf  ihnen  beflndlichen  Punktsystemen 
zu  konstrufaren.  Durch  den  Hittelpunkt  und  den  unendlich -ent-  . 
fernten  Punkt  ist  auf  jedem  Durchmesser  bereits  ein  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  gegeben  und  durch  ein  zweites  Paar  wird  also 
das  Punktsystem  volistindig  bestimmt  Seien  (Fig.  90)  9  und  8 


(Fig.  90.) 


die  sich  in  M  schneidenden  gegebenen  konjugirten  Durchmesser, 
auf  dem  ersteren  das  l'aar  konjugirter  l*uukte  a  und  a,  auf  dem 
letzteren  b  und  ß  gegeben  und  setzen  wir  den  Fall  eines  ellip- 
tischen Netzes  voraus,  weil  dieser  in  dem  Früheren  nicht  enthal- 
ten ist;  dann  müssen  a  und  a  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  Jlf 
und  ebenso  b  und  ß  liegen;  das  Produkt  Mu  .  heisst  die  Po- 
tenz des  auf  dem  Durchmesser  ^  befindlichen  Punktsystems  und 
ist  eine  negative  Grösse,  weil  Mawm]  Ma  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben  (der  Gang  der  Untersuchung  bleibt  im  Wesentlichen 
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ungeänilerl  fOr  jede  andere  AniMliine  hinsichtlich  der  Lage  der 
l*anlKte  a«,  bß).  Wir  beielchnen  die  Potenz  des  auf  dem  Durch- 

messer  9[  beflndlichcn  Punktsystems  durch  =  Ma .  Ma  und 
ebenso  ^  Mb  .  lUß.  Wäre  das  Punktsystem  auf  %  hypcr- 
boliscli,  so  wäre  die  Polenz  P.^  positiv  und  gleich  dein  Quadrat 
des  Abslaiides  von  «  iiicni  Asynij)toleiij)unkte  bis  zum  Mittelpunkte, 
jIso  gleich  dein  llailunesser  des  Kernkegelschnills  auf  dem  Durch- 
messer 51.  Um  die  Axen  des  Netzes  zu  linden,  miisseu  wir  das 
diMU  Millripunkle  M  zugeliörij^'o  Sirahlsystem  des  Netzes,  von  dem 
wir  l)is  jelzl  nur  ein  Paar  koiijugirlfM-  Slrahh'u  iiaben,  vollständig 
kennen  und  seine  Axen  ermitteln,  welche  die  gesuchten  Axen 
des  Netzes  sind.  Die  Polare  des  Punktes  a  ist  nun  die  durch  a 
zu  33  gezogene  Parallele  und  die  Polare  von  die  durch  ß  zu  ?l 
gezogene  Parallele,  der  Sclinillpunkt  dieser  beiden  Parallelen  y 
also  der  Pol  von  fih\  der  nncndlich-cnHeint»'  Punkt  von  ah  hat 
zu  seiner  Polare  offenbar  Ms;  ziehen  wir  also  durch  .V  eine 
!*arallele  zu  ab,  nennen  dieselbe  33',  aber  so  sind  ^' 
und  ein  neues  Paar  konjugirter  Durchmesser  oder  em  zweites 
Vinn-  konjugu'ter  Strahlen  des  Sti-ablsysiems  (ilf)  und  dieses  isi 
hierdurch  vollständig  bestimmt;  wir  können  noch  ein  drittes  l^aar 
konjugirter  Durchmesser  erlialten,  indem  wir  durch  a  und  b  ein 
l'aar  I*arallele  zu  ^  und  ziehen,  die  sich  in  o  trefTen,  danti 
ist  Mc  (=  %")  und  die  durch  M  zu  aß  gezogene  Parallele  25 " 
ein  drittes  Paar  iLo^jogirter  Durchmesser  des  Netzes.  Um  die 
Axen  des  Strahlsystems  (Jf)  zu  finden,  lassen  wir  dassellie  durch 
die  Gerade  (Transfersaie)  schneiden,  weiclie  aus  a  parallel  zu  8 
gesogen  ist;  auf  dieser  Transversale  wird  durch  das  Strahbystem 
(üf)  ein  Punktsystem  ausgeschnitten,  dessen  Mittelpunkt  offenbar 
a  ist.  Die  Kreise,  welche  Ober  den  Strecken  zvrischen  je  iwd 
konjugirten  Punkten  dieses  Punktsystems  als  Durchmesser  be- 
schrieben werden  können,  bilden  eine  Kreisschaar  mit  xwd 
reellen  gemeinschalUichen  Punkten  oder  einer  ideellen  gemein- 
schädlichen  Sekante  und  es  giebt  einen  einzigen,  leicht  konstrulr- 
baren  Kreis  dieser  Schaar,  weicher  durch  M  geht;  dieser  Kreb 
schneidet  die  Transversale  offenbar  in  zwei  solchen  konjugirten 
Punkten  ihres  Punktsystems,  welche  mit  M  verbunden  iwel  kon- 
jugirte  Strahlen  des  Strahbystems  {M)  licferu,  und  da  diese 
Strahlen  einen  Winkel  im  Halbkreise  einschliessen ,  also  zu  ein- 
ander rechtwinklig  sind,  so  sind  es  die  gesuchten  Axen,  a  und  b. 
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fies  Neties.  Seien  Mx  und  if|  die  so  koustruirleti  Axei^  x  und 
I  ihre  Scliniltpunkte  mit  der  Transversale  durch  a,  so  isl  zu  be- 
merken, dass  wegen  der  konstanten  i^otenz  ax  .  al  {^Ickli  isl 
dem  analogen  IVodukt  für  irgend  zwei  andere  konjugirt«'  l*iiiikle 
des  Punktsystems  iiiii  (Ilm*  Transversale,  also  auch  ITn  iliii-  l)ei- 
(len  Schnittpunkte  mit  VI"  und  ÜB",  li.  Ii,  —  ncs  .  ua'\  nun  ist 
aber  «la  =  Mb  und  wegen  der  ParalieUtäl  verhall  sich: 

xa  .  «I  =  Mb  .  M^  .  , 

eine  ReIaQont  von  weiclier  wir  sogleich  Gebrauch  machen  wer- 
den. ¥a  bleibl  jetzt  Abrig,  nachdem  die  Axen  des  Netzes  ge- 
funden sind,  die  auf  ihnen  beOndlichen  Punktsysteme  zu  ermit- 
teln. Dies  kann  auf  folgende  Art  geschehen:  Die  Polare  von  x 
muss  parallel  laufen  zu  Ml  (Fig.  91),  also  senkrecht  stehen  auf 

(Fig.  91.) 


y.r,  Hrner  ninss  sie  durcli  (Im  l'unkl  a  gehen,  weil  .r  aul  der 
Poliirc  von  «,  nrunli«  Ii  der  «lurrli  a  parallel  zu  'i^  erzogenen  (ic- 
riulcii  ;  folglicli  wird  das  ;ius  a  auf  M .v  gefällte  Perpendikel 
die  l'ol.ire  vim  .r  sein,  also  Mx  in  dem  Punkte  x'  trellen,  wel- 
cher der  kunjugirte  von  x  ist  für  das  auf  der  a-Axe  befindliclie 
Punktsystem  des  Netzes;  ebenso  Irilll  das  aus  a  auf  «lie  //-Axe 
lierabgelassene  Perpendikel  dieselbe  in  dem  konjugirten  Punkte 
zu  I  in  dem  der  //-Axe  zug(  hörigen  Punktsystem.  Da  wü*  ausser- 
dem den  Mittelpunkt  AI  für  diese  beiden  Punktsysteme  kenneu, 
80  ist  uns  ilire  Potenz: 

Mx .  Mx'  =  Pm  und    M^.Mi'  =  i>* 
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bekannliuod  hierdurch  auch  jedes  der  bddeo  Punklsjsleiiie  eelbil. 
Zugleich  ergeben  sich  die  erwiholeo  Besiehuugeii  iwischen  den 
Gröwen  Ai        P*,  wie  folgt:  s 

Wir  haben  bereits  in  S  33  anf  ein  Paar  elementare  HAUs- 
silse  Obers  rechtwinklige  Dreieck  aufknerfcsam  gemacht,  welche 
80  lauten:  „Wenn  das  rechtwhiklige  Dreieck  «if{  in  JV  den 
rechten  Winkel  hat  und  a  irgend  ein  Punkt  sehier  Hypothenuse 
ist,  die  Perpendikel  aus  a  auf  JV«  und  jlf{  geflUlt  die  Kathelen 
in  y  und  ^  treffen,  so  ist  allemal: 

(I.)    Mx  .  My  .  Mi  .  Mfi  =  xa  .  «|  Ma^  sin'  {Ma,  a§) 
(II.)    Mx  .  My  +  JVS  .  Mt}  =  Ma"^  +  xa  .  «§.  . 

Der  ganz  elementare  Deweis  dieser  Sätze  ist  oben  (§  33) 
gegeben  worden;  der  zweite  Salz  ist  die  Verailgemeinernng  eines 
bekniHiten  Satzes  Tür  den  besoodereu  Fall,  dass  a  iu  der  Milte 
der  IJypotbeinise  liegt. 

Die  Strecken  .Vy  nnd  3/t/  können  wir  nun,  indem  wir  «liese 
Sätze  auf  unsere  Figur  amvenden,  ersel/en  durch  ilfa;'  und  Mi' 
denn  die  Parallelität  liefert  folgende  Verhältnisse: 

Mv         Ma        Mr]  , 

Mx        Ma       Jilf  • 

dies  iu  die  vorigen  Relationen  substituirt,  giebt: 

Mx .  ilf  a;' .  Mi .  Mi'  a  «a  .  a£  .  Mtt^  .  sin^  9) 

Mx  .  Mx'  +  Mi  .  Mi'  =s  Jtfa  .  Jir«  +  «a  . 

oder  wenn  ^  xa  ,  ai  =s  Mb  .  Mfi ,  ^  gesellt  und  die  Pro- 
dukte durch  die  eingef&hrte  Beseldmung  der  Polens  erseiat 
werden: 

(I.)  Ai.i\j.8ln»(«,©)  =  P..P* 
(n.)  P«  +      »  P«  +  P^. 

(I)  ,,I»;is  i*rodukt  aus  den  Potenzen  der  auf  einem 
Paar  kunjugirter  Durchmesser  des  Netzes  befindlichen 
Punktsystcmc  multiplicirt  mit  dem  Quadrat  des  siniis 
des  Winkels  zwischen  diesen  beiden  konjugirten Durch- 
messern ist  konstant." 

(II)  „Die  Summe  der  Potenzen  der  auf  einem  Paar 
konjugirter  Durclimesser  des  Netzes  befiodiiclien 
Punktsysteme  ist  konstant." 

Diese  Sätze  sind  couform  mit  den  bekannten  Eigenscbafleu 
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der  konjugirter  Durchmesser  des  Kegelschnitts;  sie  bleiben  be- 
stehen fikr  das  Netz,  auch  wenn  dasselbe  elliptisch  ist,  also  kei- 
nen reellen  Kemkegelsehnitt  besitsl,  wofern  wir  nnr  an  die  Stelle 
der  Darchmesser  den  allgemeineren  Begriff  der  Potenz  des  zu- 
gehörigen Punktsystems  setzen.  In  dem  Falle  eines  eUiptischen 
Netzes  sind  aliensal  beide  Werthe  und  negativ.  In  dem 
Falle  eines  bjperbolisehen  Netzes  entweder  beide  positiv  (Kern- 
kegebchnttt-EUipee)  oder  einer  positiv,  der  andere  negativ  (Kern- 
kegelschnitt-Hyperbel).  Für  zwei  konjoglrte  Hyperbeln,  welche 
dasselbe  Strablsystem  der  konjughrten  Durchmesser  haben  (g  32), 
findet  allemal  ein  derartiges  Verhalten  statt,  dass,  wenn  bei  der 
efaien  positiv  und  Pa  negativ,  bei  der  andern  umgekehrt  /^n 
negativ  und  Pi^  positiv  Ist,  übrigens  aber  die  absoluten  Wertbe 
dieser  Potenzen  beziehllch  dieselben  sind.  In  diesem  Sinne  kön- 
nen wir  uns  auch  zu  der  Ellipse  den  koiyugirten  Kegelschnitt, 
der  vollständig  imaginär  ist,  denken,  indem  wir  ihm  dasselbe 
Strahlsystem  der  konjugirten  Durchmesser  zutheilen,  aber  auf 
jedem  Paar  konjugirter  Diirclimesser  die  Potenzen  der  zugehöri- 
gen Punktsysteme  gleich  und  rntgegongesetzt  annehmen,  also  die 
hyporholischen  Punktsysteme  in  {,'leich\verthige  elliptische  verwan- 
deln.   Solche  vier  Netze  (Kegelschnitte),  welchen  die  Werthe: 


+  Pa 

+  Pu 

—  P. 

+  I'ö 

-  Pl, 

zukommen,  sind  vier  hiirnionisch  -  zugeordnete  Kegel- 
schnitte, wie  aus  §  5(>  hervorgehl. 

Sind  inshesondere  die  Werthe  von  und  P^  einander  Ii, 
so  lässt  die  ohige  Konstruktion  erkennen,  dass,  wenn  heide  po- 
sitiv oder  heide  negativ  sind,  das  dem  Mittelpunkte  M  zugehörige 
Strahlsystem  des  Netzes  (das  konjngirle  Durchmessersystem)  ein 
Kreissystem  wird ,  also  je  zwei  konjugirte  Durchmesser  auf  ein- 
ander rechtwinkUg  sind,  woraus  denn  folgl,  dass  der  Kernkegcl- 
schnitl  des  Netzes  ein  reeller  oder  imaginärer  Kreis  wird.  Hier- 
aus folgt  die  hekannte  Eigenschaft  eines  solchen  besonderen 
Netzes,  dass  die  l'olare  irgend  eines  Punktes  p  senkrecht  steht 
auf  der  VerhindungsUoie  [pM)  desselben  mit  dem  Mittelpunkte 
des  Netzes,  und  zwar  in  demjenigen  Punkte  n  dieses  Durchmes- 
se pM,  für  welchen  Mp  .  Mit  gleich  dem  festen  (positiven  oder 
negaUven)  Werthe  der  Potenz  P^  (=  Sind  dagegen  die 
Werthe  von  JP«  und      gleich  und  entgegengesetzt,  so  ist  das 
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Nelz  liyperboliscli  und  der  Kernkegelsclinitt  eine  ^Idclii^oitigt' 
Hyperbel,  indem  das  doin  Miltolpunkle  3f  zugehörige  Sli'ablsyalem 
des  Netzes  ein  (lyperbolisch-gleichseitiges  wird. 

§  59.    Die  Brennpunkte  des  Netzes. 

Es  bietet  sieb  uns  ais  näcliste  Aufgabe  dar,  solche  Piinklr 
in  der  Ebene  des  Netzes  aufzusuchen»  deren  zugehörige  Strahl- 
Systeme  Kreissysteme  sind;  ein  Kreissystem  ist  ein  solches  beson* 
deres  elliptiscbes  Strahlsystem,  weiches  nicht  nnr  ein  Paar,  son- 
dern nnendlich- viele  Paare  Axen  liat  oder  bei  weichem  je  zwei 
Iconjugirte  Strahlen  zu  einander  rechtwinlillg  sind;  dies  ist  der 
Fall,  sobald  es  zwei  Paar  zu  einander  rechtnlnkliger 
girier  Strahlen  giebt,  durch  weiche  das  Strahlsystem  bestunni 
wird.   Es  ist  nun  leicht  einzusehen»  dass»  wenn  es  Qberbaupt 
Punitte  in  der  Ebene  des  Netzes  giebt,  deren,  zugeliftrige  Strahl- 
Systeme  Kreissysteme  sind,  diese  nothwendig  auf  den  Axen  des 
Netzes  liegen  müssen.   Denn  wSre  S  irgend  ein  nicht  auf  eiaer 
Axe  liegender  Punkt  und  M  der  Mittelpunkt  des  Netzes,  so  würde 
dem  Durchmesser  PJIf  ein  koujugirter  Durchmesser  zugehArco. 
welcher  nicht  senkrecht  auf  ihm  stdnde,  und  zögen  nir  durch 
B  eine  Parallele  zu  letzterem,  so  hätten  wir  den  konjugirten  SIraU 
zu  BM\n  dem  Sirahlsystem  {Ii);  wir  hätten  also  zwei  konjugirle 
Strahlen  dieses  Straldsystcms .  wclclie  nirlil  reclihvinklig  zu  dB- 
ander  wären;  das  SlralilsysUiii    />')   wäre  also  aujjeusehciolldi 
liHii  Kreissysleiu.    Hiervon  inaclil  allerdings  der  Füll  eine  AtH- 
nähme,  wenn  das  <l(>ni  INmkle  {M)  zugehrtrig»'  Strahlsysteui  selbst 
ein  Kreissysleni  isl ;  in  (iicsj-ni  Falle  ist  es  indessen  Irielil  Am»- 
sehen,  «lass  das  so  konstruirle  Paar  das  einzige  Paar  reehhviui^- 
lif^er  konjngirler  Sirahlen  des  Siralilsystems  'B)  isl,  thiin  /ielieii 
w'iv  «Inreli   H  einen  heliebigen  zweiten  Strahl,   so  winl  dtssoii 
P(d  anf  der  .lus  )/  ;mf  ihn  herabgelassenen  Senkreeliten  liegen 
und  im  Allgenieiio  n  iiirlil  im  llnendliehen ;  verlunden  \>ir  ilm 
mit  /i,  so  haben  wir  also  wieder  ein  Paar  konjngirler  Strahlen 
des  Strahlsyslems  (/?),  die  nielit  zu  einander  reehtwiiikli^'  ^i"«'' 
inid  (Iiis  Slraldsy^tem  (/?)  isl  also  kein  Kreissystem.    Wir  liahtn 
mm  die  Punkt«*  von  der  verlangten  Kigensehaft  nur  auf  den  Axeii 
des  .Netzes  zn  suchen  und  nehmen  also  einen  beliebigen  Punkte 
auf  einer  Axe  (Fi^.  92),  ermitteln  seine  Polare  X,  welche  in  x' 
senkrecht  auf  dieser  Axe  stellt,  dann  sind  xJH  und  Ä  die  Axen 
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th's  dem  IMinkl«^  .r'  zugcliöri-ni  Slralilsjsliiiis,  ebenso  a  M  und 
Seiikrerlile  in  .r  die  \\vu  des  dem  Pinikle  w  zugehörigen 


di( 


(Fig.  92.) 


Straldsystenis  und  niidere  l'aare 
konjugirter  Strahlen  des  letzte- 
ren können  wir  daihirch  linden, 
dass  wir  das  IMnikLsyslein  anl 
X  erniilteln,  welches  mit  dem 
Slralilsyslem  {x)  perspeküvtscli 
liegt.  Ziehen  wir  durch  .r  einen 
beliebigen  Strahl  1',  welcher  io 
z  die  Polare  A'  irifiX,  und  be- 
stimmen den  Pol  y  von  Y,  wel- 
cher auf  X  liegen  miMS,  so  ist 
{xy)  =  Z  die  Polare  von  z;  y 
und  z  sind  ein  Paar  konjugirler 
ihinlite  des  dem  Netze  zuge- 
lidrigen  Punklsyslcms  auf  JT.  und  Z  und  F  sind  ein  Paar  kon- 
jugirler Slrabien  des  dem  Punkte  x  zugeliörigen  Straiilsystcms  im 
Netze.  Die  beiden  Strahlen  Y  und  Z  werden  nun  im  Allgemei- 
nen nicht  reclitwinkllg  auf  einander  stehen  und  das  Strahlsystem 
{x)  wird  also  Im  Allgemeinen  kein  Kreissystem  sein;  verändern 
wUr  aber  den  Punkt  x  auf  der  Ase,  so  kann  es  sich  ereignen, 
dass  diese  Perpendikularitit  eintritt»  und  ein  solcher  Punkt  x, 
für  welchen  dies  der  Fall  tet,  mnss  die  Eigenscliait  besitzen, 
dass  sein  Strahkystem  ein  Kreissystem  ist.  Bei  der  Bewegung 
von  X  können  wir  noch  die  Richtung  der  dürch  ihn  gehenden 
Geraden  Y  ganz  willköhrilch  annehmen ,  es  wird  aber  fQr  die 
Betracbtimg  zweckmässig  sein,  für  Y  eine  (übrigens  beliebige) 
RichUmg  unverändert  beizubehalten  und  also  Y  nur  parallel  mit 
sich  zu  verschieben;  die  Allgemeinheil  der  Belrachliin^  wird  da- 
durch nicht  beeinträchtigl;  In  dem  Punktsystem  auf  X,  von  wel- 
rliem  y  und  z  ein  Paar  konjugirler  Punkte  ist,  ist  olTenbar  x' 
der  iMittelpunkt  und  wegen  der  Kigenschan  der  kunslauten  Potenz 
eines  PunkUyslems,  haben  wir: 

x' y  .  x'  z  =  const. 
In  den»  Dreieck  xyz  ist  xx'  eine  Ibdie,  dir  Itoideii  andern 
llrdn-n  y  y'  und  z  z'  s<  hiieideii  sich  also  in  einem  IMnikl»*  §  der 
i'isl«'n'n.  d.  h.  der  in  Hetraclit  gezogenen  Axe  des  Netzes.  Die 
Aehnlichkeil  der  Dreiecke  giebl  lerner: 
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x'ff  .  x't  =  x*x ,  I«'  s=3  const. 

WeoQ  wir  also  den  Punkt  x  festhalten  und  da»  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  z  auf  seiner  Polare  X  beliebig  yerfindern,  d.  b. 
das  ganze  Punktsystem  durchlaufen  lassen,  so  bleibt  der  Höhen- 
punkt  i  des  Tripeldreiecks  xyz  immer  derselbe  feste  Punkt 

Die  Fusqiankte  y'  und  z'  der  aus  y  und  z  auf  die  Seiten 
des  Tripeldreiecks  xyz  genilten  Perpendikel  besitzen  die  Eigen* 
schalt,  dass  /y  und  yz»  ebenso  z'y  und  z'z  je  zwei  konjugirte 
Strahlen  des  Netzes  sind  und,  da  diese  auf  einander  senkrecht 
stehen,  die  Azen  der  den  Punkten  y  und  /  zugehörij^cu  Strahl- 
Systeme  des  Netzes.  Bei  der  Verftnderung  Yon  y  und  z  beschrei- 
ben nun  y  und  z'  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  d?|  ist  Jeder 
Punkt  dieses  Kreises  mit  x  und  |  Terbunden  liefert  die  Axeo 
des  ihm  zugehörigen  Strahlsystems  im  Netze. 

Um  die  Veränderung  zu  verrolgen ,  welche  mit  der  Bewegung 
des  Punktes  x  ciulritt,  müssen  wir  ernHllelii,  wie  der  Punkt  ^ 
mit  X  sich  verändert;  mit  x  verändert  sich  zunächst  A',  indem 
es  sich  beständig  parüliel  bleibt  und 

Mx  .  Mx'  =  const 

ist;  die  durch  x  gesogene  Gerade  7  soll  auch,  wie  oben  be- 
stimmt ist.  in  ihrer  Richtung  festgehalten  werden,  der  Pol  y  wird 
also  auf  dem  zu  dieser  Richtung  konjugirten  Durchmesser  My 
sich  bewegen;. das  Perpendikel  yi^  bli^t  bestindlg  sich  parallel 
und  es  bleiben  daher  die  VerhAltnisae  konstant: 

^1  =  const         =  const 

und  hieraus  auch: 

=  const. 

Diese  Relation  mit  der  obigen  verbunden,  giebt* 

Mx  .      s=5  cmist. 

und  bier.nis  srhlitssen  wir,  dass  die  Punkte  a*  und  |  konjugirte 
l'mikit'  ciiK^s  bestiniiTilcn  n eu en ,  auf  der  Axe  i)efindlichcn  Punkt- 
systems siiul,  \\L'lrbL's  denselben  Mittelpunkt  M  hat.  (Wollten 
wir  dl«'  kleine  Hechnung  vermeiden,  so  wäre  ebenso  leicht  zu 
zeigen ,  dass  bei  der  Bewegung  von  .r  der  Pimkt  $  eine  mit  ihm 
piojektivische  Pimktreihe  dunhläun  und  dass  entsprechende 
gleicJie  Strecken  der  beiden  projcktiviscben  l^uuklrcihcn  verkehrt 
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auf  einander  fallen,  d.  1).  wenn  |  nacli  x  gelangt,  x  nach  | 
kommt,  woraus  dann  ebenralls  die  iuvolutorisclie  Eigenschaft  des 
Punklenpaares  {x,  ^)  erliellt.) 

^achüeni  diese  Abbängigkeit  der  Puokte  x  und  ^  von  ein- 
ander ermittelt  ist,  \\\ri\  die  ursprüiiglicb  vorgelegte  Frage  leicht 
zu  beantworten  sein.  Soli  nämlich  das  dem  Punkte  x  zugehörige 
Slrahisystem  ein  Kreissyslem  werden,  so  muss  das  Tripeldrcieck 
xyz  bei  x  rechtwinklig  sein,  d.  h.  der  ilühcnpunkt  ^  dieses 
Dreiecks  muss  mit  der  Ecke  x  zusammenfallen,  und  umgekehrt: 
Wenn  der  Höhenpunkt  |  mit  x  zusammenfallt  und  nur  dann, 
werden  Y  und  Z  rechtwinklig  zu  einander  sein.  Da  nun  x  und 
I  konjugU'te  Punkte  eines  bestimmten  und  aus  dem  Obigen 
leicht  zu  ermittelnden  Punktsystems  sind,  so  kommt  es  nur  dar- 
auf an,  die  Asymptotenpunkte  dieses  Punktsystems  zu  finden. 
Diese  sind  nor  reell,  wenn  das  Punktsystem  hyperbolisch  ist,  im 
andern  Falle  werden  sie  durch  dieses  bestimmte  (eUiptische) 
Punktsystem  vertreten.  Es  kann  also  auf  jeder  Aze  des  Netzes 
höchstens  zwei  Punkte  der  verlangten  Beschaffenheit  geben, 
dass  die  ihnen  zugehörigen  Strablsysteme  des  Netzes  Kreissysteme 
werden.  Um  zu  erfahren,  ob  diese  Punkte  reell  sind,  mOssen 
WUT  das  oben  ermittelte  Punktsystem  {x,  |)  auf  jeder  Aze  genauer 
zu  besthnmen  suchen.  Da  die  Punkte  x,  |  auf  der  hi  Betracht 
gezogenen  Axe  des  Netzes  ein  Punktsystem  bilden,  so  werden 
sämmtliche  über  den  Strecken  ar|  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreise  eine  Kreisschaar  bilden  und  zwar  mit  einer  reellen  go- 
meinscbafUiclien  Sekante,  wenn  das  Punktsystem  a,  ^)  ellipliseli 
ist,  dagegen  mit  einer  ideellen  genieinscharilicheii  Sekante,  werni 
(l.is  l'iiiiklsyslem  f.r,  ^)  hypcrholisch  ist,  indem  die  heiden  Asymp- 
lotenpimkte  dessclhen  die  (ircnzpimkte  (Null-Kn-ise)  der  Kreis- 
sdiaar  werden.  Welcher  Art  aher  aueh  diese  Kreissehaar  sei, 
immer  gieht  es  durch  einen  IMuikt  ß  der  Kheiie  nur  ein»  !!  ciii- 
zij^eii,  stets  reellen  Kreis,  welcher  der  Schaar  anyelKul,  <iilt'r  mit 
andern  Worten,  die  Kreisschaar  erfidlt  die  ganze  unendlK  he 
Khene.  W'ir  hahcn  nun  oben  gesehen,  dass  jeder  I'imkt  eines 
solchen  Kreises,  welcher  über  als  Durchmesser  h«  s(  hriehen 
ist,  mit  o:  und  |  verbunden  zwei  rechtwinklige  Strahlen  lielert, 
welche  die  Axen  seines  Piuiktsystems  iiu  iNelze  sind.  Da  aher 
jedem  Punkte  Ii  in  der  Khene  des  Netzes  nur  ein  hestimmles 
Strahlsyslem  zugehört  und  auch  durch  jeden  Punkt  JÜ  nur  ein 
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besUinniUT  Kreis  der  Kreisscbaar  biudurcljgeht,  so  künneu  wir 
unigekelirl  schliessen: 

Denkt  man  sich  in  sfimmtlichen  Punkten  B  der 
Ebene  eines  Netzes  die  Axen  der  iiinen  im  Netze  zu- 
gehörigen Strahlsysteme  ermittelt  und  trifft  ein  sol- 
ches Axenpaar  eine  (oder  die  andere)  Axe  des  Netzes 
in  dem  Punktenpaar  |,  so  bildet  die  Gesammthelt 
dieser  Paare  a,  |  ein  bestimmtes  Punktsystem  auf  der 
Axe  des  Netzes  oder  x,  |  sind  allemal  ein  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  eines  und  desselben  Punktsystems,  wo 
aucb  der  Punkt  B  angenommen  werden  mag. 

Hierdurch  wird  das  Punktsystem  (x,  |)  auf  eine  zweite  sehr 
einfache  Wehe  bestimmt  und  zwar  für  jede  der  Axen  des  Netzes 
in  gleicliartiger  Weise,  denn  die  eine  der  Betrachtung  zu  Grunde 
gelegte  Axe  hat  vor  der  anderen  nichts  voraus,  und  durch  einen 
bestimmten  Punkt  B  giebt  es  nur  ein  einziges  Paar  Axen  demje- 
nigen Strahlsystems,  «welches  dem  Punkte  B  im  Netze  zugehört 
Denken  wir  uns  also  ehien  beliebigen  Punkt  B  in  der  Ebene  und 
die  Axen  seines  Strahlsystems,  welche  in  x  und  i  die  eine.  In 
y  und  ^  die  andere  Axe  des  Netzes  treffen  mOgen,  so  bestim- 
men Xp  I  und  der  Mittelpunkt  M  das  eine,  y,  ^  und  der  Mittel- 
punkt M  das  andere  Punktsystem  auf  den  Axen  des  Netzes  and 
es  ist  jetzt  leicht  isrsichtlich,  dass  von  diesen  beiden  Punktsyste* 
men  nolhwendig  eines  hyperbolisch  und  das  jindere  elliptisch  sein 
muss;  denn  sobald  x  und  |  auf  derselben  Seite  von  M  gelegen 
sind,  müssen  y  und     auf  entgegengesetzten  Seiten  von  M  liegten 


(Piff.  93.) 


und  umgekehrt  (Fig.  93).  Die 
vier  IMiiikte  x  |  y  liegen  näm- 
lich so,  dass  jeder  von  ihnen 
der  lluluiipmikt  «les  von  den 
<lrei  andern  gebildeten  Dreiecks 
ist.  und  es  (indct  demzufolge  die 
Bedingung  statt: 


Mx  .  Mi  4-  My  .  Mij  =  0; 
tlas  eine  dieser  beiden  I^rudukle 
ist  also  gleieb,  aber  enlgegm- 
geselzt  dem  andern,  d.  Ii.  wenn 
das  eine  positiv  ist,  muss  das 
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andere  negattr  sein  und  umgekehrt.  Von  den  beiden  auf  den 
Axen  des  Netzes  liervorgerufenen  Punlttsystemen  ist  also  eines 
nolh wendig  hyperbolisch,  das  andere  elliptisch.  Die  Asymptoten- 
punkte  des  hyperbolischen  Punktsystems  F  und  jP|  sind  d&e  ein- 
zigen reellen  Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes,  fOr  welche  das 
zugehörig!^  Strahlsystem  ein  Kreissystem  wird;  sie  heissen  die 
Brennpunkte  des  Netzes:  auf  der  andern  Axe  giebt  es  ein 
bestimmtes  elliptisches  Punktsystem,  dessen  Potenz  den  gleiclieu 
aber  entgegengesetzten  Werth  hat  und  dessen  imaginSre  Asyrop- 
totenpunkte  als  das  zweite  Paar  Brennpunkte  des.Netzes  aufge- 
fasst  werden  können.  Wollen  wir  noch  die  unendlich  •entfernte 
Gerade  ®^  als  dritte  Axe  des  Netzes  gelten  lassen,  insoreni  sie 
der  dritte  Tripelstrahl  zu  den  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes 
ist  und  gewissermaassen  als  auf  jeder  Geraden  in  der  Ebene  senk- 
recht stehend  angenommen  werden  kann«  so  wird  auf  dieser 
dritten  Axe  ebenfalls  ein  Punktsystem  durch  die  Axen  eines 
jeden  Strahlsystems  im  Netze  bestimmt  werden  und  dieses  Punkt- 
system ist  ein  Itkr  allemal  dasselbe  (elliptiscbe),  indem  es  von 
je  zwei  uttendlich-entfeniteii  Punkten  in  zwei  zu  einander  recht- 
winkligen Richtungen  erzeugt  wird.  Die  imaginären  Asymptoten- 
punktc  desselben  sind  die  imaginären  Kreispunk le  der  unenci- 
licb-enlfernten  Geraden  {%  35)  und  itünnen  allemal  als  ein  Paar 
imaginäre  Brennpunkte  für  jedes  Nelz  aiif,»  ;>rlien  werden. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Potenz  des  l'iinklsystcms  .< ,  $), 
welche  gleich  und  entgegengesetzt  der  des  andern  Punktsystems 
[tf,  ?/)  ist,  zu  liistinnuen  oder,  was  dasselbe  ist,  den  Absland  jedes 
der  lirennpunkle  F  von  «leni  Mittelpunkte  M  des  Netzes  zu 
ennilleln;  dieser  ist  leicht  auszu(lrn<  ken  dnrcii  die  I'otenzen  /*« 
injd  Pi,  derjenigen  beiden  l'unktsyslcnie ,  >\»'l(he  den  Axen  des 
Netzes  zugehören.  N*  linit  ii  \vii-  von  den  beiden  Axen  des  dem 
l'nnkte  B  zugehörigen  Slraiilsvsleins  eine,  welche  in  x  und  //  die 
Axen  des  Netzes  Irellen  möge.  s(»  wird  ihr  Pol  /*  auf  der  andrrn 
liegen  müssen  (Fig.  93),  also  in  der  <lurch  B  auf  ihr  gezogenen 
Senkrechten ,  welche  in  l  und  i;  die  Axen  des  Netzes  trillt;  die 
l'olare  von  x  mnss  nun  durch  P  gehen  und  senkrecht  stehen  auf 
Mx,  also,  wenn  das  aus  P  auf  .V.r  herabgelassene  I'erpendikel 
diese  Gerade  in  a-'  triflt,  so  ist  Mx  .  M x'  =  /*«  und  ebenso 
My  .  Mif'  =  /'/,.  wo  I/'  den  Fusspnnkl  des  aus  P  auf  V;/  her- 
abgelassenen Perpendikels,  d.  ii.  der  Polare  von  y  bedeutet.  Aus 

31* 


Digitized  by  Google 


484 


Vierter  Alwchnltt 


der  Aebolichkeit  der  Dreiecke  foJgt  am: 

•  Mri          f/ri   M^-^My 

Mi  ~  y'  P       Mx'  iTä?" 

und  setzen  wir  dies  Verliiltiuiis  in  die  oben  gefundene  Relation: 

ilTa; .  iri  +  itfy  üfi?  =  0 

ein»  so  folgt: 

Jix  ,  Mx  —  üfy  .  Mff  =  —  My  .  Jifij  =  Mx  .  Jif| 

oder: 

[Mx  .  Mi  =  Pa—  Pb 
\My.Mn^Ph—P.* 

Die  Potenz  desjenigen  Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunke 
die  Brennpunkte  des  Netzes  sind,  ist  hiemscli  geflmden,  also 
ancli  die  Entfernung  der  Brennpunkte  FF^  Tom  Hittelpunkte, 
deren  Quadrat  gldcti  dem  abaolnten  Werthe  fon  (P«  —  i^)  ist 

Es  Ist  vorlün  erwSbnt  worden,  dass  die  Kreis»,  welche  Ober 
je  einer  Strecke  ar|  zwischen  zwei  koiijugirten  Punkten  des  Punkt- 
systems (x,  g  als  Durchmesser  beschrieben  werden,  eine  Krcb- 
schaar  bilden,  deren  Grenzpunkte  (NuUkreise)  die  Brennpunkte 
des  Netzes  sind.  Wir  erhallen  hiernach  ffir  die  beiden  endlichen 
Axen  des  Netzes  zwei  Kreisschaaren ,  deren  eine  zur  ideellen,  die 
andere  zur  reellen  gem(<inschaniichen  Sekante  die  eine  und  die 
andere  Axe  «los  Netzes  und  die  jedesmalij^'e  zweite  Axe  zur  Cen- 
trale hat;  da  die  Potenz  des  Punktes  .V  in  Bezug  auf  die  Kreise 
der  einen  Schaar  gleich  aber  entgegengesetzt  der  Polenz  dessel- 
ben I*unktes  in  iJeziig  auf  dir'  Kreise  der  andern  Schaar  ist,  so 
schneidet  jeder  Kreis  der  einen  jeden  der  andern  Scliaar  recht- 
winklig, und  die  Kreise  über  und  yt/  als  Durchmesser  stehen 
daher  in  der  bekannten  Beziehung  zu  einander,  dass  sie  zwei 
konjugirte  Kreisschaaren  bilden.  Wir  können  dies  als  i>atz 
folgendermaassen  aussprechen : 

Die  beiden  nrennpunkle  auf  der  einen  Axe  des 
Netzes  und  die  Schnittpunkte  der  andern  mit  irgend 
einem  Axen(>aar  des  Sirahlsystems,  welches  einem  be- 
liebigen Punkte  in  der  Ebene  des  Netzes  zugehört, 
liegen  allemal  auf  einem  Kreise. 

Das  dritte  zu  den  beiden  konjugirten  Kreisschaaren  zugeliü- 
rige  Kegelscbnittbfjschel ,  welches  aus  sämmllicheu  gleichseitigen 
Ilyperbeln  besteht,  die  M  zum  Mittelpunkt  haben  und  durch  die 
Brennpunkte  FF^  gehen  (S        scheint  liei  dieser  Betrachtung 
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iiicbl  besonders  hervonutreteD,  auch  wenn  man  als  drille 
Aie  des  Netzes  hiniunimmt. 

S  60.  Bintge  Bigenaohaften  der  Axen  aftmmtUoher  Strahl- 
Systeme,  weloiie  den  Punkten  in  der  Bbene  eines  Heises 

sngelidreii. 

Wir  haben  in  §  56  das  Gesetz  aurgusuchlp  w^elcbem  die 
Asymptoten  sSoimtlicber  Slraldsystenie,  die  den  Punkten  in  der 
Eliene  eines  Netzes  zugeh6ren,  unterworfen  sind,  sowie  den  Ort 
simmtiicber  Asympioicnpunl^te  auf  allen  Geraden  In  der  Ebene 
des  Netzes;  letzterer  war  der  Kern  des  Netzes  und  sftmmtUehe 
Asymptoten  Tangenten  dieses  Kernitegelschnitts.  Es  bietet  stell 
jetzl  die  Frage  dar,  welcliem  Gesetze  die  Axen  sämmllichcr 
Siralilsysleme  im  Netze  unterworfen  sind?  Jede  Gerade  ^  in  der 
KIk'ii«;  ist  Axe  eines  bestimmten  Strahlsystems;  denn  trefle  sie 
cino  Axc  A'  des  Netzes  in  a-  und  sei  S  der  lionjugirtc  I*unkt  in 
deinjenigcu  Strahlsysleiii  (a-,  ^)  auf  dieser  Axe  (§  59),  dessen 
Asymptotcnpuniite  die  reellen  (oder  imaginären)  Drennpiinktc  des 
Netzes  sind,  so  wird  das  Perpendikel  aus  ^  auf  die  Gerade  5( 
dieselbe  in  demjenigen  IHnikte  p  treffen,  für  welehen  die  Gerade 
%  und  die  darauf  Senkreclile  die  Axen  des  dem  Punkte  p  zugc- 
börigen  Strahlsystenis  iu)  Netze  sind.  Diirrb  einen  Iieüebigen 
l'unkl  /*  in  der  Kbene  geben  also  unendlic  h  -  viele  Gerade 
welcbe  als  Axen  lüi-  bestimmte  dein  Netze  zugeliörige  Slrabl- 
systeme  anitreten;  siuben  wir  den  Ort  der  zngebörigen  zueilen 
Axe  5^  zu  beslinnnen.  Das  von  der  Geraden  91  besebriehene 
Sirablbiisebel  (/')  tritFl  die  Axe  X  des  Netzes  in  der  I'iuik treibe 
f.r)  und  die  unendlieb  -  entfernte  tierade  (5^^  iu  einer  IMniklreibe, 
die  mit  der  Punklreibe  (a)  perspektivisch  liegt;  deidven  wir  ims 
das  Strablbiisrbel  {/')  um  IM)"  gedreht,  so  Iritlt  es  <lie  in 
einer  neueu  Punktreibe,  welche  ebenfalls  mit  dem  Slrablbüsebel 
(/*)  proji'ktiviseb  ist;  dei-  dem  .r  k«)njugirte  Punkt  ^  besehreibl 
bei  der  Hewegmig  von  x  eine  Punktreibe  (§),  welche  wegen  der 
pr(»jekliviscbcn  Natur  des  Punktsystems  HJ)  elienfalls  mit  der 
Pimklreibe  (.r)  projektiviseh  ist,  inul  die  Perpendikel  aus  |  aid" 
den  jedesujaligen  Strahl  %  sind  niebts  amb  res,  als  Verbindinigs- 
strableii  enlsprecbender  Punkte  zweier  |u-ojekti\is(  her  l'unktreibeu 
auf  den  Trägern  Ä'  und  ,  indem  letztere  von  dem  um  IKi" 
gedrehten  SirabiböscheJ  {%)  aul        ausgeschnitten  wird.  Die 
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il<T  Axe  %  zugehörige  zweilc  Axe  !6  uinhüUl  daher  einen  Kegel- 
schniU  und  zwar  eine  Parabel,  weil  &^  eine  Tangenlc  ist; 
diese  Parabel  i)erührt  die  Iie'ulen  endlii-lien  Axen  X  und  V  dt's 
Netzes  und  der  Mittelpunkt  3/  des  Netzes  ist  datier  ein  Punkt  der 
Leitlinie  dieser  Parabel,  weil  durcli  ihn  zwei  rechtwinklige  Tao- 
gentea  an  dieselbe  gehen  ($$  34,  36).  Da  ferner  dem  festen 
Punkte  P  sjßlbst  ein  bestimmtes  Strahlsystem  im  Netse  zugehört, 
dessen  Axen  ein  besonderes. Axenpaar  9^  ®  ist,  so  liegt  auch  P 
in  der  Leitlinie  und  Pßt  ist  daher  die  Leillinie  der  Parabel.  Wir 
können  auch  leicht  den  Brennpunkt  dieser  Parabel  ermitteln;  die 
Axen  des  dem  Punkte  P  zug^Örigen  Strahlsystems  mögen  Jt  in 
dpolo  and  T  In  ^%  treffen  (Fig.  94),  dann  gehören  die  beiden 


über  und  y,,      als  hurclimesser  beschriebenen  Kreise  den 

beiden  Irniii r  59)  erwähnten  konjugirteu  Kreisschaaren  au;  diese 
beiden  Kreise  haben  nun  ausser  dein  I^uiikte  P  noch  einen  zwei- 
ten (reellen)  Punkt  0  gemein  und  (2>  ist  dt  r  Brennpunkt  unserer 
Parabel;  denn  da  der  Brennpunkt  einer  l'arabel,  welche  einem 
Dreiseit  einbeschrieben  ist,  allemal  auf  dem  dem  Dreiscit  um- 
schriebeneu Kreise  liegt  (§  43)  und  wir  hier  zwei  der  Parabel 
umschriebene  Dreiecke  i>ar|  und  Pyti  haben,  so  moss  der  ge- 


CFig.  94.) 
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meinschaftlichc  Punkt  der  ihnen  umschriebenen  Kreise  der  gesuchte 
Brennpunkt  der  Parabel  sein;  da  aber  P  dieser  Punkt  oflenbar 
Dicht  sein  kann,  so  ist  O  der  Brennpunkt  der  Parabel.  Es  ist 
ferner  InMit  zu  sehen,  da»  ^  =^  (d^o^o«  Voln)  ^^r  Sclmitt- 
punkt  der  l>eiden  Geraden  Xf^f^^^  und  2^9  lo  ist  und  dass  dieselben 
auf  einander  senkrecht  sieben,  oder  dass  O  der  dritte  Diagonal- 
punltt  des  voUständigcn  Vierecks  lo      ist,  dessen  beide 

andern  P  und  M  sind.  Die  Gerade,  welche  die  Fusspunkte  der 
aus  ^  auf  die  Axen  X  Y  geRiilten  Perpendikei  verbindet,  ist  also 
nach  bekannten  Eigenschaften  der  Parabel  die  Tangente  im  Schei- 
tel derselben  und  iSuft  parallel  der  Leitlinie  Plf.  Die  hier  auf- 
tretende Parabel  ist  uns  also  jetzt  durch  Leitlinie  und  Brenn- 
punkt Tolistindig  bekannt  und  wir  können  das  firgebniss  der  vorigen 
Untersuchung  folgendermaassen  susammenfassen: 

Jede  Gerade  %  In  der  Ebene  eines  Neties  ist  eine 
Axe  eines  bestiniDiten  dem  Netze  zugehörigen  Strahl- 
systems; die  andere  AxeiS^wird  gefunden,  indem  man 
den  Schnittpunkt  x  der  Geraden  91  mit  einer  Axe  X 
des  Netzes  aufsucht,  den  konjugirten  Punkt  \  des- 
jenigen Punktsystems  bestimmt,  welches  die  (reellen 
oder  imaginären)  Brennpunkte  des  Netzes  auf  dieser 
Axe  zu  Asyniptolenpunkten  hat,  und  aus  ^  ein  Perpen-  x 
d i k c  1  a u f  Ii  c r a  b  1  ä s s  t ;  dieses  P e r p e iiil i k e  1  ist  die  a n - 
derc  Axt;  33  und  der  Schnittpunkt  (5l,23)=;>  derjenige 
Punkt  von  %,  dessen  Strahlsystcm  im  Netze  %  und  23 
zu  Axen  lial.  Hewegt  man  die  Gerade  51  um  einen  be- 
liebigen festen  Punkt /*,  so  verändert  sie  Ii  auch  33  und 
umhüllt  eine  Parabel  V^'^K  Diese  Parabel  hat  PM,  die 
Verbiiiilu  II  y  siinie  tles  festen  Punktes  V  mit  dem  Mit- 
te Ipu  11  k  l  <•  j>/  des  Netzes,  zur  Leitlinie  und  berührt  so- 
wohl die  beiden  Axen  des  Netzes,  als  auch  die-bei- 
den  Axen  des  besonderen  Strahl  Systems,  welches  dem 
Punkte  /*  im  Netze  zugehört.  Jedem  Punkte  P  in  der 
Ebene  entspricht  also  eine  bestimmte  l*arabel 
bewegt  sich  /'  auf  einer  Geraden  3lo»  so  durchläuft 
P^^^  eine  Parabeischaar  von  vier  festen  Tangenten, 
n&miich:  die  unendlich-entfernte  Gerade  die  bei- 
den Axen  X  Y  des  Netzes  und  diejenige  Gerade  !93o> 
welche  die  andere  Axe  zu  9(o  ist;  die  Leitlinien  dieser 
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Parabeischaar  laufeo  durch  üeu  festen  Punki  M  ($43) 
u.  s.  f. 

Ualten  wir  lieti  l'iiiikl  /'  fest  und  suchen  etwas  näher  deii 
Zusanuneiihang  der  Parabel  P^^*  mit  deo  beiden  kunjugirlen  Kreis- 
flchaaren  zu  erkennen»  denen  wir  noch  das  dritte  konjugirte  Büschel  * 
gleicliseillger  Hyperbeln  binzufflgen,  so  zeigen  sich  die  in  $  50 
allgemein  gefundenen  Eigenschaften  dreier  konjugirter  Kegel- 
schnittbfktchei  för  diesen  besonderen  Fall  einfach  bestätigt.  Ein 
Kegelschnitt,  welchem  die  beiden  Punktsysteme  (x,  |)  und  (y,  ^) 
auf  den  Azen  X  und  T  des  Netzes  zugehören,  ist  allemal  eine 
gleichseitige  Hyperbel,  welche  if  zum  Mittelpunkte  hat;  denn  nach 
der  in  S  31  angegebenen  Konstruktion  geht  durch  einen  gegebe* 
neu  Punkt  P  nur  ein  einziger  bestimmter  Kegelschnitt,  welcher 
die  Punktsysteme  [x,  |)  und  (y,  i})  zu  zugehörigen  hat,  und  dieser 
Kegelschnitt  wird  gefunden,  indem  wir  das  emzige  Sirahlenpaar 
durch  P  aufsuchen,  welches  gleichzeitig  sowohl  das  eine,  wie  das 
andere  Punktsystem  in  einem  Paar  koiqugirler  Punkte  Irillt  In 
unserm  Falle  ist  nun  dieses  Strahlenpaar  immer  reell,  nftmlich 
das  Axenpaar  des  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Strahl- 
systems, welches  in  Xulo  die  Axe  X  und  in  die  Axe  Y  trilfl. 
Die  Punkte,  in  welchen  diese  beiden  Strahlen  die  Polare  des 
Schnittpunkts  (A'.  i')=silf,  d.  h.  ®^  treffen,  also  die  unendlich« 
entfernten  Punkte  jener  beiden  rechtwinkligen,  durch  P  gehenden 
Strahlen  sUid  (§  31)  Punkte  des  gesuchten  Kegelschnitts  und 
dieser  ist  also  eine  gleichseitige  Hyperbel,  weil  er  zwei  unend- 
lich-entfernte Punkte  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Rich- 
tungen hat.  Diese  beiden  Punkte,  die  Brennpunkte  des  Netzes 
FFi,  und  der  Punkt  P  bestimmen  vollständig  den  Kegelschnitt 
Nennen  wir  zur  Abkürzung  die  beiden  Kreise,  welche  und 
t/Qt]Q  ZU  Durchmessern  haben,  und  ^y,  die  gleichseitige  Hy- 
perbel (Fif?.  94),  so  hat  mit  jedem  der  beiden  Kreise  nocli 
einen  reellen  yenieinschaliiichen  Punkt  ausser  /*,  und  diese  IVinkle 
// //,  sind  Ifitlit  zu  linden;  u„$„  .siinl  iiimilii  Ii  ciii  I'.inr  konjiif?irler 
l'unktc  IVirdit;  lI\|MM'bel  und  P  ein  Punkt  di  i  scIImmi  ;  die  Slr.dilcn 
/'.Tf,  und  /'t,,  trell'en  die  IIvimtIm'!  in  dt-ii  Ix'idt'ii  iiin'iidlicli-enl- 
IVridcii  l'imkU'ii,  deiVn  N'criiiiidiin^'slinie  (l^^^  j  den  Pol  von 
in  lirzug  auf  die  Hyperbel  enlli;dt.  weil  .r„  ^„  durch  M  g«'lil : 
folglich  nüissoii  f)5^  lU  die  dnrrli  x„  iiiul  paivdlel  zu  und 
Pxq  gezogenen  Üeradeu  &^icli  in  einem  Punkte  ü  der  Hyperbel  ^ 
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Ireffen;  ilicser  liegt  glri<  hzeili^'  auf  diMii  Kreise  ,  «leiwi  er  ist 
der  «liamelral  ^'egenfiherliegemle  l'unkl  zu  /'  aiiC  (iiesem  Kreise 
oder,  was  dassellie  hcdeiitel,  der  zueile  Scimiüpiiiilit  <ler  Tangente 
in  /'  am  Kreise  ^t^,  mit  dem  Kreise  ^,r\  in  gleicher  Weise  Iriflt  die 
Tangeole  in  P  am  Kreise  !^,r  (ieii  Kreis  ht,  in  einem  Punkte  //, 
der  Hyperbel  .S);  die  beiden  Punkte  //  und  //,  liegen  in  gerader 
Linie  nnt  0,  dem  zweiten  Seliniltpunkte  der  Kreise  ^.r  und 
denn  die  Mitlel|)Uiikle  dieser  beiden  Kreise  sind  die  Mitten  der 
Streeken  /'//  und  PHi  und  die  Centrale  halbirt  diu  gemcinscliari- 
liclic  Sekante  PO;  da  sie  zugleich  auf  ihr  seolirechl  siebt,  so  ist 
auch  die  Gerade,  in  welcher  die  Punkte  HHiO  liegen,  zur  Ge- 
raden PO  rechtwinklig.  Ferner  zeigt  sich,  dass  PO  die  Tan- 
gente Im  Punkte  P  an  der  Hyperbel  ^  ist,  denn  da  oe^^  ein 
Paar  konjugirter  Punkte  Ist  in  Bezug  auf  und  ein  zweites 
Paar,  so  ist  ($  31)  das  Paar  {x^y^,  ==  /» und  (x^n^.  ^y^j  =  O 
ein  drittes  Paar  konjugirter  Punkte  fOr  die  Hyperbel  und  da 
P  selbst  auf  ihr  liegt,  so  ist  P0  Tangente  in  P.  Die  Gerade 
J7/f,  O  ist  die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  ihm  ent- 
sprechende Parabel  P^,  denn  P  liegt  in  der  Leitlinie  dieser 
Parabel,  deren  Pol  der  Brennpunkt  <l>  derselben  ist;  ferner  steht 
HH^  senkrecht  auf  PO\  folgtich  Ist  nach  bekannten  Eigenschaf- 
ten der  Parabel  HH^  die  Polare  von  P  In  Bezug  auf  die  Parabel 
pW;  die  Schnittpunkte  von  UU^  mit  den  beiden  durch  P  gehen- 
den rechtwinkligen  Strahlen  Px^^  und  sind  daher  deren  Be- 
rührungspunkte mit  der  Parabel  P<->  uml  hieraus  lolgt,  dass  H 
und  y/|  die  I'nie  der  durch  P  zu  A'  und  Y  gezogenen  l'arallelen 
in  ll</,ug  auf  die  l'arabel  sind,  «'benso  wie  0  der  Pol  von 
l*M  ist.  Wir  kunnen  bieniacü  lullendes  l!^rgebiiiss  zusamuien- 
steilen : 

Die  aul  denfieradeu  A',  Y,  Z  (=:@^)  des  Nel/.es  be- 
findliclirn  IMi  n  k  I  s  ys  t  «•  nn*  (.r,  |)  (,'/,»/)  f:.?),  welche  von 
den  Ax  eil  paaren  s  .i  in  m  l  Ii  c  Ii  e  r  S  l  r  a  Ii  I  >  \  s  |  c  m  e  im  .Nelz  e 
.Ml  s e  s  <•  Ii  n  i  1 1  e  n  werden,  beslimineii  |i  aar  weise  zusaiii- 
mengefa SS l  «irei  konjngirh!  K  eg e I  s (  hn i  ttb ii sehe  1  so, 
dass  d  i  e  K  e  g  e  1  s  i  h  ii  i  1 1  e  eines  H  ü  s  e  Ii  e  I  s  j  e  z  w  e  i  v  o  n 
den  Punktsystemen  zu  zugehörigen  haben;  diese  drei 
Büschel  bestehen  ans  zwei  k  o  n  j  u  g  i  r  t  e  u  K  r  e  i  s  s  c  h  a  a  r  e  n, 
welche  über  xl  und  yti  als  Durchmesser  beschrieben 
sind,  und  einem  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln, 
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welche  durch  je  zwei  unendlich-entfernte  Punkte  z,  t> 
die  in  rechiwinkligcn  Richtungen  xu  einander  liegen, 
sowie  dnrcli  die  beiden  reellen  Brennpunkte  des  Neties 
F Fl  gehen,  und  den  Mittelpunkt  des  Netzes  zu  ihrem 
gemeinscbaftlicben  Mittelpunkte  haben.  Durch  einen 
beliebigen  Punkt  P  des  Netzes  gehen  drei  bestindnte 
Kegelschnitte  dieser  BQschel:  zwei  Krefse  St»  fty 
und  eine  gleichseitige  Hyperbel  treffen  nftm- 
lich  die  dem  Punkte  P  im  Netze  zugehörigen  Axen  In 
x^^  die  Axe  X,  in  y^no  ««t»       Axe  Z  (®J, 

80  ist  ftje  der  Ober  x^i^  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreis,  der  über  als  Durchmesser  beschriebene 
Kreis  und  ^  die  durch  FF^  und  P gelegte  gleich- 
seitige Hyperbel  Die  drei  Kegelschnitte  ft»  9ty  Q 
haben  zu  je  zweien  noch  einen  vierten  reellen  Punkt 
gemein,  nSmlich  j(«  und  tt^  den  Punkt  9tm  und 
den  Punkt  JST,  und^  den  Punkt  iT^.  Die  drei  Punkte 
HH^O  liegen  in  einer  Geraden,  welche  die  Polare  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  oben  betrachtete  Parabel 
ist,  und  die  drei  Strahlen  PJ7,  PH^,  P0  sind  die 
Tangenten  der  beiden  Kreise  jt«lty  und  der  gleichsei- 
tigen Hyperbel  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  P. 
Die  Punkte  if  ff|  0  sind  aneb  die  Pole  der  drei  Strah- 
len, welche  von  P  nach  den  Schnittpunkten  der  Seiten 
des  Dreiseits  XYZ  hingehen,  in  Bezug  auf  die  Para- 
bel 

Da  jede  Gerade  ^  in  der  Ebene  des  Netzes  eui  Axe  Tör  ein 

Ix'stiinnites  dem  Netze  zugehöriges  Strahlsysteni  ist  und  der  Punkt 
welchem  dieses  Strahlsysteni  zugcijört,  uacii  dein  Obigen  h'ichl 
jjefunden  wird  als  Scluiiltpuidvt  der  zweiten  Axe  33  mit  5t,  so 
bietet  sich  die  Frage  dar,  welches  der  Ort  des  Punktes  p  ist, 
wenn  wir  die  tierade  %  um  einen  festen  Punkt  P  drehen.  Da 
die  Gerade  23  bei  dieser  Üewegung  eine  beistimmte  Parabel  P^ 
beschreibt,  wie  wir  ;;esehen  haben,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  p 
der  Ort  der  Fusspunkte  von  allen  Periiendikeln ,  welche  ans  P 
auf  die  Tangenten  dieser  Parabel  berahgelasseu  werden  kömien, 
oder  die  Fnsspunkt  skurve  für  die  Parahel  in  liezug  auf 
<lon  Piuikt  Hii  sc  ist  eine  Kurve  dritten  (Grades  C^'-^K  welche 
in  P  eiueu  Duppelpuukl  iiat,  denn  sie  ist  das  l^azeuguiss  zweier 
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projektivischer  Gebilde:  eines  StrablbOschels  (P)  ODd  dnes  knim- 
men  TangentenbOschels  (der  Parabel)*);  wir  ktoneo  aber  aucb 
direkt  oacbweiseD,  dasa  sie  yoiu  dritten  Grade  ist,  indem  wir 
zeigen,  dass  es  auf  jeder  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene  im 
Allgemeinen  drei  Funkte  des  gesuchten  Ortes  giebt  Lassen  wir 
auf  einer  beliebigen  Geraden  £  dnen  verftnderiichen  Punkt  x  sich 
bewegen»  sieben  P%  und  die  darauf  Senicrechte  in  x,  so  umbfillt 
die  letalere  olTenbar  eine  zweite  Parabel  ^(*>,  welche  P  zum  Brenn- 
punkte und  zur  Tangente  am  Seheitel  hat;  die  beiden  Parabeln 
pW  und  |)<*)  haben  in  der  unendlich -entfernten  Geraden 
bereits  eine  gemeinschafdiche  Tangente,  mithin  im  Allgemeinen 
und  höchstens  noch  drei  andere;  die  Schnittpunkte  deraelben  mit 
der  Geraden  2  sind  offenbar  Punkte  des  gesuchten  Ortes,  dieser  ist 
also  ?om  dritten  Grade.  Denken  whr  uns  kontinuirlich  den  Strahl 
Sti  um  den  festen  Punkt  P  gedreht,  so  trifft  ihn  die  jedesmal  zu 
seiner  Richtung  senkrechte  (einzige)  Tangente  der  Parabel  P^*^  in 
dem  Punkte  p»  welcher  kontlnnhrlieh  die  ganze  Kurve  be-' 
schreibt;  auf  jedem  durch  P  gehenden  Strahl  91  giebt  es  also  nur 
einen  solchen  Punkt  p  des  Ortes  C(');  insbesondere  aber  gelangt 
der  Strahl  91  bei  seiner  kontlnuirlichen  Drehung  nothwendig  ein- 
mal in  die  Lage  ^  einer  der  beiden  Azen  des  Strahlsystems. 
welches  dem  Punkte  P  in  Bezug  auf  das  Netz  zugehört;  die  an- 
dere Axe  $0  trifTl  ihn  dann  in  P  selbst,  und  P  ist  daher  auch 
ein  Punkt  des  Ortes;  zweitens  gelangt  aber  auch  der  veräudur- 
liehe  Strahl  %  in  die  Lage  von  und  der  veränderliche  Punkt 
}}  fällt  also  zum  zweiten  Mal  nach  l*\  hieraus  erkennen  wir,  dass 
der  Punkt  P  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  C^^^  ist;  die  Vcrhin- 
dungsliuii'  /'/;  ist  immer  Sehne  dei'  Kurve  C^^'^  und  geht  also  bei 
der  kiuilinuiriichen  Drehung  um  P ,  sobald  in  die  Lage  von  5t„ 
oder  kommt,  in  die  Tangente  an  C^^>  für  tit  n  Doppelpiujkt  P 
über,  weil  in  jedi-ni  diesei'  Fälle  P  nnt  />  zusruiunenlalil.  Die 
beiden  Tangenten  in  dem  Doppelpunkte  der  Kurve  6''-')  stehen 
daher  auf  einander  senkrecht.  Es  ist  leicht,  einige  besondere 
Punkte  dej'  Kurve  6'''  anzugeben;  oflenhar  gehl  sie  durch  die 
Brennpunkte  FF^  des  Netzes,  denn  die  (lerade  PF  und  die  darauf 
Senkrechte  in  F  sind  aucli  ein  Paar  Axen  des  dem  Punkte  F  zu- 

*)  Sit  In  Crc  11  c-Ilorcli ardt'sclies  Journal  für  Mutbcinatik  Bd.LIV, 
8olt<>  31  tr  :  ,,r(  bcr  (Ue  firseugaisse  krummer  projektivischer  Gebilde" 
von  U.  öcliröter. 


4d2  Vierter  Abschnitt.  | 

j 

yehöri{,'on  SlralilsysU.ins,  weil  dieses  ein  Kreissyslciii  ist.  (liier-  | 
aus  scliile.'^scii  wir,  dass  sie  in  ji^leiclier  Weise  <hnTli  die  beiden 
imaginären  lirennpunkle  auf  der  zweilen  Axe  und  die  beiden  ini- 
endUcb  -  entfernten  imaginären  Kreispunkle  auf  der  drillen  Axe, 
®ai»  geht.)  Ferner  gehl  C'^*  durch  die  Fusspunk le  der  beiden 
Perpendikel,  welche  von  P  aus  auf  die  beiden  endlichen  Axen 
X  ¥  des  Netzes  herabgelassen  werden,  weil  die  Parabel  die 
Axen  AT  F  zu  Tangenten  hat;  sodann  geht  durch  den  unend- 
lich •  cnlfernlcn  Punkt  von  der  Leitlinie  der  Parabel  P('),  weil  als 
die  einzige  Tangente  der  Parabel,  welche  auf  dieser  senkrecbi 
steht,  die  ®,  anzusehen  ist.  Endlich  sind  noch  zwei  Punkte  der 
Kurve  (7^^)  in  dem  Falle  anzugeben  •  daas  das  Netz  ein  hjpa> 
boliscbes  Ist  Dann  kann  es  nämlich  zwei  reelle  Tangenten  aus 
Pan  den  Kernkegelachnltt  des  Netzes  geben,  deren  BerQhruog»* 
punkte  offenbar  der  angehören,  weil  Tangente  und  Nerniak 
altemal  als  dn  Axenpaair  eines  dem  Kegelschnitt  zugehörigen  Strahl- 
systems anzusehen  sind.  Der  Polare  von  P  im  Netze  gehört  abo  i 
ein  Punktsytem  an,  dessen  Asymptotenpunkte  auf  der  Kurve 
liegen.  Noch  zu  erwähnen  sind  einige  besondere  Fälle,  in  deneo 
die  betrachtete  Kurve  dritten  Grades  zerßllt  Wenn  nämlich  P 
uisbesondere  auf  einer  Ase  des  Netzes  angenommen  wird,  z.  B. 
auf  X,  und  wur  nennen  x  diese  besondere  Lage  des  Punktes  P, 
so  treffen  alle  durch  x  gehenden  Strahlen  %  die  Axe  X  In  dem* 
selben  I*unkle  x  und  die  Perpendikel  aus  dem  konjugirten  Punkte 
I  des  Piniktsyslonis  [x,  ^)  schneiden  jene  Strahlen  ^  in  solchen 
Punkten  }> ,  welclie  auf  einem  Kreise  liegen,  der  .t|  zum  iMircb* 
niesser  hat;  dieser  Kreis  ist  ein  Thcil  der  Kurve  C'-''  und  d^r 
andere  ist  die  Axe  A' selbst,  denn  für  jeden  iiircr  Punkte  ist  dif 
Axe  X  und  die  darauf  Senkrechte  ein  Axenpaar  des  dem  iNetze 
zugehörigen  Slrahlsystenis  und  A"  gebt  beständig  durch  (b-ii  an- 
genonnncnen  Punkt  x.  Die  Kurve  dritten  Clrades  zei  l.illt  also  in 
diesem  Falle  in  einen  Kreis  ^ ^  und  eine  Gerade  A',  die  Paraiul 
i'^-^  zieht  sich  dabei  auf  /.\\v'\  Punkte,  den  Punkt  |  und  den  un- 
endlich-entfernten Punkt  von  A'  oder  auf  deren  dppjieit  zu 
zählende  Verbindungslinie  zusammen;  in  ganz  analoger  ^Veise 
zerfällt  6'<^*  in  einen  Kreis  $ty  und  eine  Gerade  J',  falls  der  au- 
genonimene  Punkt  P.  auf  der  Axe  Y  des  Netzes  liegt.  Wird  end- 
lich P  insbesondere  auf  der  unendlich -entfernten  Geraden  (^^ 
(der  dritten  Axe  Z  des  Netzes)  angenommen,  so  zerfällt  die  Kurve 

I 
I 
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C^^^  in  diese  Gerade  selbst  und  eine  gleidiseilige  Uyperiiel  5p. 
denn  sobald  P  im  Unendlichen  liegt,  werden  sämmtUche  durch 
ihn  gehenden  Strahlen  parallel;  suchen  wir  zu  jedem  Schnitt- 
punkt X  der  Geraden  91  mit  JT  den  konjugirten  Punkt  |  des 
Punktsystems  {x,  g  und  f&llen  aus  ihm  ein  Perpendikel  auf  91, 
so  bleiben  auch  diese  Perpendikel  iB  sich  beständig  parallel,  und 
da  x,^  ein  Punktsystem  bUden,  also  projektivische  Punktreihen 
durchlaufen,  so  beschreiben  9t  und  SB  zwei  projektivische  Strahl- 
bQschel,  deren  lOttelpunkte  im  Unendlichen  in  zwei  zu  einander 
rechtwinkligen  Richtungen  liegen.  Ihr  Erzeugnis  ist  daher  eine 
gleichseitige  Hyperbel  $  und  9^  ^  geliOren  den  oben  erwähn- 
ten drei  koiijui^irlen  Boscheln  an,  denn  es  ist  ersichtlich,  dass 
die  Hyperbel  ^  durch  die  Brennpunkte  des  Netzes  FFi  geht  und 
die  Tangenten  in  ihren  unendlich -entfernten  Punkten  sich  in  M, 
dem  Mitlelpunkte  des  Netzes,  schneiden»  dieser  also  zogldcb  Mit- 
telpunkt von  ist.  Wir  können  nuu  die  gewooneneu  Resultate 
folgenderniaasscii  zusauiiiiL'iilassi'U : 

Jede  (ieiadt;  ''}[  in  der  Khcnc  des  .Netzes  ist  Axe 
ffir  ein  best  im  ml  es  dem  Nel/e  zuge  iuMi^'es  Slrahl- 
system;  der  Mittelpunkt  p  desselben  beschreibt,  wäli- 
rend  %  sich  um  einen  festen  l'unkt  I*  dreht,  eine  be- 
stimmte Kurve  dritten  Grades  6'^^^  weiche  I'  zum 
Dop  [)elji  u  n  k  t  und  in  diesem  zwei  zu  einander  recht- 
winklige T  a  n  g  e  n  l  c  n  !i  a  t ,  n  a  m  1  i  c  Ii  d  i  e  A  x  e  n  d  e  s  j  e  n  i  g  e  n 
Strahlsystems,  welches  dem  I*unkle  P  im  .Netze  znge- 
gehört;  die  Kurve  C'''  geht  durch  die  iiren npnnklc  des 
Netzes,  durch  die  Fuss[)unkfe  der  ans  P  auf  die  bei- 
den endlichen  Axen  des  .Netzes  berabgelassenen  Per- 
pendikel, durch  den  unendlich-entfernten  Punkt  der 
Verbindungslinie  PM,  des  festen  Puuktes  mit  dem 
Mitlelpunkte  M  des  Metzes,  durch  die  beiden  unend- 
lich-entfernten imaginären  Kreispunkte  und  durch 
di e  b e i de n  A  s y  m p t o l e n p u n k  t e  d  e s j e n ig e n  P unkisy  s l e m s, 
welches  der  Polare  des  Punktes  P  im  iNelze  zugehört. 
Insbesondere  zerfällt  die  Kurve  6'^^),  sobald  der  Punkt 
i>  auf  einer  der  drei  Axen  des  Netzes  Ä\  ¥,Z  (=3<$^)  an- 
genommen wird,  und  zwar  in  die  jedesmalige  Axe  und 
einen  Kegelschnitt,  welcher  für  die  Aien  X  und  F  je 
ein  Kreis  ft«  und  St^,  für  die  Axe  Z  (=<9«)  ^^ne  gleich- 
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seilige  Hyperbel^  wird.  Die  drei  Kegelschnitte  ^j.  Sty  ^ 
gehören  drei  koajugirten  KegelscliniUbüscIieiii  an(§50). 

Schliesslieh  wollen  wir  noch  die  Frage  beantworten,  welchen 
Ort  die  Axen  der  dem  Netze  zugehörigen  Strahlsysteme  aller  sol- 
chen Punkte  umhfiUen.  welche  anf  einer  beliebigen  Geradoi  <S^ 
liegen,  und  brauchen,  um  die  Klasse  dieses  Ortes  zu  bestimmen, 
nur  zu  uniersuchen,  wie  viele  solcher  Axen  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  P  des  Netzes  gehen.  Denken  wir  uns  zu  diesem 
Zweck  die  Yorhin  betrachtete  Kurve  C^,  welche  dem  Punkte  P 
entspricht,  konstruirt,  so  schneidet  dieselbe  die  Gerade  &  im  All- 
gemeinen in  drei  Punkten,  welche  offenbar  die  verlangle  Eägen- 
schall  besitzen,  dass  ihre  Verbindungslinien  mit  P drei  Azen  sol- 
cher Sirahlsysteme  sind,  welche  ihnen  im  Net^e  zugehören;  da 
durch  den  beliebig  angenommenen  Punkt  P  drei  Axen  der  ver- 
langten Art  gehen,  so  Ist  der  gesuchte  Ort  eine  Kurve  dritter 
Klasse  dieselbe  berührt  die  angenommene  Gerade  (B  selbst 
und  zwar  in  demjenigen  Punkte  p,  in  welchem  sie  von  der  zwei- 
ten Axe  des  Strahlsystems  getroffen  wird ,  welches  die  Gerade  ®  zu 
einer  Axe  hat;  denn  da  ^  Axe  eines  einsigen  bestimmten  Sirahl- 
systems im  Netze  Ist,  so  beröhrt  sie  AT^^,  und  durch  jeden  Punkt 
von  @  gehen  also  drei  Tangenten,  von  denen  die  eine  O  fest 
bleibt;  bewegt  sich  nun  ein  veränderlicher  Punkt  auf  (8,  so  fallen, 
wenn  er  nach  p  gelangt,  zwei  unendlich -nahe  Tangenten  zusam- 
men und  es  ist  also  p  der  Berührungspunkt  von  ®  mit  MC^, 
Tangenten  von  K^^^  sind  Terner  die  beiden  endlichen  Axen  Ä\  7  des 
Netzes  und  die  in  den  Schnittpunkten  derselben  mit  @  zu  den 
Axen  gezogenen  ParaIIeh;n;  auch  die  unendlich -entfernte  Gerade 
®,  berührt  A'<^>.  Insbcsouderr'  zerfällt  diese  Kurve,  wenn  die 
angenonunene  Gerade  (M  dnrdi  einen  der  beiden  Brennpunkte  »les 
Netzes,  7-  B.  hindurchgeht.  In  diesem  Falle  ist  nämlich  jedes 
durch  /'  gellende  Paar  /u  einander  rechtwinkliger  Strahlen  ein 
Axenpaar  des  Nel/es,  weil  «las  Slrahlsysteni  für  den  Brennpunkt 
F  ein  Kreissysleiii  ist;  die  Kurve  Ä"'^'  zerfällt  daher  in  einen 
l'nnkl  F  und  einen  Kegelschnitt,  iiändich  eine  Parabel,  welche 
den  andern  Breinipunkt  des  Netzes  A\  zu  ihrem  Brennpunkt  und 
die  Gerade  ®  zur  Leillinie  hat.  In  der  Thal  zeigt  sich  dies  in 
folgender  ganz  elenjenlaren  Weise:  Sei  P  vAn  beliebiger  Punkt 
der  dnrch  F  gehenden  Geraden  &  i  Kig-  i^J>),  so  linden  wir  die 
Axen  des  dem  l'uuklc  P  im  Netze  zugehörigen  Strahlsyslems  da- 
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durcb,  da»  wir  durch  PFF^  eloen  Kreis  legen;  derselbe  treffe 
die  andere  Axe  X  des  Netzes,  welche  die  Brennpunl^te  nicht  ent- 

(Fig.  95.) 


hftit,  in  den  Punliten  «  und  dann  sind  Px  und  P|  die  Axen 
des  Slrahlsystems^  für  P,  deren  Ort,  wahrend  P  sich  auf  ®  bewegt, 
gesucht  wird.  Da  nun  X  in  der  Mitte  M  zwischen  FFf  senli- 
recbt  darauf  steht,  so  sind  in  dem  Kreise  die  Winliel  L  FPx  und 
L  xPF^  einander  gleich;  ziehen  wir  durch  M  eine  Parallele  zu 
weiche  Px  und  PI  In  s  und  PF^  in  ^  treffe,  so  wird  also 
L  FPx  =s  Z.  P*;4  =  /.  i>;  lolgliclj  —  (iP  und,  weil  das 
Dreieck  sPa  bei  P  rechtwinklig  ist,  sti  =  nP  =sfia;  ferner  isl, 
weil  M  ilic  Milte  von  FF^ ,  auch  ^  die  Mitte  von  Fi  P  und  hier- 
aus folgt,  dass  FiS  und  senkrecht  stehen  auf  Px  und  P| 
und  auch  auf  einander;  iiiu  nun  zu  erkennen,  wie  die  Geraden 
Po:  und  (oder  nur  vhut  von  iliiieii)  sich  VLiäiidern,  wenn  /* 
auf  der  <i»'rad('u  (5)  forlrriekl,  brauchen  wir  nur  zu  bemerken, 
dass  s  und  o  auf  der  festen  (leraden,  wcIcIk  ihiicb  M  parullel 
zu  @  «»«'/(»g»'!!  isl,  sich  bewegen  und  die  auf s  und  F,  öerrich- 
lelen  Per|)eudikel  in  s  und  a  eben  jene  Slrahleu  P.v  und  /*§  sind. 
Hieraus  erkennen  wir,  dass  dieselben  eine  I*arabel  undu"dicn, 
welche  /-',  zum  Brennpunkt  uiul  @  zur  geraden  Leitlinie  hat,  auch 
die  Axe  A'  des  Netzes  berührt  30).  Verändern  wir  die  (ierade  (^J, 
indem  wir  sie  um  den  l*uukt  F  drehen,  so  verändert  sich  auch  die 
entsjirechende  Parabel,  behält  aber  iuuuer  deuselbeii  Hrennpunkl 
F,  und  die  Tangente  .V;  ihre  Tangenten  am  Scheitel  grlicn  durch 
den  festen  Punkt  M  und  die  Scheitel  liegen  auf  einem  Ereise, 
welcher  MFt  zum  Durchmesser  hat. 


Digitized  by  Google 


496 


Vierter  AbtehniU. 


Das  ErgebniBs  der  letiten  Belracbtuag  lässt  sich  nun  folgen- 
dermaasscD  zusammeDfasseii: 

Die  Axen  der  Strablsy steine  im  Netze  fOr  alle  solche 
Punkte,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  @  liegen, 
Ilmböllen  eine  Kurve  dritter  Klasse  welche  die 
Gerade  ®  selbst  in  demjenigen  Punkte  berührt,  für 
welchen  ®  eine  Axe  des  ihm  zugehörigen  Strahl- 
systems im  Netze  ist;  die  Kurve  ir<')  berührt  auch  die 
drei  Axen  X,  Y  und  Z  M®«)  des  Netzes.  Sie  zerfällt 
allemal,  sobald  @  durch  einen  der  beiden  Brennpunkte 
des  Netzes,  z.  B.  F,  geht,  in  diesen  Punkt  F  und  eine 
Parabel,  welche  den  andern  Brennpunkt  F^  zu  ihrem 
Brennpunkt  und  die  Gerade  (9  zu  ihrer  Leitlinie  bat 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  ganze  Betrachtung  dieses 
Paragraphen  allein  abhAngt  von  den  drei  Axen  des  Netzes  X,  T 
und  Z  und  den  auf  ihnen  beflndlichen  Punktsystemen 

{x,i)  {y,n)  [z>ti»  deren  Asymptotcupunkte  die  Brennpunkte  des 
Netzes  sind.  Von  diesen  drei  Punktsystemen  ist  das  eine  (2,  t) 
auf  ®.  ein  für  alle  Mal  bekannt,  seine  Asymptotenpunkle  die 
Imaginären  unendlich -entfernten  Kreispunkte,  die  beiden  andern 
auf  den  beiden  endlichen  Axen  des  Netzes  haben  gleiche,  aber 
entgegengcselzle  Polenz  und  nur  eines  von  ihnen  ist  also  hy[>er- 
boliscli  und  hat  zu  seinen  Asyinploteupunklen  die  reellen  Brenn* 
punkte  F  und  dos  Netzes.  Durcii  diese  Stücke  ist  aber  das  Netz 
nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern  es  giebt  unendlich -viele 
^elze,  welchen  dipsclben  /.ugehören;  diese  bilden  eine  Schaar 
von  non  lokale  II  Netzen.  Das  iNelz  ist  erst  völlig  bestimmt, 
solijild  wir  nctcli  eine  (ierade  senkreclil  aul  derjenigen  Axe  des 
Nel/es  .V,  weiche  die  reellen  lirennpiinklc  FF,  enthält,  willkühr- 
lii  h  als  die  Polare  eines  Drennpnnkles  F  annehmen  (die  Leit- 
linie lür  den  llreiiiipnnkt  F).  Die  Gerade  Ö  besitzt  dabei  noch 
eine  einfach  -  unciulliche  Willkiihrlichkeil;  der  Mittelpunkt  ili's 
Netzes  M  theilt  die  Axe  .V  in  zwei  unendliche  Hälften;  tritl't  die 
Cerade  ^  diejenige  li.iHle,  uclche  nicht  den  Brennpunkt  F  ent- 
hält, so  ist  das  Netz  allemal  elliptisch,  Irillt  sie  die  andere  Hälfte, 
SU  ist  es  hjjierbolisch ,  und  z\^ar  ist  alsdann  der  Kernkegclschnill 
Hyperbel,  sobald  £  die  Axe  A'  zwischen  .)/  und  F  Irillt,  dagegen 
Ellipse,  sobald  ?  diese  Hälfte  der  Axe  ausserlidb  MF  Irillt.  In 
der  Schaar  vuu  kualokuien  Netzen  ist  also  ausser  der  Schaar  kuii- 
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fokaler  Kegekcbnitle  (Kernkegelschnitte),  welche  üeh  in  eine 
Gruppe  Ellipsen  und 'eine  Gruppe  Hyperbeln  trennen  (S  51),  noch 
«ine  Unendlichkeit  7on  elliptischen  Netzen  (imaginiren  Kegel- 
schnitten) enthalten.  In  der  ganten  Schaar  von  confokalen  Netzen 
ist  nun  nach  der  ohigen  tfntersuchung  ffir  einen  beliebigen 
Punkt  P  das  Axenpaar  des  Strahlsystems,  welches  Ihm  in  jedem 
der  Netze  zugehört,  allemal  dasselbe  und  es  bleiben  ebenso  die 
konjugirten  Kreisschaaren  {^^),  [l^y)  und  das  konjugirte  BQschel 
gldchsettiger  Hyperbeln  (^)  ungeändert,  sowie  auch  simmtllcfae 
Parabeln  P^,  welche  den  Punkten  P  entsprechen  und  die 
Kurven  und  Jir<^.  Hieraus  folgt  u.  A.  nach  den  oben  ge- 
fundenen Resultaten  der  Satz: 

Die  Berühriingspunkle  sämmtlichcr  Tangenlen- 
paare  aus  oiiiem  festen  l'unklePaii  die  Kegelschnitte 
ein»'!"  ctinfokalcn  Kegelsrlinittsc  haar  liegen  auf  einer 
Kurve  drilti'n  (Iratles  welthe  /'zum  Doppelpunkt 

und  in  (litM  ui  ^wci  zu  einander  rechtwinklige  Tan- 
genten hat. 

S  Ol.   Zwei  Notie  in  der  Ebene.   VetritiÜMbel  und 

NetEBohaar. 

Nehmen  wir  zwei  Invohilionsnetze  in  dcrsrilion  Khetie  grlej^rn 
an,  s(»  enls])rL'chrn  jedem  IMinklr  /*  in  der  Kbciu;  zuei  l'ülaien 
für  das  eine  und  das  andere  Netz;  niögeii  sieh  dies»;  beiden  I*ü- 
hirt  n  in  diiii  i*unkte  Q  srhneidcn,  dann  müss«'n  ollridiai-  aucli 
die  lieidrn  iVdarcn  von  (J  für  beide  Nelzr  sieh  in  dem  IMinkU'  /' 
sciim'iib'n ;  /*  uiul  Q  heissen  daher  konjutj;irh'  l'unkle  nn<l 
sind  aneh  in  dem  frfdieren  Siinu!  konjuyirlc  l'iinkle  für  beide 
Netze  zugb'icii;  zu  j«'(bMii  Punkte  /*  der  Kbene  j^-ebürl  also  in 
diesem  Sinmi  ein  heslinnuter  konjugirler  IMmkl  o  und  umgekehrt 
zu  o  der  konjugirte  Punkt  /*.  Bewegen  wir  den  Punkt  P 
auf  einer  behelligen  (leraden  0^,  so  verämlert  sieh  der  konju- 
girte IMnikt  (J  auf  einem  bestimmten  Kegelsehnitt  ^  und  jedem 
Punkte  iler  (leraden  @  ist  ein  bestimmter  Punkt  dieses  Kegel- 
srhnitts  St  konjugirt.  Denn  die  l'olaren  der  Punkte  /*  auf  <ler 
(Geraden  @  in  Bezug  auf  das  erste  Netz  laufen  durch  einen  festen 
Punkt  T  um!  beschreiben  ein  Slrahlbüschel ,  welches  mit  der  Punkt- 
reihe.  die  /'  durchlfMift,  projekliviscli  ist.  Ebenso  besehreiben 
die  Polaren  der  Punkireihe  {P)  in  Bezug  auf  das  zweite  Netz  ein 
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Stralilbüschel  (jt,),  wdclios  mit  der  Puiiktrciho  {P)  projcklivisrh  ist.  ^ 
Diu  Strahll)rischel  [n]  und  {n^]  sind  dalitr  nnlor  sich  projoklivisch  | 
lind  je  zwei  enlsprcclicndc  Strahlen  scluieidon  sich  in  demjenigen 
Punkte  (J,  welcher  dem  jedesmaligen  P  konjngirt  ist.    Der  (Irl 
sämmtJichcr  konjugirlen  Pnnkte  (J  zu  den  auf  der  Geraden  ®  lie- 
genden Punkten  P  ist  daher  das  Erzeugniss  zweier  projektvi.sdn  r 
Strahlbüschel,  d.  h.  ein  Kegelschnitt  ^,  der  durch  die  Pole  n 
und  jr,  der  Geraden  @  rücksichtlich  heider  gegebenen  Netze  hin-  | 
durchgeht    Jeder  Geraden  ®  in  der  Ebene  gehürt  hiernach  ein 
bestimmter  Kegelschnitt  ^  zu,  der  diejenigen  Punkte  Q  enlhiiU, 
welche  den  Punkten  P  der  Geraden  ®  rücksichllicli  beider  ge« 
gebenen  Netze  konjugirt  Bind.   Nehmen  wir  zwei  beliebige  Gerade 
®  und  ®'  an,  welche  sich  in  dem  Punkte      schneiden  mögen, 
80  gdiören  ihnen  beziehungsweise  zwei  bestimmte  Kegelschnttle 
$t  und  ft'  zu,  welche  die  koiqugirten  Punkte  von  den  Punkten 
jeuer  Geraden  enthalten.    Die  Kegelschnitte  $t  und  ft'  mtsm 
nothwenig  einen  reellen,  leicht  angebbaren  Punkt  gemeia- 
schaniich  haben,  nimlich  denjenigen,  welchei:  dem  gemeinschaft- 
lichen Punkte  />o  =  (®,  90  konjngirt  ist.  Sie  haben  daher  nock 
einen  zweiten  reellen  Punkt  a;,  oder  noch  drd  reelle  Punkte  «y: 
gemeinschaftlich.    Diese  besitzen  eine  l>esondere  EigenlhfimÜck- 
keit  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze.  Weil  nSmlicb 
der  Punkt  se  auf  dem  Kegelschnitte  St  liegt,  so  müssen  seine  bei- 
den Polaren  rficksicbtlich  der  beiden  gegebenen  Netze  sich  in  etaem  i 
Punkte  der  Geraden  ®  treffen;  weil  er  gleichzeitig  auf  den  i 
Kegelschnitte^'  Hegt,  so  müssen  seine  beiden  Polaren  sich  auch 
in  einem  Punkte  der  Geraden  ®'  treflen;  in  dem  Punkte  Pq, 
dem  einzigen,  der  @  und  ©  gemeinschaftlich  ist,  treffen  sie  sich 
aber  nicht,  denn  x  ist  verschieden  von         folglich  iniissen  die 
beiden  Polaren  von  a.  tiir  beide  Netze  zusammenfallen ,  denn  zwei 
(Gerade,  die  zwei  verschiedene  Schnittpunkte  haben,    falbni  zu- 
sammen.   Folglich  besitzt  der  I'unkt  x  und  ebenso  aucli  ?/  und  : 
(wenn  sie  reell  sind)  <lie  Eir,'enscliafl,  dass  seine  Polare  in  liezug 
auf  beide  Mel/e  dieselbe  Gerade  ist.     Diese  drei  Punkte  jc  y  z 
und  ihre  für  beide  Netze  zusammenfallenden  Polaren  A'  Y  Z  hängen 
nun  in  gewisser,  leicht  zu  erkennender  Weise  mit  einander  zu- 
sammen.   Sie  machen  eine  besondere  Ausnahme  von  allen  übrigen 
Punkten   der  Kbene;   wrdirend   nämlich  im  All},'enieinen  jedem 
Punkte  P  der  Eigene  nur  ein  einziger  bestimmter  Punkt  Q  rück- 


Digitized  by  Google 


Dm  Involttttons-Neta  (Polarajstem).  %  61. 


499 


sichtlich  heider  Netze  Iconjugirt  ist,  darf  dem  Paolcte  s  jeder 
Puoltt  TOD  X  als  iLonjugirt  angesehen  werden,  weil  seine  Polaren 
für  beide  Netze  auf  X  zusammenrallen  und  mitbin  jeder  Punkt 
der  beiden  zusammenfallenden  Geraden  als  ihr  Sclrntttpunkt  gel- 
ten kann.  Mehr  Punkte  von  solcher  Beschaffenheit,  als  die  ge- 
fundenen drei:  xyz,  von  denen  nothwendig  einer,  x,  reell  sein 
muss,  kann  es  Oberhaupt  in  der  ganzen  Ebene  nicht  geben;  denn 
gäbe  es  noch  einen  vierten  Punkt  u,  dessen  Polare  ü  für  beide 
Netze  dieselbe  Gerade  wSre,  so  mfisste  diese  ®  und  (S)'  in  zwei 
solchen  Punkten  trefTcn;  deren  konjugirte  in  u  zusammenfielen, 
also  beiden  Kegelschnitten  ^  und  ^'  gemeinschaniich  wären; 
<lic  Kegelschnitte  und  haben  aber  ausser  dem  schon  b«> 
rücksicliliglen  Punkte  (>„  keine  anderen  I*inikte  gemeinschaftlich 
als  .ryz,  wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen,  t^s  gicbt  daher 
im  Allgemeini-n  keine  Punkle  weiter  in  der  Khene,  als  xt/  z, 
von  d«'r  ReschalTenheit,  dass  ihre  Polaren  A"  }' Z  in  beiden  iNrlzen 
diest'ibcn  (HTaden  sind.  Dies  festgestellt,  nehmen  ^^ir  nun  den 
einen  immer  reellen  Punkt  x  und  seine  reelle  Polare  A'  iuv  beide 
Netze;  der  Geraden  A'  geliören  dann  in  den  Iteiden  Netzen  zwei 
(im  Allgemeinen  verschiedene)  Punktsyst(!ine  lu,  weh  lie  ein  (reelles 
oder  imaginäres^  gemeinschaftliches  Paar  konjugirler  Punkte  be- 
sitzen; ist  dasselbe  reell,  so  ist  es  mit  den  Punkten  y  und  z 
identi.sch,  denn  dem  Punkt  y  gehört  dann  in  beiden  Netzen  so- 
wohl der  Punkt  z  als  auch  der  Punkt  x  zu  und  zx  ist  also  die 
Polare  Fvon  y  für  beide  Netze;  ebenso  {xy)  =Z  die  Polare  von 
z  für  beide  Netze;  die  Punkte  y  und  :  besitzen  also  die  obige 
ßesehatTenheit  und  nu'issen  mit  den  noch  einzig  möglichen  der  Art 
identisch  sein.  Es  folgt  hier.ius,  dass  die  drei  Punkte  xyz  ein 
Tripel  bilden,  welches  beiden  Netzen  gemeinscliaftlich  ist,  und 
dass  ihre  Polaren  die  gegenOberliegenden  Seiten  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiecks  sind: 

Umgekehrt  sind  XTZ,  von  denen  nothwendig  eines  reell  sein 
muss,  die  einzigen  Geraden  in  der  Ebene  von  solcher  Beschaf- 
fenheit, dass  ihre  Pole  für  beide  gegebenen  Netze  zusammen- 
fallen, und  sie  bilden  ein  Tripel  konjugirter  Strahlen,  welches 
beiden  Netzen  gemeinschafUich  ist.  Dass  zwei  beliebig  gegebene 
Netze  ausser  einem  Tripel  k(uijugürter  Punkte  und  Strahlen  nicht 
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noch  ein  Paar  Pol  und  Polaro  ^'cnieinschaftlich  haben  können, 
geht  auch  daraus  hrrvor,  ilass  das  Netz  vollständig  und  i'indeu- 
tlg  hesliuiinl  ist  duidi  clii  Tiiprl  und  ein  beliebiges  Paar  Pol 
und  Polare  {%  57)  und  zwei  Netze,  welche  diese  Stücke  gemein- 
schaftlich liab«'u,  idcnlisch  sein  uifissen. 

>Vas  die  Kealität  des  geiiirinst  iialilichen  Tripels  zwi-ier  Netze 
betriin,  s*»  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  einer  seiner  drei  Punkt«'  r 
und  dessen  l'olare  A',  die  Gerade,  auf  welcher  die  beiden  andern 
liegen,  allemal  reell;  diese  selbst  y  und  z  sind  stets  reell,  so- 
bald eines  oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisch  sind,  weil  einer 
jeden  Geraden  in  Hezug  auf  ein  elliptisches  Netz  ein  elliptisches 
Punktsystem  zugehört  und  zwei  aur  einander  liegeode  Punktsysteme 
allemal  ein  reelles  gemeinscbafüicbes  Paar  konjugirter  Punkte 
babeo,  wenn  wenigstens  eines  von  beiden  Systemen  elUptiscIi  ist; 
wenn  dagegen  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  so  können  y  um]  z 
imaginär  werden;  dies  ist  aber  der  Fall  zweier  reellen  Kegel- 
schnitte, welcher  in  §  53  genau  diskutut  ist 

Aus  der  ^besonderen  den  Punkten  x  y  x  allein  zukom- 
menden Eigenschalt  folgt,  dass  alle  Kegelschnitte  St,  welche 
sflmmtlichen  Geraden  (9  in  der  Ebene  der  beiden  Netze  ent- 
sprechen, durch  die  drei  festen  Punkte  xyz  gehen  roflssen  ,  denn 
weU  irgend  eine  Gerade  die  X  in  einem  Punkte  trifft,  dessen 
konjugirter  räcksichtlich  beider  Netze  x  ist,  muss  der  Kegelschnitt 
tt  durch  X  gehen  u.  s.  f.  Auch  umgekehrt  wird  irgend  ein  durch 
die  Punkte  xyz  gelegter  Kegelschnitt  St  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  alle  Punkte  der  Ebene,  welche  seinen  Punkten  kon- 
jugirl  sind,  auf  ehier  Geraden  @  liegen  (eigentlich  auf  elDer 
Kurve  vierten  Grades,  welche  sich  hi  vier  Gerade  aulltot,  von 
denen  drei  allemal  XYZ  sind).  Dies  IM  sich  sehr  einfach  um- 
gekehrt nachweisen:  Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  0'  Q" 
des  dem  Dreieck  xyz  umschriebenen  KegulschnitLs  ^  und  seien 
deren  konjugirle  Punkte  P'  und  P",  so  hat  die  Verbindungslinie 
P'  P",  als  Gerade  @  aufgefassl,  sämmlliche  Pinikle  Q,  welche 
Ihren  Punkten  P  konjugirt  sind,  auf  dem  durch  die  fünf  Punkte 
()'o".r//r  eindeutig  bestimmten  Kegelsciuutt  und  es  liegen 
also  am  Ii  iimgekelirl  diejenigen  Punkte,  welche  den  PuuklCM  des 
Kegelschnills  ^  konjngirl  sind,  aul  der  (ieraiien  @. 

huri  h  die  ln'iden  in  der  Kbene  gegebenen  Netz«'  ist  niclil 
allein  das  eben  angedeutete  Ijcziebungssystem  hergestellt,  wonach 
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jedem  Punkte  P  ein  bestUnmler  Punkt  Q  konju^t  ist  und  jeder 
Geraden  %  in  der  Ebene  ein  durch  drei  feste  Punkte  x^z  geben» 
der  Kegelschnitt  entspricht,  sondern  auch  zugleich  das  polare 
Verhalten,  wonach  jeder  Geraden  eine  Gerade  und  jedem  Punkte 
ein  dem  festen  Dreiseit  XYZ  einliescluiebener  Kegelschnitt  ent- 
siii  icbt,  denn  eine  beliebige  Gerade  %  bat  zu  Polen  in  den  beiden 
Netzen  zwei  Punkte  n  und  »i,  deren  Verbindungslinie  $  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  Pole  fiir  beide  Netze  wiederum  auf 
%  liegen;  %  und^  heissen  daher  konjugirte  Gerade»  und  wenn 
%  sich  um  einen  festA  Punkt  P  dreht,  so  beschreibt  ^  einen 
Kegelschnitt  weicher  dem  festen  Dreiseit  XYZ  einbeschrieben 
ist.  Das  l'^rgebniss  der  bisherigen  Untersuchung  kann  nun  fol- 
gcndeiiii.iassen  zusaiumeiigerasst  werden: 

Sind  zwei  Netze  in  der  I-^beiie  gegeben,  so 
schneiden  sich  <lie  Polaren  eines  l)eliebigen  Punk- 
tes l'  in  Bezug  anl"  beide  Netze  in  dem  konjugirten 
i'unktc  Q,  dessen  Pdlaren  sich  wiederum  in  P  Ireffen. 
Jlewcgt  sicli  der  Punkt/'  auf  einer  beliebi^M-n  (I  eraden 
@,  SU  durchläuft  der  konjugirte  I'uiiKl  o  riiien  be- 
stimmten kegelschnill  SämmtlichL-  iv  c ^'«' Isch  ni II c 
laufen  »lurch  drei  feste  Punklc  .»yr.  Diese  bildeu 
ein  beiden  Netzen  i,'ein ciiiscli afl  iiches  Tripel  kouju- 
girUr  Punkte;  ihre  Polaren  sind: 

Die  Punkte  .r ;/ r  sind  die  einzigen  in  der  Ebene  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  für  sie  die  Polaren  rürk- 
si  cht  lieh  beider  Netze  zusammenfallen.  Die  drei  Punkte 
x\fz  sind  allemal  reell,  sobald  beide  oder  eines  der 
beiden  gegebenen  Netze  elliptisch  ist;  sind  beide  Netze 
hyperbolisch,  so  können  zwei  Tripelpunktc  yz  ima- 
ginär sein,  während  der  dritte  x  und  seine  Polare  X 
immer  reell  ist  [%  Ö3);  die  der  Geraden  X  rücksicht- 
lich beider  Netze  zugehörigen  Punktsysteme  haben 
als  gemeinschaftliches  Paar  konjugirter  Punkte  y 
und  2.  Anderseits  gehören  einer  beliebigen  Geraden 
(S)  in  der  Ebene  röcksichtlich  beider  Netze  zwei  Pole 
zu,  deren  Verbindungslinie  $  dte  konjugirte  Gerade 
zu  O  heisst,  weil.die  Verbindungslinie  ihrer  Pole  wie- 
derum %  ist.  Dreht  sich  %  um  einen  festen  Punkt  P, 
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SO  umhüllt  ^  einen  bestimmten  Kegelschnitt  d.  SlmBil- 
liche  Kegelschnitte  (5  berühren  drei  feste  Gerade  JFZ» 
welche  das  beiden  Netzen  geroeinscbaftliche  Tripel 
konjugirter  Strahlen  bilden  und  die  eintigen Geraden 
von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  Ihre  Pole  rfick- 
sichtlich  beider  Netze  ziisammenrallen.  Das  Tripel 
XYZ  coincidirl  mit  dem  Tri|»el  xyz. 

Es  ist  iiiclil  oll  HC  Interesse,  iiishosondfrc  solche  Lagen  der 
Geraden  (S  aufzlI^u<  hcn ,  für  welche  der  zugehöri^'e  KeyclsrhiiiU 
Ä  eine  Parahi'I ,  ^Meicliseilige  Hyperbel,  ein  Kreis  oder  Liiiieiipaar 
wird.    (lelit  die  (lerade  @  in  tUe  rnendlichkeit,  wird  also 
so  gehl  der  Kegelschnilt      in  einen  besonderen  KegeUtlmiU 
über,  welcher  die  Mittelpunkte  m       beider  Nelze  und  das  ge- 
meinschaniiciie  Tripel  xyz  enthält  und  durch  diese  fünf  Punkle 
vollständig  bestimmt  ist.    Der  Kegelschnitt  Wi  cnlli.dt  diejcnii^t'n 
I'unkte,  welche  sämnitlichen  unendlich-entfernten  dunklen  riak- 
sichtlich  beider  Netze  konjugirt  sind,  und  umgekehrt  lie^'en  die 
den  Pimkten  des  KegelschDitts  '^jSi  konjugii  len  l*unktc  im  l'iieiid- 
licheu;  er  entscheidet  also  Ober  die  Natur  des  Kegelschnitts 
Jeder  Geraden  ®,  welche  den  Kegelschnitt  ÜJi  in  zwei  reelle« 
Punkten  triflH,  entspricht  als  Kegelschnilt  ^  eine  Hyperbel, 
jeder  Geraden  ®,  welche  SÖl  nicht  triflt,  eine  Ellipse  und  allen 
Geraden  @,  welche  0)1  berühren,  Parabeln;  den  sämmüicheii 
Tangenten  des  Kegelschnitts      entsprechen  also  Kegelscbiiitle  ^, 
welche  säromtiich  Parabeln  sind,  und  auch  umgekehrt  sämmtlicken 
Parabeln,  die  dem  Dreieck  xyz  umschrieben  sind.  Gerade  0> 
welche  den  Kegelschnitt  SR  umhöllen.  Um  zweitens  efaie  solclie 
Gerade  ®  zu  finden,  deren  entsprechender  Regelschnitt  9t  eiae 
gleichseitige  Hyperbel  wird ,  nehmen  wir  auf  (9^  zwei  solche  Puolitf, 
die  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  liegen,  1 1Uld^* 
alle  solche  Punktenpaare  bilden  auf      das  bekannte  Punklsysleuw 
dessen  Asymptotenpunkte  die  beiden  imaginären  nnendUch-eDt- 
femten  Kreispunkte  sind.   Das  Punktenpaar     (  hat  zu  Polares 
im  ersten  Netz  zwei  bestimmte  durch  den  Mittelpunkt  m  gebende 
Strahlen,  welche  bei  der  Veränderung  fon  z,  i  ebi  bestlmoiles 
Strahlsystem  beschreiben;  in  der  That,  da  z  und  t  koi^ugirte 
Punkte  eines  Punktsystems  sind,  so  beschreiben  ihre  Polaren  pra- 
jektirische  Strahlbiischei,  die  auf  einander  liegen  und  bei  denen, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  entsprechende  gleiche  Winkel  rerkehrt 
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auf  einander  fallen  (S  17);  sie  konsütolren  also  ein  Strabbystem; 
je  iwei  konjoi^rte  Strahlen  desselben  treffen  nun  den  KegelachnlU 
Wt  in  zwei  solchen  Punkten»  deren  Verbindungslinie  durch  einen 
Testen  Punkt  Uuft  (§  31),  und  derselbe  Punkt  wOrde  naturlich 
resuitiren,  wenn  wir  die  Polaren  von  s,  (in  Bezug  auf  das 
zweite  Netz  zu  IIQire  nehmen.  Hiernach  liest  sich  der  Punkt 
in  leichter  Wehie  finden:  Die  Axen  des  ersten  Netzes  durchboh- 
ren den  Kegelschnitt  Wt  nur  noch  In  zwei  Punkten,  deren  Ver- 
bindungslinie bestimmt  wird ;  ebenso  liefern  die  Axen  des  zweiten 
Netzes  eine  Durchbohrungsschne  in  'iSft  und  der  Schnittpunkt  die- 
sei'  beiden  Durchbohrungssehnen  ist  dei-  gesuchlti  Puiikl  P^^;  jede 
durch  /*„  gehende  Gerade  (rillt  den  Kegelsclinitt  ÜJl  in  zwei  sol- 
fiien  funkten,  deren  konjtigirle  im  L'nciidlic  hen  in  zwei  zu  ein- 
iuuiei-  riM  l)hvinklig(.;n  lUchtuiigen  liegen;  einer  sülchcn  Geraden  enl- 
spriclil  allemal  eine  gh'itliscilige  IlyjM'j  Ix  l  als  Kcgeischnill  ^.  Ks 
giehl  daher  tmendlich  -  viele  Gerade  (5},  deren  enispreehende  Kegel- 
schnilte  St  gleichseitige  II  y  jte  r  h  e  1  ii  \v<'rtlen;  dieselhen  gehen 
durch  einen  festen  Punkt  dessen  Kunstruktiun  oben  angege- 
ben i.sl.  Der  konjugirle  Punkt  |p„  zu  /'„  niuss  der  Ilöhenpunkt 
des  Dreiecks  ayr  sein,  >veil  alle  gleichseiligen  llyjM  rheln,  welche 
einem  Dreieck  umsclnieben  sind,  zugleich  durch  den  llüiienpunkt 
desselben  gehen  (§  38) ,  woraus  eine  neue  einCaehc  Kouslrukliou 
yoü  P^,  sich  ergiebt.  Hiernach  wird  es  auch  möglicli,  eine  solche 
Gerade  @  zu  linden,  deren  entsprechender  Kegelschnitt  ^  ein 
Kreis  wird.  Seien  nändich  t  und  t  zwei  solche  Punkte  auf  dem 
Kegebchnitt  fSft,  deren  konjugirte  z  und  ^  unendlich- enUemt  in 
zwei  zu  einander  reciitwinkligen  Richtungen  liegen,  oder  it  hrgend 
eine  durch  P„  geltende  Sehne  des  Kegelschnitts  so  entspre- 
chen den  beiden  Tangenten  hi  /  und  v  am  Kegelschnitt  zwei 
Parabeln,  deren  unendlich -entfernte  Punkte  in  zwei  rechtwinkli- 
gen Richtungen  liegen.  Diese  beiden  Parabeln,  welche  durch 
xffz  gehen,  haben  als  vierten  gemeinschaltlichen  Punkt  einen 
solchen,  der  nothwendig  mit  xyz  auf  einem  Kreise  liegt  ($38), 
und  der  konjugirte  Punkt  zu  diesem  rflcksichtlich  der  beiden 
Netze  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  in  i  und  t  am 
Kegelschnitte  SR.  Dieser  Hegt  auf  der  Polare  des  Punktes 
und  jeder  Punkt  dieser  Polare  ®o  des  Punktes  m  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt  SU  besitzt  umgekehrt  die  Eigenschaft,  dass  sein 
konjugirter  auf  dem  dem  Dreieck  xffx  umschriebenen  Kreise  liegt. 
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Es  giebt  also  nur  eine  einzige  bcsüninilc  Gerade  @o  in  der  Ebene 
von  solcher  Bescbaneobeil,  dass  der  ibr  entsprechende  Kegel- 
schnitt    ein  Kreis  wird,  und  diese  besondere  Gerade  @o 
die  Pokire  des  vorhin  ermittelten  Punktes  Pq  in  Benig  auf  dea 
KegelschniU  SA. 

Suchen  m  endlich  solche  Gerade  ^  in  der  Ebene  auf,  de- 
ren entsprechende  Kegelscluiitte  St  in  Linienpaare  zerfallen;  den 
Punkten  einer  derartigen  Geraden  müssen  in  den  beiden  gege- 
benen Netzen  zvrei  Strahlbikschel  von  Polaren  («)  und  {n^)  zage- 
hören,  welche  perspektivisch  liegen,  also  In  der  Verbindangslinie 
ihrer  Mittelpunkte  zwei  entsprechende  Strahlen  vereuiigt  haben; 
eine  derartige  Gerade  ^  muss  daher  nothwendlg  einen  solcboi 
Punkt  enthalten,  dessen  Polaren  im  Netze  zusammenfallen;  es 
giebt  in  der  ganzen  Ebene  nur  drei  Punkte  der  Art  xyz;  der 
Kegelschnitt  ^  kann  mithin  nur  dann  in  ein  Linienpaar  le^ 
fallen,  wenn  die  Gerade  @  durch  einen  der  drei  Krk punkte  des 
gemeinsrliafllichfu  Tripels  liin(liirch','elil,  iiiiil  iiinj^ekehrl:  Sobald 
die  Gerade  @  durrb  einen  Punkt  <lrs  genicinscliaftlicben  Tripels, 
z,  B.  X  hindin  eli^'clil,  zerfällt  dt  i-  critsprerhende  Kei,'cls('linill  ^^  in  ein 
Linienpanr,  dessen  ein«'r  Thcil  die  Gerade  X  ist;  siiclieii  «irilen 
andern  Tlieil  dess«'llHMi  auf;  dirsrr  niuss  eine  Gerade  <j  sein,  wcMn- 
durcb  .r  gehl,  denn  (Innjrnigcn  l'nnklr  von  (5J,  welcher  zugleidi 
in  A'  liegt,  enlsj>rirlil  als  konjugiiler  Punkt  a-.    lUe  Gerade  cj  ifl 
also  beslinnnt,  snhnld  wir  nur  ir^M'ud  einen  Punkt  der  dunh  i" 
gehenden  (ieraden  @  ketnn-n,  iiulrm  sein  konjugirter  mit  .r  vci- 
bundfii   den  Strahl  ^  liefert.    Wenn  wir  die  (ierade  @  un»  x 
drehen,  so  verändert  sich  auch        indem  es  si<-h  um  x  drt'M; 
es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  @  und  q  konjugirtc  Strahlen  einii^ 
bestimmten  neuen  Strahlsystems  sind,  dessen  Mittelpunkt  j* 
oder:  Wenn  wir  einen  beliebigen  Punkt /*  und  seinen  konjugirteii 
Punkt  1^  mit  x  verbinden,  so  sind  allemal  @  und  a:Q=^% 

zwei  konjugirte  Strahlen  eines  bestinunteu  Strahlsystenis  (.r^:  in 
der  That,  wir  haben  nur  nötbig,  P  auf  einer  beliebigen  (.eraden 
^  zu  bewegen,  so,  dass  also  Q  den  ihr  entsprechenden  Kr;:el* 
schnitt  St  durch)ftuft,  welcher  durch  a:  {y  und  2;)  geht  und  von 
zwei  projektivischen  Strahlbitocheln  {n)  und  («i)  erzeugt  wird,  dk 
zugleich  mit  der  von  P  durchlaufenen  Punktreihe  projekjUvIsch  sind; 
da  X  auf  dem  Kegelschnitte  St  liegt,  so  beschreibt  auch  xQ  ein  out 
nQ  oder  n^Q,  also  auch  mit  o;.^  projektivisches  Stuablbüschel ;  es 
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beschreiben  also  xP  und  xQ  iwd  aaf  einander  liegende  projek- 
tivische  Straldböscbel;  dieselben  erzeugen  nun  ein  Strahlsystem, 
weil  sowobl  der  konjugirte  Punkt  zu  P :  Ist,  als  auch  der  kon- 
jugirte Punkt  zq  QiP  i&  17).  Dieses  bestimmte Strablsystem  (x), 
welches  von  dem  Strahlenpaar  ®,  ß  ci  zcugt  wird,  hat  auch  die 
durch  X  gehenden  beiden  Geraden  Fund  Z  zu  einem  Paar  kon- 
jugirter  Strahlen,  denn  sobald  für  P  irgend  eui  Punkt  auf  F  ge- 
nommen wird,  ist  sein  koiijugirter  allemal  y,  mithin  F  und  [xy)^Z 
ein  Paar  koiijugirter  Strahlen  des  Strahlsystem s  In  ganz  glei- 
cher Weise  erhalten  >vir  zwei  Strablsysterae  iy)  und  (:),  deren 
MitleI|HHiklp  y  und  :  sind  nnd  für  welche  wir  iniiner  zwei  kon- 
jugirte Sirahlen  erlialten ,  indem  wir  ihren  Mittelpunkt  mit  irgend 
einem  Paar  konjugirler  Punkte  /*  und  Q  in  der  Khene  verhinden. 
Die  drei  Slrahlsysleine  (.r)  [y]  [z)  hängen  in  der  Weise  von  ein- 
ander ah,  dass  <lii]-(  Ii  zwei  von  ihnen  das  dritte  mili)cstimmt  ist. 
denn  S(d>ald  (ins  j,'eineins(  hallliehe  Tripel  x y  z  heider  {^egehenen 
.Nelz<!  nnd  irgend  eir»  Paar  konjugirler  l'unkle  P  nnd  Q  für  die- 
sclhen  hekannt  sind,  sind  auch  die  drei  Slralilsysteme  (a)  (//)  [z) 
vollständij,'  hekaiml,  weil  je  zwei  Seilen  drs  Tripeldreiecks  und 
<lie  von  einer  Ecke  nach  P  und  ()  hinziehenden  Slrahlen  allemal 
zwei  I'aarc  konjugirler  Slrahlen  eines  solchen  Strahlsystems  sind, 
welches  durch  diese  beiden  Paare  vollständig  bestimmt  wird.  So- 
Itahl  wir  nun  in  zweien  dieser  Strahlsystemc ,  z.  B.  f.rl  und  (y), 
ausser  den  seihstvcrständlichcn  Paaren  1',  Z  und  Z,  X  noch  je 
ein  Paar  konjugirter  Strahlen  kennen.  ®  und  g  in  [x),  ®'  und  ^ 
in  (y),  sind  die  Schnittpunkte  (@,  =  p  und  (g,  3  )  =  ^ 
allemal  konjugirte  l^unkte  und  geben  mit  z  verbunden  zwei  kon- 
jugirte Strahlen  des  dritten  Strahlsystems  (z),  welches  dadurch 
voitstindig  bestimmt  wird;  [auch  die  Schnittpunkte  (®,  9')  = 
und  (®',  fj^  SB  Q'  sind  natürlich  konjugirte  Punkte  und  wir  er- 
halten daher  zugleich  ein  zweites  Paar  konjugirter  Strahlen  des 
Strahlsystems  (s)].  Whr  künnen  den  gegenseitigen  Zusammenhang 
der  drei  Strahlsysteme  (x)  (y)  (z)  auch  so  aussprechen:  Wenn  wir 
irgend  drei  Strahlen  dieser  drei  Systeme  (x)  (y)  (z)  durch  einen 
Punkt  P  ziehen,  so  treffen  sich  die  ko^jugürten  Strahlen  zu  ihnen 
allemal  wieder  in  emem  Punkte  Q»  welcher  der  konjugirte  Punkt 
zu  P  ist  jn  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze.  Ilieraus 
können  wir  auf  die  besondere  Natur  dieser  drei  Strahlsysteme 
schliessen  und  erkennen,  dass,  sobald  das  gcmeinschafllicbe  Tripel 
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xyz  reell  ist,  von  den  drei  Systemen  entweder  1)  alle  hyperbo- 
lisch oder  2)  eines  liyperboliscii  und  die  beiden  andern  elliptisch 
sein  müssen.  Die  Seilen  XYZ  des  Tripeldreiecks  tlieilen  näm- 
lich die  ganze  uiieiidliilR'  Ebene  in  sieben  Ilännie  (l^'g.  96\  von 
denen,  wie  schon  fridier  bemerkt  (§  88),  einer,  der  cndlirlic  iirei- 
ecksraiini  {c),  und  die  drei  den  Seiten  anliegenilen  uneiidHchen 
Räume  (<•,)  (e.,)  (r.,)  die  elliptischen,  die  drei  an  die  Ecken  an- 
stosscndeu  unendlichen  Räume  (A,)  (AJ       aber  die  hyperbolischen 


(Fig.  96.) 


Itäume  genannt  werden;  je 
nachdem  nun  das  eine  Paar 
konjugirter  IMiidUe  V  und  (>, 
welches  zur  Restinunung  der 
drei  Strahlsysteine  {x\  (y)  (z) 
^  ausreicht,  in  diesen  Räumen 
[hg)      gelegen  ist,  wird  sich  nach 
^  dem    bekannten  Kritcriuin 

(§  17)  sofort  entscheiden  lassen,  ob  die  Strahlsysteme  hyperbo- 
lisch oder  elliptisch  sind,  und  hiernach  ergiebl  sich  folgende 
Tabelle,  welche  alle  möglichen  Fälle  enthält:  Redeuten  nämlich 
(  =  elliptisch  und  ^  ==  hyperbolisch,  und  drei  neben  einander 
geslelllc  Ruchslaben,  z.  R.  c^e,  den  Charakter  der  drei  Strahl- 
systeme («}  (y)  (2)  in  dieser  Reihenfolge,  so  haben  wir: 

Liegt  P  in  dem  Räume: 


[^)  (*-■,)  (^'2)  (^a)  (^)  (Äj 


Liegt  Q  in 
dem  Räume:  ^ 


(^•.) 
w 
w 

(Ai) 


^« 

i       j       1  ( 
l)ec  jH^I  ccl)  1  cl)c  j  b^l);  cd) 

cbc 

e^e 

cc^ 

Cl)C 

l)CC 

l)b^ 

^cc 

c^c 

c 

cd) 

t)  ^  t>  j  ()  c  c 

cd) 

l>l)l) 

t^cc 

Ijec 

Ct)C 

Es  treten  also  öberhanpt  nur  zwd  verschiedene  FftUe  ein: 
entweder  sind  alle  drei  Strahlsjsteme  byperboBsch  oder  eines 
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hyperboliscli  iimi  hfiden  andern  elliplisc  Ii  und  zuar  Irill  diT 
Iriztc  Fall  unyelahr  dreimal  so  oll  ein,  als  der  erslere  (strenge  in 
dem  Verlialtniss  von  .*)()  :  Iii).  Ferner  erkennen  wir  ans  dem  obigen 
Seliema,  dass  der  Fall  »Ireicr  hy|iei  l)(diselier  Strahlsysteme  (x)  tf)  [z) 
imr  dann  eintritt,  wi-nn  <lie  beiden  konjn^irlen  Tunkte  /*,  (i  ent- 
weder beide  in  <lemselben  Räume  von  jenen  sieben  oder  j;Ieiehzeitlg 
in  einem  Paar  von  Haumen:  i',  und  ä,  |  c.^  und  h.^  und  | 
enthalten  sind;  für  jede  andere  F.a^^e  tritt  der  zweite  Fall  ein, 
dass  eines  der  drei  Strablsysleme  livjterboliseh,  die  beiden  andern 
elliptisch  sind.  IIi<'raus  folgt  ferner,  dass.  wenn  eines  oder 
beide  gegebenen  ISetze  elliptiseh  sind  licr  K('nikegels(  liiiid  i»iia- 
ginar),  allemal  nur  der  zweite  Fall  eintreten  kann,  in<lem  von 
den  Strahlsystemen  (.r  ■>/]  [z]  eines  liypfrboliscli ,  die  beiden  an- 
dern elliptisch  wcrd«'n.  Wir  erkennen  dies  nämlich  sofort,  wenn 
wir  uns  des  Kriteriums  für  das  ellif»tiscbe  Netz  erinnern  (;§  5G): 
Sobald  auf  zwei  konjugirten  Strahlen  die  beiden  dem  Netze  zu- 
gehörigen PunkLsysteme  elli|)tisch  sind,  ist  das  Nelz  elliptlseh. 
Wir  haben  nun  das  den  beiden  Netzen  genieinschaftliche  Tripel 
xyz,  dessen  Seiten  konjugirlc  Strahlen  sind  und  welches  in  dem 
Falle  reell  ist,  wo  eines  oder  l»ei<le  Netze  elliptisch  sind.  Die 
Ebene  wird  durch  die  Seilen  X  F  Z  des  Tripeid reiecks  in  sieben 
Regionen  ce^e^e^h^Khn^  getheilt;  nehmen  wir  in  dem  Räume  {e) 
einen  !>eliebigen  Punkt  P,  so  IrelFen  Py  uod  Pz  rcsp.  die  Ge- 
raden Y  und  Z  zwischen  den  Punkten  xz  und  xy,  soll  das  Netz 
elliptisch  sein,  so  milSS  also  die  Polare  von  P  die  Seiten  xz  imd  xy 
in  ihren  Vcrlängeriuigcn  treflen,  d.  h.  sie  darf  in  die  Regioo  («)  nicht 
eintreten;  wo  also  auch  der  Punkt  Q  auf  dieser  Polare  angenommen 
werden  mag,  er  kann  nicht  in  [c)  liegen,  also  kann  nach  dem 
obigen  Schema  der  Fall  ^  ^  |  nicht  eintreten.  Nehmen  wir  zwei* 
tens  P  in  der  Region  [e^  an,  so  muss  seine  Polare,  wenn  das 
Netz  elliptisch  sein  soll,  xz  und  xy  zwischen  diesen  Eckpunkten 
des  Tripels  treffen;  sie  darf  also  in  die  Regionen  (e^  und  (Aj)  nicht 
eintreten  und  es  kann  daher  wiedermn  nach  unserm  Schema  der 
Fall  nicht  stattfinden;  dasselbe  gilt,  wenn  P  In  der  Region 
(Ai)  angenommen  wird,  und  In  gleicher  Wdse  erkennen  wir  es 
fQr  die  Regionen  {e^  und  (hj^^  und  (/k,).  Es  ist  also  klar, 
dass,  wofern  wenigstens  eines  der  beiden  gegebenen  Netze  ellip- 
tisch ist,  allemal  von  den  drei  Strahlsystemen  (x)  (y)  (z)  eines 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  mfissen.  Wenn 
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beide  Neixe  hyperboUsch  sind  und  von  dem  gemeinscbafUicheii 
Tripel  nur  ein  Eckpunkt  x  reell,  die  beiden  andern  y  und  z  auf 
X  imaginfir  sind,  so  Usat  sidi  erkennen,  dass  das  Sirahlsystem 
(x)  nothwendig  liyperboUsch  sein  muss.  Lassen  wir  nämlich 
einen  veränderlichen  Punkt  P  eine  lieliebige  Gerade  ®  dnrciilau* 
fen  und  verfolgen  den  konjugirteu  Punkt  Q  auf  dem  entsprechen- 
den Kegelschnitt  St»  welcher  durch  x  gebt,  so  beschreiben  xP 
und  xQ  das  Slrahlsystem  (x)  und  je  zwei  konjugirte  Strahlen 
desselben  durchbohren  den  Kegelschnitt  ^  in  Punkteopaaren,  deren 
VerbinJuugsliuie  durch  einen  festen  Punkt  |  laufen  muss  (§  31) ; 
trifll  nun  xP  den  Kegelschnitt  ^  zum  andern  Male  in  Q\  so  ist 
(jo'  eine  solche  nurchhohrungsschne;  anderseits  hat  aber  der 
Punkt  Q'  zu  seinem  koüju^'irlen  fiueii  l'unkt  P',  welcher  noth- 
wendig auf  @  liegen  muss  ^weil  Q'  auf  H  liegt)  und  zugleich  auf 
dem  zu  xQ'  =  a:P  koujugirlen  Strahl  dfs  Systems  {.v),  d.h.  :uil 
a:Q\  also  ist  P'  der  ScImittpunkL  von  @  mit  .vQ\  wir  haheu  nun- 
mehr zwei  Paare  konjugirler  Punkte  riu  ksielitlicli  heider  Netze: 
P  und  (),  P'  und  Q'  niul  finden  vermittelst  ilerselheu  unmittel- 
bar ein  drilU.s  Paar:  iPP',  OQ')  uml  {PQ',  P' Q)  \%  o5);  nun 
ist  ahei-  PQ',  p'o]  nirlil>  anderes  als  der  Piuikt  .r,  folglich  uuiss 
sein  konjugirter  {PP',  QQ  )  auf  .V  liegen  und,  da  PP' =  @  ist, 
der  Scluiiltpnnkt  (®,  X)  sein;  dieser  Punkt  hieiht  fest,  während 
/'  und  Q  si(  Ii  verandern  auf  @  und  M;  es  läuft  also  die  Durch- 
hohrinigsscline  durch  den  festen  Punkt  §  =  (@,  A'),  woraus 
sich  nachträglich  eine  |{est;iti;;nn^  (M>;ieht.  dass  xP  und  .r^) 
das  Strahlsysteni  erzengen.  Wenn  inin  die  Punkte  y  und  z  oder 
die  Sciuiillpunkte  der  (ieradeu  X  mit  dejn  Kegelschnitt  ima- 
ginär sind,  so  UUISS  A'  ausserhallt  des  kegelschnills  ^  ;d.  h.  ganz 
in  dem  vou  seineu  Taugeuten  errülllen  (Jehiele  gelegen  sein  oder 
»huch  jeden  Punkt  von  X  müssen  zwei  reelle  Taugculcu  von  ^ 
möglich  sein  und  mithin  auch  durch  den  Punkt  |;  das  Strahl- 
System  (.r)  ist  daher  liyperholisch,  hulem  scin»i  Asymptoten  die 
aus  X  nach  den  lienlhrungspunkten  gezogenen  Strahlen  sind,  iu 
wülclien  die  Tangenten  aus  ^  den  Kegelschnitt  ^  heröluen. 

Die  StrahlsysifMue  (.r)  {>/)  iz)  haben  eine  ganz  besondere  Be- 
deutung für  die  lieiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze.  Da  näm- 
lich irgeiui  zwei  konjugirte  Strahlen  @  und  des  Strahlsyslems 
(jc)  nach  dem  Obigen  von  solcher  lieschaifenheit  .sind,  dass  zu 
den  l*unkten  P  des  einen  die  konjugirten  Punkte  Q  auf  dem  an- 


Das  Involntions-Netz  (Polarsystcm).  §  61. 


509 


dem  liegen  und  P,  Q  immer  konjiigirtc  Punkte  rücksichtlicli  bei- 
der gegebenen  Netze  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  das  Strahlsystem 
(.r)  hyperbolisch  ist,  jede  seiner  Asymptoten  .v,  /  (He  Kigenschaft 
besitzen  niuss,  dass  ihr  rücksicbllich  beider  Netze  dasselbe  l'nnkt- 
system  ziii^ebört  oder  mit  andern  W<)rlen,  dass  sie  eine  geniein- 
sehaflMche  Sekante  fnr  die  Kernkegelscbnitte  lieider  Netze  ist; 
denn  «'ine  solche  Asymptote  enthält  zwei  znsaminenfallende  kon- 
jui^irle  Strahlen  @,  g  und  ilie  l'uidUc  P  der  einen  haben  ihre 
konjngirten  Q  rficksichtlich  beider  Netze  auf  der  andern;  als<» 
/',  Q  bilden  auf  dieser  Asyniptote  ein  Pnnktsystenj ,  welches  beiden 
Netzen  zugehört.  Nehmen  wir  den  Fall  an,  dass  zwei  Strahl- 
systeme [x]  und  [ij)  hyperbolisch  seien  und  das  erste  die  Asymp- 
toten s,  das  zweite  die  Asymj)toten  i,,  habe,  dann  wird  der 
Schnittpunkt  iS^  zweier  Asymptoten,  z.B.  s  und  seinen  konju- 
girtcn  rücksicbtUch  beider  Netze  sowohl  in  s  haben,  als  auch  in 
Sj;  folglich  muss  dieser  8  selbst  sein;  es  faUen  also  in  S  zwei 
konjngirte'  Punkte  P»  0  zusammen,  und  es  muss  daher  auch  zS 
eine  Asymptote  des  Strahlsystems  (z)  sein,  was  mit  der  vorhin 
gemacbten  Bemerltung  öbereinstimmt,  dass  die  drei  Punktsysteme 
[m)  (y)  (z)  entweder  sämmtlicb  byperbolisch  oder  nur  eines  hyper- 
boltecb  und  die  beiden  andern  elliptisch  sein  mflssen.  Schneiden 
sich  t  und  in  dem  Punkte  8^,  so  ist  z8^  die  zweite  Asymptote 
des  Strahlsystems  (z) ;  da  aber  ein  Strablsystem  nur  zwei  Asymp- 
toten haben  kann,  so  müssen  in  diesen  auch  die  Schnittpunkte: 

(*,  /,)  »  und  (#,,  0  =a  S3 
liegen,  oder:  die  sechs  Asymptoten  der  drei  Strahlsysteme  (ar)  (y)  (s) 
schneiden  sich,  wenn  sie  reell  sind,  zu  je  drden  in  vier  Punkten 
88^  S.^  S.^,  deren  jeder  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  er  mit  sei- 
nem konjugirten  rficksichtlich  beider  Netze  zusammenßllt.  Diese 
vier  Punkte  sind  offenbar  zugleich  die  Asymptotenpunkte  der 
Punktsysteme  auf  denjenigen  sechs  Geraden,  welche  von  den 
Asymptoten  der  drei  Strahlsysteme  [x)  [y]  (z)  gebIMet  werden 
und  deren  zugehörige  Punktsysteme  rOcksichtlicb  beider  Netze 
identisch  sind.  Die  Punkte  ^.S,  S^S^  sind  daher  gemeinschaftlich 
den  Kernkegelschnitleii  beiiler  Netze  oder  deren  Schnittpunkte 
un<l  das  Diagonaldreieck  des  vollslTuidigen  Vierecks  SSiS.,S,^  ist 
das  «remeinschaftliche  Tripel  a-  y  z.  Dies  stimmt  nnt  der  oben 
gemachten  Fiemerkung  ühcrein,  dass  sie  nur  reell  sein  können, 
wenn  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  weil  nur  in  diesem  Fall  drei 
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hyperbolische  Strahlsystemc  (.r)  (y)  (;)  eintreten  kunneD;  aber 
mcht  für  jede  zwei  liyperholischen  Netze  (reelle  KegelschniUe) 
müssen  die  Strahlsysteme  [x)  (j/)  Iz)  alle  drei  hyperbolisch  sein: 
die  Untersuchung  dieses  reellen  Falles  ist  io  S  6S  durchgeführt 
worden.  Hier  zeigt  sich  indessen  der  bemerkenswerthe  Umstand, 
da»  auch  zwei  elliptisGhe  Netze  (imaginäre  KegelschniUe)  allemal 
ein  reelles  Pj»r  gemdnschaflUdier  Selcanten,  d.  Ii.  zwei  solche 
sich  in  X  schneidende  Gerade  (die  Asymptoten  I  des  Strahl- 
Systems  {x))  besitzen,  deren  zagehftrige  Punlitsysteme  fitar  die 
Netze  identisch  sind.  Diese  beiden  Pmiktsysteme  mfl^n  immer 
elliptisch  sein,  sobald  eines  oder  beide  gegebenen  Netze  elliptisdi 
sind,  sie  können  aber  auch  beide  elliptiscb  sehi,  sobald  beide 
Netze  hyperholisch  sind;  im  letzteren  Fall  kann  Indessen  auch 
ehies  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch  oder  beide  hyperbo- 
lisch sein,  d.  h.  die  KernkegelschnlUe  können  keinen,  zwd  oder 
?ier  Punkte  gemein  haben  (§  53).  Gehen  wir  von  einem  stets 
reellen  Tripelpimkte  x,  dessen  Strahlsystem  [x)  hyperbolisch  ist 
und  die  Asymptoten  f ,  l  hat,  aus,  so  können  wir  aus  der  An- 
nahme, dass  von  den  Punktsystemen  auf  s  und  t  1)  beide  ellip- 
tisch, 2)  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  8)  bdde 
hyperbolisch  sind,  auf  die  Uealität  der  beiden  übrigen  Tripel- 
punkte  y,  z  auf  A'  schlicssen;  nehmen  wir  nämlich  von  dem  bei- 
den Netzen  gleichzeitig  zugehörigen  Puiiklsyslciii  auf  s  iryt'nd  ein 
Paar  konjngirter  Punkte  P,  Q  und  auf  iler  iiinU'rn  AsyinptolP  l 
irgend  ein  I*aar         (Fig.  97) ,  so  können  wir  die  Verbindungslinie 


(Fig.  97.) 


PP^  als  auflassen,  deren  entsprechender  KegelschniU  ^  dnrrh 
xQQi  gehen  rouss  und  zum  Schnittpunkte  der  Tangenten  in  Q  und  i^i 
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den  Punkt  §  haben  wird,  in  wolcliom  PPj  =  ®  der  Polare  .Y 
begegnet.  >vir  aus  dem  Obigen  erhellt;  X  IriflX  also  PI\  in  dem 
Pol  der  (;eradcn  Q  0,  räcksichUicb  des  Kegelschnitts  ^,  oder 
PP,  und  QQ^  treflen  X  in  zwei  Itoiijiigirten  Punkten  desjenigen 
Punktsystems,  welches  der  Geraden  X  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ^  zugehört;  dies  ist  nun,  wie  wir  wissen,  für  alle  mög- 
lichen Kegelschnitte  ^  immer  ein  und  dasselbe;  seine  Asympto- 
tenpunkle  sind  die  beiden  übrigen  Tripelpunkte  y  und  x;  ein 
zweites  Paar  konjugirter  Punkte  dieses  Punktsystems  erlialten  wir 
in  ganz  gleicher  Weise,  indem  wir  die  Schnittpunkte  von  PQ^ 
und  QPi  mit  JT  bestimmen,  und  hieraus  folgt  denn  auch  ein 
drittes  Paar  nach  der  hekannten  Eigenschaft  des  vollstSndigen 
Vierecks  {$  18),  nflmlicb  die  Schnittpunkte  von  PQ  und 
mit  X  Die  drei  Seitenpaare  des  vollstSndigen  Vierecks  PQPi  (), 
treffen  demnach  die  Gerade  JT  in  drei  Paaren  koigugirter  Punkte 
desjenigen  Punktsystems,  dessen  Asymptotenpunkte  z  sind,  und 
dies  ist  immer  dasselbe,  wie  übrigens  die  Paare  P,  Q  und  P,, 
auf  den  Asymptoten  »  und  I  gewShlt  werden.  Um  nun  zu  ent- 
scheiden, ob  das  Punktsystem  auf  X  hyperbolisch  oder  elliptisch 
wird,  haben  wb*  nur  das  bekannte  iCriterinm  (§  18)  anzuwenden, 
wonach  das  >von  den  Sdtenpaaren  eines  vollstSndigen  Vierecks 
auf  einer  Transversale  X  bestimmte  Punktsystem  hyperbolisch  ist, 
subald  eine  gerade  Anzahl,  elliptisch,  sobald  eine  ungerade  An- 
zahl von  Kckcn  /u  Itridcn  Seiten  der  Transversale  liegt,  oder  um- 
gekehrt, je  nacluleui  die  vier  Ecken  so  liegen,  dass  jede  ausser- 
halb des  von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sich  findet 
oder  eine  innerhalb  des  von  <len  andern  gebildeten  Dreiecks  ge- 
legen ist.  Die  beiden  Punktsysteme  auf  den  Geraden  5  und  / 
werden  nun  durch  je  zwei  Paare  konjugirter  Punkte  bestimmt, 
von  denen  das  eine  auf  s  :  P,  Q  auf  /:  /*, .  (>,,  das  andere  aber 
<ler  genuiiiscliafllichi*  Punkt  .r  und  der  jeu eilige  Schnittpunkt 
nül  X\  beim  elliptischen  Punktsystem  nuiss  von  zwei  I^aaren  kon- 
jugirter Punkte  das  eine  durch  das  andere  getrennt  werden,  beim 
iiyperbolischen  schliesst  das  eine  Paar  das  andere  ein  oder  aus, 
je  nachdem  beide  Paare  denselben  oder  verschiedene  Asymptoten- 
punkte zwischen  sich  enthalten.  Dei-  Punkt  x  ist  ein  Diagonal- 
punkt des  vollst&ndigen  Vierecks  PQP^Q^,  nämlich  der  Schnitt- 
punkt des  Scitenpaars  PQ  und  P^Q^x  sollen  also  die  genannten 
Punktsysteme  beide  elliptisch  sein,  so  lehrt  die  unmittelbare  An- 
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schauung»  dass  von  den  Tier  Punkten  PQPiOi  eui«  gerade  oder 
ungerade  Anzahl  auf  beiden  Seiten  von  X  Hegen  musa,  je  nach 
der  Lage  denselben;  es  lidnnen  nSmlich  hinsichtlich  der  Lage  der 
vier  Punkte  PQPi  Oi  zu  x  drei  Pille  eintreten:  entweder  a)  Kegl 
X  Innerhalb  beider  Strecken  PQ  und  />i  »  oder  b)  zwischen  der 
einen  und  ausserhalb  der  andern  oder  c)  ausserhalb  bddcr  (Fig.  98]. 


(Fig.  08.) 


fn  dorn  Falle  i\)  wird,  damit  beide  Piinkl.systenie  auf  s  und  t 
cllijinsrh  seien.  X  ausserhalb  P  (J  und  ausserhalb  Oi 
raderi  .v  un<l  t  trelFen  müssen,  also  noihwmdig  alle  vier  IMinkle 
POP\  Oi  «Td'  der  »«inen  und  keinen  auf  der  andern  Seite  von  sich 
haben;  in  dem  Falle  b)  wenn  x  zwisehen  PO  uiul  ausserhalb 
PiQi  angenommen  wird,  muss,  damit  beidi«  I'unkLsysteme  eliip- 
liseh  seien,  X  die  Slreeke  PQ  ausserhalb  imd  P^Q^  innerball) 
trciren,  also  eine  ungerade  Anzahl  von  Punkten  zu  beiden  Seiten 
von  sieh  haben ;  dann  ist  aber  das  Punktsystem  auf  X  \>'icderuiii 
byperbotiscli,  weil  jP^i*,  ()j  so  liegen,  dass  einer  innerhalb  dts 
von  den  drei  andern  gebildeten  Dreiecks  sieb  befindet;  In  dem 
Falle  c)  endlich,  wo  x  ausserhalb  beider  $tr(>eken  PQ  und  PiQ\ 
liegt,  also  die  vier  Punkte  so  gelegen  sind,  dass  jeder  ausserhalb 
des  von  den  andern  gebildeten  Dreiecks  steh  findet,  muss,  daiml 
beide  Punktsysteme  elliptisch  seien,  JT  sowohl  PP,  als  auch  Pfi^i 
zwischen  diesen  Punkten  treffen,  ako  zwei  Punkte  auf  der  einen 
und  zwei  auf  der  andern  Seite  von  sich  haben;  das  Punktsysten 
auf  X  Ist  daher  wiederum  hyperl)olisch  und  wir  erkennen  daraus^ 
dass  es  allemal  hyperbolisch  wfa'd ,  sobald  die  Punktsysteme  anf 
s  und  /  beide  elliptisch  sind.   Die  Punkte  y  und  z  sind  also  is 
diesem  Fall  reell.   In  ganz  ähnlicher  IVelse  kennen  wir  leicht 
einsehen,  dass,  wenn  die  Punktsysteme  auf  s  und  t  beide  hyper- 
bolisch sind,  ebenfalls  för  alle  drei  Lagen  a),  b),  c)  das  Pmikt- 
system  auf  X  hyperbolisch  wird,  also  y  und  z  ebenfalls  reeli 
sind,  was  auch  Ton  vom  herein  klar  ist,  weil  dann  alle  vier 
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Punkte  SSiS-iS^  reell  siod  und  xyz  zum  Diagonsidreieck  haben. 
Wenn  dagegen  drittens  von  den  Punklsyslemen  auf  s  und  /  eines 
hyperbolisch,  das  andere  ellipUsch  ist»  so  wird  Tür  alle  drei  La- 
gen a),  b).  c)  das  Punktsystem  auf  X  eiliptiscli,  also  y  und  z 
imaginAr,  nie  die  unmittelbare  Anschauung  lehrt»  während  von 
den  Tier  Punkten  ^Sj^^S^  nur  twei  reell,  die  beiden  andern 
imaginär  sind.  Die  eben  au8gerfllu*te  Betrachtung  kommt  auch 
mit  der  in  $  41  bei  einer  anderen  Veranlassung  angestellten 
Qberein.  Die  erlangten  Resultate  lassen  sich  nunmehr  in  folgen« 
der  Welse  zusammenfassen: 

Unter  den  simmtlichen  Kegelschnitten  St,  welche 
den  Geraden  ®  In  der  Ebene  rdcksichtllch  beider  ge- 
gebenen Netze  entsprechen,  giebt  es  Ellipsen,  Para- 
beln und  Hyperbeln.  Denken  wir  uns  denjenigen  Ke- 
gelschnitt 9R  konstruirt,  welcher  der  unendlich-ent- 
fernten Geraden  ®«  entspricht  und  durch  das  gemein- 
schaftliche Tripel  xyz  und  die  Mittelpunkte  mm,  bei- 
der Netze  bestimmt  wird,  so  entsprechen  »ämmtliclicQ 
Tangenten  dieses  Kegelschnitts  9){  Parabeln,  solchen 
Geraden®,  welche  9}i  in  zwei  reell  en  P  u  n  k  le  ii  sc  im  ei - 
den,  IlypcrlKlii  iiiid  solchen  Geraden  ®,  welche  ÜJJ 
nicht  schneiden,  Ellipsen.  Unter  den  II  y  perhe  I  ii  gieht 
es  u n e n d  I i c h - V 1  e I e  g  1  e i h s <' Ii i g e ;  sie  e  n t s j) r  e c h e n  allen 
solchen  Geraden  @,  welche  durch  einen  beslinimlen 
Punkt  7\,  gehen;  dies  ist  der  Ihirchschnittspunkl  der 
beiden  Durch  höh rungs-Seh  nen  des  Kegelschnills  ÜJi 
d  u  r  c  h  d  i  e  A  \  ii  |)  a  a  r  <•  d  e  r  g  eg  e  h  c  ii  e  ii  h  e  i  d  e  n  Netze;  sein 
konjiit;irler  Punkt  durch  w  eichen  alle  gleichseitigen 
Hyperbeln  ausserdem  gehen,  ist  der  Ilöhetipunkl  des 
D r  e i e c k s  .r y  z.  U n I e r  d  e n  E 1 1  i  p s c  n  g i  e  h t  es  eine n  e i  ii / i g e ii 
Kreis;  er  entspricht  derjenigen  Geraden  Q>\,,  u  eiche 
die  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt 'SSi  ist.  Geht  die  veränderliche  Gerade  ®  ins- 
besondere durch  einen  der  Punkte  des  gemeinschaft- 
lichen Tripels,  z.  B.  durch  so  zerfillt  der  entspre- 
chende Kegelschnitt  ^  in  ein  Linienpaar,  dessen  einer 
Theil  jedesmal  die  Polare  X  dieses  Tripelpunktes  und 
dessen  anderer  Theil  eine  bestimmte  Gerade  g  ist, 
welche  ebenfalls  durch  a:  geht  Diejenigen  Punkte  Q, 
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welche  den  Punkten  P  einer  solchen  durch  x  gehen» 
den  Geraden  ®  konjugirt  sind,  liegen  auf  der  Geraden 
0  und  umgekehrt  Drehen  wir  die  Gerade  ®  nm  den 
festen  Punkt  x,  so  dreht  sich  auch  g  um  denselben 
und  ®,  g  sind  konjugirte  Strahlen  eines  bestimmten 
Strahlsystems  (x).  Zwei  konjugirte  Strahlen  eines 
solchen  Strahlsystems  erhalten  wir  immer,  indem  wir 
X  mit  irgend  einem  Paar  konjugirter  Punkte  Q  in 
der  Ebene  Yerbinden;  insbesondere  sind  auch  die  bei- 
den durch  X  gehenden  Tripelstrahlen  ein  Paar  konju- 
girter Strahlen  des  Systems  Wir  erhalten  auf  diese 
Weise»  wenn  die  Tripelpunkte  2  alle  drei  reell  sind» 
drei  bestimmte  Strahlsysteme  (x)  {y)  (z),  welche  ent- 
weder alle  drei  hyperbolisch  oder  von  denen  nur  eines 
hyperbolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch  sind. 
Wenn  von  den  Tripclpunkten  nur  einer  x  reell  ist,  so 
ist  das  Strahlsystem  («)  allemal  hyperbolisch.  Diebei- 
den Asymptoten  I  eines  solchen  Strahlsystems  sind 
allemal  solche  Gerade  in  der  Ebene,  für  welche  die 
beiden  den  Netzen  zugehörigen  Punktsysteme  iden- 
tisch werden;  es  giebt  also  nur  zwei  oder  sechs  sol- 
cher Geraden.  In  dem  letzteren  Fall  schneiden  sich 
die  sechs  Asymptoten  st,  s^t^,  s.^t.^,  der  drei  hyperbo- 
lischen Sirahlsysteme  {x)  {y)  {z)  zu  je  dreien  in  vier 
Punkten  SS^S2S.J,  die  mithin  ein  vollständiges  Vier- 
eck bilden,  dessen  Diagonaldreieck  x  1/ z  ist  Die 
Punkte  8  5(^2^3  sind  die  einzigen  in  der  Ebene  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  jeder  von  ilineii  mit  sei- 
nem konj  ugirtcii  rncksichtiich  beider  Netze  zusam- 
menfallt; sie  sind /iiglelcli  die  A s y  m pl  0 tenp ti  nk te  der- 
jeni^'en  rnnktsystem  e,  welelie  {]vu  Asymptoten  sl.., 
rück  sieh  Iii  t  Ii  des  einen  (oder  .inderen)  Netzes  zugc- 
h  ö  r  e  n  (da  sie  f  fi  r  hei  d  e  i  d  e  n  1 1  s  e  Ii  sind).  V  o  n  diese  u 
vier  ausgezeichneten  Punkten  .S S,  sind  entweder 

alle  vier  reell  odee  nur  zwei  oder  keiner.  Gehen  wir 
von  einem  allemal  i  L'cllen  Tripelpunkte  a:  aus,  dessen 
St  ra  Ii  1  SV  s  t  e  ni  (.r)  hyperbolisch  ist  und  die  Asymplo- 
t(  i\  .<:,  f  bat.  so  k rinnen  die  beiden  Piinktsvsteme  auf  s 
und  /  entweder  beide  elliptisch  sein,  dann  sind  alle 
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Tier  Punkte  SS^S^S^  imagiDir,  aber  die  beiden  flbri- 
genTripelpunkle  yond  x  reell,  oder  von  jenen  beiden 
PunkUyslemen  auf  i  und  t  ist  eines  hyperbolisch  und 
das  andere  elliptisch,  dann  sind  swei  Punkte  reell, 
die  beiden  andern  iS^^,  imaginftr  und  die  beiden  fibri- 
gen  Tripelpunkte  y  und  z  auch  imagin&r,  oder  drit- 
tens beide  Punktsysteme  auf  t  und  i  sind  hyperbolisch, 
dann  sind  alle  ?ier  Punkte  88^8.^8^  reell  und  auch 
die  übrigen  Tripelpunkte  y,  Wenn  die  beiden  Netze 
hyperbolisch  sind,  so  sind  die  Punkte  SS^S28^  die 
Durchschnittspunkte  ihrer  Kernkegelschnitte,  «ys  ihr 
gemeinschaftliches  Tripel  und  die  Asymptoten  tt,  «j/j, 
S2I2  <ler  drei  Strablsysteme  {x)  [y]  [z)  die  sechs  gemein- 
schaftlichen Sekanten  beider  Kegelschnitte;  aber  auch 
wenn  eines  oder  beide  Netze  elliptisch  sind,  Ist  das 
gemeinschaftliche  Tripel  xyz  immer  reell  und  von 
den  drei  Strahlsystemen  {x)  (y)  {z)  eines  hyperbolisch, 
die  beiden  andern  elliptisch,  als«  ein  Paar  gemein- 
schaftlicher Sekanten  $t  immer  reell,  d.  b.  In  diesem 
Falle  zwei  solche  Gerade,  für  deren  jede  die  den  Netzen 
zugehörigen  beiden  Punktsysteme  identisch  sind. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  aus  der  vorigen  Betrachtung 
auch  das  umgekehrte -Resultat  sich  ergiebl:  Wenn  von  dem  bei- 
den Netzen  gcnicinschanUchen  Tripel  allein  x  und  X  reell  [y  und  z 
imaginär)  sind,  ein  Fall,  der  nur  bei  zwei  hyperbolischen  iSetzen 
eintreten  kann  und  zur  Folge  hat,  dass  immer  das  Strahlsystcni 
[x)  livjR'i  hüliscli  ist,  also  dl«'  reollen  Asymptoten  s  und  /  hat,  so 
nuiss  von  den  heiden  PunktsYstenicn  auf  und  t,  welche  den 
Netzen  gemeinschaftlich  zugehüren,  das  eine  hyperbolisch,  das 
andere  elliptisch  sein,  denn  wäre  dies  iiidil,  so  niüssten  y  und  2 
reell  sein.  Also  die  beiden  Kernkegelschnllte  der  Netze  nnlssen, 
damit  y  und  z  imaginär  seien,  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre 
Schnittpunkte  haben. 

Vermöge  der  dem  Netze  innewohnenden  Polarität  lässl  sich 
eine  der  vorigen  gleichlaufende  lietrachtung  anstellen,  indem  man 
die  Paare  konjugirter  (ieraden  @,  ^  in  liezug  auf  beide  Netze 
auffas-st  und  die  Kegelschnitte  (£  untersucht,  welche  allen  Punk- 
ten P  in  der  Kbene  entspreclieii  und  sämmllich  dem  Dreisei t 
X  Y  Z  eiuhctichrieben  sind.   Diese  Detiachfcung  ist  der  obigen 
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nach  dem  bekaooten  Uebcrtragungsprinxip  so  gleichfSrmig  naduo- 
bildcn,  dass  es  genügt,  die  Resultate  ]iervorzuhebeo  und  nur  die 
abweicbendeo  Pnnlite  etwas  niber  tu  beleuchten.  Die  Pole  einer 
beliebigen  Geraden  &  in  Bezug  aur  die  beiden  g^ebenen  Nelie 
bestimmen  die  konjugirle  Gerade  und  wenn  9  sich  um  einen 
Testen  Punkt  P  dreht,  so  umhüllt  ^  einen  bestimmten  Kegel- 
schnitt €.  Insbesondere  ist  der  unendlich-entfernten  Geraden 
diejenige  Gerade  SR«  koojugirl,  welche  die  Blittelpunkte  beider 
Netze  verbindet,  und  allen  Punkten  P  dieser  Geraden  91«  ent- 
sprechen daher  Kegelschnitte  (S,  welche  Parabeln  sind.  Einem 
solchen  Punkte  P,  welcher  auf  einem  Strahle  de»  gemeinschalt* 
liehen  Tripels  liegt,  z.  B.  auf  X/  entspricht  jedesmal  ein  Kegel- 
schnitt (S,  welcher  sich  in  ein  Punktenpaar  auflüst,  dessen  einer 
Theil  immer  derselbe  Punkt  x,  der  Pol  der  Geraden  X,  und 
dessen  anderer  Theil  ein  gewisser  Punkt  p  ist,  welcher  auf  X 
liegt.  Verändern  whr  den  Punkt  P  auf  der  Geraden  X,  so  Ter- 
findert  sich  auch  |>  auf  derselben  und  es  erzeugt  das  Punkten- 
paar  p  ein  bestimmte  Punktsystem  {X).  Irgend  zwei  konju- 
girle Gerade  ®,  ^  treffen  einen  Tripelstrabt  X  immer  in  einem 
solciien  Paar  konjugirter  Punkte  P,  p  des  Punktsyslems  {X)  und 
die  Gerade  3}^,,  trilll  datier  die  X  in  dem  Mittelpunkt  m  dessel- 
ben. Hieraus  folgt,  dass.  wenn  die  drei  Strahlen  des  gemein- 
scliariliclicn  Tripels  XYZ  säuinitlich  reell  sind,  von  den  drei 
i'nnktsysltnion  A")  (Fi  [Z]  nollnvcndig  entweder  alle  drei  hyper- 
boliscli  oder  rins  hyperbolisch  und  die  beiden  andern  ellij)tisrli 
sein  nnissen;  denn  auf  jedem  Tripelslrahl ,  z.  B.  X,  sind  immer 
die  bei<len  Kekpunkte  y,  z  des  genieinscliafllichen  Tripels  ein  Paar 
konjuyirler  Punkte  des  Piniktsyslems  [P,  p)  und  die  Gerade  llj^ 
kann  die  Seilen  des  lireiecks  .ryr  inuiier  nur  in  drei  solchen 
Pniiklen  m  m,  ni-,  treffen,  \v«>lrhe  entweder  aHe  drei  auf  den  Ver- 
länis'ernngeu  der  DreieeksselUn ,  oder  von  <h*neu  nur  einer  auf 
der  Verhingernn^'  und  die  beiden  andern  auf  den  Dreieeksseiten 
selbsl  liegen;  da  inui  m  ui,  m.^  ^lit'  Mittelpunkte  der  drei  I'nnkl- 
systeuu;  (.1')  (I')  [Z]  und  //,  r;  z,  ,i  ;  a\  //  je  ein  Paar  konjuyir- 
ter  IMuikte  derselben  sind,  so  müssen  von  den  drei  Piniklsysle- 
me.[i  entweder  alle  oder  mir  eins  hyperbolisrli  sein.  In  dem 
Falle,  dass  von  den  drei  Tripelslralilen  nur  »üjier  A'  und  der 
Sebnittpnnkl  rier  beiden  andern,  .r  der  I*ol  v(mi  A',  reell  ist,  lässt 
sich  leiclit  zeigen,  dass  das  Slrahlsyslem  i^X)  byperboiiscli  sein 
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mois.  Denkeo  wir  uns  nfimlicb  eioen  beliebigen  Punkt  P  uud 
den  entsprechenden  Kegebcbnitt  (S  bergestellt»  so  wird  in  dem 
Falle,  dass-F,  Z  imaginSr  sind,  ihr  Schnittpunkt  innerhalb  des 
K^elscbnitts  6  liegen  mOssen,  weil  das  Tangentenpaar  aus  x  an 
den  Kegelschnitt  (S,  imaginär  ist.  Ziehen  wir  nun  durch  P  irgend 
eine  Gerade  &  und  konstruiren  die  konjugirte  Gerade  ^,  Tan- 
gente des  Kegelschnitts  so  bestimmen  @,  ^  ein  Paar  konju- 
girter  Punkte  des  Punktsystems  {X),  Bezeichnen  wir  dieselben 
für  den  Augenblick:  {®,  JT)  =  «  und  A)  =  a,  so  wird  durch 
«  eine  tweite  Tangente  Sy  au  (£  gehen,  deren  konjugirte  Gerade 
®'  Pc  sein  muss.  Wir  haben  also  zwei  Paare  konjugirlcr 
Geraden  ®,  ^  und  ®',  S^',  finden  aus  ihnen  ein  «hittcs  l*aar 
(®®',  S^S^']  und  (®i>',  5;®'),  und  da  von  diesen  heiileu  Gcra- 
tli'u  die  erslere  durch  P  =  (@,  @')  gehl,  so  muss  die  iclzlere 
{®Sy,  S>&')  den  Kegelschnilt  (S  heridn-eii.  In  der  Thal  ist 
nichts  anderes  als  .v  und  (j^,  @')  nichts  anderes  als  a,  fol^hch 
{®5^',  ^®')  =  =  -V  und  die  konjuyirle  (iernde  muss  da- 
her durch  X  gehen  oder  {SS,  .Sp'j  auf  der  V'erhiinhjng>liiiie  Px 
liegen.  Diese  deradc  Px  hleihl  luin  fes!,  uaiirend  wir  die  Gc- 
rade  @,  als«»  andi  S>,  ®'  und  5)'  verändern;  wenn  wir  ans  den 
I'uiiklen  der  (lera<len  P.r  die  Tangeiiteiipaare  an  «len  Ke- 

gelschnilt (S  legen,  so  Irclliii  dicsrllien  die  fesle  Tangenle  .V 
dieses  Kegelsclmitls  in  i'uiiUl.  iipaart'n  s,  o  des  V(trliin  t^ef'inidenen 
Punivtsyslenis  [X]  Wir  wissen  nun  im  Allgenieinen,  dass 

dieses  von  d«'r  (leiaden  Px  ahh;iii;^ciitlc  IMndilsyslem  ein  ellipti- 
sches ist,  wenn  die  llerade /\r  di-n  Kegelschrdlt  (5  i)i<  hl  schnei- 
det, ein  livperl«»lis(  lies ,  wenn  sie  denselheii  in  zwei  ncllen  i'inik- 
len  triin,  weil  im  h  lzteren  Talle  zwi-i  Mal  je  ein  Taiigenfen|Mar 
zusammenffdil.  Ha  nun  ii  idi  dem  l  inlieicn  dn-  i'unkt  x  in  un- 
serem Kalle  imierhalh  des  Kci^elschnilts  (5  lieyt,  so  muss  Px 
denselhen  in  zwei  reellen  IMinkleu  schneiden,  also  das  l*uukl- 
system  {X)  hyperholisch  sein  w.  z.  h.  w. 

Wenn  wir  säuuntliclie  ['nnkte  P  in  der  Khene  andassen  und 
schnell  entscheiden  wollen,  ob  der  rnlsjirechende  Ki  uelschnilt  (i 
Ellipse  oder  Ilyperliel  wird,  so  brauchen  wir  jelzl  nur  diejenigen 
I*ünkte  P  in  der  l">bene  zu  verfolgen,  für  welche  <lcr  entspre- 
chende Kegelsehiiitt  (£  in  einen  jener  beiden  (irenzfdtergänge 
zwischen  KIlipsc  un<l  Hyperbel:  eine  F'arabel  oder  ein  i'mikteu- 
paar  ausartet;  diese  Orte  kennen  wir  aber  aus  dem  Vorigen» 
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tiSmUch  die  Gerade  9Ro,  deren  Punkten  P  laoler  Parabeln  all 
KegelschniUe  15  entsprechen,  und  die  drei  Tripelslrahlen  XYZ 
(wenn  sie  sämmtllch  reell  sind) ,  deren  Punkten  P  Kegelschnitte 
^  entsprechen,  welche  in  Punktenpaare  ausarten.  Die  Wer  Ge- 
raden XTZWt^  theilen  das  ganie  unendliche  Gebiet  der  Ebene 
in  eir  Regionen,  welche  durch  jene  tou  einander  getrennt  wer- 
den, und  den  Punkten  P  innerhalb  derselben  Region  entsprechen 
immer  Kegelschnitte  derselben  Art;  whr  haben  nun  sn  unter- 
suchen, welchen  Rc{;ionen  Hyperbeln  und  welchen  Ellipsen  ent- 
sprechen. HierOber  erhalten  wir  unter  der  Annahme,  dass  alle 
drei  Tripelslrahlen  XYZ  reell  rind,  Auskunft,  indem  wir  die 
Punktsysteme  {X)  [Y)  (Z)  ins  Auge  Tassen»  welche  bestimmt  sind 
durch  je  ein  Paar  konjugirler  Punkte:  y,  z\  z,  x;  y  und  die 
Milt('l|jimkU':  mni,ni.j,  nämlich  che  Schnittpunkte  von  3)?„  mlf 
X  Y  Z  (Fig.  99].    Denken  wir  uns  um  einen  beliebigen  Punkt  P 


eine  Gerade  %  gedreht,  welche  XYZ  in  den  Punkten  ahe 
trefl(3,  und  seien  « /?  y  tlie  konjugirten  I*unkte  in  den  drei  Syste- 
men (A')  [Y]  [Z],  so  liegen  cißy  auf  der  deraden  S^,  weiche 
den  KegeischniU  (S  umhüllt.  Wir  können  denselben  auch  als  das 
Erzeugniss  zweier  projektivischer  Puuktreihen ,  z.  B.  auf  den  Tri- 
gern  F  und  Z  auffassen,  Indem  wir  die  Punkte  ß  und  f  Terfol- 
gen;  um  dann  den  Berührungspunkt  des  Kegelschnitts  €  mit  der 
Geraden  T  su  erhalten  ,  ziehen  wir  Py,  welches  F  In  t  trelTe, 
und  nehmen  den  zu  t  konjugirten  Punkt  /  des  Punktsystems  (F), 
welches  der  gesuchte  Berdbrungspunkt  sein  wird.  Um  denjen^en 
Punkt  p  zu  finden,  welcher  dem  unendlich-entfernten  auf  Z  ent- 
spricht, ziehen  wir  Pm2»  welches  in  h  die  Gerade  7  treffe,  und 


(Fig.  99.) 
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besümmen  den  koojugirlcn  ß  m  b  des  Punktsystems  (J ).  Jetzt 
könneii  wir  das  in  §  2G  nngpgebene  Kriterium  in  Anwendung 
Illingen:  Liegt  Qäinlicli  /  /wisciien  xß,  so  ist  der  keguUchnill  6 
Klli|)s(-,  Ii(  gt  /  ausscrhali)  a:/3,  so  ist  er  Hyperbel.  Durcbmustcrn 
wir  mit  Hülfe  dieses  Kriteriums  die  ganze  Ebene,  indem  wir  den 
Punkt  P  dieselbe  durchwandern  lassen,  so  erkennen  wir  leicht, 
dass  Ton  den  elf  Regionen,  in  welche  sie  durch  die  Geraden 
XTZWi^  xertheilt  wird,  fOnf  den  hyperbolischen  (A)  and  die 
flbrigen  sechs  den  elliptischen  Charakter  (e)  haben,  indem  der 
dem  Punkte  P  entsprechende  Kegelschnitt  (S  allemal  Hyperbel 
wird,  sobald  P  in  einem  der  Rftume  (A)  liegt*,  dagegen  Ellipse, 
sobald  P  in  einem  derRSume  {e)  liegt;  die  Räume  (A)  sind  aber 
diejenigen,  in  weiche  die  drei  Diagonalen  des  von  den  Geraden 
JTZSRo  gebildeten  Tollständigen  Vierseits  ganz  bineinfaiien, 
während  die  Räume  [e]  von  den  Diagonalen  nicht  getroffen  wer- 
den; um  jeden'  Eckpunkt  des  vollständigen  Vierseits  giuppiren 
sich  immer  zwei  Scheitelräume  elliptischen  und  die  beiden  Nelien- 
Sclieitelräuroe  hyperbolischen  Charakters  (Fig.  09).  Wir  unter- 
lassen der  Kürze  wegen  die  Untersuchung  des  Falles,  in  welchem 
von  den  drei  Tripelstrahlen  nur  einer  X  und  der  Schnittpunkt 
der  beiden  andern  x  reell  isl;  die  beiden  Geraden  A'  und 
theileii  dann  das  ganze  (ieMet  der  IJiene  mir  in  vier  unemllielie 
Haume,  zwei  Paar  Seheilelrjuiiie;  tlasjeiii^e  Paar  Scheilclrauine, 
in  deien  einem  x  liegt,  enthält  alle  solche  Punkte  deren  ent- 
sprechende Kegelschnille  Ilyperliclii  werden,  das  andere  Paar 
Sclieitelräunie  diejenigen  Punkte  deren  entsprechende  Kegel- 
sclinilte  (5  Ellipsen  sind.  Auch  möge  dem  l^eser  die  Anlsucliiiii;,' 
derjenigen  besonderen  Punkte  P  iiherlassen  bleilieu,  deien  eiil- 
sprecheaUe  Kegelscliuittc  Ü  kreise,  oder  gleichseitige  Hyperbeln 
werden. 

Die  drei  l'imktsysleme  (A)  ( 1')  {Z),  von  denen  entweder 
eines  oder  alle  drei  hyperbolisch  sein  müssen,  haben  zu  Asymp- 
tolenpunklen:  i,  t;  ,  t, ;  B.^,  t-i,  Pinikte  von  besonderer  Kigen- 
tbündiclikeil  in  Pezug  auf  die  beiden  gegebenen  Netze;  das 
Strabisyslem ,  v^elches  einem  dieser  sechs  Punkte  in  Kezug  auf 
die  beiden  Netze  zugehört,  ist  nändich  ein  und  dasselbe;  wenn 
es  hyperbolisch  ist,  so  sind  seine  beiden  Asymptoten  sowohl  Tan- 
genten des  einen  als  auch  des  andern  Kernkegcischnitts,  d.  h. 
gemeinschaftliche  Tangenten.  Von  den  sechs  Punkten  iiiiti  ^jt« 
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sind  entweder  zwei  oder  alle  sechs  reell;  im  letzleren  Fall  lie- 
gen sie  zu  je  dreien  auf  vier  geraden  Linien,  welche  die  vier 
grmeinschafllichen  Tangenten  der  Kernkegelschnilte  beider  Netze 
sind;  das  von  denselben  gebildete  vollständige  Vierseit  hat  A  TZ 
zu  seinen  drei  Diagonalen.    Wenn  dagegen  nur  zwei  Punkte  i 
nnd  t  reell  sind  auf  X,  so  müssen  die  ihnen  zugehörigen  Slralil- 
systcnie,  welche  rücksiciillirli  heiiler  Netze  tlieselhen  sind,  ent- 
weder l>eide  elliptis<  Ii  si  in  und  dann  sind  niu  ii  }'  und  Z  reell, 
oder  eines  elliptisch  und  das  andere  hyperbolisch,  dann  sind  Y 
und  Z  imaginär.    Im  ersteren  Fall  siiul  entweder  beide  oder  ein 
Neil  eillplisch,  oder  falls  beide  Netze  hyperbolisch  sind,  haben 
ibre  Kerokegelschnitte  keine  reelle  gemeinscbafUicbe  Tangente; 
im  letzteren  Fall,  der  nur  eintreten  kann,  wenn  beide  Netie 
hyperbolisch  sind,  haben  die  Kernkegelscbnitte  zwei  reelle  und 
.  zwei  imaginlre  gemeinscbafUicbe  Tangenten»  jedes  Paar  aber 
einen  reellen  Schnittpunkt  9  und  t  auf  dem  Tripelstrahl  X  So- 
bald also  umgekehrt  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  ein 
Strahl  X  und  der  Schnittpunkt  w  der  beiden  andern  reell,  diese 
seihst  aber  imaginftr  sind,  müssen  beide  Netze  hyperbolisch  sein  und 
ihre  Kernkegelschnitte  nur  zwei  reelle  gemeinschafUiche  Tangen- 
ten haben.  Halten  wir  dies  mit  dem  analogen  fröher  gefundenen 
Resultat  zusammen,  so  folgt  aus  der  Identität  und  zusammenge- 
hörigen Realität  des  Tripeldreiecks  xyx  mit  dem  Trlpeldreiseit 
XTZ,  dass,  wenn  zwei  Kegelschnitte  nur  zwei  reelle 
Schnittpunkte  haben,  sie  auch  nothwendig  zwei  reelle 
gemeinschaftliche  Tangenten  und  nur  zwei  solche 
haben  mOssen  und  umgekehrt 

Das  in  dem  Vorstehenden  betrachtete  doppelte  Beziehungs- 
system, wekhes  durch  die  beiden  in  der  Ebene  gegebenen  Netze 
hergestellt  wh*d  —  indem  einerseits  jedem  Punkte  P  in  der 
Ebene  ein  bestimmter  Punkt  Q  konjugirt  ist  und  den  Punkten  P 
ebier  Geraden  &  Punkte  Q  eines  Kegelschnitts  entsprechen, 
welcher  durch  drei  unveränderliche  Punkte  xyz  geht  anderseits 
jeder  Geraden  (9  eine  bestimmte  Gerade  ^  konjugirt  ist  und 
sammtiichen  durch  einen  Pimkt  P  gehenden  Geraden  ®  Gerade 
4  entsprechen,  die  einen  Kegelschnitt  (S  umhüllen,  welcher 
demselben  festen  Dreiseit  X  YZ  einbeschrieben  ist  —  errorderi 
zu  seiner  Bestimmung  nicht  die  vollständige  Kennltiiss  der  beiden 
Netze,  sondern  nur  des  geuieinschariiichen  Tripels  jcyz  oder  XYZ 
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und  einerseits  irgend  eines  P;khos  konjugirliT  Pnnkte  1\  Q  oder 
anderseits  konju^^irler  Struidcii  @,  in  IJc/ng  anf  heide  Netze. 
In  der  Thal  nehmen  ^^ir  zuerst  das  Tripel  xyz  und  irgend  ein 
Paar  konjugirler  Punkte  P^Q  als  gegeben  an,  so  ist  das  He- 
ziehungssystem  der  ersten  Art  vollständig  bcstinuni ;  indem  wir 
n&mlich  P  und  Q  mit  xyz  verbinden  und  diese  I'unkle  unter 
sich,  erhalten  wir  durch  jeden  von  ihnen  zwei  Strahlenpaare, 
welche  ein  Strahlsystem  bestimmen,  z.  D.  in  x  werden  die 
Strahlen  xP  und  xQ,  xy  und  xz  als  zwei  Paare  konjugirter 
Strahlen  des  Strablsystems  {x)  aufgefasst»  welches  dadurch  voil- 
stfindig  bestimmt  Ist;  haben  wir  auf  dies«  Weise  die  drei  Strahl- 
systeme [x]  (y)  (t)  hergesteUt,  so  linden  wir  zu  jedem  andern 
Punkte  P  in  der  Ebene  den  konjugirten  Q,  indem  wir  xP  und  yP 
ziehen  und  in  den  Strahlsystemen  (dc)  und  (y)  die  beiden  konju- 
girten Strahlen  zu  jenen  aursuchen,  welche  sich  in  dem  gesuch- 
ten Punkte  Q  treffen.  Hierdurch  ist  nun  auch  zu  jeder  Geraden 
<B  der  entsprechende  Kegelschnitt  tt  leicht  herzustellen.  Ander- 
seits ist  durch  das  Tripel  XYZ  und  irgend  ejn  Paar  konjugirter 
Strahlen  ®,  ip  das  Beziehungssystem  der  zweiten  Art  vollstfindlg 
bestimmt;  die  Schnittpunktenpaare  von  X  einmal  mit  Y,  Z  und 
zweitens  mit  @,  bestimmen  das  Punktsystem  (A  ) ,  und  in  glei- 
cher Weise  erhalten  wir  die  Punktsysteme  (F)  und  (Z);  sind 
diese  ermittelt,  so  erhalten  wir  zu  jeder  andern  Geraden  ®  die 
konjugirle  S^,  indem  wir  die  Seiiniltpunkte  der  ersteren  mit 
A',  Y  (oder  Z)  anfsuehen  und  die  zu  denselben  konjugirten 
Punkte  in  den  Punktsystemen  (A'j  [Y)  (oder  Z)  nnt  einamh-r 
verbinden,  welche  die  (lerade  5^  bestimmen.  Zu  jeden»  beliebi- 
g<.'n  Punkte  /'  köinien  wir  dann  in  bekaimter  ^\  eise  den  cntspre- 
clienden  Kc|^M'lsehnitt  (S  herstellen,  indem  \\\v  zu  allen  durch  P 
gebenden  Strahlen  @  die  konjugirten  kofistruiren.  Als  eiu 
besonderes  Paar  konjugirtej-  Strahlen,  welches  neben  dem  Tripel 
XYZ  zur  F3estimmung  dieses  Ue/ieliungssystenis  dient,  eujjifiehlt 
sich  ®^  und  die  drei  Schnitlpnnkt(!  von  X,  Y,  Z  mit 

sind  dann  die  drei  Mittelpunkte  der  Punktsystenie  {X)  [Y]  (Z). 
Wir  müssen  noch  den  andern  möglichen  Fall  in  Iklracht  ziehen^ 
dass  von  dem  Tripel  nur  ein  Eckpunkt  x  und  die  gegenüberlie- 
gende Seile  X  (Polare  von  x)y  auf  dieser  aber  ein  elliptisches 
Punktsystem  gegeben  ist,  dessen  Asymptotenpunkte  y,  z  imaginär 
sind;  rügen  wir  dann  noch  ein  Paar  konjugirter  Punkte  JP,  Q 
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hinzu,  so  ist  «las  Ik'zicliim^'ssystcin  der  ersten  Art  wiederum  voll- 
stäiidi},'  l)estiiunit,  aber  tiie  vorliiii  aii<^ej,M'i)eiie  Konstruktion  \)€- 
\'u'h\\i  vieler  anderer  Paare  konjngirler  Punlile  /*,  Q  ist  niclit  uiclir 
in  Anwendung  zu  bi  iiijjien,  weil  die  Punkte  y,  z  selbst  nicbt  reill 
cxisliren.    Wir  werden  uns  in  diesem  Falle  zunaelisl  das  Slralil- 
system  f,r)  herzustellen  haben,  von  welchem  unmittelbar  nur  das 
einzige  l'aar  konjii^'irter  Strahlen  a  P  und  xQ  gegeben  ist;  ilic 
Asymptoten  5,  /  dieses  Strahlsystems  (x)  müssen  sowohl  linrino- 
Disch  liegen  mit  xP  und  xQ,  als  auch  mit  xy  und  xz,  falls 
die  letzteren  beiden  reell  sind;  dies  lässt  sich  aber  aucb  unab- 
hängig voD  ihrer  Realität  so  aussprechen:  Die  Asymptoten  «  und  < 
sind  das  gemeinschaftlic  he  I*aar  konjugirter  Strahlen  für  zwei 
concentrisch  liegende  Strahlsysteme  in  x,  deren  eines  hyperlio- 
lisch  ist  und  xP^  xQ  zu  Asymptoten  bat,  wilirend  das  ander« 
die  Strahlen  xy  und  a;z  zu  Asymptoten  hat;  wenn  nun  y  und  z 
imaginftr  sind,  so  wurd  das  zweite  Strahlsystem  erhalten,  iodeoi 
wir  durch  x  ein  Strahlsystem  perspektiTisch  mit  dem  auf  gC" 
gelMnen  Punktsystem  legen,  welches  elliptisch  ist  und  die  hnagi- 
niren  Punkte  y,  z  zu  Asymptotenpunkten  hat.   Die  beiden  cen- 
centriscben  Strahlsysteme  fai  x  sbid  ahm  bekannt  und  sie  mOuea 
ein  reelles  Paar  konjugfarter  Strahlen  gemeinschaflUch  haben,  weil 
eines  von  ihnen  elliptisch  ist  (g  IS).   Dieses  Paar  «,  I  bildet  die 
Asymptoten  des  Strahlsystems  (o;),  welches,  wie  wir  auch  vvo 
frQher  wissen,  nothwendig  hyi)erboli8ch  sein  muss.  Ist  das  Strahl- 
system [x)  also  ermittelt,  so  l&sst  sich  jetzt  zu  Jeder  durch  den 
gegebenen  Punkt  P  gehenden  Geraden  %  der  entsprechende  Ke* 
gelschnitt  tt  herstellen;  dieser  muss  nftmllch  durch  «  und  ^ 
gehen,  das  auf  X  gegebene  elliptische  Punktsystem  zu  sehwa 
zugehörigen  haben  und  endlicli  von  dem  Strahlsystem  [x]  ia 
solchen  Punklenpaaren  durchbohrt  werden,  deren  Verbindungs- 
sehne durch  den  Srhniltpunkt  (@,  .V)  läuft;  verbinden  wir  daher 
X  mit  diesem  Scbiiillpunkle  \%,  X)  und  suchen  den  konjugirteu 
Strahl  in  (kiii  Strahlsystem  {.r^  auf,  so  nuiss  derselbe  dei}  Kegel- 
schnitt il  in  X  berühren;  wir  keimen  daher  jetzt  fünf  Punkte  des 
Kegelschnitts      wodurch  derselbe  vollständig  bestimmt  wird,  näm- 
lich den  Punkt  (J ,  die  beiden  in     znsanunenlallenilen  i'unkle,  d.  h 
die  TangejUe  in  ,r  und  das  zugeburiye  Punktsystem  auf  X,  d.  b. 
di(;  beiden  imaginären  I*unkte  »/  und  r.    Die  Konstruktion  dc> 
Uuich  diese  Oeslimmuogsslücke  gegebeuea  ikegelschnitts  ist  iu 
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S  30,  Aomerkaog,  ansgefQbrt.  Wir  sind  demnacli  im  Stande, 
za  jeder  durch  P  getogenen  Geraden  (9  den  entopreclienden  Ke- 
gelaclinitt  ft  herzustellen  und  ebenso  zu  jeder  dureb  Q  gebenden 
Geraden  ®'  den  entsprechenden  Kegelschnitt  St'  zu  finden;  jeder 
beliebige  Punlilln  der  Ebene  Itann  nun  als  der  Schnittpunkt  zweier 
solcher  Geraden  ®,  (B'  angesehen  werden ;  die  beiden  entsprechen- 
den Kegelschnitte  ttSt'  haben  dann  zu  Ihrem  vierten  gemeln- 
schafllicben  Punkte  ausser  xyz  denjenigen,  welcher  dem  Schnitt* 
punkte  (®,  ®')  konjugirt  ist.  Wie  der  vierte  gemeinschallliche 
Pnnht  der  beiden  Kegelschnitte  gefunden  wird,  ist  in  $39 
angegeben  worden.  Wir  sind  nunmebr  im  Stande,  zu  jedem 
Punkte  der  Ebene  den  konjugirtcn  Punkt  zu  konslruiren,  mithin 
aucli  zu  jeiler  beliebigen  GenHleii  @  den  enlsprecheiKlen  Kegel- 
schnitt ^  und  haben  niso  das  ganze  liezichungssysleni  der  ersten 
Art  auch  für  den  aMgcnoiiinicnen  Fall  lierziislellcn  gelehrt.  In 
ganz  analoger  Weist»  wird  das  ßt-zichniigssysteiii  der  zweiten  Art 
hergestellt,  wenn  zur  licstimiining  desselben  neben  einem  belie- 
bigen Paar  konjngirter  Strahlen  ®,  S'^  von  dem  Tripel  allein  ein 
reeller  Strahl  Ä'  und  der  Schnittpunkt  x  der  beiden  andern  mit 
dem  elliptischen  Strahlsyslem  gegeben  ist,  dessen  imaginäre 
Asymptoten  F  und  Z  sind. 

Erwägen  wir  nun,  dass  durch  ein  Paar  konjugirler  Punkte 
jP,  Q  und  ein  Tripel  xyz  das  Netz  nicht  vollkommen  bestimmt 
wird,  sondern,  dass  es  unendlich-vieie  Netze  gicbt,  welche  diese 
Stücke  gemein  liaben,  so  steht  es  uns  frei,  anstatt  der  beiden 
als  gageben  angesehenen  Netze,  von  welchen  wir  ausgingen,  an- 
dere zu  setzen,  für  welche  P.  0  konjugirte  Punkte  und  xyz  ein 
Tripel  ist;  durch  je  zwei  solche  Netze  wird  innner  dasselbe  Be- 
ziebungssystem  der  ersten  Art  bestimmt  und  für  diese  Netze 
gelten  daher  genau  dieselben  Eigenschaften,  wie  für  die  beiden 
ursprünglich  angenommenen.  Wir  können  uns  sSmmtÜche  Netze 
der  Art  auf  die  Weise  hergestellt  denken,  dass  wir  um  0  eine 
Oerßde  2  drehen  und  zur  Bestimmung  des  Netzes  hnmer  das 
Tripel  konjugirter  Punkte  xp  z  und  das  Paar  Pol  und  Polare: 
P  und  £  nehmen,  wodur«^  das  Netz  jedesmal  Tollstindig  und  ehfi- 
deutig  bestimmt  wird.  Die  Gesammtheit  dieser  Netze  nennen  wir  ein 
Pf etz- Büschel;  die  MSchtigkeit  desselben  ist  gleich  gross  mit 
der  eines  StraUbfischels,  denn  es  giebt  so  viel  Netze  im  Netz- 
büschel,  als  Strahlen  £  durch  einen  Punkt  j^.   Irgend  ein  Paar 
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koojugtrter  Punkte  Pi  des  Beziehttogssystems,  welches  durch 
xjfx  und  P,  Q  bestimmt  wird,  muss  oan  auch  ein  Paar  keoja* 
girter  Punkte  sein  för  irgend  zwei  andere  Netze  des  Bfiscbd^ 
welche  wir  beliebig  herausnehmen  können,  oder  mit  andere 
Worten:  Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  InBeieg 
aurs&mmtlicheNetze  einesNetz-BQschels  lanfen  durch 
einen  festen  (ko njiigirten)  Punkt,  welcher  Satz  bereils  ia 
§  57  auf  direktem  Wege  nachgewiesen  Ißt.  Da  wir  irgend  zw« 
Netze  des  DüscIhIs  zur  Ilervorbringimg  des  Bezieluings"«yslems 
wAliIcii  köiHK'ii,  so  folgt  ferner:  Di'iikoii  wir  uns  von  zwei  Ite- 
li('l»i^'t'ii  Pimkicii  /',  1111(1  die  Polaren  in  Hezug  auf  ir!,'i'inl 
ein  Nel/.  des  |{riscli<:ls  cnnittcll ,  so  gebt  die  erste  durc  h  den 
konjugirteii  I'unkl  Q^ ,  die  zweite  ilurcli  0.,  und  sie  schneideo 
sich  in  einem  Pniikle  O.,,  dessen  Polare  In  Heziig  auf  das  ge- 
wählte Netz  die  Verhindnn«,'sllnie  I\P.2  ist;  der  koiijugirle  I'tinU 
7*3  zn  0.,  niuss  niso  auf  P^  P.^  liegen.  Verändern  wir  (ia<  .'ni> 
dem  Düsihel  gL'\>ähUe  Netz,  so  verändert  sich  und  hesdii'il'l 
denjenigen  Ort,  welcher  alle  Pimkte  enthält,  die  den  Puiil\U'ii 
der  Geraden  P^  P.^  =  ®  konjugirt  sind,  d.  h.  den  KegelschniU 
$t.  Hieraus  Tolgt:  Die  Pole  einer  Geraden  ®  in  Bezug 
auf  säniintliche  Netze  eines  Büschels  liegen  auf  einen 
Kegelschnitt^,  welcher  dem  gemeinschaftlichen  Tri- 
pel xyz  umschrieben  ist.  Dies  lässt  sich  auch  so  ausspre- 
chen: Die  Polaren  zweier  beliebigen  Punkte  und 
in  Bezug  auf  sftmmtllche  Netze  eines  Bäscheis  be- 
schreiben allemal  zwei  projektlvlsche  StrahlbQsehel 
(^i)  und  (^2)'  welche  zu  je. zwei  entsprechenden  Strah- 
len die  Polaren  in  Bezug  auf  dasselbe  Netz  habeo. 
Nehmen  wir  für  <9  lusbesondere  die  unendlich-entfernte  Gersde 
so  enthalt  der  entsprechende  Kegelschnitt  die  llittelpiiiihle 
aller  Netze  des  Büschels,  also:  Die  Mittelpunkte  simnit- 
lieber  Netze  eines  Bflschels  liegen  auf  einem  be- 
stimmten Kegelschnitt  SDt^^  welcher  dem  Tripel  «y: 
umschrieben  ist  Dieser  Kegelschnitt  9R  entscheidet  so- 
gleich Ober  die  Natur  der  in  dem  BQscfael  enthaltenen  Neli^ 
d.  h.  ob  dieselben  hyperbollsdi  oder  elliptisGh  sind.  Ziif5rder>t 
ist  nämlich  klar,  dass,  wenn  die  vorhin  ermittelten  ausgeieicbm- 
ten  Punkte  S  S.^,  in  deren  jeden  zwei  konjugirte  PankCe 
Pf  Q  zusammenfallen,  entweder  alle  vier  reell  sind  oder,  weoo 


Digitized  by  Google 


Dm  bToltttUmt-Neta  (Polanystem).  §  61.  525 

auch  nur  zwei  Ton  ihnen  reell  sind,  offenbar  alle  Netze  des 
Büschels  hyperbolisch  sein  mässen  und  ihre  KernlcegelschnlUe 
nichts  anderes,  als  ein  gewAhnliches  KegelschniltbQschel  mit  vier 
oder  zwei  reellen  Mittel-  (Grund-)  Punktrji  bilden.  Sobald  daher 
von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  nur  x  und  X  reell  sind ,  y 
und  z  imaginär,  sind  alle  Netze  des  Böschels  hyperbolisch  und 
die  Kernkegelschnitte  haben  zwei  reelle  und  zwei  imagioftre  ge- 
meinschaftliche Grundpuniite.   Wenn  dagegen  das  Tripel  xyz 
völlig  reell  Ist,  so  können  entweder  die  oben  bestimmten  Strahl- 
Systeme  (x)  {y)  [z)  alle  drei  hyperbolisch  oder  nur  eines  hyper- 
bolisi^h  und  die  beiden  andern  elliptisch  sein;  im  ersteren  Fall 
enthält  das  Netz-Büschel  wiederum  lauter  hyperbolische  Niizc, 
deren  Kernkegeisrhnitte  ein  gewöhnliches  KegelschniUbfisrhel  mit 
vier  reellen  Gruiulpunklen  5S,  S^S.,  bilden;  im  ietzlrnii  l  all 
wird   das   Uüschol  Iheils   hyperbolische,  llieils  eiliptisrli«'  Ndzc 
enlliallen;  di»*  Krriikrgflsclinille  der  liyperbulisilHMi  >«l/c  bilden 
ein  Kegelscbniltliiisclu'l  mil  vier  iiuaginriren  (iriiiid{)uiil\len ;  dies 
ist  aber,  wie  wir  jet/.l  sehen,  nur  ein  unv(dlsländiges  (Gebilde,  zu 
dessen  Kr^%'inzinig  norli  die  imaginären  k  egelscbn  i  l  te  hinzu- 
treten iiMissen,  welche  den  elliplisebeii  Netzen  eines  solrhen  Nelz- 
büschels  eni Sprecher).    Wir  sehen  die  lUclitij^keit  der  letzten  13e- 
hauplung  leicht  ein,   wenn  wir  für  den  Fall  des  reellen  Triptis 
und  falls  von  den  Slrahlsyslemen  (.r)  (tj)  [:)  eines  hyperboliscli 
und  <lie  beiden  andern  elli[>tis(li  sind,  genauer  untersnehen,  in 
welcher  Weise  die  konjngirlen  Pinikle  P,  Q  die  versehii'denen 
Gebiete  der  Kbene  bedi'eken.    Die  gauze  unendliche  Ebene  wird 
iiiunlich,  wie  wir  wissen,  durch 
die  Seiten  des  Dreiecks  xyz  in 
die    sieben    Regionen    r,  /*,, 
c.^  //.,  e.,  /f.,    (Fig.  100)  -eth.'ilt; 
neinnen  wir  an,  es  sei  das  Sliahl- 
syslem   .r)  hyperbolisch,  da^e-^en 
[y)  und  [z)  elliptisch,  dann  ist  mit 
Berücksichtigung  des  bekannten  Krilcriums  für  das  elli|)tis(  he  und 
hyperbolische  Strahlsyslem  f§  17)  aus  der  Ansi  h.iuung  klar,  ti.is<, 

wenn  P  in  der  liegion  >)  liegt,  der  koujugirle  i'unkl  ij  iu 
den  Regionen  U\)  oder  (/*,)  liegen  muss, 

wenn  P  in  den  Regionen  («  ,)  oder  [h^  liegt,  der  konjugirte 
Punkt  Q  in  der  Regiou  («)  liegen  luuas, 
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wenn  P  in  den  Hegionen  [c.^  oder  (Ä,)  Hegt,  der  koujugirle 
PuEikl  Q  in  den  Hegionen  (f  ,)  oder  (//,)  liegen  niuss, 

wenn  P  in  den  Hegionen  ('  J  od(!r  (/<.,)  liegt,  der  koi^ugirle 
Punkt  Q  in  den  Hegionen  [e^]  oder  (ä.,;  liegen  niuss. 

Obgleich  es  zunächst  nicht  weiter  benutzt  wird,  bemerkeo 
wir  noch,  dass  in  dem  andern  Fall,  wenn  [x)  [y]  [z]  alle  drei 
hyperbolische  SLralilsysleme  sind,  die  VerÜieilung  in  (olgeodtf 
Weise  stattfindet: 

wenn  P  in  der  Region  (e)  liegt,  so  mUBS  der  konjugirte  Punkt 
Q  in  der  Region  [e)  liegen, 

wenn  P  in  den  Regionen  [e^  oder  [h^  liegt,  so  mius  der 
konjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (^|)  oder  (A|)  liegen, 

wenn  P  in  den  Regtonen  (eji  oder  (A,)  Uegt,  so  nrass  der 
konjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (e^  oder  (h^  Hegen, 

wenn  P  in  den  Regionen  (ej^  oder  (A3)  liegt,  so  rnnss  der 
koqjugirte  Punkt  Q  in  den  Regionen  (ejj  oder  (k^  liegen. 

Ferner  wissen  wir,  dass  den  unendlich-entfernteo  Punkten  P 
der  Ebene  die  Punkte  Q  des  Kegelschnitts  9R(')  koiyuglrt  sind. 
Jeder  Punkt  m  dieses  Kegelschnitts  ist  der  Mittelpunkt  ebtt 
Netzes  vom  Büschel  und  dieses  Netz  Ist  vollständig  bestinuBl 
durch  das  Tripel  xyt  und  den  Mittelpunkt  m,  dessen  Polare  0. 
bekannt  Ist  Die  Anschauung  lehrt  ferner,  dass,  wenn  m  In  der 
Region  (e)  liegt,  das  Nets  nothwendig  elliptisch  sein  muss,  weil 
die  drei  dem  Netze  zugehAHgen  Punktsysteme  auf  den  Tripel- 
strahlen  XTZ  alle  drei  elliptisch  werden,  wie  dies  bereits  Is 
$45  gelegentlich  bemerkt  worden  ist;  wenn  dagegen  m  in  eiaer 
der  andern  Regionen  Hegt,  muss  das  Netz  allemal  hyperbolisch 
sein,  weil  von  jenen  drei  I'unktsystenien  ininier  zwei  h\perbolisch 
und  das  dritte  elliptisch  wird  {%  50:  ,  und  zwar  zeigt  sich,  indem 
wir  das  dem  Punkte  m  zugcluirige  Strahlsystem  des  Netzes  er* 
miltein,  dass,  wenn  m  in  cincni  der  drei  Häume  e.^  liegt, 
der  Kernkegelsrhnitt  des  hyjKiiiolisrhen  Netzes  eine  Hyperbel, 
wenn  dagegen  m  in  einem  der  drei  Häume  //,  //.,  ä.,  liegt,  der- 
selbe eine  Ellipse  ist,  weil  sein  Strabisystem  (konjugirtes  Durrh- 
messersyslem)  in  dem  einen  Falle  hyperbolisch,  in  dem  andereü 
elliptisch  wird.  Hallen  wir  dies  fest  und  bedenken,  dass  die 
unendlich-cnlfernlcii  Funkle  nur  in  den  Regionen  c^h^  €.,h^  e.^h>^ 
vorkommen,  so  werden  die  ihnen  konjugirten,  welche  auf  dem 
Kegelschnitt  i£R<^)  liegen,  unter  der  gemachten  Annahme,  dass 
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das  Strahlsyatem  {xj  hyperbolisch,  (y)  and  (s)  elliptisch  sind,  nur 
in  den  Regionen  {e)  (e,)  (A,)  (e,)  (A3)  vorkomnien  können  und 
mössen,  d.  b.  der  KßgelschniU  3k^,  weldier  dem  Dreiecl[  xyz 
nmsebrieben  ist,  trifft  die  Regionen  ee^e^h^h^  (dagegen  nicht 
«1  und  Hieraas  folgt  sunAclist,  dass  der  Kegelschnitt  Wt^^ 
in  diesem  Falle  Byperbel  sein  muss,  weil  er  Punkte  hat,  die  in 
dem  Räume  e,  d.  b.  hinerhalb  des  Dreiecks  xyz  liegen  ($  38), 
ferner,  dass  diejenigen  seiner  Punkte  m,  welche  in  den  Raum  («) 
hineinfallen,  die  Mi(tel|)iiiikle  von  den  elliptischen  Netzen  des 
Böschels,  die  übrigen  die  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Netze 
desselben  sind,  welche  selbst  wieder  in  zwei  Kategorien  zerfallen: 
Diejenigen,  welche  in  den  Rftumen  ^3  enthalten  sind, 

werden  die  Hittelpunkte  ?on  liypcrbolischen  Netzen  sein,  deren 
Renikegelschnitte  Hyperbeln  sind,  wShrend  die  in  den  Räumen  Aj 
and  A3  enthaltenen  Punkte  der  Hyperbel  die  Mittelpunkte  von 
liy]ieri)olisclien  Netzen  des  Büschels  sind,  deren  Kernkegelschnitte 
Ellipsen  sind.  Wenn  aber  vier  Punkte  x  yzm  einer  Hyperbel 
so  liegen,  dass  einer  m  innerhalb  des  von  den  drei  andern 
xyz  g»'bll(k'k*n  Dreiecks  sidi  befindet,  so  müssen  immer  drei 
von  diesen  Punkten  auf  einem  Zweige  der  ny[)erhel  und  einer 
auf  dein  nudern  Zwei^'e  derselben  Iie;,'eu ;  da  nun  der  Zweig  der 
Miltelpunklsliyperbel  ÜJ?'-*,  welrber  durdi  .r  geiit,  den  Uauni  /r, 
nitiil  trefTeu  darf,  so  kann  er  aiub  den  Itauu)  c  uiebl  IrefTeu, 
sondern  inuss  ganz  in  den  Räumen  c,  und  r.^  eulliallen  sein, 
widneud  der  andere  Zweig  dureii  die  Punkte  y  und  :  geht  und 
die  Iläumc  e  A,,  A,  «Inrehslreift.  Der  eine  Zweig  der  Hyperbel  3)1'** 
etitlifill  also  die  iVlit((i|Mnd<le  sänimllirber  byperb<disrbeu  Netze 
des  Hfiscbels,  deren  Kernkej^rlsclinilte  llyjierbeln  sind,  der  andere 
Zweig  derselben  wird  duK  }i  dir  Ptnikle  y  und  r  in  drei  Slürke 
getheilt:  Das  endlirbe  Slnik  zNUscben  y.  r  enlliidt  die  Millel[)unkte 
der  elliptiscben  Nrlze  (imaginären  Ke{4els(  hiiille  ,  die  beiden  übri- 
gen unendli(  lien  Stürk«!  (He  Mittelpunkte  der  byperbolisrben  Netze 
des  Büsebels,  deren  Kernkegelsrbnitte  Ellipsen  sind.  Hierbei 
tritt  der  benierkenswerlbe  l  ebergang  von  einem  reellen  Kegel- 
scbnitl  (einer  Ellipse)  zum  imaginären  Kegelsebnitt  durrb  einen 
l'unkt,  d,  b.  Nullkegelschnitt  (jeden  der  Punkte  y  und  z) 
auf.  Endlicb  sind  die  beiden  unendlich -entfernten  Punkte  der 
Hyperbel  ^V'--  die  Mittelpunkte  zweier  byperbolisrben  Netze  des 
BikscheU,  deren  Kerukegelscbnille  zviei  Parabeln  sind  (§ 


Digitized  by  Google 


528 


Vierier  Abfcbnitt 


Hiedarcli  ist  also  die  obige  BetiaopUing  gerechtrerllgt  Auch  für 
den  andern  Fall,  dass  die  drei  Stralilsysteine  {x)  (y)  [x)  hyperbo- 
lisch sind,  zeigt  die  letzte  Betrachtung  eine  Toliicomroene  Ueberein- 
stimmung  mit  dem  hei  der  Untersuchung  des  KegelschnittbQschels 
Gefundenen.  Der  Miltelpunktskegelscfanitt  SRt^  darf  nSmÜcli  In 
diesem  Fall  den  Raum  {e)  nicht  treffen  und  kann  sowohl  Ellipse, 
als  auch  Hyperbel  sein;  ist  er  Ellipse,  so  trifft  er  nur  die  Rfiume 
«1  e.^  e^;  die  Kemkegelschnitte  aller  Netze  des  BQschels  sind  also 
Hyperbeln;  ist  er  Hyperbel,  so  muss  er  die  lUume  e^  c^e^  iref- 
Ten,  welche  den  einen  ganzen  Zweig  der  Hyperbel  enthalten, 
während  der  andere  Zweig  ganz  in  einem  der  RHume  A|  oder 
oder  A3  enthalten  ist;  die  Kernkegelschnitte  zerfallen  also  in  eine 
Gruppe  Eliii>sei),  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Zweige  der 
Hyperbel  haben,  und  eine  Gruppe  llyj)crbeln,  welche  ihre 
Mittelpunkte  auf  dem  andern  Zweige  der  Hyperbel  haben, 
und  beide  Griip])en  werden  durch  zwei  Parabeln  ?on  einander 
getrennt,  deren  Mittelpunkte  die  unendlich-entfernten  Punkte  von 
3}^'-)  sind,  viie  wir  es  früher  von  anderer  Seile  her  (§  42)  erkannt 
haben. 

Die  Aiisführnng  der  gcgouülxTslehenden  Belrarlilnng  ist  ohne 
weiltT«'  Sriiwierigkeil;  dnrcii  ein  Trippl  konjugirlcr  Stiidden  ,V  YZ 
iiiid  ('in  iMÜcIdges  Paar  ®,  5^  ist  iii(  lit  nur  ein,  sondern  es  sind 
uncndlirli-vicie  Netze  liesliiiitiit,  N\('l(hf'  eine  Netz-Sc  liaar  bilden, 
deren  Miieliligkeit  f^leirli  gross  isl  mit  der  einer  geraden  Pnnkt- 
reiiic.  hie  Pole  einer  l)<  iiei)i|;on  C.eraden  in  Uezng  auf  sämmtliche 
Netze  der  Schaar  lie^'m  :nif  l  iiii'r  andt  rn  1  konjuyirtcn)  Geraden;  da- 
her liegen  inshesoiidere  die  Miltelpiinklc  särnmtlicher  Netze  der 
Schaar  auf  einer  Heraden  30?,,,  welche  der  uneudUrh- entfernten 
Geraden  ©„,  konjngirt  ist.  Itie  I'ohiren  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  sämmllirhe  Netze  einer  Seliaar  innlifillcn  «'inen  Kegelschnitt 
6.  A^f'lciier  (h'm  gemeinscliafllichen  Trijjel  A  Y  Z  einbeschrieben 
isl.  Netze  einer  Schaar  sind  säinnillich  hyperbolisch,  sobald 

a)  von  dem  gemeinschaftlichen  Tripel  allein  ein  Strahl  .V  und 
der  Schnitipunkt  .r  der  beiden  andern  T,  Z  reell,  diese  selbst 
aber  imaginär  sind ;  die  Kernkei,'elschni(te  bilden  eine  Kegel- 
schnittschaar mit  zwei  reellen  und  zwei  imaginären  gemein- 
schaftlichen Tangcntet),  b  sobald  das  Tripel  XYZ  völlig  reell 
und  die  oben  ermittelten  I'unklsysleme  (.V)  ( F)  (Z)  auf  ihnen 
alle  drei  hyperbolisch  sind;  die  üernkegelschniUe  bilden  eine 
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Kegelsrliniltscliaar  inil.  vier  ret'll».'ii  gciiioinschaflli»  hen  Tiiiigtuten; 
wj'iiii  dagegen  c)  tias  Tripel  X  YZ  völlig  reell  und  von  de» 
PunklsysU-men  {X)  ( I'l  iZ)  nur  eines  li\ pn  Ixilisi  Ii  [X),  die  bei- 
den andern  elliplisc  Ii  sind,  so  Iteslelit  dii'  Nelzstliaar  ilicils  aus 
lijperholiselicn ,  Ihrils  ans  ellipliselien  Netzen;  die  Kenikegel- 
selinilte  der  liyptiliolisehen  Netze  bilden  eine  Schaar  mit  vier 
imaginären  gcnieinseliaftlichcn  Tangenten;  dieses  Gebilde  wird 
aber  erst  zu  einem  vollständigen  durch  llinznfngiiQg  der  imagi- 
näreo  Kegelschnitte,  welche  die  ellipUschen  Netze  einer  solchen 
Schaar  vertreten.  Nach  dem  Obigen  muss  in  diesem  Fall  c)  die 
Gerade  SRo  Seiten  des  von  den  (T  raden  XYZ  gebildeten 
Dreiecks  so  treffen,  dass  von  den  SchniUpuokten  zwei  in  den 
Seiten  »eibst  und  nur  einer  in  der  Verlängerung  einer  Dreiecks- 
Seite  liegt,  also  ein  Stück  der  Geraden  9J2„  in  den  eodUchen 
Dreiecksraum  (e)  hineiofällt.  Dieses  Stück  enthält  die  MItlelpankte 
der  eUiptiscben  Neixe  der  Schaar,  während  diejenigen  StQcke  yon 
SRo«  weiche  In  e^^e^i^  enthalten  sind,  die  NItlelpunkte  von  hyper- 
bolischen Netzen  mit  Hyperbebi  als  Kernkegelschnitten  und  die 
Stocke,  welche  in  die  Räume  A|  f&Uen,  die  Mittelpunkte  von 
hyperbolischen  Netzen  mit  Ellipsen  als  Kernkegelschnitten  ent- 
halten. 

Schliesslich  ermitteln  wir  noch,  In  welcher  Weise  bei  die- 
sem durch  die  Netzschaar  heryorgerutenen  ßeziehungssystem  der 
zweiten  Art  die  konjugirten  Geraden  @,  im  Allgemeinen  die 
Et»ene  erfüllen,  wenn  wir  das  gemeinschaftliche  Tripel  XYZ 
ab  vollständig  reell  annelunen;  jede  Gerade  in  der  Ebene  kann 
dabei  flberliaupl  nur  zwei  wesentlich  verschiedene  Lagen  haben: 
entweder  triflt  sie  alle  drei  Seiten  des  von  den  Geraden  XYZ 
gebildeten  Dreiecks  in  ihren  Verlängerungen;  in  diesem  Fall 
wollen  wir  sie  diircli  einen  einfachen  Accent  (')  bezeichnen;  oder 
sie  trilTl  ein<*  I)rei»'eksseite  in  der  Verlängerung  und  die  beidin 
andern  zwischen  den  K(ken  des  Dreiecks;  in  diesem  Fall  soll 
sie  einen  doppelten  Acieiit  erhallen  (");  unterscheiden  wir  nun 
die  bi'itli'ii  möglichen  Ffdle: 

1)  hie  drei  Punklsysteme  (A')  (F)  (Z)  sind  alle  drei  hyper- 
bolisch; <lann  wird  einer  (ieraden  ®'  nolliu endig  eine  Gerade 
konjugirt  s»*in  und  einer  Geraden  (Sj"  eine  Gerade  Sy. 

2]  Von  den  drei  I^uiiklsystemen  (.V)  (!')  [Z]  ist  eines  liyprr- 
bolisch  und  die  beiden  andern  elliptisch,  und  zwar  nenueu  wir 
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das  hyperbolische  (A'),  die  beiden  eUlpüscIien  (F)  und  (Z);  dann 
isl  jeder  Geraden  @'  nothwendig  eine  Gerade  i^''  koojugirt,  aber 
einer  Geraden  nur  dann  eine  Gerade  sy,  wenn  sie  JT  ansserbaib 
der  DreiecIcMeite»  Fund  Z  innerhalb  irifH;  dagegen,  wenn  sie  Ä 
innerhalb»  V  innerhalb  und  Z  ausserhalb  Irifll,  eine  Gerade 
welche  X  innerhalb,  Y  ausserhalb  und  Z  innerhalb  trifll;  endlictr, 
wenn  X  binerbalb,  Y  ausserhalb,  Z  innerhalb  Irifll^  mnss 
die  lionjngirte  t^*  X  innerhalb,  Y  innerhalb  und  Z  ausserhalb 
treffen.  — 

Das  Netzböschel  und  die  Netzscbaar  oder  das  damit  losam* 
menhiingende  Beziehungssystem  der  ersten  ond  zweiten  Art  Itami 
auch  anstatt  durch  das  gemeinschaltliche  Tripel  und  ein  beliebi- 
ges Paar  konjugirter  Punkte  oder  Strahlen  allgemeiner  definirt 
werden einerseits  durch  vier  Paare  koiyugirter  Punkte  Q  und 
anderseits  durch  vier  Paare  konjugirter  Strahlen  ®,  i^.  Fassen 
WUT  nur  die  erste  Art  ins  Auge,  so  zeigt  die  In  %  57  ansgef&brte 
Untersuchung,  dass  sich  zwei  Netze  herstellen  lassen,  welche  vier 
beliebig  gegebene  Paare  konjugirter  Punkte  P,  Q  gemeinscbafUich 
liabeii;  solche  zwei  Netze  bestimmen  ein  Netzbüschel  und  jedes 
Paar  konjugirter  Punkte  Q  fQr  jene  beiden  Netze  ist  zugleich 
ein  Paar  Tür  jedes  beliebige  Netz  des  Büschels,  wie  wir  es  auch 
direkt  in  §  ^7  nachgewiesen  haben;  folglich  mflssen  umge- 
kehrt alle  Netze,  welche  jene  vier  Paare  konjngU'ter  Punkte  ge- 
meinsfhaiUich  haben,  demselben  Bflschel  angehören;  ebenso  bil- 
den alle  Netze,  welche  vier  Paare  konjugirter  Strahlen  ®,  ge- 
meinschaftlich haben,  eine  Netzschaar;  ähnliche  Gruppen  von 
Netzen  erhalten  wir,  indem  wir  vier  Paare  theib  konjugirter 
Punkte,  theits  konjugirter  Strahlen  zur  Bestimmung  eines  solchen 
Gebildes  von  einfacher  Unendlichkeil  auswählen:  die  nähere  Un- 
tersuchung derartiger  Gebilde  bleibe  aber  dem  Leser  überlassen. 

%  62.   Dr^  Hetae  in  der  Ebene.  Die  Tripelkarre.  Dm 

Kegelsohnittnetn.  *) 

Neiimen  wir  drei  hcliehit^e  >'etzo  in  der  Kbeiic  an,  so  ge- 
hört zu  einem  Punkte  P  in  Bezug  auf  jedes  derselben  eine  Polare, 


•)  Vergl.  „Ueber  dio  Steincr'sche  Fläche  vierten  Grndes**  von 
H.  Suhröter.  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  St$.  Kovau- 
ber  1863. 
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und  diese  drei  Polareu  werden  sieh  im  Allgemeinen  niciit  in  einem 
Piiiiklc  schneiden;  es  ist  aber  von  Inlcrcsse,  den  Ort  solcher  be- 
sonderen Punkte  P  in  der  Ebene  aufzusuchen,  für  welclie  die 
Polaren  durch  einen  und  denselben  Punkt  Q  laufen.  Suchen 
um  den  Grad  dieses  Ortes  zu  bestimmen,  auf  einer  beliebigen 
Geraden  ^  die  Punkte  P  von  der  verlangten  BeschalTenheit  zu< 
ermitteln,  bezeichnen  wir  zn  diesem  Zweck  die  drei  gegebenen 
Netze  durch  [Ä]  [B]  (C)  oder  auch,  falls  die  Netze  hyperbolisch 
sind,  die  Kernkegelschnitte  derselben  durch  diese  Buchstaben» 
so  werden,  wenn  wir  einen  Terftnderlichen  Punkt  die  Gerade 
%  durchlaufen  lassen,  seine  Polaren  a  6  e  in  den  drei  Netzen 
(^)  (C)  drei  projektivische  Strablbüschel  um  die  Mittelpunkte 
ufy  beschreiben;  die  von  n  und  h  beschriebenen  StrahlliQsehel 
(a)  und  (/})  erzeugen  also  einen  Kegelschnitt  ft,  welcher  durch 
er  f  und  das  gemeinschaftliche  Tripel  der  Netze  und  (J?) 
hindurchgeht  und  durch  diese  fänf  Punkte  vftlKg  bestimmt  ist. 
Die  Strahlen  h  und  c  erzeugen  gleicher  Weise  einen  Kegelschnitt 
ft',  welcher  durch  y  und  das  gemeinschaftliche  Tripel  von  {Jß\ 
und  (C)  hindurchgeht.  Die  beiden  KegelschnKte  und  9t  haben 
nun  im  Allgemeinen  ausser  dem  gemeinsöhafUichen  Punkte  f  noch 
drei  Punkte  QQ'  Q"  zu  Schnittpunkten,  und  well  ein  solcher 
Punkt  Q  auf  beiden  Kegelschnitten  ^  md  $t'  zugleich  liegt, 
mOssen  a  Q,  ß  Q,  y  Q  die  drei  Polaren  ein  und^desselben  Punk- 
tes P  der  Geraden  @  sein,  d.  h.  P  und  Q  werden  ein  solches 
besonderes  I*aar  von  Punkten  sein,  welche  ^gleichzeitig  für  alle  drei 
gegebenen  Netze  konjugirl  sind.  Da  nun  die  Kegelschnitte  ^ 
und  i?'  ausser  dem  I'unkte  ß  hörhstens  noch  drei  Punkte  QQ'Q" 
geniein  liaben  (von  denen  auch  zwei  imaginär  sein  können),  so 
giebt  es  im  Allgemeinen  drei  Pinikte  P  P'  P"  auf  der  willkiihr- 
lich  «ewidilten  Geraden  welche  «lern  gesuclil«  n  Orte  ange- 
boren; diesiT  ist  also  eine  Kurve  «Iritlen  Grades.  Die  drei 
i'unkte  QQ'Q"  stehen,  wenn  sie  alle  drei  reell  sind,  mit  ihren 
konjugirlen  Pnnkten  P  P'  P  in  einem  sehr  einfachen  Ziisanimen- 
hange,  vermöge  dessen  sie  aus  jenen  umniltelhar  gefmiden  wer- 
den können.  Fassen  wir  nämlich  mu*  zwei  Paare  von  ihnen 
PQ  und  Q'  auf,  so  niüssen  §  55)  die  Schnittpunkte  iPP',  QQ') 
und  [PQ\  QP  ]  ein  drittes  Paar  konjugirler  Punkte  für  alle  drei 
gegebenen  Netze  sein;  da  der  erste  Vwvkl  auf  der  Geraden 
Hegt  und  es  nur  noch  einen  solchen  P"  giebt,  so  muss  dieser 
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iuU  iliiu  iUeiiliscii  sein  iiiul  daher  dei*  andere  inil  also: 

(/'/''.  0  0')  =  P"  {PO',  OP')  ==  O", 
d.  h.  die  IMuiklc  P,  P',  P  "  sind  die  drei  Sclinitlpuiiklc  der  Llrei- 
ecksseiteii  Q' Q"  ,  Q'  Q,  (J<j'  mit  der  Geraden  6,  oder  die  seclis 
Punkte  PP' P"  (J  o'  0"  liegen  zu  je  dreien  a  n  f  v i e r  geraden 
Liuicn,  welclie  ein  vollständiges  V^erseil  bilden. 
'  Es  ist  klar,  dass  die  gefundene  Ortskurve  drillen  Grades 
durch  die  drei  gcmeinscliaflliclien  Tripel  je  zweier  der  gegebenen 
Neue:  [H)  und  (C),  {€)  und  [A],  [A)  und  [B]  hindurchgehen 
muss  und  durch  diese  neun  Punkte  vollständig  beslimmt  wird. 
In  der  That,  sei  xyz  das  gemeinsc liartliche  Tripel  von  {B)  und 
{€),  so  ist  die  Polare  von  x  für  beide  Netze  [B)  und  (C)  die- 
selbe (lerade  (yz)  s=  .V,  also  schneiden  sich  die  Polaren  von  x 
für  alle  drei  gegebenen  Netze  [B),  ;6'j  und  [A)  in  einem  Punkte 
und  X  ist  also  ein  Puukl  des  gesuchten  Orle»;  sein  konjugirter 
ist  der  Schnittpunkt  von  .V  mit  der  Polare  von  x  in  Bezug  auf 
[A)\  dasselbe  gilt  für  y  und  2;  da  aber  bekanntlich  die  Polaren 
der  Ecken  eines  Üreiecks  xyz  in  Bezug  auf  ein  Netz  [A)  die 
Gegenseiten  desselben  resp.  yz,  zx^  xy  in  drei  Punkten  IrelTen, 
welche  auf  einer  Geraden  liegen,  so  mflssen  auch  die  konjugir- 
ten  Punkte  zu  den  Punkten  xyz  eines  gemeinschaftlichen  Tripels 
von  je  zwei  Netzen  auf  derselben  Geraden  sich  befinden.  [Durch 
diese  neun  Punkte  der  drei  gemeinschaftlichen  Tripel  ist  rerner 
unsere  Orlskurve  vollstftndig  bestimmt  *  d.  h.  es  giebt  keine  cwei 
Kurven  dritten  Grades,  weiche  gleichseitig  durch  diese  neun 
Punkte  hindurchgehen;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  mOsste  eio 
ganzes  BQschel  von  Kurven  dritten  Grades  durch  dieselben  neun 
Grundpunkte  gehen,  und  da  zwei  Tripel  desselben  Netzes  allemal 
auf  einem  Kegelscbm'tt  liegen,  so  würden  besondere  Kurven  jenes 
Büschels  zerfallen  in  Kegelschnitte  und  Gerade,  d*  h.  die  drei 
Tripeipunkte  des  dritten  Tripeb  mfissten  auf  einer  Geradep  lie- 
gen. Die  Punkte  eines  Tripels  können  aber  im  Allgemehien  nie 
auf  einer  Geraden  liegen,  folglich  geht  durch  jene  neun  Punkte 
nur  eine  einzige  Kurve  dritten  Grades.] 

Durch  die  drei  als  gegeben  angenommenen  Netze  [Äj  (P)  (C) 
sind  zugleich  drei  BQschel  von  Netzen  gegeben,  da  je  zwd  der- 
selben ein  Büschel  bestimmen;  bezeichnen  wir  diese  drei  Büschel 
durch  (B,  C)  {C,  (A,  B\  und  bemerken,  dass  ein  Paar  kon- 
jugirter  Punkte  P,  Q  für  zwei  Kegelschnitte  (oder  Netze)  eines 
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ljri«cl)ols  zugleich  für  säminllichi!  Kc^'olscliniltc»  (o«Ior  Nelzei  *) 
(Jesselbcu  koiijiigirt  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  wir  uns  den  drei 
Büscheln  [D,  C)  [C ,  A)  [A,  Ti)  irgend  drei  neue  Kegelschnitte 
resp.  A'  B'  C'  herausnehuicn  und  dieselben  an  Stelle  der  ursprüng- 
lichen A  BC  seilen,  für  den  Ort  solcher  Paare  konjugirler  Punkte 
Pf  Qt  welche  in  ßezug  auf  diese  drei  gleichzeitig  konjngirt  sind,  . 
Dotbwendig  dieselbe  vorhin  gefundene  Ortskurve  resullirl;  diese 
Kurve  enthält  daher  auch  die  genieinscharilichcn  Tripel  der  neuen 
Kegelschnitlspaare  B'C',  C'  A\  A'  B'  und  diese  bestimnien  drei 
neue  BAschel,  aus  denen  wir  wiederum  je  einen  beliebigen  jt'STC* 
berausnelunen  können  u.  s.  f.  Wir  erlialten  dadurch  einen  netz- 
artigen Fortgang  bis  ins  UnendUciie,  immer  neue  BQscbel  Ton 
Kegelschnitten  und  neue  Tripel  xyz.   Alle  diese  Tripel  liegen 
auf  ein  und  derselben  Ortskur re  dritten  Grades,  welche  die 
TripeikurYe  genannt  werden  soll;  sSromtlictib  Kegelschnitte 
(oder  Netse)  von  doppelt -unendlicher  Mächtigkeit,  welche  allen 
jenen  Boscheln  angehören,  bilden  ein  Kegelscbnittnets  von 
der  BescbaffiBnbeit,  dass  je  zwei  Punkte      Q,  welche  in  Be- 
zug auf  irgend  drei  Kegelschnitte  des  Netzes  gleichzeitig  konjn- 
girt sind,  auf  der  Tripelkurve  liegen;  solche  zwd  Punkte  sollen 
konjugirte  Punkte  der  Tripelkurve  heissen  und  sind  in 
Bezug  auf  sftmmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes  konjngirt;  auch 
soll  irgend  ein  Tripel  xyz,  welches  zweien  Kegelschnitten 
des  Netzes  gemeinschafllich  ist  und  daher  auf  der  Tripelkurve 
Hegt,   ein   Tripel   dar   Tripelkurve  genannt  werden.  Die 
Tri]Hlkurve  kann  daher  doppelt  aufgefasst  wcnlci»,  (tsIciis  als 
der  Ort  solcher  Punkte        deren  Polar«  11  in  Hc/ug  auf  die  drei 
gegebenen  Kegclschiiille  [A]  (/?)  [C]  >irli  in  ein«'iu  Punkte  (j  ircf- 
len,    welcher   ebenfalls    auf  der   Tri|)eiknrve  liegt,    und  /sei- 
tens als  der  Ort   aller   ^emeiuschafllicheu  Tripel  xyz  irgend 
zweier  Kegelschnitte  aus  de  n  drei  Büscheln  [TS,  C)  [C,  A)  (A,  B). 
Fassen  wir  irgend  einen  Punkt  /'  der  Tripelkurve  auf,  Melclu'r 
nichl  gerade  ein  Eckpunkt  eines  genieiuschaftliclien  Tripels  x  >i  z 
der  Büschel  (/?,  r)  [C,  A\  (./,  B)  ist,  so  werden  die  Polaren 
von  P  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  {B,  C)  durch 

*)  Wir  werden  uns  im  Folgenden  d«r  Ehifacblisit  wegen  nur  des 
Anidniclie  „Eegeleohnitt**  statt  des  allgemeineren  „Nets**  bedienen, 
indem  wir  unter  jenem  aneli  den  imaginttren  K^^elselinUt,  welclier 
doreli  dae  elüptieche  Nets  vertreten  wird«  mit  einbegreifen. 
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den  konjugürten  Punkt  Q  laufen  und  ein  Strablbüschcl  beschrei- 
ben dergestalt,  dass  jedem  Kegelschnitt  des  Qäscbels  eine  und 
nur  eine  besiinunic  Gerade  durch  Q  entspricht  und  auch  umge- 
kehrt für  jede  durch  Q  gezogene  Gerade  nur  ein  einziger  Kegel- 
schnitt aus  dem  Büschel  {B^  C)  exisürt,  in  Bezug  auf  welchen 

^sie  die  Polare  von  P  ist;  dasselbe  gilt  für  das  zweite  Büschel 
(C,  ^};  liehen  wir  also  durch  Q  eine  heliebige  Gerade,  so  gieht 
ea  einen  besUnunlen  Kegelschnitt  A'  ans  dem  Büschel  (B,  C) 
und  einen  bestunmten  Kegelschnitt  B'  aus  dem  Büschel  {C,  4) 
dergestalt,  dass  jene  Gerade  und  P  Polare  und  Pol  für  beide 
Kegelschnitte  A*  und  ^'  gielchzeiUg  sind.  Wenn  aber  zwei  Ke- 
gelschnitte ein  Paar. Pol  und  Polare  gemelnscbafllich  haben»  so 
geliürt  dies  Ihrem  gemeinsamen  Tripel  an;  folglich  ist  jeder 
Punkt  P  der  Tripelkurve  zugleich  als  Eckpunkt  eines  Tripels  an- 
zusehen, welches  zweien  Kegelschnitten  des  Netzes  gemeinsam 
ist,  oder  die  Tripelkurve  ist  der  Ort  aller  gemeinsamen  Tripel 
irgend  zweier  Kegelschnitte  des  Netzes.  Halten  wir  die  vorhin 
durch  Q  wiUkührlich  gezogene  Gerade  @  /est  und  denken  uns  die 
beiden  Kegelschnitte  A'  und  B'  resp.  aus  den  Büscheln  {B,  C) 
und  (C,  A)  ermittelt,  für  welche  P  ein  Eckpunkt  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  ist,  so  lassen  sich  auch  die  beiden  andero 
Tripelpunkte  desselben  leicht  ermitteUi;  sie  liegen  natürlich  auf 
<8  und  auf  der  Tripelkurve  selbst,  müssen  daher  die  beideo 
übrigen  Schnittpunkte  der  Geraden  <Si.  mit  der  Tripelkurve  sein, 

'  denn  der  Punkt  ist  im  Allgemelnett  kein  Punkt  des  gemein- 
schaftlichen Tripels  von  A*  und  B*\  die  Gerade  <8  ist  nlmiieh 
ganz  willkührlich  durch  Q  gezogen;  verändern  wir  sie,  so  er- 
kennen wir,  dass  nur  ein  einziges  Hai  P  und  Q  Tripelpunlite 
des  gemelnschalUichen  Tripels  zweier  Kegelschnitte  A'  und  B' 
werden  können,  weil  durch  diese  beiden  auch  der  dritte  Tripel- 
punkt  unzweideutig  milbestimml  ist;  käme  es  also  zwei  Mal  vor, 
so  müsste  auch  der  dritte  Tripelpunkt  derselbe  sein  und  doch 
auf  zwei  verschiedenen  durch  Q  gebenden  Geraden  liefen,  was 
ein  Widerspruch  ist;  folglich  sind  die  beiden  übrigen  Schnitt- 
punkte der  Geraden  @  mit  der  Tri|)eiiiurve  die  Tripelpunkte  des 
gemeinsamen  Tripels  von  A'  und  B',  dessen  erster  P  ist;  nur 
ein  Mal,  wenn  die  Gerade  @  Tangente  an  der  Tripelkurve  im 
Punkte  0  wird,  frdit  einer  jener  lieiden  Tripelpunkte  nadi 
hieraus  schliessen  wir  folgende  tligenschait  der  Trijielkurve :  * 
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Jeder  lieliehij^'o  Punk!  P  der  Tripelknrve  kann  als 
ein  Tripeliiunkt  von  uiieiid lieh- vielen  Tri|K'lii  xyt 
des  Kegelsctiiiil liieUes  angesehen  werden;  die  Ver- 
bindungslinie der  jedesmaligen  andern  zwei  Tripet- 
punkte  läuft  durch  einen  Tesleu  Punkt  Q  UeT  Tripel- 
knrve,  den  konjngirten  l'unkt  von  i*.  Kerner,  werni  ein. 
Paar  konjiigirter  Punkte  P,  Q  der  Tripelkurve  zugleich  zwei  Punkte 
eines  TripHs  xtjz  vom  Kegelschnittnelze  sein  i^olien,  so  muss 
der  dritte  auf  der  Tangente  in  Q  an  der  Tripelknrve  und  daher 
auch  auf  der  Tangente  in  P  an  derselhen  gelegen  sein,  d.  h. 

Die  Tangenten  in  zwei  konjugirten  Punkten  P,  Q 
derTripelknrve  sciineiden  sicli  in  einem  drillen  Punkte 
R  derselben,  und  PQR  bilden  das  gemeinschartlicbe 
Tripel  eines  in  dem  Kegelschnittnetze  vorkonimen- 
den  BAscbels. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Punkte  der  Tripelkiirve  Q  und 
Q\  welche  oiclit  koujugirte  Punkte  deri>elbi*n  sein  sollen«  so  ist 
es  immer  erlaubt,  dieselben  als  zwei  Tripelpunkte  eines  Tripels 
xyt  anzusehen,  welches  in  dem  KegelHchiiiltnelza  als  gemein- 
srhaDlirhes  Tripel  eines  fiüsriiels  auriritl;  denn  um  den  dritten 
Tripi'lpunkt  Q"  zu  finden,  liaben  wir  nur  nöthig.  die  knnjugirlen 
Punkte  P  und  P'  vx  Q  und  Q'  aufzusuchen,  dann  muss  Q'  P 
durch  (/'  gehen  und  ebenso  auch  QP\  also  der  Sdinittpuiikt 
{QP\  Q' P)  =  Q"  sein;  der  konjugirte  Punkt  Ton  Q"  muss  nun 
bekanntlich  der  Schnillpunkt  {PP\  QQ  )  =  P"  seui,  weil  die 
beiden  Taare  P,  Q  und  P',  Q'  dass  UriUe  Paar  koujugirter  Puuklc 
P"  Q"  milhestinnnen. 

Lin  zu  den  liiiden  willkührlirh  anl'  der  Tripelkin  ve  an^e- 
nomnienen  Pnnkter)  Q  Q'  den  (h  illen  Ti  i|H  lpiinkl  Q"  zu  (imlen, 
hihen  wir  also  nur  iiölliig,  dm  drillen  Sc  hniüpunkl  der  \  i  i  hiii- 
dungslinie  Q  (j'  niil  der  Tripelkurve,  den  Punkt  P" ,  zu  heslnn- 
nien  und  seinen  k(uiiui;irlt'n  Punkt  (>"  zu  ermitlelu.  Dieselbe 
Beziehung'  ifissl  sieh  ;ni(  h  so  ausih'fn  ken : 

Verhin<iet  man  ein  hei  ie  big  es  Paar  kuujngfrter 
Punkt«'/*,  (>  derTripelknrve  mit  ir^^eud  einem  drillen 
Punkte  derselben  (>',  so  treffen  diese  beiden  Strahlen 
d i e  T r i j) e  1  k  u r  V e  z u hi  dritten  iM a  I  e  i  n  z  \n  ei  neue  n  P u n k  - 
ten,  welche  wieder  ein  Paar  konjugirler  Punkte  der 
Tripcikurve  .Ö'  P '  sind. 
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Solche  dnsi  Paare  koiguglrter  Puokte  der  Tripelkarve  PQ, 
P'Q',  P"Q"  sind  also  die  sechs  Ecken  eines  vollsUlndlgen  Vier- 
seits,  und  je  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Ecken  dessel- 
ben allemal  ein  Tripel  xyz  in  dem  KegelscbniUnetae.  Wir 
schliessen  hieraus  folgenden  Sati: 

Die  Seiten  eines  auf  der  Tripelkurve  liegenden 
Tripeldreiecks,  weiches  das  gemeinschaftliche  Tripel 
xyz  eines  In  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden  fifi* 
schels  ist,  schneiden  die  Tripelkurve  immer  In  drei 
neuen  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  liegen,  und 
diese  drei  Schnittpunkte  sind  zugleich  die  konjugir- 
ten  Punkte  der  Tripelkurve  zu  den  drei  Eckpunkten 
des  Tripels,  indem  je  eine  Ecke  und  der  dritte  Schnitt- 
punkt der  gegenOberiiegenden  Seite  des  Tripeldrel- 
ecks  mit  der  Tripelkurve  einander  konjugirt  sind.  Wir 
können  auch  umgekehrt  sagen: 

Wenn  irgend  eine  Gerade  der  Tripelkurre  in  den 
drei  Punkten  PP'P"  begegnet,  so  bilden  die  zu  ihnen 
konjugirten  Punkte  QQ'  Q  "  allemal  ein  Tripel  xyz. 
welches  einem  In  dem  Kegelschnittnetze  auftretenden 
Büschel  gemeinschaftlich  ist 

Um  die  vorige  Betrachtung  noch  zu  vervollstftndigen ,  den- 
ken wir  uns  ein  beliebiges  Paar  konjiigirter  Punkte  P,  Q  der 
Tripelkurve  und  dnrch  P  eine  Gerade  ®  gezogen;  dann  giebl  es 
in  dem  Büschel  (ß,  C)  einen  einzigen  heslimniten  KegeiscIiniU 
A',  welclier  Q  und  ®  zu  Pul  und  Polare  hat,  in  dem  Hiisilicl 
(f,  Ä)  einen  einzigen  heslimniten  Kogelschnitl  Jf,  wcleher  eben- 
falls Q  und  Q>  zu  Pol  imd  Polare  hat,  und  endlkli  auch  in  dem 
Büschel  (./,  7?)  einen  solchen  Kegelsrlmitl  C.  Die  (ierade  (vi 
schneidet  mm  die  Trij)t'lkurvc  ansser  in  P  noch  in  zwei  Punkten 
Q'  und  (>"  von  solcher  Des«  liadenheit,  dass  QO'  Q"  das  gemein- 
scharilitlic  Tripel  der  hcgelsclMiitle  ./'  und  Ti'  ist;  aus  gleichem 
Grunde  nmss  aber  auch  (>  (>'('  '  »las  yemeinschaflliche  Tri[n'l  der 
Kegelschnitte  B'  uml  C,  souic  C  und  A'  sein;  hieraus  folgt, 
dass  A'  B' C  ein  und  (Icmscihcn  Büschel  angeliAren  müssen; 
denn  gehörte  C  inchl  dem  liiisdii'l  (//',  B')  an,  so  hätten  C 
und  A'  noch  ein  zweites  von  Q(j' Q"  verschiedenes  gemeinschafl- 
liches  Tripel;  es  ist  aber  nicht  möglich,  dass  zwei  verschiedene 
Kegelschnitte  mehr,  als  ein  geineinschaniichcs  Tripel  haben,  weil 
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sie  sonst  ideotisch  wireo,  folglich  gehören  die  drei  Kegelschnitte 
A'  B' C  SU  demselben  Bikschel.  Dieses  Resultat  Iftsst  sich  auch 
unabhängig  fon  den  Eigenschaften  des  Kegelschnitlnetzes  als  Satx 
aussprechen: 

Hat  man  drei  Kegelschnitte  CBA*  eines  BQschels 
und  ACB'  eines  tweiten  BQschels,  welches  mit  dem 
ersten  den  Kegelschnitt  C  geroeinschartlick  bat.  so 

bestimmen  uuch  die  Kegelschnittspaare  A,  B  und  jf  ^ 
zwei  Büschel,  welche  einen  Kegelschnitt  6  gemcin- 
»chaftlich  haben,  d.  h.  die  acht  Miliclpnnkle  (Grund- 

punktc)  der  beiden  Büschel  [A,  B)  und  [A' ,  ß')  liegen 
auf  einem  und  demselben  Kcgelschailte.  Oder  mil  andern 
auch  Worten: 

Wenn  man  drei  l)elichigc  K egclscIniiUc  ABC  hal 
und  legt  einmal  durch  die  Schnittpunkte  von  ^  und  C 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  A' ,  dann  durch  die 
Schnittpunkte  von  C  und  A  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt /?',  so  liegen  die  vier  Schnittpunkte  von  A^ 
*  und  B'  mit  den  viei-  Schnittpunkten  von  A  un«l  B  auf 
einem  und  demselben  Reg  eise  huitU  ilieraus  ergiebl  sich 
folgende  Anssprarhc  des  Satzes: 

Wenn  man  drei  beliebige  Kegelschnitte  ABC  hat 
und  legt  durch  irgend  einen  Punkt  P  der  Ebene  drei 
neue  Kegelschnitte,  welche  ausserdem  durch  die  vier 
Schnittpunkte  je  / >\  e  i  e  r  d  e r  g e g e  b  e  n  e  n  B,  C;  C,  A\  A,  B 
hindurchgehen,  so  treffen  sich  diese  neuen  Kegel- 
schnitte ausser  in  P  noch  in  denselben  drei  Punkten. 

Diese  Sätze  sind  ihrer  Allgen»eiidieit  wegen  itenicrkenswerlh 
und  enthalten  viele  besondere  Ffdle  in  sieb,  welche  anzuführen 
hier  unterbleihen  muss.  Für  den  gegcu\\ärllgpn  Zwerk  gieht  uns 
der  obige  Satz  das  Mittel  an  die  Hainl ,  zu  einem  beliebigen  Tri- 
pel d«*r  Tript  lkurve  fj  Q"  dasjenige  llüschel  des  Kegelschnitt- 
nelzes  zu  linden,  dessen  gemeinschaftliches  Tripel  das  gegebene 
0  0' Q"  ist;  denn  zur  Bestinnnnng  dieses  Büschels  haben  wir 
nach  dem  Obigen  nur  in')thig.  die  beiden  Kegelschnitte  und  B' 
zu  ermilleln,  durch  welche  dies  Büschel  bestimmt  wird.  Dass 
sämmtliche  Kegelschnitte  des  Netzes,  welche  ein  Tripel  der  Tri- 
pelknrve  Q  (J' Q"  gemein  haben,  umgekehrt  ein  Büschel  bilden 
müssen,  ist  von  vorn  herein  klar,  weil  sie  ausserdem  noch  ein 
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beliebiges  anderes  Paar  lionjiigirU  r  l^unkte  der  Trlpclkiirvc  /',  9| 
gemein  iiaben  und  daher  eitiem  Hüscbel  anj,'eiiüren  (§  57).  Zu 
jedem  Tripel  0  0'  0"  der  Ti  ipt  lkui  ve  gehurt  daher  ein  bestimm- 
tes Bfiseh«'!  des  K(  ^tIsi  hni(lnel/es,    Nelimen  wir  nun  zv\ei  be- 
liebige Tri|M'l  der  Tripelknrvc  0  0  0"  »nd  (>,(),'(),",  so  lassen 
sich  die  zuj^ehörigeu  IJnsehel  des  Kegelschniltnelzes  so  ermilleln, 
dass  wir  zu  Q  den  konjngirlen  Punkt  P  der  Tripelknrve  surlien, 
welcher  auf  Q'  Q"  liegt  und  der  drille  Schnillpunkt  dieser  Gera- 
den mit  der  Tripelkurve  ist,  sodann  denjenigen  Kegelschnitt  A' 
aus  dem  Büschel  {B,  C),  für  welchen  Q  und  Q'  Q"  Pol  und 
Polare  ist,  und  denjenigen  Kegrischnilt      aus  dem  Büschel  [C,  i). 
für  \^ eichen  ebenfalls  Q  und  Q'  0  "  f*«'  und  Polare  ist,  aufsuchen; 
die  b«*i<leD  Kegelscbnilte  A'.B^  besiimmeo  das  Büschel  des  Kegel- 
schniitneties,  för  welches  Q  Q'  Q"  das  gemeinsrhaftliclie  Tripel 
ist;  ia  ganz  analoger  Weise  werden  iwei  KegelschniUe 
gefunden,  deren  genieinsclialliicbes  Tripel  das ge}ri*bene  QxQ{Q\' 
ist.   Nun  haben  wir  abrr  drei  Kegelschnitte  CA'  wrtclie 
einem  BOscbel  (2^.  C)  angrbAren,  und  dr«*i  Ki^gelschnitte  C^^/i 
welche  einem  zweiten  Bf^ciifl  ((?•  Ä)  angWiAren;  jene  lM«Wefl ' 
Büsch«!  Iiaben  den  Kegelsrhnitt  C  gemein,  foltslich  rod«sen  narb 
unserm  obigen  Satze  auch  die  beiden  durch  die  KegekrlMitlpaars 
(A'^)  und  {A(  b;)  bestimmten  Büschel  einen  Kegelschnitt  % 
gemein  haben:  Air  diesen  sind  daher  die  gemeinschalllichen  Tri- 
pel Jener  beiden  Büschel,  d.  b.  QQ'  Q"  und  Q^q;  QC  ebenfalls 
Tripel  Itonjugirter  Punkte»  und  da  bekanntlich  zwei  Tripel  fconjo- 
gfrter  Punkte  in  Bezug  auf  «inen  und  denselben  Kegelschnitt  immer 
sechs  Punkte  eines  Kegel  scbniUs  sind  (§  55)>  so  schliessen  wir 
folgenden  doppeilen  Salz: 

Irgend  zwei  Büschel  des  Kegelscbnittnetzes  babes 
allemal  einen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich  und 

Irgend  zwei  Tripel  der  Tripelkurve  liegen  allemal 
auf  einem  Kegelschnitt. 

Die  letzte  Eigenschart  liissl  sich  auch  »mikehren :  Legt  niau 
durch  irgend  ein  Tripel  «ler  Ti  ipclknrve  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt, so  schneidet  derselbe  die  Kur\e  im  Allgemeinen  in  drei 
neuen  Punkten,  welche  wiedi  i-  ein  Tripel  bilden;  denn  da  zwei 
FiCkpunkle  eines  Tripeis  der  Triju'lkurve  willkührlich  gewählt  wer- 
den dürfen  und  durch  das  erste  Tripel  und  zwei  Punkte  der  Tripel- 
kurve ein  Kegelschnilt  bestimmt  wird,  so  muss  der  dem  zweiten 
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Tripel  angehörige  einzige  dritte  Ti  ipel-Punkl  sowohl  auf  tleiii  Ke^'el- 
scbnill  als  auch  auf  der  Tripelkurve  liegen,  d.  h.  der  sechste 
Schnittpunkt  beider  sein.  Hieraus  folgt  utit  Uerueksichtiguug  der 
oben  gefundenen  Eigenschaft  der  Tripelkurve  der  Salz: 

Wenn  man  durch  drei  Punkte  eines  Tripels  der 
Tripelkurve  und  einen  beliebigen  Punkt  Q  derselben 
eiu  Büschel  von  Kegelschnitten  legt,  so  trifft  jeder 
KegeUcbnitt  desaeiben  die  Tripelkurve  im  Allgemei- 
nen noeb  in  zwei  neuen  Punkten,  deren  VerhindungB* 
litüe  durch  einen  festen  Punkt  P  der  Tripelkurve 
läuft,  welcher  der  dein  Punkte  Q  konjugirte  ist.  Dii'ser 
Sats  gilt  aucli  allgemeio,  UDsbbftngIg  ▼on  den  Eigenschaften  der 
Tripel,  und  ffihrt  zn  einer  Erzeugung  der  Kurve  dritten  Grades 
durch  ein  KegelschnittbQschel  und  ein  Stralilhöschel,  welche  In 
projektiviache  Beziehung  zu  einander  geaetzt  werden.  (Cbaalea, 
Comptea  rendus  1853.) 

Aua  der  obigen  Bemerkung,  daas  zwei  Tripel  der  Tripelkurve 
allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  folgt  «ine  charakteriütische 
'Eigenschaft  eines  solchen  Tripels  in  Rucksicht  auf  die  Tripelkurve 
aelbat.  Denken  wir  uns  nSmIich  durch  das  Tripel  Q  Q'  Q"  der 
Tripelkurve  insbesondere  einen  solchen  Kegelschnitt  gelegt,  wel- 
cher in  0  und  dieselben  Tangenten  mit  der  Tripelkurve  hat, 
so  bat  er  bereits  f&nf  Punkte  mit  der  Tripelkurve  geinein.  welche 
ihn  zugleich  bestimmen;  sein  sechster  Scbniltpunkt  mit  der 
Tripelkurve  muss  daher  der  dritte  Tripeipunkt  zu  ()  und  Q'  sein, 
d.  h.  0";  es  müssen  daher  auch  in  0  '«ei  l'unkle  des  Kegel- 
schnitts und  der  Tripelkurve  zusamitu'iirallen  oder  dieser  Punkt 
muss  ein  Berührungspunkt  heider  Kurven  sein;  wir  schliessen  also: 

Die  drei  Punkte  eines  Tripels  der  Tripel  kurve 
liegen  allemal  so.  dass  ein  Kegelscbuitt  die  Tripel- 
kurve in  denselben  berühren  kann. 

Da  zwei  Kckpunkte  eines  Tri()els  der  Trijx'lkurve  willkiihr- 
lich  auf  derscllien  angeiionmien  werden  dürfen ,  (h  r  dritte  Tripei- 
punkt dann  aber  vollständig  und  eindeutig  heslinunl  ist.  so  kön- 
nen wir,  wenn  ein  Tripel  Q  Q' 0"  f'*^  bekannt  angesehen  wird, 
nach  dem  obigen  Satze  die  Totalitat  aller  übrigen  Tripel  leicht 
überschauen,  indem  wiv  alle  möglichen  Kegelschnitte  durch  die 
drei  Punkte  0  0  0  legen,  von  denen  jeder  durcb  seine  drei 
Übrigen  Schnittpunkte  mit  der  Tripelkurve  immer  ein  neues  Tripel 
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ilerselbiMi  besliiiiiiit.  K<'imcii  wir  dalicr  zwei  Tripel  der  Tripel- 
kurve  Q  Q'  Q"  und  (),  Q{  O,"  und  wollen  zu  zwei  auf  der  Tripel- 
kurve  willkührli<'li  .uifieriiuninenen  Punkten  SS'  als  zwei  Eck- 
punkten eines  Trij)els  derselben  den  dritleii  Eckpunkt  S"  finden, 
so  haben  wir  nur  iiölbii,',  zwei  Kegelsclinilte  durch  die  je  ffinf 
Punkte  QQ'  0"SS'  niid  (),  0^'  Q{'  S  S'  zu  le-en,  welclic  sicli  in 
dem  gesurlilen  Punkte  .S'"  auf  der  Tripelkurve  scbneiden  müssen. 
Nach  dem  Fridiercn  sind  nun,  wenn  wir  zwei  beliebige  Paare 
konjugirlei-  Ptndite  auf  der  Tripelkurve  P,  Q  uud  P\  Q'  babeii, 
die  Scbnittpuukle: 

(PQ\  P'  Q)  ^  (PP\  QQ')=^P^ 

ein  drittes  Paar  konjugirler  Punkte  und  'diese  sechs  Ecken  des 
von  den  vier  Geraden: 

J>  P'  P' 
P  Q'  0' 

JP'  Q"  Q 

P"  0  Q' 

gebildeten  vollständigen  Viei  seits,  welches  der  Tripelkurve  eiiibc- 
scbrieben  ist»  haben  zu  ihi  en  konjugirteii  i^unklen  i)eziebuugsweise: 

D    0'    0"  ^ 
Q    P'  P' 


P"  P  \ 
P    P'  J 


vier  Tripei  der  Tripel- 


0'  P"  P   \  kunre. 


Um  jetzt  zu  zwei  willkfliurlich  auf  der  Tripelkurve  gewSblleo 
Punkten  SS'  als  Eckpunkten  eines  Tripels  der  Tripelkurve  deo 
dritten  Tripelpunkt  S'*  zu  finden,  haben  wir  nur  «durch  die  je 
fOnr  Punkte  OQ'Q"SS'  und  QP'P"  SS'  einen  Kegelschnitt  lu 
legen;  der  vierte  Schnitlpunkt  dieser  beiden  Kegelschnitte  muss 
der  gesuchte  Punkt  S"  der  Tripelkurve  sein.  Wir  haben  hier- 
nach beiläuli;,'  folgenden  S:ilz  gcfinideu: 

Wenn  man  ein  vollständiges  Vierseit  hat,  dessen 
sechs  Kcketi  zu  je  dreien  auf  vi<'r  Geraden  liegen,  so 
kann  man  auf  vier  Arten  je  drei  derselben  herausueh- 
in e n ,  welche  e in  1» r e i c c k  b i  1  d e n ,  w  ä Ii r e n d  d i d r e i 
übrigen  auf  einer  Geraden  liegen.  Umschreibt  m.m 
diesen  vi e r  I) r  e i e c k e n  vier  Kegels c  h  ii  i  1 1  e ,  w  eich e  a u < - 
serdeuj  durch  zwei  beliebig  gegebene  feste  Punkte 
gehen,  so  laufen  alle  vier  kegelscbuitte  durch  ein 
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und  denselben  neuen  Punkt  Ein  besonderer  Fall  dieses 
Salzes  ist  aus  den  Elementen  bekannt,  ndmlicb,  dass  die  den 
vier  Dreiecken,  welche  sich  aus  den  sechs  Ecken  eines  vollstSn* 
digen  Vierseils  bilden  lassen,  umschriebenen  Kreise  durch  ein 
und  denselben  Punkt  gehen  (den  Breunpunkt  der  Parabel,  welche 
dem  Vierseit  einbeschrieben  werden  kann). 

Wir  können  auch  sehr  einfach  den  vorigen  Sats  dvekt  be- 
weisen; seien  nämlich  die  drei  Paar  Gegenecken  des  vollstAndigen 
Vierseito  PQ,  P'  Q\  P"  Q",  so  dass  die  vier  Geraden  je  drei 
Punkte:  PP'P*',  PQ' Q'\  P" Q"  i>'' enthalten  und  ausser- 
dem zwei  beliebige  Punkte  SS*  gegeben,  so  werden  die  beiden  durch 
je  fönf  Punkte  QQ'  Q"SS'  und  PP*Q''SS'  gelegten  Kegel- 
schnitte  ehien  vierten  Punkt  5"  gemein  haben;  da  nun  bekannt- 
lich die  Seiten  zweier  Dreiecke,  welche  einem  Kegelschnitt  ein-  ' 
beschrieben  sind,  selbst  einen  andern  Kegelschnitt  berftbren 
($  28),  so  mOssen  die  Seiten  der  beiden  DriHecke  QQ'Q**  und 
S  S*  8"  einen  Kegelschnitt  berühren  und  ebenso  die  Seiten  der 
beiden  Dreiecke  P  P'  Q"  und  SS'  S"\  diese  beiden  Kegelschnitte 
sind  aber  identisch,  weil  sie  fünf  Tangenten  gemein  haben,  dii* 
drei  Seilen  des  Dreiecks  S  S' S"  und  die  Geraden  Q"  (J  P'  und 
0"0'P\  folglich  herfiiuTii  auch  O  ff  P"  und  PP' P"  diesen 
Kegclsclniiü ,  d.  ii.  dersclho  berührt  alle  vier  Seiten  des  volislfui- 
digen  Vierseils  und  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  S  S'  S"  \  da  nun 
die  Seiten  «ler  beiden  Dreiceke  Q  P'  P"  und  SS'S"  einen  Ke- 
gelsclinitl  beriibren,  so  liej,'en  aurh  die  sechs  Kcken  derselben 
auf  einem  cind.ni  Kcgelsc bnill  ig  28),  d.  h.  der  durch  nP'P"SS' 
geh'gte  Kegeisthiiilt  gehl  durch  .S'"  nrnl  endlich  ans  th  insclhefi 
Grunde  der  durcli  Q' P"  P  S  S'  gelegte  Kegelsi  linill;  also  laiilen 
die  vier  angegebenen  kegelscliuilte  durcii  einen  und  denselben 
l'unkl  w.  /.  1».  \v. 

Der  Kegcisf  hnitt,  welcher  die  vier  Seiten  des  vollständigen 
Vierseits  und  die  drei  Seilen  des  Dreiecks  SS'S"  berührt,  kann 
auch  als  beslinnnt  angesehen  v\  erden  durch  zNvei  beliebige 
Tripel  Q  Q' 0"  '«»d  SS'  S",  deren  scclis  Seilen  ihn  berühren; 
da  mm  die  Gerade,  welche  die  drei  zu  OV  O"  konjngirlen 
F'unkle  P  P'  P"  enlbäll,  denselben  Kegelschnitt  berührt,  so 
niuss  auch  diejenige  Gerade,  welche  die  zu  SS'S"  konjugir- 
len  Punkte  Ii  Fi'  R  "  enthält,  ihn  berühren  und  wir  erkennen 
also,  dass  die  acht  Seiten  zweier  solcher  vollständigen  Vierseite 
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einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren.  Dies  giebt  foigendeo 

Satz: 

Die  Selten  zweier  Tripel  der  Tripelkurvc  beröh* 
ren  rinen  K  egelschnilt.  fler  auch  diejenigen  beiden 
Geraden  zu  Tangenten  lial,  weiclie  die  den  Eckpiink- 
len  der  Tripel  konjngirtcn  IMinkle  der  Tripclkurve 
e  n  tii  a  I  le  n  ,  so  dass  a  Iso  dl  e  S  e  i  l  en  zweier  solch  er  voll- 
ständigen Vierseite,  wie  ölten  eines  {P  Q  P' Q'  P"  Q")  iü 
Heirat  Iii  gekommen  ist,  immer  eiueo  uuU  deoselbeo 
K  eg  e  I  s  e  Ii  n  II  t  I»  e  r  ii  h  r  e  n. 

Von  besonderem  Interesse  für  die  vorliegenile  Hetracbtung 
ist  es,  die  beiden  willkidirlirben  Punkte  SS'  anf  zwei  Diagonalen 
des  vollslandigerj  Vierseits  anzmielnnen:  S  auf  der  Diagonale /'C' 
und  .S"  auf  der  Diagonale  o',  dann  muss  auch  der  dritte 
INnikt  S"  auf  der  Diagonale  P"Q"  liegen,  in  der  Tbat,  durch 
die  vier  Seilen  des  vollständigen  Vierseits  und  die  Herade  SS' 
als  Tangenten  ist  derjenige  Kegeisclmitl  ^  bestimmt,  welcher  »o- 
gleich  S  S"  und  S'  S"  berührt.  Das  Diagonaldreierk  des  eiDeiii 
Kegelschnitt  umschriebenen  vollständigen  Vierseits  ist  immer  ein 
Tripel  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  (§  30);  folglich  sind  die 
drei  Geraden  PQ,  P' Q\  P"  Q"  ein  Tripel  koojogirter  Slrtblcs 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  St;  da  nun  SS"  eine  Tangenlft 
desselben  ist,  n eiche  PQ  in  S  trilll,  so  wird  die  andere  durch 
S  gehende  Tangente  der  vierte  barmooische  Strahl,  dem  88*  Or 
geordnet,  sein,  wShrend  SP  und  der  von  S  nach  dem  SobaiUr 
punkte  {P'  Q\  P^  Q")  hingehende  Strahl  das  andere  Paar  sage- 
ordneter  Strahlen  ist;  in  gleicher  Weise  tconsimiren  wir  dk 
sweite  durch  S'  gehende  Tangente  des  Kegelschnitts  ft;  diese 
Tangente,  sowie  die  vorige  mflssen  durch  den  vierten  barmoal- 
schen  Punkt  auf  P"  Q"  gehen,  weicher  dem  Sthnittpnnkte  oft 
SS'  zugeordnet  ist,  während  die  beiden  andern  zugeordoetes 
die  Punkte  {PQ.  i»  '  und  (/>'  Q\  P"  (y)  sind;  also  ist  al^ 
ser  vierte  harmonische  Pmifct  der  Schnittpunkt  jener  beiden  Taa- 
genten,  d.  h.  der  Punkt  S".  Wir  haben  mithin  gesehen,  da« 
wenn  von  den  beiden  willkührlich  an/unelimenden  Punkten  SS' 
der  eine  S  auf  der  Diagonale  /'  <j  und  d«'r  andere  S'  auf  P'  (J  lied, 
dann  der  dritte  S"  auf  der  drillen  Diagonale  P"  Q"  des  voilslün* 
digen  Vierseits  liegen  muss. 

Wählen  wir  nun,  indem  wir  zu  unserer  Tripdkurve  zurädi- 
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.  kehren,  auf  welcher  «las  vollständige  Vierseit  liegt,  dessen  drei 
Paar  Gegenecken  PQ,  P'  Q',  P"  Q"  <lrei  Paare  konjngirler  Punkte 
der  Tripelkurve  sind,  dit-  beiden  Punkte  S  und  S'  so.  dass  S 
der  dritte  Schnittpunkt  der  Geraden  PQ  mit  der  Tripelkurve  und 
gleiclienieise  S'  der  dritte  Schnittpunkt  von  P*  Q'  mit  derselben 
wird,  dann  muss  S"  auf  der  Geraden  P"  Q**  liegen  und  zngleidi 
auf  der  Tripelkurve,  weil  S  S*  S'*  ein  Tripel  der  Tripelkurve 
bilden,  folglicli  iat  8''  der  dritte  Schnittpunkt  der  Geraden  P''Q'' 
mit  der  Tripelkurve;  wir  erhalten  hieraus  Totgenden  Satz: 

Wenn  man  ein  heliehiges  Tripel  der  Tripelkurve 
QQ'  Q*'  hat,  80  treffen  die  Seiten  desselben  (/(T,  Q"'Q» 
Off  die  Kurve  zum  dritten  Haie  in  drei  neuen  Punk- 
ten PP'P",  weiche  die  konjugirten  Punkte  der  Tripel- 
kurve zu  den  ersteren  sind  und  in  gerader  Linie  lie- 
gen; die  drei  Verbindungslinien  PQ,  P*Q\  P"Q"  treffen 
ferner  die  Tripelkurve  in  drei  neuen  Punkten  SS'S*', 
welche  wiederum  ein  neuesTripel  derTripelkurve  sind. 

Hieraus  Tolgt  weiter,  da  wir  viissen.  dass  die  Tangenten  in 
zwei  konjugirten  Punkten  P  Q  an  der  Tripelkurve  sieh  In  einejn 
drillen  Punkte  R  derselben  treireii  und  die  drei  Punkte  P  Q  R 
ein  Tii|)t'l  der  TripclKiii  vt'  bildm,  lulglitb  der  konjugiil«'  Punkt 
zu  R  der  dritte  Sfbnitli»iiiikl  S  drr  Gt  raden  PQ  niil  (irr  Tiipcl- 
kurve  sein  muss:  die  driltcn  S(  liiiiltpunkle  der  Tiin^ifiilcn  in 
P P'  P"  oder  in  QO'Q"  mit  der  '1 1  ipt  lkiirve  sind  die  drei  Pinikle 
R  R'  R"  und  kunjugirte  Punkte  zu  den  obigen  Piuikteu  SS'  S"; 
ih  diese  ein  Tripel  bilden,  so  müsäea  jene  auf  einer  geraden 
Linie  liegen,  also: 

I)  i  e  d  r  e  i  T  a  n  g  e  n  t  e  n  d  e  r  T  r  i  (>  e  I  k  n  r  v  e  i  n  d  e  n  d  r  e  i 
Eckpunkten  eines  Tripels  derselben  treffen  sie  in 
drei  neuen  Punkten,  welche  a  u  f  ein  er  G  era  d  e  n  liegen. 

Schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Tripelkurve 
in  drei  Punkten  und  man  zieht  die  Tangenten  in  den- 
selben, so  treTfen  sie  die  Tripelkurve  in  drei  neuen 
Punkten,  welche  wieder  auf  einer  Geraden  liegen. 

Diese  Sätze  gestatten  ein  eigenthümlicbes  Fortscbreiten  zu 
einem  Cykius,  indem  man  einerseits  von  einer  Geraden  zu  einer 
nSchsten  u.  s.  f.  oder  anderseits  von  einem  Tripel  Q  Q'  Q"  zu 
einem  folgenden  SS'  8"  u.  s.  f.  weiter  geht;  die  Frage,  ob  ein 
solcher  Cyklus  sich  schUesst  oder  bis  ins  Unendliche  forllftufl, 
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ist  dalK'i  von  hrsoiiderem  Iiilerrssc ,  eiTordiTl  jedoch  tiefer  gelitnde 
LIiitersiK Illingen.  ^(Vgl.  Steiner,  geoiu.  Lehrsätze,  Grelles  Jourual 
Bd.  XXXIl  pa-.  1S2  nnd  mi) 

Nehmen  wir  zwei  Itelit  hif^e  Tripel  der  Tripelkurve  QQ  Q", 
QiOi'Qi"  und  ihre  knnjngirlen  I'nnkle  PP'P",  />,/>,'/»,",  so 
hahen  wir  zwei  vollständige  Vierseite,  die  der  TripeiklJr^o  ein- 
heschrieben  sind  und  deren  acht  Seilen,  wie  wir  gesehen  Iiako, 
einen  und  denseibeu  KegelscliuiU  berühreu;  bezeichuea  wir  ülete 
acht  Geraden: 

0'  0"  P   ^  %  0{      p,    ==  %^ 

Q"  Q   P'  =^ö  Q,"  Q,    P;  =  ©1 

Q    Q'  P"  ^  6  (>,   r>,'  /',  "  =  6i 

P  P'  P"  «  !£>  />,  i>,'  i>,"  c=.  SDj. 

Zugleich  haben  wir  acht  Tripel  der  Tripelkurve,  DSmlicb: 

P"  P"  Q  und        Pi'  P^'  Q^ 

P"  P  Q'  P{' P^  0{ 

P  P'  0"  i\  />,'  (jC 

Da  irgend  zwei  Tripel  der  Tripelkurve  immer  serhs  l'iiiikle 
eines  Kegelsehnills  sind,  also  auch  die  Seilen  zweier  Tripeldrei- 
ecke  innner  sechs  Tangenten  eines  Kegclschuilts  sind,  so  liabeo 
wir  eiu  Briauchou'sches  Sechsseit: 

51  2)     5t,  5),  23,, 
dessen  Haupldiagonalcn  sich  in  einem  Punkte  schneiden;  diese  sind: 

P'  />,'     (51  i?,,  ©51,1. 
Der   Schnittpunkt  {P  Py,    P' P^')   hegt   al^^o   in    der  Geraden 
^%x^l  anderseits  haben  wir  das  Brianchon'sche  Sechsseit: 

dessen  üauptdiagonalen: 

sich  ebenfalls  in  einem  Punkte  treffen,  also  Uc^C  auch  der  Schnitt- 
punkt: 

[0  0,,  0'  Q{)  in  der  Geraden  («»i,  jö^J; 
folglich  ist  die  Verbindungslinie: 

[(PPf,  P'P^%  {QQ^,  (/Q{)']  idenlisch  mit  der  Geraden  (%e,,9«t)- 
In  gleicher  Weise  zeigen  die  beiden  Brianc  hon 'sehen  Seehsselte: 

T)  6  SB,      (5,    und      31 IB  (Si  %i  ©i, 
dass  die  VcrbiuUungsliaie: 
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identisch  mit  der  Geraden  ist,  und  endlich  die  bei- 

den Brianchon' sehen  Seclisseite: 

e     91  (T,  T,  %^    und   31  23  (5  21,  5),  6,. 
üass  die  Verbindungslinie: 

identisch  mit  der  Geraden  ((S^i*  ist.  Aus  dem  Brian- 

chon 'sehen  Sechsseit: 

folgt  alMT,  dass  die  drei  Hauptdiagonalen: 

(5193,.  (936,,  693,)    (6^,.  ^6,) 

sich  in  einem  Punklc  trefTen,  also  anrli  die  mit  ilinen  identischen 
durcli  die  PP'  P"  und  QQ'  Q"  ausyedi  iicklen  deraden;  sehen  wir 
die  letzteren  an,  so  erkennen  wir,  dass  es  (He  Verhiiuhini^slinien 
korres[)ondirender  Ecken  zweier  Dreiseile  sind,  gebildet  von  den 
Oraden: 

einerseits  P  P^        P' P{       P  "  P{' 

und  anderseits        <)  (>,       Q' 0{  ()"(>,"; 

folglich  müssen  die  liorrespondirenden  Seilen  seihst  sich  in  drei 

Punkten  treffen,  die  auf  einer  Geraden  liegen  ($11)*  d.  h.  die  drei 

Schnittpunkte: 

(PPx^O Qx)    (P' Pu  Q'Qi)    (P" P,",  On 
liegen  auf  einer  Geraden;  diese  drei  Punkte: 

P  P*  P*' 

£-2  '2 

sind  nach  dem  Früheren  nichts  anderes,  als  die  dritten  Schnitt- 
punkte der  Geraden  PP^,  P' Px,  P" mit  der  Tripelkurve; 
also  haben  wir  den  Satz: 

Schneidet  irgend  eine  Gerade  die  Tripelkurve  in 
den  drei  Punkten  P  P'  P"  und  eine  zweite  Gerade  in 
P, />,'/>,  ",  so  treffen  die  drei  Geraden  i>/>,,  P'  P;,  P" P" 
die  Tripelkurve  in  drei  neuen  Punkten  P^P^P-i'*  weiche 
wiederum  auf  einer  Geraden  liegen.  (Die  Zuordnung  ist 
dabei  gani  wÜikOhrlich  und  gieht  lu  weiteren  Beiiehungen  Anlass.) 

Oder: 

Hat  man  irgend  zwei  Tripel  der  Tripelkurve 
und  Q\QiQ{'  (die  allemal  auf  einem  Kegelschnitt  liegen), 
so  treffen  die  drei  Verhindungslinien  QQ.,     Q^,  Q^'Q{' 
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die  Tripelkttr?e  in  drei  neuen  Piinliten.  die  allemal 
auf  einer  Geraden  liegen.   (Die  Zuordnung  ist  dabei  gani 

gleichgültig.)   Da  die  drei  Punkte: 

i\  =       .  Q<J^)  p:  =  [P'P{.  Q'on   P;'  =  iP  'Pi".  Q"Qi") 

auf  eiuer  Geraden  liegen,  so  müssen  ihre  lioiijugirten: 

Qt  =  (PQt .  QJ't)  Qt  =  iP'  Ot'.  ffPi')  Qt  =  (P"Qi"»  Q"Pn 
ein  Tripel  iiilden,  also: 

Hat  man  irgend  ein  Tripel  Q(y  der  Tripelkurve 
und  eine  beliebige  Gerade,  welche  derselben  in  den 
Punkten  PiP{ P{'  begegnet,  so  treffen  die  drei  Ver- 
bindungslinien QP^,  Q'P^\  P{'  die  Tripelkurve  in 
drei  neuen  Punkten  Q^Q^  0^*  welche  altemal  ein  Tri- 
pel der  Tripelkurve  bilden.  (IKe  Zuordnung  ist  dabei  völ- 
lig indifferent.) 

Aus  den  verschiedenen  Zuordnungen,  welche  hierbei  möglich 
sind,  werden  sich  neue  Beziehungen  ergeben,  deren  Aufsnchnng 
hier  su  weit  führen  wilrde.  Wir  bemerken  nur  noch,  dass  die 
vorige  Betrachtung  bellftufig  eiue  Eigenschaft  von  acht  Tangeulen 
eines  Kegebchnitts  liefert;  der  polare  Nebensatz  lässt  sicli  so 
aussprechen: 

Hat  man  acht  beliebige  Punkte  eines  Kegelschnitts 
und  theilt  dieselben  irgendwie  in  zwei  Gruppen  von 
je  vier,  welche  In  beliebiger  Weise  einander  zugeord- 
net werden: 

ab  e  ä    und     a,     e,  d^, 

bestimmt  man  ferner  die  drei  I*aar  Schnittpunkte: 

[übt  «I /^i)  =  X      [ac,  rt,^,)  =  y      [ad,  ''|'/|)  =  t 
{cd,  c,       =  ^       (bd,  ^  »/      {br,  6,  <:,)  = 

HO  scliiicidcn  sich  die  drei  Verlundungsiinicn  xi,  yfj» 
in  einem  IMinkte. 

Um  die  Totalität  sfimmtlicher  Kegelschnitte,  welche  in  einem 
Metze  enthalten  sind  und  sicli  zu  Büscheln  ordnen,  In  anschau- 
licher Weise  zu  übersehen,  denken  wir  uns,  indem  wir  von  don 
drei  villlkührlich  angenommenen  Kegelschnitten  ABC,  wcldw 
nicht  einem  Büschel  angehören,  ausgehen,  zunächst  ein  Bus«  liel 
{B,  C]  aus  den  beiden  Kegelst  hiiittfMi  B  und  C  hergestellt  und 
verfolgen  einen  veränderlichen  Kegelschnitt  ^l,  welcher  das  ganz«' 
Büschel  {B^  C)  diirclil&ufl;  der  dritte  feste  Kegelschnitt  A  und  der 
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verlnderliche  %  konstiUiiren  nun  ein  verinderliches  Bflscbel  %) 
und  alle  Kegelschnitte  desseiben  bilden  die  Gesammtbeit  der 
Kegelschnitte  des  Netzes,  d.  b.  wenn  ulr  an  Stelle  von  ABC 
drei  beliebige  andere  Kegelschnitte  des  Netzes,  welche  nicht  dem- 
selben BOschel  angehören,  in  der  angegebenen  Weise  zur  Bildung 
des  Netzes  verwenden ,  so  treten  keine  neuen  Kegelschnitte  mehr 
auf,  sondern  nur  die  früheren,  aber  in  anderer  Anordnung 
zu  Buschein  vereinigt.  Nehmen  wir  nfimlich  zunftchst  aus  dem 
BQschel  (C,  A)  einen  beliebigen  Kegelschnitt  SB  und  bilden  das 
verSnderliche  BQschel  {B,  so  wird  jeder  Kegelschnitt  des- 
selben gleichzeitig  in  einem  der  vorigen  Büschel  {A ,  %j  enthalten 
sein  und  umgekehrt ;  denn  weil  B^  X  einem  Büschel  angehören 
und  C^Q  A  einem  andern ,  so  wird  nach  (lern  ohen  bewiesenen 
Satzi;  ein  Kogelschnitl  %  existiren  niiissoii .  wi'lchrr  gloichzeilig 
dem  Hiischel  (Ii,  C)  und  dem  liüschel  iJ,  -\'  aii^^M-liört,  oder  die 
Miltrlpunliti;  dieser  ht  iden  Uüschel  müssen  aul  ein  und  dein>el- 
ben  KegelscimiUc  %  liegen;  fjdi^lich  ^-ehört  A'  einem  Hiiseliel 
f./,  ?l)  an,  hei  vveichcin  %  ans  dem  IJiix  liel  <;eininnnen 
ist;  also  jeder  Kegelselniilt  ans  «lein  verandn  lic  Im  n  iliiM  liel  Ji^ 
ist  ;,deirlizeilig  nnter  den  ans  dem  verändi  rlichi'n  Hus(  liel  (.•/,  ^l) 
lu'rvnryeiienden  Kegelsrhnitten  «'ntliallen  nml  umgekehrt.  Es 
gellen  daher  dieselhcn  Kcgelschnille  des  Nel/.es  hervor,  oh  wir 
{n.  (']  und  ./  oder  {(',  ./)  und  H  oder  en»llirli  aueh  (.i,  Ii)  und 
(J  in  <ler  angegehern'U  Weise  zur  Hildnng  des  .Nel/.es  verwenden. 
Mehnieu  wir  ferner  einen  heliehigen  Kegelschnitt  P  aus  einem 
der  unendlich-vielen  Büschel  ^1)  heraus,  z.  lt.  aus  dem  liüschel 
{A ,  so  liegen  einmal  P  .i  \  in  einem  Hüschel,  /wcilens 
/?  in  einem  Büschel,  folglich  haben  die  Büschel  {J),  H)  und 
(./,  IH)  einen  Kegelschnilt  gemein;  dieser  bestimmt  mit  A  das 
veränderliche  Büschel  {A,  und  kann  also  jedesmal  .auch  aus 
dem  Büschel  [B^  D)  genommen  werden,  d.  h.  verwenden  ynr 
[Jt,  D)  und  A  zur  Bildung  des  Netzes,  so  erhalten  wir  dieselben 
Kegelschnitte,  als  wenn  wir  {B,  C)  und  A  in  gleicher  Weise  da- 
zu verwenden;  hieraus  Tolgt  weiter,  dass  auch  {B,  A)  und  D  die- 
selben Kegelschnitte  des  Notzes  liefern,  folglich  auch  (B,  E)  und 
D  und  endlich  auch  (D,  E)  und  F,  wenn  i>  ^  irgend  drei  nicht 
demselben  BQschel  angebdrlge  Kegelschnitte  bezeichnen,  welche  aus 
der  Gesammtbeit  {A,  9()  entnommen  sind.  Aus  dem  Vorigen  er- 
giebt  sich  unmittelbar,  dass  durch  einen  willkfthrlich  an- 
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genommenen  Punkt  p  der  Ebene  ttnendlicli-viele  Ke- 
gelschnitte des  Netzes  gehen,  welche  ein  Böschel 
bilden,  denn  man  braucht  nur  dnrch  p  den  einiigen  bestimm- 
ten Kegelschnitt  Vo  zu  legen,  welcher  dem  Büschel  (B^  C)  an- 
gehört, und  den  dnslgen  bestimmten  Kegelschnitt  S9^,  wdcher 
dem  BQschel  (C,  angehört;  die  beiden  Kegelschnitte  9[,Qo  be- 
stimmen ein  BQschel,  welches  sSmmtKche  Kegelschnitte  des  Netzes 
enthält,  die  durch  p  gehen.  Bestimmen  wir  noch  den  Kegel- 
schnitt iSo,  welcher  durch  p  geht  und  dem  Böschel  (A,  S)  auge- 
hört, so  gehört  er,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  gleichseitig 
dem  Böschel  ^)  an.  Ferner  folgt  hieraus,  dass  durch 
zwei  willköhrlich  in  der  Ebene  angenommene  Punkte 
p  und  p,  nur  ein  einziger  bestimmter  Kegelschnitt  des 
Netzes  hindurchgeht,  denn  es  giebt  Indemforhin  bestimm- 
ten Böschel  (^0  9  ^o)  "iH*  ^nen  einzigen  bestimmten  Kegelschnitt, 
welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  geht  Das  Kegelschnitt- 
netz ist  also  ein  Gebilde  von  doppelter  Unemnicfakeit,  weil  jeder 
Kegelschnitt  desselben  zwei  WUlköbrIichkeiten  enthftlt. 

Die  vorige  Bemerkung  gieht  zugleich  Aufschlnss  öber  die 
besondere  Natur  der  in  einem  Netze  enthaltenen  Kegelschnitte. 
Es  giebt  nSmlich  unendlich- viele  gleichseitige  Hyperbeln 
in  i\m\  Netze,  welche  ein  besonderes  Büschel  des  Netzes  bilden; 
neliiiicii  wir  die  beiden  obigen  Punkte  p  /),  im  Unendlichen  in 
z\M'i  zu  einander  reclilwinkligen  lUciitungen  an,  so  geht  durch 
sie  oine  besliriimtL'  gleichseitige  Hyperbel  des  Netzes;  nehmen« 
wir  «'in  zweites  Paar  unendlich- entfernter  Punkte  p p^  in  zwei 
rrclitwinkligcu  Hichtungcn  au,  so  bcslimmt  dasselbe  eine  zweite 
gleichseitige  Hyperbel;  diese  boidt  ii  l»«  slirniuen  ein  ganzes  Püsdiel 
von  gleichseitigen  Hyperbeln  o><) ,  welche  dem  Netze  an- 
gehören; weiter  giebt  es  im  Allgemeinen  keine  gleichseitige 
Hyperliel  in  dem  Netze;  denn  käme  noch  eine  dritte  vor,  welche 
nicht  dem  vorigen  Pfisrliel  ;ui^'eliörle,  so  würde  sie  mit  jeder 
der  früheren  ein  neut  s  Hns(  licl  \ou  lauter  gleirhseiligen  Hyper- 
beln erzeugen  und  es  luüsslen  daher  alle  Kegelschnitte  des  Netzes 
gleichseitige  Hyperbeln  sein ;  sind  daher  die  Kegelschnitte  A  B 
welche  wir  als  gegeben  ansehen,  nicht  alle  drei  gleichseitige 
Hyperbeln ,  so  giebt  es  in  dem  Netze  nur  ein  einziges  bestimm- 
tes {{nscliel  gleiebseiliger  Hyperbeln;  wenn  aber  die  drei  gege- 
benen Ke^elschaiUe  ABC  selbst  gleichseitige  Hyperbeln  :üad,  so 
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besteht  das  Nelz  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  und  hat  da- 
her  einen  spedeUen  Charakter.  Unter  den  Kegelschnitten  des 
Nettes  giebt  es  femer  im  Allgemeinen  unendlieh-viele  Parabeln; 
lassen  wir  nlmltch  die  wilikAhrllch  aniunehmenden  Punkte  ppi 
in  einen  Punkt  der  unendlich -entfernten  Geraden  susam- 
menfallen,  so  wird  der  durch  jene  bestimmte  Kegelschnitt  des 
Neties  eine  Parallel,  weil  er  (B^  berührt.  Jeder  Punkt  von  ®„ 
ist  also  der  Mittelpunkt  einer  liestimmten  dem  Netxe  angehdrigen 
Parabel,  welche  nach  dem  Obigen  leicht  hertustellen  ist  Denken 
wir  uns  swei  solche  Parabeln  des  Neties  konstruirt,  deren  un- 
endlich-entfernte Punkte  |>,  »  in  zwei  zu  einander  senkrechten 
Richtungen  liegen,  so  bestlnunen  dieselben  ein  Bttschel  des  Netzes, 
in  welchem  nothwendlg  ein  Kreis  vorkommen  muss,  oder  die 
vier  Schnittpunkte  dieser  beiden  Parabeln  liegen  auf  einem  Kreise 
{$  38);  dieses  Ist  Im  Allgemeinen  der  einzige  Kreis  unter 
den  Kegelschnitten  des  Netzes;  denn  konstruiren  wir  ein  anderes 
Paar  Parabeln,  deren  unendüch-entfemte  Punkte  p'  und  1^  eben- 
falb  in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  liegen,  so 
mikssen  ihre  Schnittpunkte  auf  demselben  Kreise  liegen;  seien 
nSmHch  P  und  il  die  beiden  ersten,  und  11'  die  beiden  an- 
dern Parabeln,  so  können  PHP*  War  die  drei  ursprunglichen 
das  Netz  erzeugenden  Kegelschnitte  ABC  setzen;  in  dem  Büschel 
(P,  17)  ist  der  Kreis  $t  enthalten;  $t  und  P'  bestimmen  ein 
zweites  Büschel  des  Netzes,  in  welchem  nothwendlg  noch  ehie 
Parabel  ausser  P'  enthalten  sein  rauss,  welche  ihren  unendlich- 
entfernten  Punkt  in  einer  senkrechten  Richtung  zu  derjenigen 
des  unendlich-enlfernten  Punktes  von  P*  hat;  ist  //  der  letzlere 
und  7t'  der  erster«',  so  glebt  es  durch  n  nur  eine  einzige  Para- 
bel des  Net/es  11',  weh  fie  die  eben  genannte  ist;  daher  haben 
auch  umgekehrt  die  beiden  Parabeln  P'  Fl'  ihre  Schnittpunkte 
auf  dt'm  Kreise  ^  oder  ^  isl  gemeinsc.bartlich  den  beiden  Brischeiii 
{I\  77)  und  {P',  77').  Kiidlieh  kommen  unter  den  Kcgelsrbnilten 
des  INet/es  auch  Li  iiien  jt:iar  e  in  unendlirher  Menge  vor;  jedes 
Büschel  enthält  im  Allgemeinen  drei  Linienpaare,  von  denen  eines 
immer  reell  ist.  Der  von  allen  diesen  Geraden  umhüllte  Ort  ist 
eine  beslimmle  l\urve  driller  Klasse  welche  mit  der 

Trip<'lkurve  in  iimigem  Zusammenhange  sieht.  Da  nämlich  <lnrch 
einen  beliebigen  l'uiikl  p  der  l^^hene  nur  einfach  unendlich -viele 
KegelschtüUe  des  Kelzes  gehen,  weiche  ein  Büschel  bilden 
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80  gehen  durch  ihn  Pimki  p  im  Allgemeinen  nor  drei  gerade 
Linien,  welclie  Theile  von  Linienpaaren  sind,  die,  als  üegei- 
tschniUe  i>etraclitet,  dem  Netie  angdiören;  also  isl  der  Ort  von 
diesen  Geraden  eine  Kurve  driUer  Klasse  St^,  VermAge  der 
ol>igen  Erzengang  des  Netzes  kdnnen  wir  die  Kurve  in  der 
Weise  Iconstruiren,  dass  vdr  einen  Terftnderliclien  Kegelsclioitt  8 
das  BQscIiel  {B,  C)  durchlaufen  lassen  und  iQr  die  beiden  Kegel- 
schnitte A  und  9C  jedesmal  die  sechs  gemeinschafUiclien  Sekanten 
ermitteln,  welche  den  gesuchten  Ort  umh&llen. 

Dieses  Resultat  Usst  sich  in  Form  eines  Satzes  aussprerben, 
der  zu  vielen  interessanten  spedellen  Ffillen  Veranlassung  bietet; 

Drei  beliebige  Kegelschnitte  haben  zu  zweiea 
zusammengefasst  drei  Mal  je  sechs  gemeinschaftliche 
Sekanten;  diese  achtzehn  Geraden  sind  Tangenten  ein 
und  derselben  Kurve  dritter  Klasse. 

Zu  der  Tripelkiirve  hat  die  gefundene  Kurve         eine  be- 
sondere leicht  erkennhiirr  Hezieliun^;;  eine  gemeinschiifllicbe  Se- 
kante zweier  KegelsciinlllL'  des  Netzes  hat  nrnnlit  li  die  Kifren«<  Iiafl, 
dass  die  beiden  Punktsyslenie,  wcklie  ihr  in  Bezug  auf  bcitiu  KegfN 
schnitt«'  zugehören,  identisch  sind  (j^  GT;  nehmen  wir  nun  ir^enil 
einen  dritten  Kegelschnitt  «les  Netzes,  weiclier  nicht  mit  den  bei- 
den vüiigen  «leinseli»en  Büschel  angehört,  so  gehört  in  Bezug  auf 
ihn  jener  (ieraden  ein  zweites  INniktsystem  zu  und  die  beidm 
auf  einander  liegenden  Ptud\t^ysleine  haben  im  Allgenn'inen  ein 
gemeinschaftliches  Paar  konjugirler  Punkte  I\  0.   Da  dies  koiiju- 
girle  Punkte  für  drei  Kegelschnitte  des  Netzes  sind,  welche  niclil 
demselben  Büschel  angehören,  so  sind  es  konjugirte  Funkte  für 
sammtlicbe  Kegelschnitte  des  Netzes,  also  ein  Paar  konjugirler 
Paukte  der  Tripelkurve;  eine  gemeinschaftliche  Sekante  zweier 
Kegelschnitte  des  Netzes  ist  mitbin  allemal  die  Verbindungslinie 
zweier  konjugirten  l*unkle  P,  Q  der  Tripelkurve  und  auch  umge- 
kehrt; deini  ziehen  wir  die  \  iTbindungslinie  irgend  eines  Paares 
konjugirter  Punkte  dei*  Tripelkurve  P,  Q  und  nehmen  einen  be- 
liebigen Punkt  p  derselben,  so  geht  durch  p  ein  einziger  be- 
stimmter Kegelschnitt  91  aus  dem  Büschel  [B^  C)  und  ein  einziger 
besthnmter  Kegelschnitt  SB  aus  dem  fiöschel  (C,  A);  die  beidco 
Kegelschnitte  93  und  9  mfissen  P  Q  ausser  in  p  in  einem  und  den- 
selben Punkte  n  treffen,  welcher  der  vierte  harmonische  dem  p 
zugeordnete  Ist,  während  P  und  Q  die  beiden  andern  zugeordneten 
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Puokle  sind;  folglich  ist  PQ  eine  gemeinsclialUiehe  Seitante  der 
beiden  Kegelscbnitte  %.  and  S3  des  Neties.  Wir  haben  also  fol- 
genden Salt: 

Die  Verbindungslinien  sflmmtllcher  Paare  konju- 
girier  Punkte  der  Tripelkurve:  PQ  umhflllen  eine 
Kur?e  dritter  Klasse,  welche  identisch  ist  mit  derje- 
nigen, die  von  simmtllchen  Llnicnpaaren,  welche  un- 
ter den  Kegelschniten  des  Netzes  auftreten,  berührt 
wird. 

Die  Verbindungslinie  PQ  zweier  iionjugirler  Punkte  der  Tri- 
pelkurve schneidet  im  Allgnmeinfn  jeden  Kegelschnitt  des  Netzes 
in  zwei  Punkten,  welche  harmonisch  liegen  mit  /^  Q  und  zuge- 
ordnet siiul,  also  iuinier  in  IMuiktenjiaaren  ein  und  desselhen 
runktsysUnis,  dessen  Asyjiiplolenpunkte  P,  Q  sind.  Wir  kuuueu 
daher  folgenden  Salz  ausspicc  heu : 

Kine  Gerade  von  soh  her  lieschaffenheil,  dass  sie 
drei  heliehig  in  der  Khcne  gege heue  Kegelschnitte 
A  B  C  in  drei  P  u  n  k  I  e n  n a a  r  e n  eines  1* u n k  t s  v s t e  ni s  i's e c h s 
Punkten  einer  Involution)  trifft,  umhüllt  ein«'  Kurve 
dritter  Klasse  .sl'^',  welche  zugleicli  die  acht/ eh  ii  ge- 
meinschaftlichen Sekanten  je  zueit'r  der  gegeljciH  n 
drei  Kegelschnitte  berührt.  Die  Asy niplotcnp  u nk te 
der  Punktsysteme  auf  allen  solchen  (leraden  liegen 
auf  einer  Kurv-e  dritten  (Irades  (der  Tripelkurve  von  den 
drei  Kegelschnitten  ^j^C).  Iiis  ist  leicht,  den  Berührungspunkt  einer 
Geraden  P  Q  mit  der  von  ihr  eingehüllten  Kurve  ^^^^  zu  ermitteln; 
denken  wir  uns  ein  der  Tripelkurve  einbeschriebenes  vollständiges 
Vierseit,  wie  es  früher  in  Betracht  gezogen  ist:  PQP'Q' r'  Q", 
dessen  drei  Paar  Gegenecken  aus  drei  Paaren  konjugirter  Punkte 
der  Tripelkurve  bestehen,  in  der  Weise  verändert,  dass  wir  ein 
Paar  PQ  festhalten  und  das  zweite  Caar  P'  Q'  ihm  allmählich 
nShern,  indem  wir  zuletzt  P'  m\iP  und  also  auch  Q'  mit  zu- 
sammenfallen lassen,  dann  geht  in  den  Schnittpunkt  der  bei- 
den Tangenten  an  der  Tripelkurve  in  P  und  Q,  und  Q"  also  in 
den  dritten  Schnittpunkt  der  Verbindungslinie  PQ  mit  der  Tripel- 
kurve Ober;  es  bt  aber  Q"s={PQ\  P'Q);  um  nun  den  Schnitt- 
pimkt  (PQ,  P'Q')  für  den  Grenzfall  des  Zusammenfallens  von 
Pt  Q  mit  P'Q'  zu  ermitteln,  haben  wir  nur  die  harmonische 
Eigenschalt  des  vollslindigen  Vierecks  zu  beröckslchügen,  um  zu 
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erkennen,  dass  der  gesuchte  Berflhrangspunkt  der  vierte  harnio- 
niwhe,  dem  dritten  Scbnittpankt  zugeordnete  Punkt  sein  wird; 
also:  Die  veränderliche  Verbindangslinie  PQ  zweier 
konjugirter  Punkte  der  Tripelkurve  berührt  die  von 
ihr  eiiigchOllte  Kurve  dritter  Kiasse  in  dem  vierten 
harmonischen  Punkt,  welcher  dem  dritten  Schnitt- 
punkt von  PQ  mit  der  Tripelkurve  zugeordnet  ist. 
während  P  und  Q  das  andere  Paar  zugeordnet-harmo- 
nlscher  Punkte  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Tripelkurve  C^)  und  die  Kurve 
fti^  sich  in  denjenigen  Punkten,  in  welchen  sie  sich 
tfeffeii,  auch  berühren,  d.  h.  dieselbe  Tangente  haben, 
oder  anders  ausgedrückt,  dass  die  simmtlichen  Schnittpunkte  bd« 
der  Kurven  paarweise  zusammenfallen.  Denn  sei  Q  ein  gemein- 
schafilirlier  Punkt  der  beiden  Kurven  und  $t^^^  und  denken 
wir  uns  die  Tangente  in  Q  an  dür  Kurve  gezogen,  so  muss 
von  ihren  lieiden  fdirifjen  Sctniitlpunliten  mit  der  Tripelkurve, 
die  P  und  /*'  Iit'issen  in«»gcn,  einer  der  konjugirte  Punkt  P  zu  0 
sein,  weil  Ä<'>  der  von  snmmtlichen  Vcrbin<lungslinien  l' Q  uni- 
lifilile  Ort  ist,  und  der  juidere  P'  mit  Q  zusammenfallen,  weil  Q 
«ier  Reniln  uiigspuiikt  mit  Ä'"  i>l ,  also  der  vierte  harmonische 
Punkt  zu  P  Q  P' ;  da  nun  dieser  mit  Q  zusauimcnfälll ,  so  muss 
auch  /''  iu  Q  hiiK-inrillen  8);  der  übrigens  nocli  denkbare 
Fall,  dass  P  und  /''  konjuyiite  Punkte  der  Tripelkurve  sein 
könnten,  zeigt  sich  als  unzulässig;  denn  da  Q  der  Ilerrdinings- 
punkt  mit  Ä'^'  isl,  so  müssle  sein  zugeordneter  vierler  harmoni- 
scher l'uukt  zu  P  P'  der  <lriUe  Schnittpunkt  mit  der  Tripelkurve 
sein,  also  wiederum  O;  wenn  aber  von  vier  harmonischen  Punk- 
ten zwei  zugeordnete  zusammenfalbiu ,  so  muss  auch  von  dem 
andern  Paare  zugeordneter  Punkte  einer  hineinfallen;  fiele  der 
vierte  harmonische  Punkt  aber  nicht  auf  0 ,  so  halle  die  Gerade 
vier  Schniltpuukle  mil  der  Tripelkurve,  was  unmöglich  ist;  l(dg- 
iich  muss  /'  oder  P'  mit  Q  zusammenfallen,  wie  oben  behauptet 
ist.  Ein  suicliei-  Schnilljiunkt  ()„  der  bei<leri  Kurven  C'^'  un«l 
besilzl  also  die  Kigenlhümlichkeil ,  dass  die  Taugente  in  ihm  für 
beide  Kurven  »lirsfllic  isl;  diese  Taui;eule  schneidet  die  Tripel- 
kurve 6''"  Zinn  drillen  Mal  iu  dem  Punkte  /',,,  welcher  der  kon- 
jui^'irte  zu  i^l-  ^'un  ist  frfdier  bewiesen  worden,  dass  die 
Tau^eule  ia      die  Tripelkurve  C^^^  zum  dritten  Male  in  dem- 
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jenigen  Ponkte  Bchneidet,  der  konjugirl  ist  lom  drillen  ScIiniU- 
puokte  von  PqQq  mit  0^;  da  dieser  aber  Oq  selbst  ist»  so  ist 
sein  koi^iigirter  wieder  Po»  ^-  Tangente  in  Pq  scbneidet 
die  Tripelkurfe  C^^  in  drei  susammenfaUenden  Punkten;  sie 
heisst  eine  Wende tangente  und  ihr  BerAbrungspunkt  ein 
Wendepunkt  der  Tripelkunre.  Die  weitere  Ausfübrung  dieser 
Betraehtnng  giebt  die  Änxabl  und  gegenseitige  Lage  der  Wende-, 
punkte  einer  Kurve  dritten  Grades  C^K  Auch  fär  die  Kurve 
dritter  Klasse  ft^  haben  die  geroeinschafUichen  Punkte  Qq  von 
j^m  find  C^"^,  in  welchen  diese  Kurven  sich  lugleich  berfibren, 
eine  eigenthOmliche  Bedeutung.  Im  Allgemeinen  giebt  es  näm- 
lich von  einem  beliebigen  Punkte  aus  drei  Tangenten  an  die 
Kurve  dritter  Klasse  liegt  dei*  angenommene  Punkt  auf  der 
Kurve  tt^  selbst,  so  fallen  swei  durch  ihn  gehende  Tangenten 
in  die  eine  zusammen,  welche  tt^  in  dem  angenommenen  Punkte 
selbst  berlkbrt,  und  es  bleibt  noch  eine  dritte  Tangente  Qbrig, 
welche  im  Allgemeinen  von  diesen  beiden  lusammenfallenden  ver- 
schieden ist.  Ist  aber  insbesondere  der  angenommene  Punkt  ein 
Schnittpunkt  Qq  der  Kurve  ft^*^  mit  so  muss  auch  die  dritte 
Tangente  mit  den  beiden  erstem  zusammenfallen.  Dies  können 
wir  auf  folgende  Art  erkennen:  Irgend  zwei  Paare  konjiigirter 
Punkte  der  Tripelkurve  P,  Q  und  P'  (f  bestimmen ,  wie  wir  wis- 
sen, ein  driUes  Paar  [PP',  QQ')  =s  P"  und  [PQ\  QP')  =  Q" 
und  das  vollständige  Vierseit,  dessen  drei  Paar  Gegenecken  PQ, 
P'Q\  P"  Q"  drei  Paare  konjugirler  Punkte  der  Tripelkurve  sind, 
hat  zu  seinen  drei  Diagonalen  PQ,  P  Q',  P" Qf'  drei  Tangenten 
der  Kurve  i^'^';  denken  wir  uns  nun  den  Wendepunkt  als 
drei  unendlich- iialie  l*uukle  PP'  P",  deren  Verbindungslinie  die 
Wendetangente  in  ist.  so  fnlleii  QQ'Q"  in  0„  zusammen  (ohne 
indessen  in  gerader  Linie  zu  lityt  ii,  da  nur  immer  zwei  Q  mit 
diMii  dritten  P  in  einer  (ieriuleu  liegen);  von  dem  vollsl.iudigeu 
Vierseit  wird  also  eine  Seite  die  Wendetangente  in  /♦,  und  die 
drei  andern  lallen  auf znsainmeii ;  die  drei  Diagonalen  fallen 
folglich  auch  auf  die*;e  (lerade  und  dt  r  I'unkt  ist  also  ein 
solcher  ausgezeichneter  I'unkt  der  Kurve  dass  «Iure  Ii  ihn 

drei  zusammenfallende  Tangenten  iQ,J\,]  derselhni  gellen:  er 
heisst  ein  l(  ü r  k  ke Ii  rp ii  n  k  t  und  die  i  angenle  in  ihm  eine 
lUickkehrtangente  der  Kurve  dritter  Klasse  Ä''^'.  Die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Kurven  6'^^'  und       sind  also  für  diu  letztere 
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lugleich  RQckkehrpunkte;  in  ibnea  berObren  sich  die  lieideD 
Kurven  und  die  Tangenlen  in  diesen  Punliten  gehen  durch  die 
Wendepunltle  ?on  C^K 

Wir  brechen  hier  die  allgemehie  Betrachtung  des  Kegel- 
schniitneUtes  ab,  da  eine  weitere  AusD&brung  die  dem  Buche 
gestecltten  Grenzen  fiberscfareiten  und  zu  einer  Theorie  der  Kur- 
ven dritten  Grades  führen  würde,  in  Bezug  auf  welche  wir  auf 
L.  Crcmona's  Introduzlone  ad  una  teoria  geomclrica  delle  curvc 
plane,  Bologna  1802,  verweisen,  wo  auch  die  den  Gegenstand  be- 
treffende Literatur  in  vollständigster  Weise  angeführt  ist.  Wir 
wollen  nur  noch  auf  einen  Itesondercn  Fall  des  Kcgelschnittnelzes 
hinweisen,  welcher  zu  vielen  Ijczichungen  zwisclioii  Kcj^'clsc  hnllleii 
uiul .  noch  weiter  specialisirl ,  zu  bekainilen  ilesnitalen  aus  der 
Krei>lhet)rie  lülirt.  Wenn  nämlich  die  drei  zur  Bestinnnnng  des 
Netzes  erforderlichen  Kegelsrhnille  J  Ii  C  die  besondere  l-age 
haben,  dass  zwei  reelle  oder  iniaj^-inarel  I*unkle  ilnien  tienieiii- 
schafllicb  sind.  d.  h.  eine  gemein^:^ll;l^tli<  lie  Sekante  aller  »Irci 
KegelscImiUe  exislirt,  dann  uiuss  die  Tripelkurve  zerlallen  in 
diese  Gerade  und  einen  Kegels(  linilt ;  defni  da  der  genieinsi  liafl- 
lichen  Sekante  dasselbe  IMniklsystein  i  ik  ksiebilicli  aller  drei  Ke- 
fli'lscbnille  zugehört,  so  ist  jedes  Paar  konjii|jii  ter  Punkte  dessel- 
ben ein  Paar  konjiigirter  Punkte  P,  0  der  rripelkurve ;  ilieser 
gebort  also  die  ganze  Gerade  an  und  der  übrige  Theil  kann  nur 
norli  ein  Kegelsebnitl  sein;  letzterer  geht  anrli  durch  die  beiden 
geniein^elialilitlien  Punkte  der  drei  Kegelsrbnide  ./  />  C  oder  hat 
«lasselbe  Punktsystem  auf  der  geineiuscbaltlit  ben  Sekante  noii  J  IJC 
zu  seinem  zngelulrigen,  weil  die  Asymplolenpunkle  desst  Iben  als 
ein  besomleres  zusauuueufallendes  l*aar  konjugirler  Punkte  /*,  ö 
d<'r  Tripelkurve  anzusehen,  also  die  beiden  Doj)pelpnnkte  dersel- 
ben sind.  Jeder  dieser  Punkte  ist  zugleich  als  ein  Tbeil  der 
Kurve  dritter  Klasse  Ä*'^  anzusehen,  welcbe  von  allen  Verhiu- 
dungsslrablen  PQ  umlnillt  wird.  lUese  Kurve  zerfällt  daher  in 
drei  l*uukte;  der  drille  [*unkl  ist  der  genieinschaniiche  Schnitt- 
punkt derjenigen  drei  gemeinschaftlichen  Sekanten  der  Kegel- 
schnittpaare Ii,  C;  6',  J\  A,  B,  welche  den  übrigen  Theil  des 
Linienpaares  im  Büschel  bilden,  zu  dem  die  eine  gemeinschafl- 
liehe  Sekante  aller  drei  Kegelschnitte  -/  />  ('  gehört  (§  39).  Die 
Verbindungslinien  aller  Paare  konjugirler  Punkte  /*  Q  auf  dem 
Kegelschnitt,  weicher  von  der  TripeUiurfe  übrig  bleibt,  laufen 
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daher  sSmiDÜich  durch  eioen  Puokl.  Wir  können  also  folgenden 
Satz  aussprechen: 

Wenn  drei  Regelschnitte  ^ ^ (7  eine  (reelle  oder 
ideelle)  gemeinschaftliche  Sekante  s  haben,  so  haben 
je  zwei  derselben  B  und  C,  C  und  J,  Ä  und  B  noch 
eine  gemeinschaftliche  Sekante  ii' i'*»  den  übrigen 
Theil  des  Linienpaares,  welches  in  je  einem  der  drei 
BOschel  [B,  c  )  (6%  Ä)  {A,  B)  vorkommt  und  von  welchem 
8  ein  Theil  ist.  Die  drei  Geraden  /  f '  i''  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  0.  Von  den  drei  gcinelnscbaftlichen 
Tripeln  der  drei  Büschel  liegen  drei  Eckpunkte  auf 
s,  die  sechs  übrigen  auf  einem  Kegelschnitt  ^.  wel- 
cher die  Eigenschaft  besitzt,  dass  von  jedem  Punkte 
/'desselben  die  drei  Polaren  in  Bezug  auf  J  /?  6'  si(  Ii 
wieder  in  einem  Punkte  Q  desselben  Kegelscli  nil  ts  ,Ni 
treffen;  die  Verbindungslinie  PQ  läuft  durch  den 
festen  Punkt  0,  der  zugleich  der  l'ol  der  Geraden  s  in 
liezug  auf  den  Kegelschnitt  ^  ist. 

Zu  ganz  bekannten  Uesultalen  werden  wir  grführl  durrli 
weitere  S[)t  (  ialisirung  der  allgemeinen  Ik'lrachtung;  nehmen  wir 
nilmlich  iiisliesomkre  für  die  drei  beliebig  zu  ufddenden  Kegel- 
schnitte ./  />'  <'  drei  Ivreisc  au,  so  haben  dieselhin  die  unendlich- 
«Milfernte  (ieiade  zu  einer  gcuieiusclialtliclicu  lidrclien/  Sekanle  .v; 
der  l'unkl  0  wird  der  I'unkt  der  gleichen  Potenzen  der  drei 
Kreise  A  Ii  C ,  der  hegelschnitt  Ä  der  die  drei  angenommenen 
Kreise  rechtwinklig  schneidende  Kreis  uud  0  sein  Mittelpunkt. 
Das  Kegeisclnnttnetz  besteht  in  diesem  Falle  aus  lauter  Kreisen, 
was  mit  dem  oben  gefundenen  Resultat,  dass  in  dem  allgemeinen 
Kegelsi'hnittnetz  nur  ein  Kreis  vorkommt,  in  keinem  Widerspruch 
steht. 

Die  I)ur(  hführnng  der  polar  gegen überstehendeu  Detraclitung, 
welche,  gleic  hfalls  \m  drei  beliebigen  Kegelschnitten  ABC  aus- 
geliend,  die  drei  Schaaren  C)  {Ctjtj  {A,  B)  und  die  durch 
sie  bestimrote  Tripelkurvo  dritter  Klasse  ins  Auge  fasst,  darf  dem 
Leser  überlassen  bleiben,  da  sie  in  allen  wesentlichen  Punkten 
der  in  diesem  Paragraphen  durchgeführten  Untersuchung  nachge- 
bildet werden  kann. 
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Anhang. 


Kill  Kcgelsclinilt  ist  vnll^laiidig  und  eindeutig  hcsliinnil,  so- 
hahl  man  von  ihm  den  Millelimnlil  m  und  ein  Tripel  konjugirler 
INmkli'  j-ij  z  kennt  45-,  oder  allgemeiner:  ein  Involulions-Nclz 
isl  voilsländig  bestimmt  dnrth  ein  Tripel  konjugirler  Punkte  niul 
ein  I'nar  von  Pol  und  I'olarc  (§  57);  wälill  man  für  das  letztere 
die  unendlich  -  entfernte  (ieradc  C^S^  und  den  Mittelpunkt  jii .  so 
lässl  sich  leicht  das  demselben  zugehörige  Strahlsyslem  (das  System 
der  konjugirlen  Durchmesser)  und  das  Axenpaar  ermitteln  mit  »len 
ihm  zugehörigen  Punktsystemen,  bezeichnen  /'„  und  P(,  die  Po- 
tenzen der  auf  den  beiden  Axen  des  Netzes  (oder  Kegelschnills) 
bermdliriieti,  demselben  zugehörigen  Punktsysteme  (d.  h.  für  den 
Kall  der  KIlipsc  die  Quadrate  der  llaibaxen  derselben),  so  haben 
wir  in  §  'M  für  die  VerbiuduDgea  (P«  +  P»)  und  P« .  fol- 
gende Ausdrücke  gefunden: 

(l.)  P.  +  /V  =  />Ä, 

wo  Pjt  bedeutet  die  Potenz  des  Mittelpunktes  m  in  Beiug  auf 

den  dem  Tripeldreiecli  xyz  umsclirielienen  Kreis,  und 

(2.)  P,.        =  2  .  p^p.p.r. 

wo  p^p,p^  bedeuten  die  Perpemlikel,  \\el(  l»e  vom  Mittelpunkte  w 
auf  die  Seilen  des  Tripeldreiecks  .nj :  herabgelassen  ^^erden  uud 
r  den  Jladius  des  dem  Dreieck  .r//:  umschriebenen  Kreises. 

Aehidiche  Aiisdi  tK  ke  lassen  sich  für  diese  N'erbindungen  er- 
mitteln, sobald  der  l\ei;elschnitt  oder  das  Netz  durch  andere  He- 
stiinmungsslücke  gegeben  ist:  nir  haben  in  33  und  58  irgend 
ein  Paar  konjugirler  !>urclnnesser  mit  den  auf  ilmen  belindliclien 
Punktsystemen  zur  liestinunung  angenonnnen  und  daraus  die  be- 
kannten Deziehuiigen  zwischen  den  konjugirten  Durchmessern  ab- 
geleitet. Andere  l{estinimuugsarleii  vou  besouderem  iuteresse  sind 
die  beideu  folgeuden: 
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1)  Der  Mittelpunkt  eines  Kcgel^clinills  und  drei  Tangenten, 
2)  der  Mittelpunkt  und  drei  beliebige  Punkte  desselben  sind  zur 
Bestimmung  gegeben. 

In  diesen  beiden  Fällen  hat  Steiner  Tür  die  Verbindung 
Pn  .  Pi,  interessante  Ausdrficke  angegeben*),  und  Fanre  für  die 
Verbindung  P«  +  Pb**)*  ohne  dass ^dieselben,  soviel  mir  bekannt 
ist,  auf  synthetischem  Wege  beniesen  worden  sind.  Es  scheint 
daher  nicht  unangemessen,  eine  einfache  Ableitung  jener  Ausdriickc 
hier  nachtrSglich  mitiutheilen,  wie  sie  aus  den  in  dem  fiuche 
dargelegten  Betrachtungen  sicli  ergieht 

1)  Wenn  man  Ton  einem  Kegelscbnilte  den  MiUelpuniit  m 
und  drei  Tangenten,  welche  dn  Drdeclt  abe  bilden,  liennt,  so 
kann  jede  beliebige  durch  m  gezogene  Gerade  SR  als  die  Mittel- 
punktslinle  einer  Kegelschnittschaar  von  vier  Tangenten  betrach- 
tet werden,  deren  drei  die  Seiten  des  Dreiecks  abe  sind;  dieser 
Schaar  gehört  offenbar  auch  ^er  gesuchte  Kegelschnitt  an  und 
die  vierte  gemeinschaltliche  Tangente  der  Schaar  wird  nach  $  44 
so  gefunden:  Die  Mitten  der  Dreiecksseiten  bc,  ca,  ab  seien 

(Fig.  101.) 


a,  6,  C| :  die  Seiten  dieses  neuen  Dreiecks  a^  b^  C|  treffen  SR  in 
den  Punkten  mj  041113;  zieht  man  m^a,  m^b,  m^e  und  macht 
m^«  =  am^;  m^ß  =  6 «4;  nt^y  =  cm^,  so  liegen  die  drei 
Punkte  ußy  auf  einer  Geraden,  welche  die  gesuchte  vierte  Tan- 


•)  J.  Steiner:  ,,Teoremi  relativ!  alle  conichc  inscrittc  o  circo- 
»crittc,**  Crelle's  .rfMinuil  für  MatltoinrifiK-,  IM.  \XX,  Seite  97. 

**)  Nonvellea  Annnies  do  inatiivnititiqucs  p.  M,  Terquem  et  M. 
Uerono,  tome  XX,  pag.  6G.  ' 
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geiUe  der  Schaar  ist.  Die  drei  Geraden  m,  a,  sind 
die  Diagonalen  des  ?on  den  vier  gemeinscliaftUchen  Tangenten 
der  Schaar  gebildeten  vollstAndigen  Vierseits  und  schneiden  sich 
in  den  Punicten  ayz,  die  ein  Tripel  lionjugirter  Pnnl^te  ffir 
simmtliche  Kegelschnitte  der  Schaar  bilden.  Beschreiben  wir 
um  das  Dreiecli  xyz  einen  Kreis,  so  ist  die  Potenz  des  gege- 
benen Mittelpunlttes  m  fn  Bezug  auf  diesen  Kreis  nach  dem 
Früheren  gleich  +  Pk-  Sei  0  der  lfittelpunl(t  dieses  um 
xyz  beschriebenen  Kreises  und  aus  0  ein  Perpendikel  auf  die 
Gerade  ^  herabgelassen,  welches  in  s  (reflen  möge,  so  enlhllt 
dies  Perpendikel  nottnveiidig  den  Uöbenpunkt  H  des  Dreiecks  abc 
(§  44)  und  es  isl: 

SO'  —  sH'  =  mO'  —  mji  '  ~  ,„^0-  —  m^ff'^; 

ferner,  wenn  wir  mit  R  den  Radius  des  dem  Dreieck  xyz  um- 
beschriebenen Kreises  bezeichnen: 

und  da  y  und  z  harmonisch  -  zugeordnete  Punkte ^ind  mit  aa, 
deren  Mitte  mi  ist»  so  folgt: 

m,  y  .        =  m|a'  =:  mj  0'  —  Ä'; 

wir  erhallen  alsu: 

Denken  wir  uns  die  Höbe  Ha  gezogen,  welche  die  gegen- 
überliegende Seite  bc  in  a  trelTen  mag,  so  ist  a  ein  Punkt  im 
kreise,  der  öber  a«r  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann, 
folglich : 

Ha  .  Ha  s=  iTm,'  —  mj 

und  hiernach 

wO*  —  Ä*  =  mH^  —  ffa  .  ifa; 

m(fi  —  ist  aber  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  den 
dem  Dreieck  xy:  iiuisrlirirjictKMi  kreis,  also  nach  dem  Obigen: 

i'«  +  n  =^  ~  Hfl  .  IIa, 
und  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seile  drückt  nichts  anderes 
aus,  als  die  Polenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  einen  neuen 
Kreis,  der  den  Punkt  //  zum  Mittelpunkt  und  das  Dreieck  abc 
zum  Tripeldreieck  hat;  dieser  Kreis  ^  ist  nur  reell,  wenn  der 
Pniikl  //  ausserhalb  des  Dreierks  o  h  r  liegt,  d.  Ii.  das  Dreieck 
seihst  ein  stumpfwinkliges  ist;  der  imaginäre  Kreis  liann  aiier 
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durch  das  ihm  zugphörigo  reoWc  Involutlons  -  Netz  vertreten  wer- 
den, (las  0»adrat  des  Hadius  durch  das  Produkt  Ha  .  Ba,  wel- 
ches in  dem  Dicht  reellea  Falle  negativ  wird,  \veil  n  und  a  auf 
entgegengesetzten  Seilen  von  H  liegen.  Unter  dieser  Modiükation 
können  wir  allgemein  den  Satz  aussprechen: 


Wird  ei  II  ein  beliebigen  Dreisiiii  ein  K  «^'elsr  hiiitl 
0  i  n  b  i'scli  ri  e  b  rn ,  so  ist  die  SniiiiiH'  der  Potenzen  der 
Hilf  seinen  Axen  bef  i  iid  I  i(  lien  /.  ugebörif;en  Punkl- 
sysleiiH'  'cv.  die  S um  nie  der  Quadrate  der  llalbaxen 
1^1  ei  (  Ii  der  Polenz  d  es  M  i  1 1  ei j) u n k  l e s  vom  K  e^' c I s(  Ii  ii i  1 1 
in  I!e/ii^'  auf*  denjenij^'eii  ivreis.  w  ei  eher  den  II  oben - 
pnnkl  des  j^'eg ebenen  ih  eiseits  zu  seinem  Mittelpunkt 
und  die  hacken  desselben  zu  einem  Tripel  konjugirter 
Funkle  hat. 

Um  einen  Ausdruek  für  die  zweite  Verbindung  P„  .  Pi,  zw 
erhallen,  scheint  es  einfaeher,  durch  m  eine  iiesondere  IJ nie  3)2 
zu  legen,  die  diircii  die  Mille  «,  der  Seile  h  c  des  gegebenen 
Dreiecks  liindurcligeiit;  Irifll  ma^  die  Verbindungslinie  r,  in  s 
und  US  die  Seite  bc  in  /»  so  ist  I  der  Berührungspunkt  des  Ke- 
gelsehnitts  mit  der  Seile  bc,  was  sich  auch  leicht  a  posteriori 
nachweisen  Idsst.   Da  nämlich  m  der  Mittelpunkt  und  ab  «ine 


Tangente  des  Kegelschnitts  Ist»  so  erhalten  wir  die  mit  ihr 
parallele  Tangente,  indem  wir  eine  von  m  ebenso  weit  wie  ab 
nach  entgegengesetzter  Seite  liegende  Parallele  ziehen;  diese 


(".) 


J».  +  J>»  =  P,. 


(Fig.  102.) 
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möge  6  c  in  (  treflTen;  ebenso  erhallen  wir  die  parallele  Tangente 
tu  ae,  indem  wir  eine  von  m  ebenso  well  wie  ac  abstehende 
nach  entgegengesetzter  Seite  hin  liegende  Parallele  sieben,  die 
&c  in  c  treffen  möge.  SSmmtliche  Paare  paralleler  Tangenten 
treffen  nun  die  feste  Tangente  be  in  Punktenpaaren  eines  Punkt- 
systems (S  31),  dessen  Hittelpunkt  der  Berfihrungqmnkt  von  be 
mit  dem  Kegelschnitt  ist;  um  ihn  zu  finden,  ziehen  wir  durch* 
m  Parallele  zu  jenen  beiden  Tangenten,  oder  mC]  parallel  zu 
<i|frj  und  m(|  parallel  zu  a,e,,  so  dass  q  die  Mitte  von  ah  und 
hl  die  Mitte  von  ac  wird  und  (|Ci  mit  biCi  auf  derselben  Ge- 
raden liegen;  dann  ist  wegen  der  Parallelltfit: 

»bt  _     *a,    «C| 

folglich 

8bf  .  »B|  SS  s  e^  .  s  Cj ; 

CS  sin«)  also  />,  nnd  r,  c,  zwei  Punklcnpaarc  eines  Punklsystoms, 
dessen  Millelpunkl  s  ist  und  ebenso  wegen  der  Parallclilät,  weil: 

tb  .  th  =  Ic  .  tc, 

d.  b.  /  der  Mitlclpunkt  eines  Punktsystems,  dessen  zwei  Punklcn- 
paare  bh  und  cc  sind,  also  f  der  ßcrührungspunkt  der  Tangente 
bc  mit  dem  Kegelschnitt.  Die  Potenz  dieses  Punktsystems  auf 
der  Tangente,  welches  von  sämnUlichen  l*aaren  paralleler  Tan- 
^'cnten  nusgescliniüen  wird,  ist  gleich  aber  entgegengesetzt  der 
Potenz  desjenigen  Punktsystems,  welches  dem  durch  m  parallel 
zur  Tangente  gezogenen  Durchmesser  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
sclmilt  zugehört;  dieser  Durchmesser  ist  der  konjugirte  Durch- 
messer zu  ml;  wir  haben  also  die  Potenzen  der  Punktsysteme 
auf  zwei  koiUugirten  Durchmessern : 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  diesen  beiden  konju- 
girten  Durchmessern  mit  cp,  so  ist  bekaf^tlich: 

P^.P^.  sin2  <p  =  P„  .  Pb.    (§  58.) 

Bezeichnen  wir  nun  die  Perpendikel,  welche  auf  die  Dreiecks- 
seiten        ^1^1)  "t^i  von  m  aus  herabgelassen  werden,  durch 
*     1*1^2^$*^  liefert  die  ParalieliUt  folgende  einfache  Beziehungen: 

m    .  sin'^  q?  =  • 
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sei  noch  das  Perpendikel  Ton  *  luf        durch  pj.  das  wn  t 
auf  MC,  durch      bezeichnet,  so  haben  wir: 

fLÜL  —  i??  s=  ^  und  III  cj  .  |)s  =  C|«  .  Pi. 

AB«  Pt  P* 

abo 

ml«.  sin<  9  =:p||»,|»j.  p^- 

Da  feruer 

  mb,          »« C| 

f  Cf .  »in  C|       «|C|  «1*1* 
fo  folgt:  ^  ^ 

mi^ .  ain«  9  =  Pi  P«Ps  •  yl^T;^  *  ^  tTTF, 

und  iiiiL  Berütksit  hii-uiig  der  oben  gefundenen  Beziehung: 

Aj  =  6/ .  <b.  ^  4  .      .  «Cj;  = 

.  JV>  »In«  9  =  i».  .  P*  =  ^  P1P2P»  •  iii^r' 

Das  Verhältniss  drückt  bekanntlich  deu  Durchuiesser 

sin  C| 

des  dem  Dreieck  ai6,c,  umschriebenen  Kreises  oder  den  Radius 
r  des  dem  gegebenen  Dreieck  abe  umschriebenen  Kreises  aus, 
80  dass  folgt: 

(II.)  Pa  '  Ph   =^  ^  ■  P\Pilh  •  ^»  ^' 

Wird  piiiem  belh  hij^en  hreiscil  ein  Kegelschnitt 
einbeschrM'bt'ii.  so  ist  «las  Produkt  der  Potenzen  der 
auf  seiiKüi  Axeii  bei  i im!  1  i <  Ii en  zugehörigen  Punkt- 
svsl«'U»e  (cv.  das  Produkt  der  (Juadrale  der  Ilalbaxen) 
gleich  dein  viel  lachen  I»rodukl  der  aus  seinem  Mittel- 
punkte auf  die  Seilen  desjenigen  Dreiseils  herabge- 
lassenen l»erpendikel,  welches  di»;  Mitten  der  Seiten 
des  gegebenen  vjTbindel,  n»  u  1 1  i  jd  ici  r  l  mit  dem  Radius 
des  dem  gc|,'fbc  n«' n  Dniscil  umschriebenen  Kreises. 

2)  Wenn  man  von  einem  Kegelschnitte  den  Mittelpunkt  m 
\iiu\  (h  ei  belielMge  IMnikte  <i  h  c  keinrt,  so  findet  man  ein  Paar 
koiiju^irtor  Durchmesser,  indem  man  (Fig.  lO.'Vi  durch  m  eine 
Parallele  zu  bc  und  die  Verbindungslinie  von  m  mit  der  Mille  «, 
der  Seile  bc  zieht;  di«'  <liesen  beiden  konju^iilcn  Durchmessern 
zugeli»>rigen  Punklsyslen)e  kann  man  auf  lolgcnde  Art  finden: 

Die  (ierade  m  a,  treffe  a  c  und  «  6  rcsp.  in  y  und  i\  und 
eine  durch  </  zu  hc  parallel  gezogene  (lerade  treffe  m*/,  in  m; 
macht  man  m  f /  —  "tu,  so  gehört  üHeubar  d  dem  kegelschuill 

Sehr  ul  er,  ihcurie  A.  KegeUcUn.  36 
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an  und  das  demselben  einbeschriebene  Vierecli  abed  ItBi  mm  sei- 
nem Diagonaldreieck  das  tou  den  Punlilen  fffi  und  dem  unend- 
lich-eniTemten  auf  bc  gebildete,  weil  offenbar  ydb  und  n de  In 

(Fig.  103.) 


je  einer  Ceradru  liege»;  folglirli  siiul  ytj  ein  l*aar  kuuju^iiier 
Funkle  auf  dem  Durchmesser  »la,  und 

Treffe  ferner  der  durch  m  zu  6  c  parallel  gezogene  Durchmesser 
ab  in  x,  und  sei  auf  ab  der  vierte  harmonische  dem  x  zuge- 
ordnete Punkt  x^,  während  a  und  b  das  andere  Paar  zugeord- 
neter Punkte  sind;  treffe  endlich  die  durch  Xi  zu  ma^  parallel 
gezogene  Gerade  mx  in  ^  so  lai  x^  ein  Paar  konjugirter  Punkte 
auf  dem  Durchmesser,  welcher  zu  mO|  konjugirt  ist,  also: 

mx  .       ~  Aj. 

Der  Punkt  |  iassl  sieh  noch  auf  viuv  et\^as  kürzere  Art 
eniiillt  ln;  «lu  auf  bc  der  unt  nilli(  Ii  -  enlfernle  l'unkl  und  die 
l*unkte  I),  c  vitr  liarnionisclif  l'imkte  sind  und  elx'uso  autli 
xx^  ha,  so  sdineiden  j>i(ii  m.r,  itc ,  .«i  «,  in  einini  l'iinkle  s,  und 
da  frnn'r  parallel  (tx^,  «j  m  parallel  ^.  so  isl  w  parallel 
ai\  um  also  ^  zu  linden,  brauchen  uir  nur  (hir<  Ii  n  eine  Paralh-le 
7M  i'^ut  /u  ziclic'U,  weiche '  7/1  iu  dem  koujuj^irten  i'uukte  ^  Irel- 
feu  wird. 

Die  aus-; ( rührte  Konstruktion  yiebt  wej^a-n  Aehidiclikeil  der 
rWeieike  nianehe  Beziehungen;  hezeiehnen  wir  mit  P\p>P\  die 
drei  von  7/1  auf  die  llreieeksseilen :  hc,  ca,  ah  herahgelasseurii 
Perpendiki'l  und  mit  rr,rr., rr.j  die  drei  Perpendikel  von  m  auf  dl«* 
Iheieeksseilen:  r, ,  c^a^,  »ih^,  welche  durch  die  MiUeu  der 
Seilen  des  gegebeueo  Dreiecks  gehen,  so  haben  wir: 
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—2-  Ä  — i  =  m«.  .  sin  w  =  p. 

7n  u  .  mn  .  sili"  o)  s=  ^'  ä        bin '  (p 

«x.sln  6  =       =        «ar.«|.^^  =  ei^-« 

Aga       #d,       «1  '     aiC|  «r, 

'  jr,        Hill  ^ 

"  ^  SK,  sr«       sin  6| 

oder  wenn^'wir  durch  r  den  Radius  des  dem  gegebenen  Dreieck 
ahe  umscbrielienen  Kreises  bezeichnen, 

(III.)  i».  .      =  ■  r.     d.  h.: 

W|  w<|  9»! 

Wird  einem  beliebigen  Dreiecli  ein  Kegelschnitt 
umschrieben,  so  Ist  dasProdultt  der  Potenzen  der  auf 
seinen  Axen  befindlichen  zugehörigen  Punktsysteme 
(ev.  das  Produkt  der  Quadrate  der  Ilalbaxen)  gleich 
dem  Quadrate  des  Produkts  der  drei  Perpendikel  aus 
dem  Mittelpunkte  auf  «fie  Selten  des  gegebenen  Drei- 
ecks, dividirt  durch  das  Produkt  der  drei  Perpendikel 
aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Seiten  desjenigen  Drei- 
ecks, Helches  von  den  Mitten  der  Seiten  des  gegebe- 
nen gebildet  wird,  muitipliclrt  mit  dem  Kadius  des 
dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen  Kreises. 

Um  endlich  einen  Ausdruck  für  die  Verbindung  1^^  -f  P>ii, 
welche  bekanntlich  gleich  /'„  +  /'^  ist,  Zugewinnen,  lüinen  wir 
noch  die  SclmiUpunkte  (my,  b^c^)  =  «,  und  [ma:,  «ji»,)  —  (i^  ein; 
dann  folgl: 


j  —  _  t  —        ,    mx  SS  -  •  nt  Ol  ■  — 


.  mi  =       =  ^  . 

.  «1?  =       =  «    2 .  ElÖ.  ««.  ^  Pl 

Die  Verbindung  lässt  sich  dadurcii  einlacli  daislelien, 
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dass  wir  um  das  Dreieck  ajftjC,  einen  Kreis  $t  legen,  der  ma^ 
in  ttj  zum  andern  Male  treffen  möge;  dann  ist  iregen  der  Potenz 
des  Punktes  a,  in  Bezug  auf  diesen  Kreis: 

und  ma,  .  ma,  ist  die  Potenz  des  Punktes  m  in  Bezug  auf  den 
Kreis  Ä,  welche  wir  mit  /'^  bezeichnen  wollen,  also: 

(IV.)  +  />*  =  ^^'-^  i»Ä,     d.  h.: 

Wild  einem  heliebigeii  Dreieck  ein  K  ege  Isc  lin  ilt 
um  s  eil  riebe  II ,  so  ist  die  Summe  der  i*o  lenzen  der  auf 
seinen  Axeii  Ii  efindlichen  zugehörigen  I*u  nk  Isj  steine 
(ev.  die  Siinnne  der  Quiitiiiite  der  Halliaxeii)  gleich 
dem  Produkt  <ler  drei  Perjjendikel  aus  dem  Mittel- 
punkt auf  die  Seilen  des  g ege lie n e  n  Dr e i e c k s ,  dividirt 
durch  das  Produkt  der  drei  Perpendikel  auf  die  Sei- 
len desjenigen  Dreiecks,  welches  von  den  Millen  der 
Seilen  des  gegebenen  gebildel  wird,  multiplicirl  mit 
der  Polenz  des  Mitleipuiik  les  in  Bezug  auf  denjenigen 
Kreis,  welcher  durch  die  Millen  «ler  Seilen  des  gege- 
beneu Dreiecks  gelegt  werden  kauu  (^eunpuuktk^eis). 
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%  nnd  f  I  I.  x^  nnd  j 

ter  „beliebiger"  s«  tfgäluien  ^Projecti 

strahl** 
folglieh  1.  so 

lic/^onden  panllelea  1.  Uegwide  parallele 

■ohneiden  sieli  1.  ist 
%  %i  1*  Hl  9( 
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Hypothennse  1.  Ilvpoteniige 
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„  t  nnd     1.  f  nnd  f, 
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„   (6'  Ä'}  1.  {bi  6,») 
„  sie  1.  %  die 
„  in      1.  d« 
„    Ifpt>rboln  I.  Hyperbeln 

üe  Worte  von  „weil**  bis  Mwird"  xu  streichen. 
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und  .iIho  1    und  werden  also 
elliptisch  1.  hyperbolisch 
^perboliseh  i.  elliptiseli. 
(«,«)  U  («,«) 
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„         1.  @^ 
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„  38  1.  885 

die  Worte  „  letzteren"  und  „enteren**  sind  sn 

vertauschen. 
8t.  ;  1.  , 

Omppen  1.  Gruppe 
„  PoUren  1.  Polare 
>i  Ol  <)i  1.  o,  q, 
„  Py  :         A,  '  L  j  e,AiA, 
„  Pt:  ,  e|A,A,  ;     |  *,A,A, 
die  Worte  „Viereck**  und  „Vieraeit**  ilad  m 

vertauschen. 
St.  in  1.  und 
OS  1.  X* 

Oegeneckeu  1.  Gcjjenseiten 
bb,  ;  6' 6,'  1.  6A';  6,A,' 
Punktsystems  I.  Punktsystem 
treffen  l.  treffe 
parabolische  1.  byperboUscbe 
ß^a  1.  Ä,o 

;H,  I.  VI 

i'uuktoupaaro  1.  Punktsytiteuie 

«I  Pi  1-  «1  Pi" 

.?„,  1.  a.u 
ihrer  I.  dieser 
V.  o  st  Hypothennse  I.  Hypotenuse 
St.  Punktsystems  I,  Strahlsystems 
„   P.T^  und  Pf/q  i.  Px^^  und  Py^fio 

„  .\  1  y 

hinter  ,,wird"  ergänze  i,8ie** 
hinter  X  ergSnce  .,itt" 
8t.  ,,Strahl8ystetn"  1.  I^unktsystem** 
das  Wort  ,,auch"  zu  streichen, 
o.  die  Worte  von  „sn  Q**  hia  „sodann**  sn 

streichen 
st.  t,eiu"  1.  „einer". 
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Neuer  Verlag  von  B.  (i.  Teubiier  in  Leipzijr 
zur  Literatur  der  Älatlieinatik  iiiid  Physik 

in  den  Jahreu  1866  und  1867. 

Clebsch»  A.  und  P.  Gordan,  Professoren  au  iler  Universität  Giesscu, 
Theorie  der  Abel'schen  Fun ctioneo).  gr.  8.  geh.  n.  2  Thlr. 
12  Ngr. 

Hesse,  Dr.  Otto,  ordentlicher  Professor  an  der  Universität  zu 
Heidelberg,  vier  Vorlesungen  ans  der  analytischen 
Geo.metrie.  8(*i)aratabdruck  aus  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik,    gr.  b.    geh.  10  Ngr. 

Matthiesson ,  Dr.  Ludwig,  Subrector  und  Lelaer  dcv  -MailuMiiatik 
am  Gymnasium  zu  Husum,  die  al gel> rai.schon      •  i 
der  Auflösung    der    littcraleu    quadmtischen ,  cubi 
biquadratischon  Gleichungen.    Nach  ihren  Principien  und  ihroiu 
inneren  Zusammenhange  dargestellt.    Erste  Serie,  en; 
Substitutions- Methoden,    gr.  8.    geh.  lö  Ngr. 

Mayer,  Dr.  Adolph,  Beiträge  znr  Theorie  der  Maxiraa  und 
Minima  der  einfachen  Integrale,    gr.  8.    geh.  20  Ngr. 

Neumann,  Dr.  Carl,  ord.  Professor  der  Mathematik  zn  Tüb; 

die  Haupt-  und  Brenn-Punkte  eines  Linscn-Sy stcmes. 
Elementare  Daratellung  der  durch  Gauss  begründeten  Theorie, 
gr.  8^  geh.  15  Ngr. 

Beiss,  M.,  Beiträge  zurThoovic  der  D  "terminauten.  gr.  4. 
geh.  1  Thlr. 

Salmon,  Goorgo,  analytische  Geomotrio  der  Kp^'olschnit ;  < 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Methoden,  üiiiei 
Mitwirkung  des  Verfas.serö  deutsch  bon'       •  v  i.  T)v  WilhelTii 
Fiedler,  ord.  Professor  der  descr.  (  nicnm 
za  Prag.    Zweite  umgearbeitete  und  e.  gr. 

Mit  vielen  Holzschnitten  im  Text.  I  Tlilr. 

SchofTler,  Dr.  Hermann, Hcrzogl.  Brauuschw.  Baurath,  imaginäre 
Arbeit,  eine  Wirkung  der  Centrifugal-  und  Gyral- 
kraft,  mit  Anwendungen  auf  die  Theorie  des  K  ' 
rollenden  Rades,  des  P<dytrop8,  des  rot*  ' -n  Ge-  ii.l 
des  Tisch rückcjns.  Mit  2.')  in  mi  Toxt  gtuiucktpu  li"ii.-v.iiUiiU.'n. 
8.    geh.  15  Ngr. 

Wüllner,  Dr.  A.,  Einleitung  in  die  Dioptrik  des  Au^- 
Mit  11»  Figuren  in  Holzschnitt,    gr.  8.    geh.  24  Ngr. 

Wüllner,  Dr.  A«,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  Mit 
vielen  in  den  Text  'i'o-ln Kokten  Holzt-chnitten.  Zweite  unver- 
änderte Ausgabe.  ip  in  14  Lieferungen  [k  25  Ngr.l 
oder  zwei  Bänden  h  2  ^  i.  gr.8.  geb.  n.  1 1  Thlr.  20  N. 

—  Vorräthig  in  allen  ^chhaudlungeu.  — 
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Glebsell,  Dr.  A.,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schole  so  Carlsrnhe,  Tb  eorie 

der  Elasticitat  festor  Körper,  gr.  8.  1862.  geh.  n.  3  Thlr. 

,,ner  llorr  Verl'assrr  halte  als  Lcbrer  an  der  polylechnischcn  Schule  zu  Carlsruhe  Gdegvn- 
tu-it  und  KiMuT,  «ich  ausfiilirliclier  mit  den  Anwendanren  der  allg^cuieinen  Theorie  der  KlaslictlSl 
die  in  der  Tccbuik  beMnticrs  wichtigen  Fille  la  Deichiftigren.  Die  Resallkle  diec«r  Sliulic« 
lir^en  unn  jrizl  in  einem  ztcmlich  umfani^reieheD  Werke  vor.  und  him  kann  dem  Verfoaacr  aar 
Dank  wissen,  dass  er  unsere  deutsche  Lileratur  am  eine  Schrifl  bereichert  ktl,  welche  rineraeils 
il«>m  Techniker  das  Erlernen  der  slre^g-en  Theorie  ermösrlichl,  ihm  Aber  die  Genuiglieil  seiner 
llesultate  und  die  Zalissif  keil  der  tn  der  Praxis  IU>lleheii  Voraasielsiinffen  Aarsehloss  riebt ,  ande- 
rerkeils  den  MaUiematiker  belehrt,  wie  man  von  den  «llfremeinsten  Gleichonfm  der  Beweipin^ 
und  dos  Gleiehfewichts  elastischer  KSrper  xu  speeielleo  Fallen  ^|an|pen  kann ,  und  Ihm  die  fresse 
Maiie  ttmi  Zeit  erspart,  in  den  Arbeiten  der  Teehniker  den  Weisen  von  derSpren  sn  aondero.  Es 
rrgrfinzl  daher  dieses  Haiidbaeh  das  berlhMle  Werk  des  rrantSsisehen  Riytlkers  Lamtf,  welches 
vorsGglich  die  sllg-cmeinen  Differentfalfieiehang:en ,  ihre  eleganten  TraasfonMlionen ,  die  Theorie 
«Irr  krvstallinischen  KSrner  und  ihre  optischen  Eiff-enschafli-n  behandelt,  wihrend  Herr  Clebseh 
nuA.schdessiich  unkryslallinische  Körner  und  deren  Verschiebuug-en  durch  Sossere  Krärte  in  Bclrach- 
tungr  sieht."  (Utcrarischas  CeaAralWaU  IMS,  No.  81.] 

Glebsch,  A.,  u.  P.Gordaili  Profeseoren an  derUniveraitat Glessen,  Theorie 
d  er  Abel'schen  Functionen,  gr.8.  ISM.  j^'eh.  n.  2Tlilr,  KiNgr. 

Die  Herren  Verfasser  suchen  in  dieücni  Werke  die  Theorie  der  Abel'scliun  Funclionen  aul 
eil»'  ^riia  ticiii!  Wi  ise  zu  befrllDden,  weleh«  das  Interesse  der  Mathematiker  in  hohem  Grade  In 

u<  Ii  iK-UtiiL'ii  wird. 

DtthälllBl,  ^lit^liecl  der  Akademie  der  W isseuschafieii  in  Paris,  Lelirbuch 
der  aualyt  ischcu  Mechanik.  Deutsch  herausgegeben  Vüii 
Dr.  Oskar  Sehlömilch,  Profeasor  der  höheren  Mathematik  und 
analytiachen  Mechanik  an  der  polytechniaclien  8chale  in  Dreaden«  Zweite 

gänzlich  umgearbeitete  Auflage.  Neue  wohlfeile  Ausgabe.  Zwei 
Bände.  Mit  in  den  Text  eingedmckten  Holaschnitten.  gr.  8.  1x01. 
geh.  H<'i(lf>  Bände  zusammen  2  Thlr. 

Kinzi-lur  lliiiii.'  vvorileii  in  dn-si-r  wolillVilcn  Aiisj;alto  nicht  nh^-ej^-eben. 

Nach  dein  lirllieile  der  ffewichtifrslen  Auloritiiteii  ist  liuliamers  Conrs  de  mi  c  ini(|ue 
dl*  l'^cole  poly  lechniquc  in  seiner  Art  das  vollsl&iidighle  und  zugleich  in  seiner  Itehandlungrs* 
weise  «tos  ele^nleslc  l.«hrboch  der  analytischen  Mcehanik ,  welches  die  üticratur  überhaupt  besitsi, 
NO  dass  dast  lli«'  schon  seit  Jahren  den  Vorlesungen  und  dem  Unterrichte  aaf  deutschen  Universi- 
I  iieii  und  liuliireii  technischen  Bildong^sanslallen  im  Orif^inal  zu  Groode  gelegt  wird.  —  Die  Ver- 
la tP^handlung  glaable  deshalb  einem  entschiedenen  Bedärfnis  tm  bsifaffnen,  wenn  sie  eine  deutsche 
Ausgabe  veranstallel  hat  «nd  xwar  in  einer  BearbelUuir,  wdehe  asWtthTeine  sorgnilige  ond  elegante 
Ueberaetsna«  bietet,  als  aneh  das  Original,  wo  es  nOthif  ist,  erginst  und  berichtif  I.  la  dieser  Be* 
aiohang  wird  der  ffame  des  Herrn  Profeasor  SchlSmileh  die  «oUstindigslen  Garantien  bieten. 

Duräge,  Dr.  H.,  ordentlicher  Profeaaor  an  Polyteehaienn  an  Prag,  Theorie 
der  elliptischen  Functionen.  Versuch  einer  elementaren  Dar- 
Stellung.  Mit  32  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten,  gr.8.  1861.* 
geh.  n.  2  Thlr.  20  Ngr. 

,, Trotz  der  hohen  liedrultiiifr ,  welclic  itie  i'lli|(tibclifii  Kuii^  lioiien  für  die  (fesaiiiiiilr  A nnlysi», 
Ilm-  ili«'  niialylische  Mechanik  und  selbst  für  die  Zahleiilhi-iji  ie  ircwotmen  h:\ben,  "■\isU<  rl"-  >Iik  Ii  bislii-i 
kein  Kleinenlarlelirbuch  derselben  und  der  Jiincer  der  Wissi^nsctiaf l  tdicb  wie  vor  'iö  Jahren  daiauf  an- 
R'e>»ieseii,  sein«-  |!clehruii(^  au»  den  tjnellcn  (Lcjjcndre,  liaiti-  iles  functiuns  ullii)lit|ues,  und  Jacobi,  fiiii- 
darocnla  funcl.  cUipl.,  nebst  einer  grossen  Ansatil  einzelner  Abbandlungen  in  Crelie*sJournal)za  scliopfen. 
Die  Herausgabe  des  vorliegenden  Werkes  darf  daher  als  ein  gllkeklieher  Gedanke  beselchnet  werden 
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and  et  i«l  damit  jedanfkllt-citt«  flUilbai«  LAcke  dar  liUcralar  swn  Be&tca  der  Studierenden  auts'entltt 
worden.  —  —  Dm  Werk  bietet  renug-,  Ja  ht*  «ad  da  vicUeichl  nehr  als  ffcnof  ftkr  daa  ertle  Stadium 
•tor  (fi^nialen  Schfiprunt^rn  von  T^^^^^r'^li*^  •  '^bel  und  Jaeobi.  Die  Darstelfanf  mn«»  aU  tehr  deutlich 

l)»/oiclitnl  wiiltii  u.  s.  w."        [S  L  h  !ö  fiii  Ich,  in  <1't  Zciisicliriri  f.  MTih.in:^' ik  ,  IS(r;.  1.  llffi.) 

Dlir^g6,  Dr.  H. ,  ordeiiilicher  Professor  am  Folytetluiiciiiu  zu  Prag,  Ele- 
mente der  'IMioorie  der  Functionen  einer  coniplexeu 
veränderlichen  Grösse.  Mit  besonderer  Berücksichtigung  der 
ScYiöpfnn^n  Riemann's.    gr.  8.    1864.    geh.  n.  1  Thlr.  18  Ngr. 

niöclili',  iin-h  alli  ii  lU  borl 'mirif;oii ,  ila*  Werk  von  Dun  ict-  ill.  ii  AnLiinji  ni 

onijifi'liU'n ,  wrli  lii-  sh  li  l  uii-  cisle  Kfiinliiiss  «Icr  mo<lciiii'ii  luatlirmatiscUcn  AiiM;h'iuiiiii-^«t-i-.fi» 
iTVki'il)en  w.illi'ii.  Iili  liallc  ililur,  i--  srM  srhr  zwrckinä<tsi^,  tlnss  fliT  r-orn<Tiil<«  lic-niluh  ünl.l  suh 
an  dio  liclrachlunc'  lifi  KiK'  '"»«  ''*"''"  I' ii'ii  lioiu-n  c>'wotin(.  hiis  trewolmliclic  tiiilluiiialiscln', 
niclir  rcchnt'n<ie  Vorfaluen,  wird  dimliaus  luclii  hIm  i  llu^^i;,-  iIiiiiU  «licsi'  uouiTc  lli-lrrirhtiiri(fswci>r; 
i-s  lassen  »ich  alier  oftmals  dotti  sriir  groSüL-  lli-ciiiimiciii  i  is|iir.  ii;  fcriicr.  was  sowohl  lur  d.t* 
Mutl.um,  als  auch  flir  spUiilsländih'e  Arboilrii  von  irti->l<iii  Wrrilii-  ist,  dir  Miiclichkcil  gewis>t'r 
l):irstellun^rn  (als  z.  H.  der  «•lliiiti>chi^n  F'iuii  lioncn  «liin  li  ili"-  l;is>l  Ii  soIdiI  itln-t sriien ;  cm 
wild  daduich  leiciitcr,  den  Fatlfii  einor  g-pRi-hi-nrn  Hccliiiunjf,  wi'lchc  mriri  hsindii  I,  lu  botialti-n, 
und  kann  vifl  Ziollusec  Kechnen  hei  solhslslundig'cii  Ailifilrn  viTinu'ilcn  w.rdfn.  Icli  rni|ilVtilc" 
daher  4la<i  Werk  nochmals  eiaen  Jeden ,  welcher  sich  mit  iticnitiiii'si  h'-n  Ai  lu  llen  verlraul  iiiachon 
will,  /um  V.ir>tu«lium."  |G.  Hoch,  in  der  Zeitschnlt  f.  Mixilniiniik.  Khi".".,  l.  Hell.) 

Fiedler,  Dr.  Wilhelm,  IVofessor  am  Polyteclmikum  zu  Prag,  die  Ele- 
mente der  neueren  Geometrie  und  der  Algebra  der  binttren 
Formen.  Ein  Beitrag  zur  Einfttbmng  in  die  Algebra  der  linearen 
Transformationen,   gr.  8.    1862.    geh.         n.  1  Thlr.  14  Ngr. 

Diese  Arbeit  des  rfilinilichsl  bekaaolttt  VeriSuMic  iil  am  dfin  Waoicba  mUproacent  v»r 
all(,'emeiner«n  Vcrbrciluni;  der  Kenntnis  der  von  der  „neaeren  Alrebr»**  beaattten  Matha«  MiaU' 
lrai;en,  und  durch  au^riihrltchero  Darlefcun^  <ter  betreffenden  Theorien  Tür  binSre  FonuM  aaf 
Salmon's  Vorlasongsn  snr  JBofolinuic  in  die  Alcelnra  der  Uaearao  TraaadMnnationM  vorsabaraiirn. 

Fortt  0.,  und  0.  SclllöIllUclli  Professoren  an  der  Konigl.  polytechnischen 
Schale  in  Dresden,  Lehrbuch  der  analytischen  Oeoroetrie. 
Zwei  Theile.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Zweite 
Auflage,  gr.  8.  1863.  geh.  2  Thlr^  22^  Ngr. 

Einzeln : 

I.  Theil.  Analytische  Qeemetrie  der  Sbeno,  tob  O.  Fort,  l  Thlr.  7'/t  Ner. 

II.  »     An^lytifleho  Geonetrie  des  Bauus  von  O.  SohlSmilch.  i  Thlr. 

15  Ngr. 

Das  vorliereade  [>?hrhuch  der  analylischen  Geomelrie  iüt  vorzu((!>woise  für  den  L uteri  iclil 
an  technischen  und  anderen  liöheren  Schulen  heslimmt.  Der  uni^elheiltü  Betfall,  den  dasselhi.*  ;;e- 
funden,  hat  bereits  eine  sweite  Auflag^e  nüthi^  semacht.  Wo  die  ferner«  Ein ftthrung  bvab>icltligt 
wird,  stellt  die  Verlafshandlanff  dem  bctrcITcndcn  Ixhrer  gern  ein  Freiexemplar  behaEs  vorherig 
l*rarun(  aar  Verfilg:ua|^. 

H6886,  Dr.  OttOf  ord.  Professor  an  der  Universität  su  Heidelberg,  Vor- 
lesungen über  analytische  Geometrie  des  Raumes, 
insbesondere  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  gr.  8.  18G1.  geh. 

n.  2  Thlr.  12  Ngr. 

„  l'ni^eachlet  des  hedenlenden  Aorcchwunges,  welchen  die  anslylitchc  Geomelrie  namentlich 
int  Verlaufe  des  letzten  Vicrte^hrhunderlK  eineraelta  durch  die  Erweiterung  des  Coordinateabe- 

Sriffes,  andererseits  durch  die  rortsehrlllc  der  alyebraisehen  Methoden,  besonders  in  der  Theorie 
er  Delerminanten  uivd  der  boBMnnen  Functionen,  genommen  hat,  fohlte  es  doch  noch  bis  vor 
Kurzem  an  einem  Lehrbadra,  imehos  geeignet  eewescn  wäre,  den  Studierenden  der  Mathematik 
lur  Einführung  in  dies«  neueren  IMsciphncn  zu  rlienen.  Für  die  anslylische  Geomelrie  der  Ebern» 
iHt  tu  diesem  Zweeke  den  doulschrn  Jüngern  der  Wissenschaft  ein  wichtiges  Hilfsmittel  in  der 
'  Fiedler'achen  (Jebertragang  des  Salmon'scnen  Werkes  in  die  Hand  gegeben  worden;  fUr  die  de* 
Raumes  wird  die  erwinnte  Lttcke  unserer  mathematischen  Literatar  aaf  eine  aosgvaeichnete  Weise 
durch  das  vorliegende  Lehrbueh  anager&Ut.  Daas  dar  Varfakser  desselben  vor  Allan  baivaktigl 
war,  in  diaaa  LOeke  eiasalrelen,  data  hat  er  sich  daa  Ans|iruch  darck  aeioe  rOstige  MitwitkaD; 
an  Aaabao  aowoM  der  analytisch  •  geometrischen  MaUiodao,  als  der  hiermit  im  Zusammenhang 
stabcndca  Thaile  der  Algebra  erworben;  da  Bllek  faa  Äo  lafaten  swantiK-  Jalirrän^e  von  CrcUe** 
Joaraal  wird  ganfigea.  ihai  diese  UereebUgong  tonerkenaea.  GegcnOber  der  Siellanc  des  Verfnaaera 
aaf  deai  GeMela  dar  WUaenaehal^  mass  tibsrerent  von  einer  kritfaehen  Bes|iiechuiig  <fes  vorliegaadMi 
Werket  abaahea,  UBaonwhr.  als  dieaelbe  nvr  aaf  Aaerkaanviig  das  darin  dargelegten  Talentes  «ad  der 
Metauwachafl  in  der  Daralallnanweiae  hlaaualaufni  kteala.  |Folgt  Inhaltsangabe.]  FSr  Laaer. 
«relcka  mh  den  nölhicea  Vorkoantaisaeo  auagerilatet,  Zumag  au  den  aeoerao  aiiiilytiadi«c«o- 
melrlsehco  Theorien  ernalten  wollen,  kann  daa  vorliegende  werk  als  eines  der  wlchU«ten  Htlfs- 
aiiltel  betelehnet  werden  u.  s.  w."        [0.  Fort,  in  der  Zeii»clirift  für  Mathematik,  iMt,  S.  Heft  | 

Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  dor 
fremden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der 
Kl>ene.     gr.  8.    -eh.  n.  1  Thlr.  10  Ngr. 

„Man  kann  ohne  Ueberlrcibun;^  behauplea,  dass  es  selir  wenige  Bücher  giebt,  die  »til  dem 
kifineu  Kaiuue  von  ISS  Seilen  eine  solche  Fiklle  von  Material  in  einer  ao  degaatea  und  durchau» 
klaren  Uarslellong  kielen  n.  a.  w.**      ISeklSnlleb,  kt  d.  Zekachr.  f.  Mattieoi.  ISM.  S.  Ilefl.| 


Digitized  by  Google 


HüäSe,   Dr.  Otto,  ord.  Professor  an  der  Uiiivcrsilät  zu  Heidelberg,  vier 

Vorlesungen  ans  der  analytischoaGcometric.  Scparatab- 
druck  a.d. Zeitsdlr.  f.Maihem.  u.  Physik,  gr.8. 1866.  geh.  n.  16  Ngr. 
Kahl,  Dr.       Lehrer  der  Physik  an  der  Kriegsechale  in  Dresden,  mathe- 
matische Aufgaben  aus  der  Physik  nebst- Auflösungen. 

'  Znm  Ge^raucho  höliorer  Schulanstalten  und  zum  Sollistiintorricht 
bcarlicitct.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
2  Thcil.-.    gr.  ö.    Iö57.    geb.  n,  1  Tblr.  14  Ngr, 

Einzeln : 

I.  Theil.  Aufgabeu.    u.       iNgr.    II.  Tlieil,  AuflÖBUllgen.    n.  20  Ngr. 

,,Je  zaliliricliLi  uiiil  uiuraii^^Iirlii  r  man  AufgAbeo-Samnilailgen  au»  <li-iii  Gebiete  der  reinen 
Bfalhemalik  bc»ilzi,  «Icsto  ücltcner  und  vcrliältntMnibiBi^  weniger  ausruhilich  hal  man  »io  titr 
angewandte  Maduinatili  und  fiir  i'hysiik.  Insofern  Ut  daher  schon  jeder  Beitrag-  lUr  die  apecielle 
Literatur  Iclzlfri-n  Geg-cnAtandes  al«  eiue  ebeoao  «rwitasehle  wie  danken&worthe  ErMheiaung  auT 
dem  niicliciniaikii*  zu  |i<-ltachl( ii ,  wit-  auch  ttbrlgM*  der  Verfasser  bei  Bearbcilunfc  einer  telb<(t- 
»lindig^en  Samtnluii(f  dieser  Art  zu  Werke  fr<*g^angren  tcin  mag.  Wir  brauchen  indessen  hezüglirb 
vorhegender  Sammluntr  hfi  dii-»>cni  einrai  lien  und  alljc^meinen  Urlhcile  nicht  stehen  zu  bleiben,  viel- 
mehr wird  Jeder  nacli  Einsiclu  in  dieselbe  darin  mit  uns  übcreiDslimroen ,  daaa  dieselbe  tür  «feo 
Schul-  und  Privai^i-I>raurli  ein  recht  instractives  Hiirsmiltsl  sor  Aneignung  und  sui  klaren  Vor* 
»ländnis  der  Hau|iilehren  der  Physik  darbietet.  Sie  mteracheidet  sieh  ntatthst  voo  uxlcnii  dar- 
artigen Sammlungen»  s.  B.  von  oer  Fllednei'sehrn,  auch  darin,  dtM  derGebfmaali  dar  IMff«rMili«U 
und  Integralrechnnog  fftr  ainselne  Beispiele  nicht  ansgesehlosscn  Ist.  oha«  jedoch  die  Kcnntais 
dieses  Thelles  der  Mathematik  dm^chg^iing;^igr  voravsstisetten,  Indem  dielNehrsahl  der  Beispiele  davon 
uita^hiinpisr  g'omflll  ist."  [W  i  (  z s c  liel ,  ind.Zeils.hr.  f.  Mathcm.  185«,  6.  Hcri.| 

kolfl,  j^ricbrid),  (5lcmcnte  von  9.lJa[d) inen  junädjft  alig  ein  $citfabcn 
für  (^ciücvb)cln"ilcr.  T.  u.  II.  ^Ibtl).  in  einem  '>^bc.  Wlit  'M  üü).  Xafclu 
u.  157  in  b.lcvt  ;^'br..v>ol^UlMi.  ^miU  ^>lux\v  4.  IHÖH.  cjcl}.  l  X^lv.  24  gi^f- 

^rÖdlllC/         Ciiinliii^cuicui  imij  bcftaUlcv  2aubmcf{cr,  .'^anbbud}  ^um 
fielen  von  duvuen  auf  C^ifen^a^ns  unb  iBcdcUnien.    $ür  aUe  toor- 
fornmenben  Fintel  unb  9iabicii  aufiS  ®ordf5(tig^e  Berei^nct  unb  ^eraud« 
Oe^eben.   i^ünfte  bur<i^e(e^en<  ^tuffage.  Wt  einer  f^igurentafel.  8. 
18(;7.  s^ctnnibeu  18  9flgr. 

,,  striieiii!« r.-iscIifiilHirli ,  welrlies  sii  Ii  ilurdi  concise  Fnrni  und  Ii' ijueiiilichkeit  für  den 
(irlniiKli  )c.|rrn  [iraklisi  lifn  (ii'<'ni>  (er  uiiii  Inj^'i-nieur  eniiifirliU,  entiiall  alle  clii-jniig-<'n  Daten,  welche 
<•!  Ii'i  ilerl  if  Ii  sind,  uni  ntrli  lifr  Melhudr,  von  <liri  Tangenten  um!  MiilfslanKenlen  aus  den  Biit,'en 
/II  liisti  iiiiii'ii ,  eiirvrii  tut  .S|r:»'.M  II  und  Eiseiiliiilniaulntfeii  al)Ziist'-cken .  Die  Einleiluii^r  enll<;ill 
eine  kurze,  dabei  aber  sehr  klare  und  bdndig-e  Inslruclion  für  di-'  Ausfiiliruntr  ili-r  beim  .Mjsieckeii 
<I-T  Cur  von  vorkommenden  geometrischen  0|ieraliiineii ,  für  die  nehandlung-  dei  zu  iliesrni  Zwecke 

•  1  !i>i(|erlirhen  Instrumente  und  für  den  (lebr.nucli  der  den  llauniinlnlt  des  Tasclienhuchii  bildenden 

•  "■'•li'n  Tabellen.  Von  diesen  Tab'-Uen  enihiilt  die  erste  die  VVerdie  der  Ti»nf;«nle,  Hugeidan^re, 
Inlhen  Sehne,  der  Citordinalen  iles  Mi( li  l|"unkles  und  dessen  .Abslaniies  vom  Winkelpunkt  Uer 
ftirve  flu  "ten  Uadius  U>Oü  uml  <lie  (husm  des  CVntriwinkel«  von  U  bis  12U  (iiid,  um  2  Miouten 
jedesmal  wachsend.  Hie  zweite  Tabelle  enlbäll  die  .\bsrissen  uml  Ordin.iten  zur  Absetsung  ioai- 
distanter  Bogenpunkte  für  alle  vorkonraendcn  Radien  von  lu  bis  10.000.  Mehrfache  Rsvisloiien  oe- 
rechtige«  den  Herrn  Verfasser,  wie  ar  in  der  Vorrede  sagt,  beide  Tabellen  als  TolikoiUDeii  fahlar- 
frel  nnd  tavtriissig  zu  beseichnen«'*  IDscnbchnBeilnng  IStt,  Nr.  tS.| 

Lindeldf,  Dr.  L.t  Professenr  de  Math^matiqaes  4  Belsingfon,  le^ons  de 

calcnldes  variations.  Rodigees  en  collahoration  avec  M.  L'abbd 
Moigno.    Paris  1861.  gr.8.  geh.  n.  1  Thlr.  20  Ngr. 

HAtthiesen,  Ludwig,  Dr.,  Subrector  und  Lehrer  der  Mathematik  am 
Gymnasium  ziiHustim,  die  a  1  g  el)  r  a  i  .s  c  h  o  n  Methoden  der  Auf- 
lüsung  der  litteralen  quadratischen  ,  cubi.schen  und  l)iquadra(ischen 
Gleichungen.  Nach  ihren  Principien  und  ihrem  inneren  Zusauimcn- 
hange  dargestellt.  Ente  Serie,  enthaltend:  8ubstitutions-Methoden. 
gr.  8.    1866.   geh.  15  Ngr. 

Mayer,  Dr.  Adolph,  BeitrXge  ssur  Theorie  der  Hazlma  und 
Minima  der  einfachen  Integrale,   gr.  8.   geh.  20  Ngr. 

Mittheilimgeil  der  K.  Säebs.  Polytechnischen  Schule  zuDres- 
den,    Heft  I.    A.  u.  d.  T.:  Versuche  über  den  Krafthe- 

darf  der  Maschinen  in  der  Streicliparnspinnerei  und  Tuch- 
fabrikation ,  austreführt  von  Dr.  Ernst  Hart  ig,  Lehrer  der  mechaii. 
Technologie  an  der  Kgi.  Folytechn.  Schule.     Unter  Mitwirkung  der 
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Polyti'clinikrr  Arndt,  Jünt^linj;,  Klien  und  Kunzcl.  [VTTT  u.  72  S. 
mit  11  litbogiapLiieitcn  Tatelu  in  4.  u.  qu.  Folio. J  hoch  i.  geh. 

n.  1  Thbr.  10  Ngr. 

Müller,  Dr.  J.  H.  T.,  Oberachnlrath  etc.,  Beiträge  Eur  Termino- 
logie der  <}riec1iiBcheii  Matiiematiker.  gr.  8. 1860.  geb.  n.  8  Ner. 

,%»  sind  nur  2'A  Dniekbofren ,  welch«  der  Verbswr  unter  deniTiUA  von  Beitrifcn  varSIml» 

lirlil,  abrr  wer  den  Inhalt  prüfl .  wird  über  die  FQUe  orsUanrn,  Wftehe  hl  den  kleinon  Rannte  la- 
s.itiimengedrin^  i»t  u.  l.  w."  ladUrhrifl  f.ir  H»th«Utik  1860,  ß.  H.  n.) 

NBOinällll,  G&rl,  ord.  Professor  inTül)inpen,  V o  rl  csii n c n  tthor  K  i  c - 

mnnii's  Throru'  der  AlioVsilicn  Tutciiialo.    Mit  zahlreiclien  in 

den  Text  gedruckten  Holzschnitten   und  einer  lithographierten 

Tafel,    gr.  8.    g<  h.  n.  3  Tlilr.  20  Ngr. 

*  Kino  Darsti  lluti;:  der  Theorie  <\«  r  Abet'sclien  Inl<  f^rale,  durch  welche  ilieselbe  auch  denen 
ver»lSn(lhi-h  wird.  iI't<  n  malheninliMlie  Kentynisse  nocli  fferinfr  sind.  l>er  Student  welcher  sein  ervl'-s 
mler  Seine  luid'ii  nsicn  Scmi<iler  <iiiitr<'rniasr.<ii  anffi-w endet  hat,  !>oll  durch  die><N  Huch  m 

den  Stand  gcsrixt  werden,  in  lin^  Iniuie  ji  im  r  scliwicrigon  und  bi»  jclzl  fa»l  volUtändig  uiuu- 
^iOflicbeo  Theortc  sororl  und  mit  volli  tn  V>'i>>t:iiidnia  eintndrinfl^o* 

'  das  Dirichlet  Hcho  Princip  in  seiner  Anwendung  auf 

die  Ricmann'schcn  Flächen,    gr.  8.  geh.         n.  18  Ngr. 

die    Haupt-    und    Brenn- Puncte    eines  Linsen- 


Syätemos.  Elementare  Darstellung  der  durch  Gauss  begründeten 
Theorie,   gr.  8.    1866.    geh.  15  Ngr. 

Roohi  Dr.  G.,  de  theoremate  quo  dam  circa  functiones  Ahelianiis. 

4.   geh.  n.  6  Ngr. 

Rnote,  Dr.  0.  0.  TL,  Prof«a«or  and  Geh.  Medicinalralh ,  das  Stereo- 
Bcop.  Eine  popalSre  Darstellung.  Mit  20  stereoscopisi  hon  IVildern 
in  einer  Beilage,   gr.  8.  ISOO.  geh.  n.  1  Thlr.  10  Ngr. 

,, Der  Vcrfnssc!  tial  nicht  hhis  d:iN  \S  i  scii  di  '.  Stereoscopes  wie  des  siei enscopischin  Si  li.  ii> 
b<?handelt,  sonilern  auch  ilie  j)!.y<  liiilouischi  n  ,        s  k  ilischen  und  phyMolotrischen  \  ui Im-s;i  ilTi-  vnr 
auSffeHrhickt.     Kr  hat  die  ^.I  kIhi  ini;j  dei   KrschciiiuiiK^i'n  tluich  Heispieh-  erl  iiil<'il,   und  du  «e  <luuti 
eine  bcigepebene  Snintiiliini:  von  siei  rnS' iipi-.i  Inn  jiildern  verniehi  I.    [»as  Wtik  i-l  ■liin>..  vki-v.m 
«.chafliicn  als  popul  rr  im  waliren  Sinne  des  Wortes  g;eschrieben .  und  es  int  nicht  t.l.i»   MMli  ni  (;.■ 
bihleten  ,  dem  da>  Slereoscop  zur  l'nlerhaltunK-  dient,  sondern  ain  h  dein  ISyclinln^'i-n ,   l'li\-ik  i 
nnd  Physiologen  zum  Studieren,  dem  I^-hrer  aU  Hilfümitlel ,  dem  Finanzmaitn  aU  Mittt;!  zum  hr- 
kennen  der  (Sipiea  vom  Ori^^inale  und  der  falschen  Wcrlhpapiere  von  erbten  anzuemiifehloii." 

[Lukas,  in  der  „ Z<Mlschri fl  für  Slcreoscopic".  II   Jahrtrantf,  Nr.  10. | 

Beiss,  M.,  Beiträge  zur  Theorie  der  Determinanten,  gr.  4. 
1«Ü7.    geh.  1  Thlr. 

SalmOE»  Qwrge,  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte 
nut  besonderer  Berttcbsichtigong  der  neneren  Methoden.  Unter 
Mitwirkung  des  Verfiftssers  deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm 
Fiedler.  Zweite  nmgearboitete  und  verbesserte  Auflage,  gr. 
1866.    geb.  .  n.  4  Thlr. 

.,Es  kann  dM  Werit  In  der  vorlie^nden  Fomi  der  aafmerksanen  BeaehtaM'  aller  SUidia- 
rendrn  der  Malhematik  empfohlen  worden,  welche  auf  mSf^tichit  emrachcm  'Wege  Znfa§  SV  de* 
Reaultalen  der  neueren  Forschungen  auf  dem  Gebiete  der  analytischen  Geometrie  erlan^w  t>oll«a: 
dem  Lehrer  der  Wissenschaft  empfiehlt  es  sich ,  abg-esehen  von  der  vorsüfHchen  Methodik  des  Vet> 
fassers,  Velche  in  der  deutschen  Itearbeitung  durchau«!  nicht  bceinlrikchtitTt  ist.  namentlich  noHk 
durch  die  grosaa  Meoife  VOO  mehr  als  vierhundert  «rrossenlheils  vollständig  dui chsrel nhri'-n  Avf- 
gaben."  (0.  Fori,  in  der  Zeilwhrift  für  Malhcujalik  li><51,  3.  Ilefuj 

■  ■  Vorlegungen  zur  Einführung   in  die  Algebra 

der  linearen  Transformationen.  Deutsch  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,   gr.  8.   1863.   geh.  n.  1  Thlr.  24  Ngr. 

Diese  detd lache  Ausg^abe  von  Ucv.  Georg^e  Salmon'a  ifLoaaons  introductory  to  the  mo- 
dern higher  Al^rdMa"  ist  in  cinig-en  Punkten  ver.Hndert,  in  andere  erweitert  und  nach  dem  StaiHlff 
der  Lntdeckung«n  vervollslündifirl  woiden  Der  Theorie  der  symmetrischen  Delerminanim  ist  «ine 
Vorlegung'  gewidmet,  Oberhaupt  du-  l'eleiminanleniheorie  vielfach  erweitert,  namentlich  auelk  4ie 
Zahl  der  ßvisniele  vermehrt  worden,  liiese  Erweiterung  sieht  in  Verbindung  mit  der  volländim«» 
Hehandlunier  der  1  heoric  der  Jaojbi'sclien  and  derjenigen  der  Hessc'schen  Imerminanle .  welna  «1» 
Beispiele  fiir  eine  Form  der  l]chandlun|r  gegeben  tind,  di«  in  analftiaeher  Besiebnng  vnlenirbarv 
N'orziige  vor  derjenigen  hat,  durch  die  der  Grandchancler  d«a  OnKinala  bectioimt  iaU  la  ^er 
Ueberaieht  dar  Raaflhaia  dar  ThMria  fOr  die  UqnadrallacheD  taiaifen  Fenaan  bl  anf  die  udkSmm 
UaUfaadnMae  tw  Clabaeh  Betar  genommen  und  ein  kariar  Abrlsa  der  Retaliaie  gecpbao 
worden,  «elak«  AaalfabrtiadiallMorla  dar  Wniren  und  temfiren  Formen  fQr  die  elDpliacheaYrw»- 
acendrataa  aa«  lidil  gakraakt  baL  Daa  Aarh  achliesst  »ich  in  seiner  Bedeutung  für  die  matk^ 
matisehen  Stadien  dem  vorbergehmden  Werke  deaaelbeo  Verfkaaer«  würdig  an. 
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S&bDOn,  George,  atialytisclie  Geometrie  des  Raumes.  Deutsch 
bearbeitet  von  Dr.  Williclm  Fiedler^  ord.  ProfeMor  der  descrip- 
tiven  Geometrie  am  Polyiecbniconi  su  Prag.  .2  Tlieilc.  f^r.  8.  1863. 
1865.    geh.  ö  Thlr.  14  Ngr. 

Eiiiz.'ln: 

l.  Theil:  ,\.  u.  d.  T.:  Die  Eleiiieiitc  »kr  uiuilytisi  liuii  fJoometric  des  Raumes 
•  nnd  die  Theorie  der  Flftchen  zweiten  Crade».  Kiu  Lehrbuch  fiii*  höhere 
l'iiterru-litsanstaltc'ii.    pr.  S     rrdi.  1  'liilr.  '2i  N^rr. 
11.  Theil:  A.  u.  d.  T.:  Aualytiäclic  (ieomctrie  der  Curven  im  Kuuniu  und 
der  algcbraisohen  FIXchen.    gr.  8.   geb.  n.  S  Thlr.  SO  Mgr. 

.,l«ip  .•»iis^r'  xoi.  Wn.  i.^  n<'.:nl<iiii-        Verfass«-!»  fÜr  die  Durstcllunfr  anulytiRch  -  (fromctrischf-r 
l  nU'iMirliuiigrn,  als  auch  die  Tiulitijrkcit  de»  Herrn  UeberMttPr«  *ind  »o  anorknnnt,  das»  es  unnölhi);  ^ 
»rselwittt,  irrend  etwu  sur  Empffhlttog'  diw  Torliegenden  \V<'ik<  s  liintuzurri»;<-ti." 

|l  i|.«.,ir  (Vnlrnn.laU,  186-1,  Nr.  3H.| 

SchelQorf  Dr.  Hermaini,  Hcrzogl.  Ilraunsrh^ei^.  IJaurath,  imaginäre 
Arbeit,  eine  W'irkun«;  der  Ccnirifugal -  und  Gyralkraft,  mit 
Anwendungen  auf  die  Theorie  des  Kreisels,  des  rollenden  Rades, 
des  Polytrojis,  dos  rotircndon  Gosclioyscs  und  des  Tischriickcns. 
^Mit  23  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten,  gr.  8.  1HK<;. 
fii'li.  15  Ngr. 

Sehell,  Dr.  W.,  rrofeMM»r  der  Mathematik  in  Marburg,  allgemeine 

'IMirorio  doi-rurvon  d  npp  oltor  Krümmung;  in  roin  ^«'onic- 
tiischer  DarbtcUung.  Mit  llolzscUuitteu.  gr.8.  1851).  geh.  u.  21  Ngr. 

„ftn*  vurlic^cntt«  Wcrkchrn  kann  allon  denen,  die  eirh  mit  der  proomctriacheB  Beliachinngii- 
wcia«  der  wirhliren  Throri«  der  do|i|irll  gekrümmten  Carven ,  sowie  vieler  anderer  data  ceh^rigvr 
peometriM-licr  Gebilde  vertraut  mnehen  wollen ,  nur  (Hüstens  eniiifohlen  werden.  Sie  mnun  darin 
ein  reiclie»  M.tlerial  fUr  die  Urbun|r  in  der  ^reomctriMhen  AnKcliauunir  nnd  Verbindaar  vorladen, 
ila«  der  Vcrfaiiscr  ihnen  In  klarer  und  g-eddinirler  Darstellung  vor  Aup-n  geruhrt.  Wir  Minnen 
rnii  wiiiihrhcn,  dass  dortelbe  dem  wtsKeniirharilichen  Publikum  seine  weiteren  Untersuchaafen  6liar 
die  liier  tichandelten  Gegenstände  in  nicitl  ferner  Zeil  zur  Kenntnis  bringen  möge." 

I  Heidelberger  Jahrbücher  1859,  Nr.  98.1 

Sohmidt,  Carl  Heinrich,  Profeaaoran  der  polytechnischen  Schule  in  Stuttgart, 

Lclirbucli  d  e r  S  ji  i  n  n  oro im c eil a  n  ik.  Mit  oinom  Atlas  von  I.'i 
litliograpb.  Tafeln,  gr.8.  1857.  (Der  Atlas  quer-Folio).  n.  3 'l'lilr. 

T)i*'>('H  I.i'lii'liiirh  der  S|iinnereinieclinnik  beschSftiirt  sirli  vorzugHweise  mit  dem  theoretischen 
Tli.  ',■  .1.  s  S|>iiiiii  1-  :l  II  In  -..    K>  ziTfiilll  in  viel   Atilln-iliiii^cii :  1.  Flachs-  und  Wor(f«plnnorol. 
II.  Dauuiwollaptnncrei.    III.  ScbofwoUsptnnerel.    IV.  BeweKunRscesetzc  und  BeweRungsmecba- 
Binnen  für  die  Aufwindunc  des  Vorgaraee  —  und  hat  eheiis.ivMilil  in  <h  »<  ih   uriil  mxl.  ii'n  ii  i  h 
ni^'hen  Schulen,  aU  auch  unl<-r  den  l'iaktikern  de»  8|iinneicii'achei>  allg^emcine  Aneikeunung  und  « 
weile  Vcrbreiluaf  befanden. 

6f|lieillcr,  Dr.  (f.  S.^  «it>iliii9cmcur,  bic  nftrumcntc  uub  SBerl* 
'^cujic  fcev  l)H)crcn  unb  nicbcvcn  "??ic^tuuft,  founc  K'v  gcomcj 
tvifd)cu^cid)cufuuft,  il)vc  Xt)COvie ,  (H>n[tnKtien,  ©clnaud)  unb 'l.^rüfuiuv 
Mit  236  in  bcu  icvt  gcbvudtcn  .v^ol^fd^uittcu.  :l>icrtc  jctjv  vcrbc[]'cvtc 
WTlb  »erme^rtc  «iipagc.  (\x.  8.  1861.    gc^.  1  %i^[x.  1.5  9ij^r. 

-  icljrbud)  t)cr  öcj^'^'nmtcu  ^)J^cBEuu]"t  ober  T^arftcUinu^  tci 

X^eori«  unb  ^mü  bciB  ^elömcffcnS,  3ii\)caiicu!3  uub  ^^ö^cnmcücuö, 
bet  milttSrifd^en  ^fnalnter  ganjeT  Sanber,  fomte  ber  aeomctrifi^en 
3cid)cnfunjl.  3um  ©cltftflubimn  unb  Untcmd^te  bearbeitet.  !Dritte  »er* 
beffcrtc  ^luftacjc.  mit  225  i^otjfct^nitten.  flt.  8.  1861.  gct).     2  t^lt. 

Die  K'eodiiii»cheii  Werk.-  S  c  h  n  .•  i  1 1  e  i' s  enispiechen  so  sehr  einem  prakÜMhen  BedOrfnissc, 
das-i  ihre  \  erbrcUunq-  iti  foi  Iwuhiend.-m  Si.  i-.  n  l..  -iiffcn  ist.  Die  vorliegend«  dritte  AuSage  de« 
„l^hrbiichs  der  .M.'vskiinM",  wtlcli.  s  mit  .l.  iii  gleichzeitig  in  vierler  Auflage  ertebienenen  Werke: 
„die  Inatrument«  und  Werkaeuge  der  Mesakunat"  ein  (Unics  bildet,  ul  eine  weaenllich  ver- 
liesserle.  Iiishtsund.  ie  Ist  der  ganze  AI.Hchnitt  .,  Ni  v ol  Ii  ren  "  durch  Herrn  Regicrnngscondneleur 
8lock.li  III  Ureslau  vollständig  neu  bearbeilel  und  damit  das  Buch  gerade  in  einer  Partie  erweitert 
worden,  deren  aenaue  Kenntnia  in  tiaaerer  Zeil  von  besonderer  Bedentnna  fftr  die  aroasartigMi 
Ijindes-MelioraUonen  (Brach,  nnd  Moorbantcn,  Draln-Anlaren)  ist.  Der  Pr«l«  ist  aaeserordeairieh 
billig. 

Schneitier,  Dr.  C.  F.,  und  Julius  Andröe,  civil  irigenieurs,  Sarara« 
luug    vou    Werkzeichnuugcn    land  wirthschaftlichcr 
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Maschiucn  und  Geräthc  nebst  ausführliclieu  Betichreibuugeu. 
7  Hefte.  Mit  42  Tafeln  in  gr.  Boyal-Fol.  Text  in  4.  1853—1857. 
geh.  .        n.  38  Thlr. 

Elnulnt 

I.  Ilrfl,  die  D  i  a  i  n  i  .1  h  t  c  n  uml  Zicpelj»  rossen  auf  7  FolioUfeln:  1)  n!in<lcll  utnl 
Sanders  Thontiiliitniuosx-  mit  nicchamsrhiT  Abschneide -Vorrichlun g;  2)  Prainrühren- 
jiressc  von  sr  i- 1 1  s  in  ll.-rlui  ,  3)  l>(i]){u-liwirki'n<li'  Drainr5hrenpres.sc  von  J.  W  h  i  irhead 
in  Preston;  4)  ItraiiiioliriiiiircsM  vnti  J.  Williams  io  Bedford;  5)  Doppelwirkcntli'-  Orain 
röhrrnproüso  von  ll.inc  Fn  ros  in  r.nri^ ;  G)  Di ainrdhrOipTfWo  VM  Mnndsrlw  iil  im 
Malapane;  7)  i-in  frt.  lie  encli>cho  l!iiliifii|>ressr.    1853.  n.  6  Tlilr. 

II.  Mefl ,  mit  (i  T-tIVIii:  I)  VcrlH-sstite  Flach*  ■  Brccliinn^clüin'  vim  Kullio,  2)  Flachsschwinjje- 
Maschiiir  vun  J.  Hiicklcrs;  3)  r.itfiilirlcr  Amtaial  und  V'i'rfrihti-n  der  Flachs  ■  Dainnfröstf 
von  Watt  in  IrLiml;  4)  K.  K  a  c  m  m  c  1  c  r 's  Universal  -  S;n-  M.ischinc.    1853.     n.  t.  Thlr. 

III.  lieft,  mit  C  rnri'lii:  1)  1 1 aiis[)(irtalilef  t  ylindergfipel  von  Uarret.  £x.mU  u.  Andrewh 
in  neadiiiK-.  2)  traii>.|ioi  taMcs  ilculsrln  s  ItoMWCnt;  S)  HickM]iraBtide'>Ht>chine  nach 
(Jillet;  Si  hnilniuhle  mit  Stalil walzen.    18&1.    "  n.  6  Thlr. 

IV.  HeH  oder  II.  Serie  1.  Heft,  m  l  G  Tar.lii:  I)  EnRÜMll«  DrMdUMKhiM;  S)  Salmon'i. 
IlickseUchnoide- Maschine*;  3)  llcdlonl  F.jccr.  n.    Itsüö.  B.  6  Thlr. 

V.  Heft,  oder  II.  Serie  •£.  Men  .  mit  0  Tafeln:  TlionsrtilflBnei«!  1«  Joaehio»th«l[  Gfipcl  von 
Pinet;  Aomainc's  Dampr^rabe  Maschine.   1856.  n.  6  Thlr. 

VI.  n.  VII.  (l>oppel)Her(,  oder  Ii.  Serie  3.  a.  4.  Heft,  «.  n.  d.  T. :  Die  neueren  Dainpfcnliur 
Gerilhe  und  DampfiiflUro  Enriands.  Von  Dr.  C.  F.  Schneit  Icr.    Mit  Ii  Tafeln.  lRr>7. 

n.  8  Thlr. 

Heft  1— S  heruugvgreb»  von  C.  F.  Schneitier,  Heft  4—7  oder  11.  Serie  1—4.  H«A 
Tun  C.  P.  Sehneitler  nnd  J.  Andrtfe. 

reu  unb  ividjtiijc vcu  lanbUMvt()f d)af tlidjcn  a.1?vi i rf) i n c u  unb 
©ciät^c,  i^rc  X^coric,  (Sonjtiuctiou,  iBirfunggiucifc  unb  Slmoeubun^. 
<S!n  ßanb^ttd^  ber  l<mMrt^f(^aftü(^en  iDZa[d)inens  itttb  ®cWlt^iibe 
sunt  ÖeTbflfhiHum  unb  Untcrrid^t.  .  aRit  350  in  ben  Ztsi  Qthmdttn 
i^olif(^nitten.  ^r.  8.  1862.  ge^.  3  X^lr. 

„Das  neueste  uiul  volUiiiixlif^sli'  Hin  Ii  iiluT  Iniiil wii  lIiM  haflliche  Mn^cliineii  und  Gerathc, 
welche«  darch  seine  voziiglicli  kl  uen  und  .inM-liruilu  lieii  .\ lil>iMiiii(reii  wie  durch  seinen  gredicjfen'-n 
li'  srhi eibenden  Text  die  vollste  Am-i keiwainir  bei  rillen  Keriimlen  hat,  die  als  Ijuidwirlhe  oder  Tech • 
iiiker  mit  den  land wirth.schaflliclien  .M,isehinen  un>i  (infilheii  sich  n.iher  bekannt  lu  machen  Vei- 
.inlavsnni;;  halten.  Wir  kiiniien  nur  \>  ieilerbolen  ,  il  ■»  •»  s  wir  es  hier  mit  einem  ured  i  e  ffe  n  e  o  , 
der  wärmsten  F.  m  )i  f  e  Ii  I  ii  n  ir  w  e  i  t  b  e  n  W  e  r  k  i-  zu  t  b  ii  n  haben.  .\!le  l,and  wirUie ,  vreTche  dpr» 
Fiirlschrilt  in  ilirein  elu  cnwerilirn  Ürinli-  mit  Freuden  lies  liisseii ,  k/'iinen  ,,iliese"  Maschincti- 
nnd  Gerttihe-  Kunde  gar  nicht  entbehren,  und  legen  wir  besonders  auch  allen  Mitgliedern  nnseic» 
VerohM  die  AuKhtining^  deuelben  ana  Hen." 

(Ijuidwirtliwhtftlicbe  Mitlbdlunffeii  (Rcohnldeoslebeo)  IfifiB,  Nr.  A.} 

64r0Uer,  3*  faglid)c  ^nUitun^  3um  granMii^en  Unter« 
rt^t  in  ber  ^Kgebra.  yia<fy  Scifpiclcn  auS  ben  in  aReter  i^irft^'d 
@amm(und  entbaltenen  <9Ui(^unQcn  nnb  Kufgabcn.  gr.  8.  1850.  ^tff. 

1  X^lv.  9  Dlgr. 

Neben  einer  »ehr  klaren  Darktellanc-  der  algcbraitelien  LAhraitce  enthilt  dna  Bach  •nafftkr« 
liehe  Aantranfm  nller  in  Mevcr  Hlrach'a  Sammlanr  enibnltenen  alfebraitehea  Auff^ben,  «reldie 
dasselbe  Tonni^weise  zum  Selbstonterricht  in  der  Alg«br»  feeifaet  UMhen. 

Stamm,  Ernst,  theoretische  und  praktische  Studien  über  den  Self- 
actor  oder  die  selbstihfttige  Mule-Feinspinnmasebtne.  Ans  dem 
Französischen  übersetst  von  Ernst  Hartig.  Mit  einem  Vorwort 

von  Dr.  J.  A.  Hülsse,  Director  der  polytechnischen  Schule  in  Dresden. 
Mit  10  Kniir.  rt:^roln  (in  qu.-Fol.  u.  Imp.-Fol.)  I.  Heft:  Toxt. 
II.  Uett:  Kuptertafeln.    gr.  4.   1862.  geh.  n.  4  Thhr. 

Der  Herr  VorlhMer  vftrlkfmdMr  Sdhrift  iprach  gegm  mich  den  Wantch  aoi.  diceelbe  tu 
iHvlachiand  ctniafnhrcn;  Ich  konnte  dieoem  Wunsche  um  so  berritwilligvr  entspreefini .  nls  di« 
Schrift  selbst  fftr  eine  wesentliche  Bereicheranr  der  Im  Fache  der  Spinneteimechanll(  ohnehin  nidht 
sehr  Uhlrelchen  Literatur  zn  erachten  Ist,  and  sich  auf  eine  mechanische  Vorrichlangr  erstreckt, 
welche  mit  jedem  Ta^fe  g^rössere  Bedeutang*  erhkll  und  an  deren  Vervollkommnung  and  Naixbar 
machung  fiir  andere  Siiinnsloffe  als  Baumwolle  anch  deutsche  Werkstätten  sich  we»entlich  heih»»i- 
Ifgen ,  den  ticcenstanil  seihst  aber  in  einei  ,\rt  behandelt,  w  eli  lie  iinb  Tir  den  der  höheren  M'jthe 
matik  nicht  Kundigen  ein  \'ei  si  inilius  tubissl.  Ich  erlaube  mir  daher  .\lle,  welche  «ich  fiit  d%« 
Spinncreifach  inl-'i  esvin  i n ,  nul  A-.'-  in  dieser  Schrill  enthaltenen  neuen  und  .•tncehendrn  IJctrarh- 
liingen  über  die  Wirksamkeit  der  einzelnen  Mechanismen  des  Selfactors  und  über  die  Mittel,  durch 
welche  einseinen  Fehlem  in  dem  Prodnct«  den  Solfnetort  nlifekolfcn  werden  kann,  hintuweisea. 

Dr.  J.  A.  Ualsse  in  Dteod««. 
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Steiner'B,  Jacob,  Vorlesnngen  Uber  syntbetisebe  Geometrie. 
2  Bftnde. 

I.  Band:  Synthetische  Darstellung  der  Lehre  von  dcu  Kegel- 
schuitten,  auf  (fnunl  ei<»ener  Nachschrift  und  mit  Bcnutzuug  hiuter- 
lassener  Mauuscriptu  iSteiner'»  hearbcitct  vuu  iJr.  C.  F.  Getscff 
Doccnt  der  Mathematik  in  Zürich.  Mit  vielen  Holuehnitten.   gr.  8. 

1SC7.  geh. 

•  Ii.  Bund:  Die  Theorie  der  Kegelsuhuitte,  gestützt  auf  prujek- 
tiviüchu  Elgenechaf teu.  Aaf  Qmnd  von  UniversitUtsvortrftgen 
und  mit  Honutzung  binterlasscner  Manuacripte  Jacob  Steincr's  henr- 
beitet  von  L>r.  Heinrich  Schröter,  ordeutl.  Professor  a.  d.  Univer- 
eitXt  m  Breslau.  Mit  rielen  Holzschnitten,  gr.  8.  1867.  geh.  4  Thlr. 

Vorlaender,  I.  I.,  Königl.  Prenss.  Cataster-Iaapeetor  nnd  Stenerrttb, 
Ausgleichung  des  Feblers  poly gonometrischer  Mes» 
sungen.   gr.  Lex.-8.  1853.  geh.  15  Ngr. 

'  Uber  die  Berecbnuag  der  Fllcben  *  Inbalte  ganz 
oder  Überwiegend  aus  OriginaUnaassen.  gr.  Lex.- 8.  1858.  geb. 

n.  20  Ngr. 

Weber,  M.  M.  FreiL  von,  Ingeniear,  kSnlgl.  Siehe.  Bieeabahn-Director  etc., 

die  Technik  des  Eisenbabn-Betriebes  in  Bezug  aaf  die 
Sicherheit  desselben,   gr.  8.  1854.  geb. .  1  Thlr.  15  Ngr. 

|)  is  \ i>r  !ii  ^'i  ikIi' ,  Miii  ilt-r  KriliU  cinstiniiniir  als  ji-ilt-m  'lYvIiiiiker  uii«l  Kisetiljaliiibeaiiileii 
MHeHtbehilich  lirzuictiiic Ii'  Werk  hfhainlt'll  ilfu  Ifcimi^clirn  Kisrnbnlmbelriirb  in  Ilfzusf  auf  die 
Sit  luTllf  it  iIi  sM  lIini  in  ml.  ii  I luuji I  ilillu  iluiUfeli ,  tlcn'ti  '\'-<\<-  wii  'li'ruiii  iti  fiin-  j^ruNSi'  Aii/:i(.l 

vuli  Uulei-ablhciluuKeii  zci lallt,  »u  dasi!»  iiicUl»  unerörtcil  bleibt,  wa»  nur  ir^^cnd  iür  den  bcliand«) 
.    Um  4j«yoMtUHl  io  Fk«c«  koaunm  kann,  ninlicb: 

I.  Wege  und  Werke,  n.  Obnltan.  Ii.  Ctiler liiti  c.  Bahnbcwachung^.  d.  die  Sl^tliuncn, 
II.  BctrlstMoüUel.  a.  Locomoltveii.  b.  l*vr»utii:Mwa^ea.  c.  Uiilvrwagi-n.  III.  B*« 
«adraac.  IT.  Blenala.  VI.  BS—flMilMtt.  Paw— laiiwISlMttt  afMsphäiiseto  «to« 
aeaM  SM.  TO*  HtnvwnxMun,  SchlaMworu 

— —  die  rauchfreie  Verbrennung  der  Steinkohle,  mit 
specieller  Bticksicht  anf  C.  J.  Dnm^iy^s  Erfindung.  Hit  3  lith. 
Tafeln,   gr.  8.  1859.  geh.  18  Ngr. 

Durch  die  ErfiadaBg>  Dumcry's  Ut  da  laag«  aBgMlral»lM  Zivi,  «taa  aaeh  vidkichl  aiehl 
voUtländi(r  erreicht,  doch  Biher  gerückt,  ■!■  daith  all«  flrtterea  BenUiaafea.  U«  voiilefMule 
Schrift  beleuchlvt  die  Dum^ry'uhen  Vorkehrungren  lur  rauchrreiea  Vcriireaaaaf  d«r  Steiakghlra 
lind  macht  dieselben  durch  detaillierlo  Zcichnung-cn  anschaulich. 

— — —  die  Lebe  US  Versicherung  der  Eise  ii  bahn- raasa - 
giere  in  Verbindung  mit  dm  Untersttttsung  und  Pensionirung 
der  Eisenbahn -Beamten  und  ihrer  Angehörigen,  gr.8.  1855.  geli. 

12  Ngr. 

l»er  Vt'rlassi  i  wi-ist  tiai  Ii ,  tnil  Wflcln ü  Milt'  l"  il"'  Kisoiibahn  -  V' «Twalluiif;«  !!  uliiif  lulillim-n 
|)i'uck  auf  das  fuhlikuiii  sieb  von  der  Sorg-e  uui  die  Bcücliairunr  der  Geldmittel  für  dit*  rcnsiuiiic- 
riiM(^  und  Unterstützuri)^  ib  r  lipanitcii,  dioM  selbat  aber  voB  der  lehwerea  Laal  der  Beiateaer  an 
den  Liiterstkilzun(;sca«!>eii  beficiiu  künncu. 

— —  die  G  0 f ä h  1(1  u  n fj^o n    des  Personals   beim  Maschinen-  ' 
und  Fahrdienst  der  Eii>eubahiieu.  Eiuo  Denkschrift,  gr.  8.  1802. 
geh.  12  Ngr. 

Dieses  Schrificboii  ist  s|m  ci<1I  «li  in  Wohle  dci  Eisciibabii  ■  Ucoiittea  und  Arbeiter  gewiiiuiel. 

Di'-  iiuf  laiig-jabri^^t!  Krhilii uiifLT  (;<'s|iii2i<'i,  V'orselillf«  det  rAkmlkhal  bakaaalaa  Varfaaatra  haben 

bei.-ils  vielseitige  UeiiiL ksic)iti^,'u iig-  j.^'efunden. 

Wiener,  Dr.  Christiail,  Professor  an  der  Polytechnischen  Schule  zu  Carla» 
ruhe,  über  Viel  eckt«  und  Viel  flau  ho.  [VIII  U.  31  S,  mit 
.3  lithographierten  Tafeln. j    gr.  4.    geh.  21  Ngr. 

Witzschel,  Dr.  Benjamin,  (Jrundlinien  der  neueren  (Jeoiuetri«^ 
mit  bebondcrcr  Berücksichtigung  der  metrischen  Verhältnisse  an 
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Systemen  von  Pnnkten  in  einer  Graden  nnrl  einer  Ebene.   Wü  in 

den  Text  i^odnickton  Holzschnitten,  gr.  H.  IHf»?.  geh.     n.  2  Thlr. 

VorlioKi-iiilo  (irundlitiii-ii  ilcr  ik-iutimi  GcMtni'lrii"  siiiil  fiir  ilcn  itnIom  UiiI-m i irlil  iti  ilii->ii'iii 
Zweige  der  Mnlhcinalik  Itestiiiiiiit  uivl  ilio  ganz  clfinfiilaii'  Kntwickrluiis,'-  iIi-«*  <;"  i.'<-nstni(i|i's  tliirfle 
ia  besonderrit  Kttllnn  die  Lehrer  der  (ie<>iiii-lric  veranla<>!>on,  ririi^'O  i'aitieii  diIit  Sntze  der  nruen-ii 
Geonelrie  in  den  teither  Ithlichen  l.nterrichlst-ursuH  mit  aurzutivhincii.  —  Dn^-s  «Iis  Ituch  aU  eine 
vors&g'liclie  liiTeirheninir  der  matheniatisohen  Lil-Taiur  an^cnehoii  wcrdco  oiiu»,  Ital  Herr  Prüf. 
Itretschne  hIi  i  iii  (>uilia  in  einer  .iiisniin lu )i- ii  tu  thciluug:  in  der  „KritiMkeB  Zeitachrifl  fÄr 
l'henii.',  I'hjtik  uml  M iilniii.itik "  Hell  Tll,  S.  äitJ  (I.  nachfcwicftcn. 

WiillDer,  Ih.  Adolph,  Dlrector  der  ProvinzialRewerhcscliule  zn  Aachen, 
dir  buch  «Icr  Experimentalphysik  mit  theihvoiser  He- 
nutzung  von  Jamin  »  cours  de  phybit^uc  de  recolo  polytochinijnt». 
Zwei  Bände  in  vier  Abtheilangen.  Mit  vielen  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten  nnd  swei  Tafeln  in  lithographiBchem  Farben  > 
druck.  Zweite nnverftnd.  Auflage,  gr.8. 1866.  geh.  n.llThbr.20Ngr. 

Einzeln : 

I.  Randes  1.  Abtli.  Mechanik  and  Akustik,   n.  2  Thlr.  16  Ngr. 
I.      >      2.  Abth.  Optik.    11.  2  Thlr.  12  Npr. 

n.    »     1.  Abth.  Wärmelekre.  n.  2  Thlr.  12  Ngr. 

II.  »     8.  Abth.  Die  Lehre  von  MagnetiBmu  ud  der  Eloctricität. 

n.  4  Thlr.  10  Ngr. 

Die  wltKuwchiftHctmi  VonikM  dietet  neuen ,  clcguil  aosfntollelcD  LebrbvdM  der  Physik 
sind  von  der  KriÜk  einsünmif  UMkamit  worden.  DmmUw  hat  sieh  di«  Au^ab«  fwttili.  einer 
sriu  die  iihysiluyfcliMi  Lehren  in  weiteren  KrdniB  hnkaant  so  mmlbiBm,  anderanMns  dcnjenigru. 
welche  tiefer  in  du  Gehkl  de«  phyalki&(ehMi  WiaMU  eindrinren  weD«,  «b  Vonehnle  ni  dien««. 

b*t  aber,  ohne  den  enten  Zweck  »oMer  Acht  tu  laaaen,  die  iweite  wltteneehaniiche  AufgalM» 
rochr  las  Aoge  ^efaüst ,  aU  dicM  von  den  verbreitclüten  I^Iirbnchern  der  Physiit  bis  jetzt  ^■-•itrhelien  i<ki. 

Wo  Verlag-Jth.indhingr  freut  »ich,  ein  Urlheil  de«  Herrn  Professor  J o 1 1 y  in  München  brifiisrtu 
tü  können,  weMier  sich  fot^eniirrmasson  über  das  Buch  ausspricht: 

,.  D.is  l.i  liibiuh  der  Pliysik  von  Wiillner  ist  eine  sehr  {feiung-ene  Arbeit ,  die  si.  Ii ,  <ll)^rhlMl 
et  nnterrr  I.iili'inhir  riirlil  an  i4Ulrn  l.elirhi'ichern  fehlt,  dennoch  rasrli  Bahn  hieclicn  winl.  Im  nn- 
teilenden  llinl  iler  Mecliaiiik  schliessl  sich  Wiillner  noch  vielfach  nn  d^s  Leliibticti  vi.ti  .1  um  ui 
III,  sehr  bnlil  t,'<lit  alxr  «Irr  \  ei  la»%er  /n  -  ihm  ^j.uiz  llisls|;»ii<liii' ii  Ailnil  iiln-r,  m  v-.ii.  i  .1  >.v 
l^'hlbuch  von  Jniniii  nur  soweit  liemiUI  i>t.  in  dein<tell»cit  die  Arlieiirn  It an/"sis.  Ii  (  I  hs^iUrr 
in  fjrüsserer  Aiisfnhclichkeit  vurKelrajLjeii  sind.  VVitllner's  Lehrbuch  hat  zunächst  vur  <l -in  (i.»n- 
/lisischen  Werke  sihoti  den  \  iii/ii;c,  d.i..s  in  f;tosser  V'olKt'mdii^keit  auch  die  Arl>4'ii.ii  riitlil  Iran- 
zösischcr  I'orscher  IJcriM-ksi.  hli^uni,'^  ^;^tTuiiilen  lirilien.  Ks  hat  riKer  2iit,'leicli  in  der  l.ilteralur  «ler 
i««'hrhiiclier  einen  enlscIieidLinleii  VDi/ii;,'  dadurch,  dass  jnlcni  Ahstlinillo  iiiul  jedem  K'ijiilil  in  kii- 
li«clier  Auswahl  und  llelcuchlunic  iIp'  Ori^-inal  n  fn  iii  m  ,  url  wi  lclie  ilie  l.'nlersiicliiui;^  sii  h  nIhit-i. 
K^ieciell  aujfejfeben  sind.  Der  in  die  Wissi  iisriiali  neu  I'iiiiielende  wird  liicriluich  mit  dei  ItureiHUti 
Lltleralur  bekannt,  er  findet  zug^leich  di<- <Jii''llin  aii^'e^Licben»  zu  denen  er  zui  äckz(ii;elien  hit.  wt  nn 
er  im  lorlschreitcnden  Sludiiiin  der  t'oisciiun^^  sich  widmen  will.  Heschiänkl  sich  der  V  crfastor 
zuiiäclisl  aul  den  Gebrauch  der  lllemcntarmilhenialik  ,  so  sind  doch  ziu-'leicli  iil»Tall  die  Were  tjc- 
zeiclinet,  die  zum  Verständnis  der  rwiily tischen  Itehandlnng'  fuhren,  uml  die  den  Anfänger  befähigen, 
»obald  er  die  Sprache  der  Ji(dieren  Mathoniaiik  sich  ang^cei){-net  hat,  mit  I.eichtigkeit  <len  betreffenden 
monographischen  Arbeilen  zn  iidi{^en.  Ware  der  Ausdruck  „eine  iiierariache  Erachei- 
nung  befriedigte  ein  Ihik^hi  gefühltes  H  >■  il  u  r  fn  is  s"  nicht  allzuiebr  Terbranckl, 
so  würde  ich  ihn  ilber  da.«  Werk  von  WüUner  mit  vollster  Ueberseufaar  c*< 
hraaekan."  ^  Jollf* 

— — —  Einleitung  in  die  Dioptrik  des  Auges.   Mit  19  Fi- 
guren in  Holsschnitt.   gr.  8.    1866.   geh.  24  Ngr. 

Zoitsehrift  fttr  Mathematik  nnd  Physik,  herauisgcgeben  unter 
der  verantwortlichen  Redaction  von  Dr.  0.  Schlömilch,  Dr.  6. 

Witzschel,  Dr.  M.  Ca  n  t  o  r  und  Dr.  E.  Kahl.  I — X.  Jalirjj.ing 
1866—1867,  6  Hefte  jährlich,  gr.  8.  geh.  k  Jahrgang  n.  6  llilr. 

I. — in.  Jahrgang,  herausgegeben  von  0.  S ch  1  <"<  m  i  I c h  und  B.  W  i  t ztehel. 

IV.       »  »  >   denflelben  und  M.  Cantor. 

V.— XL       »  >  »   O.  Schlömilch,  E.  Kahl  nnd  M. 

Cantor. 

Zetsohe,  Dr.  Karl  Ed.,  die  Copirtelegraphen,  die  Typondmck- 

t  »•  1  ;i]t1i  on  nn  «1  d  i  o  D  op p cltelegrapl» i e.  Ein  Beitrag  snr 
Cr<>scliiclite  der  elektrischen  Telegraphie.  Mit  110  Holzschnitten, 
gr.  8.    1805.    geh.  n.  1  Thlr.  26  Ngr. 


Oncfe  ««B  B.a.  IVrtwi  Mp»^ 
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